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GRAFOK, VEKTOROK
ES VALOSZINUSEGSZAMITASI EGYENLOTLENSEGEK

KATONA GYULA

Turan Pal nemrég grafelméleti-kombinatorikai tételek érdekes geometriai és
potencidlelméleti alkalmazasait mutatta be [1]. Ebben a cikkben egy hasonld tipusa
példat szeretnénk ismertetni:

A. Tétel. Legyenek ay,a,, ...,a,, d-dimenziés (d=1) vektorok, melyekre
la;}=1 (i=1,2,...,n) teljesiil. Ekkor azon a;, a; pdrok (i#j) szdma, melyekre
la;+a;| =1 fenndll, legaldabb

8 (n — 1), ha n pdros,

2.2
E (7’1) = < 2
1—1 =
(, 8 ] : ha n pdratlan.
Az egyenldtlenség pontos, hiszen ha az egyik tengelyen pozitiv, illetve negativ
S n on_, , h+1 n—1 e, 5
iranyban Choi paratlan n esetén Ty oy ) esységnyi vektort vesziink, ezekre

a fenti parok szdma éppen a tételben meghatarozott minimum lesz.

Bizonyitas. 1. A két-dimenzids euklideszi térben adott bdrmely hdrom vektor
kézott van ketté melyeknek egymds dltal bezdrt szige legfeljebb 120° A vektorok
a teljes szoget 3 szogre osztjak, ezek kozott tehat a legkisebb legfeljebb 120°.

2. A hdromdimenzios euklideszi térben adott bdrmely hdrom vektor kozott
van kettd, melyeknek egymds dltal bezdrt szoge legfeljebb 120°. Jeloljilk a harom vek-
tort a,, a,, ag-mal. Vetitsiik as-at az a, és a, altal kifeszitett S sikra (ha nem feszitenek
ki sikot, akkor a harom vektor egy sikban van, ezt az esetet mar lattuk). Legyen a
vetillet a;. a;, a,, a; mar egy sikban vannak, alkalmazhaté rajuk az 1 pont eredménye,
van kozottiik két, 120°-nal nem nagyobb szdget bezaré vektor, Ha ez @, és a,, készen
vagyunk. Tegyiik fel tehat, hogy pl. @, és a; ilyenek. Azon vektorok, amelyeknek
a;-gyel bezart szoge 120°-nal nagyobb, egy K végtelen korkiup belsejében helyez-
kednek el, melynek tengelye a;, egyenese, az alkotdk tengellyel bezart szige 60°,
és az a,-gyel ellentétes féltérben helyezkedik el. Mivel a; nincs a K kup belsejében,
igy ay sincs. Ugyanis K barmely belsd pontjanak vetiilete S-re szintén K-beli, mert
S athalad a kap tengelyén. Igy a; és a, egymas altal bezart szoge legfeljebb 120°.

3. Ha adott a 3-dimenziés euklideszi térben 3 vektor, a,,a,,as, melyekre
la;l =1 (i=1, 2, 3), akkor mindig van kézéttiik két killonbozé, melyekre |a;+a;| =1
(i#j). Az el6z6 pont alapjan van a 3 vektor kozott kettd (pl. a; és a,) melyeknek
a szoge legfeljebb 120°. Igy

lay + a5 = |ay]* + |ao|? + 2|ay| |a,| cos a
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alapjan
la, +a,|? = |ay |2 + |a. > + 2}ay| |a.| cos 120° =

= (|ay| — |ag|)* + |a1! la,| = 1.

4. Ha adott a d-dimenzids euklideszi térben 3 vektor, a,, a,, a;, melyekre
la|=1(=1,2,3), akkor mindig van kozdittiik két kiilonbozé, melyekre |a;+a;| =1.
A 3 vektor ugyanis egy legfeljebb 3 dimenzids alteret feszit ki. Ebben az altérben
viszont az allitds a 3 pont alapjan mar igaz.

5. Bar a tétel bizonyitdsihoz nincs ra sziikség, érdemes megjegyezni, hogy
a 4 dllitds euklideszi tér helyett tetszbleges Hilbert térre is igaz. Nyilvanvalo ugyanis,
hogy a Hilbert tér 3 eleme — a,, a,, a; — egy legfeljebb 3 dimenzids alteret feszit ki,
talalhaté tehat 3 ortonormalt elem a térben (b,, b,, b3), melyek linearis kombinacioi-
ként kifejezhetd A tetszdleges eleme: a=A;b,+ A.b,+ 23bs. Megfeleltetve a-nak
a 3-dimenzids euklideszi tér (4;, Ap, 45) elemét, egy tavolsagtarto leképezést kapunk,
s mivel az allitast euklideszi tér esetére mar a 3. pontban igazoltuk, igaznak kell
lennie a Hilbert térben is.

6. Bizonyitsuk most mar a tételt. Készitsiink egy G grafot, melynek csucsai
aza, a,, ..., a, elemek, és két csucs (g; €s a;, i #j) akkor és csak akkor legyen Ossze-
kétve, ha |g;+a;|=1. A 4., illetve 5. pont szerint a G grafban nincs ires harmas,
azaz, barhogy kivalasztva 3 csticsot, valamelyik ketts éllel 6ssze van kotve. Turan Pal
ismert grafelméleti tétele [2] alapjan azonban a grafban legalabb E(n) élnek kell
ehhez lenni, tehat legalabb E(n) azon parok szama, melyekre |a; +a;| =1.

A kovetkezSkben a fenti tétel és Hilbert térbeli valtozatinak néhany, kaleidosz-
kdpszerii alkalmazasat mutatjuk be. Ezekkel a grafelméletnek egyéb teriiletekkel
valé meglepd kapcsolatat szeretnénk hangsilyozni.

B. Tétel. Legyenek fi(x), fo(x), .... f;,{(x) az [a, b] intervallumban négyzetesen
b
integrdlhato fiiggvények, melyekre f fA(x)dx=1. Ekkor legalibb E(n) f(x), fi{(x)

b
(i #j) pdrra teljesiil f (fi(x) +fi(x))Pdx=1.

C. Tétel. Legyenek &, ¢E,, ..., &, nulla varhato értékii és D szordsu (nem fel-
tétleniil fiiggetlen) valdsziniiségi vdltozok. Ekkor legaldbb E(n) &, &; (i #j) pdrra
teljesiil D(;+&;)=D.

Fenti tételek az A Tétel Hilbert térbeli valtozatinak egyszerii specialis esetei.

Fogalmazzuk most at az A Tételt a valdsziniliségszamitis nyelvére. Ha adottak
aza,, as, ..., a, d-dimenzids vektorok (|g;| =1i=1, 2, ..., n), és egymastdl fiiggetleniil
kivalasztunk koziiliik kettdt, legalabb mekkora a valdszinlisége annak, hogy a két
vektor Osszegének abszoldt értéke legalabb 1 legyen? Az Osszes lehetséges esetek
szama n?, a kedvezd esetek szama legalabb 2E(n)+n, hiszen ha ugyanazt a vektort
valasztjuk kétszer (ami itt megengedett), akkor az osszeg abszolutértéke 1-nél na-
gyobb, és minden part kétszer szamoltunk. Azonban

2
% , ha n pdros,
2E(n)+n= w41 ’
> ha n pdratlan,
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n2
azaz 2E(n)+n = 5 és

P(a;+a|=1) = %

Vizsgéljuk meg, milyen egyenlStlenség jon ki, ha nem tessziik fel az a; vektorok-
16l az |g;| =1 tulajdonsagot, és P(|la;+a;| =x)-re keresiink hasonld alaku becslést.
Tegyiik fel, hogy az a,, as, ..., a, vektorok kéziil m(x) darabra teljesiil az |q; =x
feltétel. Ekkor, (1)-hez hasonldan

2E (m(x)) +m(x) _m@ 1

A Jg=x)= i i lg.] = 2
(2) P(|a1+a1| == }‘) = n =5 2”2 2 P(\all e x) *

Onkénteleniil adédik a gondolat, atvihetS-e ez az egyenlStlenség tetszbleges vektor
valdszinliségi valtozdék esetére.

D. Tétel. Legyenek tehdt & és n fiiggetlen. egyforma eloszldsi valésziniiségi
vdltozok, folytonos és szigoriian monoton eloszlasfiiggvénnyel, melyvek a d-dimenzids
1érbol veszik fel értékeiket. Ekkor teljesiil a

— a2

P(g+n = x = TUL=D
egyenldtlenség. (Az eloszlas fiiggvényre vonatkozé feltevéseket csak azért tettiik fel,
hogy a bizonyitis egyszeriibben elmondhaté legyen, a tétel egyébként is helyes.)

Bizonyitds. A bizonyitast diszkrét, egyforma eloszlast valdsziniiségi valtozok-
kal valo kozelitéssel fogjuk végezni. A kozelitést ugy hajtjuk végre, hogy ¢&, illetve n
lehetséges értékeit véges sok osztalyba soroljuk, mely osztalyok valdsziniiségei
egyenlSk. Az osztalyokat 1—1 elemiikkel helyettesitve mar alkalmazhatjuk (2)-6t,
s csupdn a hataratmenet helyességének igazoldsa marad hatra.

Az osztalyokba sorolast koordinatanként végezziik el. Legyen ¢ elsé koordi-
natija ¢, és legyen K egy természetes szam. Az elsd lépésben osszuk K osztalyba
¢ értékeit: ¢ =x legyen a k-adik osztalyban, ha elsé koordinatijara, x,-re

k—1 k
T =PE<x) <

teljesii] (k = K esetén a jobboldalon is = jel értendd). Ezzel ¢ értékeit valéban egyenld
valészinfiségli osztalyokra bontottuk fel, ha P(¢, <x,) folytonos fiiggvény. Utobbi
azonban egyszerii kovetkezménye az eloszlasfiiggvény folytonossiganak.

Tekintsiik a k-adik osztalyt, de ismételjiik meg benne az eljarist a masodik
fkoordinata szerint:

k —

a = P(¢,<x,| £ eleme a k-adik osztalynak) < k—

K
Igy mar K2 osztalyhoz jutottunk. Az eljarast hasonléképpen folytatva K¢ osztalyt

kapunk, melyeknek valdsziniiségei egyformak, hiszen minden lépésnél egyenid
valosziniiségii halmazokat bontottunk K egyenld részre.
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Ha tehat most minden osztalybdl kivalasztunk egy tetszéleges elemet, és ahboz

. valdsziniiséget rendeliink, akkor erre a &X, és a hasonldan képzett n* valdszinii-

=
ségi valtozokra mar alkalmazhatd (2):

1 ;
3 P(E5 417 = x) = 5 P(E5| = %)™

Tgazolnunk kell még, hogy &X d-dimenzids eloszlasfiiggvénye ¢ d-dimenzids
eloszlasfiiggvényéhez tart pontonként, ha K —o-o, azaz

4) Him [PUET = Ry, w0y €F < X)) —P ey = Xy, Gy = Xl = 0

K—>eo

Konnyen lathato, hogy ehhez elég igazolni a kovetkezoket:

lim P(ff PR o e e O A SRR S xd) £l

K—>oo
&)

ZélmP(éf =< Xqseeesy 55( = xd! El = X1y +ees :d = xd) A 0’

A zaréjelben allé események csak olyan osztialyokban kovetkezhetnek be, amelyek-
ben van egy pont, amelynek i-edik koordinataja valamilyen i-re (i=1,2, ..., d) x;.
Vagyis azokat az osztalyokat kell tekinteniink, melyeken atmennek az (x;, Xs, ..., Xz)
pontbdl a tengelyekkel pArhuzamosan huzott d — 1-dimenzids hipersikok. Egy ilyen
hipersik legfeljebb K¢~! osztalyt metszhet (teljes indukcidval konnyen belathato).
A hipersikok szima d, egy osztaly valdsziniisége 737 , igy a (4)-ben szerepld valdszinii-
a-1
ségek d —-— = —-val becsiilhetdk feliilrél, ami K —~< esetén 0-hoz tart, vagyis

K K
5)-0t és (4)-et igazoltuk.
A val6szinliségszamitasbdl jol ismert, hogy (4) fennallasa esetén
P(|E = x)=P(¢] = 0
is teljesiil, ha d-dimenzids eloszlasfiiggvénye folytonos. Ez esetben ugyancsak teljesiil.
P(IE5+ 1% = x) =P (I +1n| = x).

Ezeket a konvergenciadkat felhasznalva (3)-bol mar kovetkezik a tétel allitasa.

Hasonlé tétel bizonyithaté olyan sztochasztikus folyamatokra, melyek egy
[a, b] intervallumban vannak értelmezve, és realizicidik egy valdszinliséggel négy-
zetesen integralhatdk itt. Ha &(f) és n(r) két fiiggetlen realizacio, akkor

P

af(cg(t)+n(rj)2dt = x] = %P[!éa(t)dt = x]

IRODALOM
[1] Turdn Pdl: Grafok, geometria és generalizalt potencidlok. Eldadas a Bolyai Jinos Matematikai

Tarsulat rendezésében 1968. nov. 22-én. )
[21 Turdn Pdl: Egy grafelméleti szélsdértékfeladatrol, Mat. Fiz. Lapok XLVIII, 1941., p. 436—452.
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I'PA®BI, BEKTOPEI 1 HEPABEHCTBA B TEOPUM BEPOSTHOCTEM
I. KATOHA
Ilycte ay, @, ..., G, d-Mepubie BekTOpbl, THE |a;/=1(=1, 2, ..., r). Hokazano, 4TO

n(n
HEPABEHCTBO |a;+a;|=1 (isj) MmeeT MecTo no KpaiiHeli Mepe s —-(~*1 nap, eciun

n—1)?2
n 4E€THO [n [T] map, ecnd n Heu€THO | . JlokazaTenbCcTBO omMpaeTcs Ha TeopeMy Typana [2].
VYTBepxkaeHHEe HWMEET MeCTO M B Clly4ae TMNLOEPTOBOrO NpPOCTPAaHCTBA. JlaHBl NPHIIOXKCHHS Ha-
i 1
npumep P(IE+n/=x)= ? P(&l=x)% rme £ My ONMHAKOBO pACHpPENEeHHBI BEKTODHbLIE Cily-

YalHbIC BEJIMYHHBI.

GRAPHS, VECTORS AND INEQUALITIES IN PROBABILITY THEORY
G. KATONA

Let a,, a,, ..., a, be d-dimensional vectors with the property la;//=1 (i=1,2,...,n). It is

n(n
proved that the inequality |a,~+a,/=1 (i>2j) holds for at least o (—2——1] pairs if n is even and
n—1)2
[ 3 ] pairs if n is odd. The proof is based on Turan’s graph theorem [2]. The statement is valid for

1
Hilbert space, too. Among others the following application is given: P(|&-+ ;]i;x)z-a P(|El=x)?,

where ¢ and » are independent uniquely distributed random vector-variables.
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