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1. fejezet

Bevezeto
1.1. A marslako és a modellek

Az alkalmazott matematika sajatossaga, hogy a tiszta matematikat
Osszekapcsolja egy masik tudomanyteriilettel. Amig a matematikdban abszolut
igazsdgok vannak, abszolut igazsag mas tudomanyteriileteken nem Iétezik. Az
alkalmazott matematika feladata az, hogy matematikai modelleket alkosson a vilag
leirasara, és ezeken keresztiil probaljuk meg megérteni a vilagot. Azonban meg kell
érteniink, hogy hogyan miikddnek a modellek, nehogy ugy jarjunk, mint a marslakd
az alabbi mesében.

Egy  marslaké  vizsgalni o ae
szeretné a Foldon él6 embereket, (7
azonban nem mer  kdzvetlen Y ”\»z - Lé "
kapcsolatba 1épni veliik. Hogy mégis Oﬁ:’ E N
tanulmanyozhassa Oket, modelleket A«\/)
kér. Két modellt kap, egyet egy ~
gyogyszerkutatotol, aki egy fehér
egeret kiild, egy masikat meg egy
divattervezotdl, aki egy viaszbabut _—
kiild.

Szegény marslakd ledobben,
hogy mennyire valtozatosak lehetnek
az emberek. Az egér folyamatosan
rohangészik, cincogd hangokat hallat,
¢s meglehetdsen kicsi, mig a viaszbabu sokkal nagyobb, ellenben teljesen mereven és
sz6tlanul all, rdadasul sokkal hidegebb, mint az egér. Végiil a marslaké levonja a
konkliiziot a modellekbdl: a f6ldi emberek nagyon véltozatosak, méretiik néhany
centimétertdl kdzel két méterig terjed, viszont mindegyiknek van bajusza.

Természetesen a marslako rossz kovetkeztetéseket vont le a modellekbdl. De
vajon mit rontott el? Ott hibazott, hogy nem kérdezte meg a gydgyszerkutatotol és a
divattervezotdl, hogy a modelliik a f61di embereknek mely aspektusat modellezeik. A
gyogyszerkutatd azért tud egy fehér egeret hasznalni modellként, mert az egerek és az
emberek biokémiai rendszerei kozott meglepden sok hasonlosag van, igy ha egy
gyogyszer hatdsos egy egeren, jo eséllyel hatdsos lesz embereken is. A divattervezd
azért tudja a viaszbabut modellként hasznalni, mert a viaszbabu formdja koveti az
emberi test alakjat, ezért ha egy ruha jol all egy viaszbabun, valosziniileg jol fog allni
egy emberen is. Mivel a két modell az emberek mas-mas aspektusat modellezik,
teljesen értelmetlen a két modell hasonldsagait keresni. Ehelyett meg kell érteni, hogy
a modellek a valosag mely aspektusat modellezik, és akkor helyes kovetkeztetéseket
vonhatunk le: a foldi emberek kiilséleg hasonlitanak egy viaszbabura, a belsd
biokémiai felépitésiik viszont egy fehér egér biokémiai rendszeréhez hasonlit.




Fontos azt is megérteni, hogy a modellek is csak modellezik a valdsag egy-egy
aspektusat, de nem kdvetik tokéletesen, ezért még a modell helyes értelmezése esetén
is fennall a tévedés lehetdsége. Példaul, egy viaszbabu, ellentétben az emberekkel,
nem mozog. Ha egy ruha jol 4ll egy statikus viaszbabun, nem biztos, hogy jol 4ll egy
emberen, aki mozgds soran Osszagylrheti a ruhadarabot, vagy bizonyos
testhelyzetekben teljesen masképpen viselheti a ruhadarabot, ahogy az a viaszbabun
all. Hasonldan, ha egy gyogyszer hatékony az egereken, még nem jelenti feltétleniil
azt, hogy az embereken is hatékony lesz.

Természetesen, a modelleken lehet javitani. A fenti példdkndl maradva,
létrehozhatunk egy olyan robotot, amely kiilsejében ugyanolyan jol modellezi az
emberi kiilsdt, mint egy viaszbabut, ugyanakkor a viaszbdbuval szemben az emberek
mozgasat is utanozni tudja. Hasonloan, egy gyogyszert lehet teszteni emberhez
kozelebb allo fajokon, példaul csimpdnzokon is. Fontos megjegyezni, hogy a
modellek soha nem lesznek tokéletesek: pl. egy roboton sem tudjuk vizsgalni azt,
hogy egy ruhadarabba egy ember mennyire izzad bele, hasonléan, van kiilonbség az
ember és a majmok biokémiai rendszerei kdzott is.

Milyen tanulsagokat vonhatunk le a fenti meséb6l? Tudnunk kell, hogy a
matematikai modellek, amelyekkel a kurzus soran megismerkediink, mely aspektusat
modellezik a valdosagnak. A matematikai eredményeket ennek megfeleléen kell
értelmezni. Mdsrészt a modell tokéletesitése sordn mindig a valddi vilagra kell
koncentralni. Ez a szemlélet nagyon eltér a tiszta matematikdban megszokott
szemlélettdl. A tiszta matematikaban kialakult az a konszenzus, hogy mely kérdések
az érdekesek, egy kutatdst milyen irdnyba érdemes elvinni. A kutatds irdnyat a
matematika szépsége vezérli, azt pedig, hogy mely eredmények, tételek tekinthetéek
szépnek, egy évszdzadok soran kialakult konszenzus mondja meg.

Az alkalmazott matematika kutatdsi iranyait nem a tiszta matematika
szépsége, hanem a modellek hasznalhatosdga hatarozza meg. A modell
hasznalhat6sdga nem csak a valosag modellezésének a josagatdl fligg, hanem a
modellel valo szamolasok hatékonysagatol is, amint ezt a kovetkezd alfejezetben latni
is fogjuk.

1.2. Bioinformatikai modellek

A Dbioinformatikaban alkalmazott modellek abban kiilonbéznek a tobbi
biologiaban alkalmazott, Uin. klasszikus biomatematikai modellekt6l, hogy nagyon
erdteljesen haszndlnak kombinatorikai, diszkrét matematikai strukturadkat. Mint 14tni
fogjuk, ezen strukturdk haszndlata nagyon természetes: a biologiai szekvenciakat
véges ABC feletti stringekkel, az evolucids leszarmazasi kapcsolatokat gyokeres
binaris fdkkal fogjuk modellezni. Egy kovetkezménye a kombinatorikai strukturdk
alkalmazasanak, hogy a bioinformatikai modellalkotasban a hasznalhatosagba sokkal
jobban beleszol a szamolds hatékonysaga, mint mas modellek esetében. Valdban,
nagyon konnyii olyan modelleket megadni, amelyek sokkal jobban leirjdk a biologiai
valosagot, mint a kurrens modellek, azonban a kombinatorikai struktirdkbol adodé
un. kombinatorikus robbanés kezelhetetlensége miatt ezen modellek egyaltalan nem
hasznalhatoak.

A bioinformatikai modellalkotast tehat alapvetden meghatarozza a modelleken
szamolo algoritmusok futdsi ideje. A szdmitdstudomanyban hasznalt klasszikus
megkozelitést fogjuk alkalmazni, a futdsi id6 nagysdgrendjét a bemend adatok
méretének a fiiggvényében mondjuk meg. Altaliban természetes lesz a bemend
adatok mérete: a szekvencidk hossza, a fajok szama, és igy tovabb. A kurzus soran
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elészor azon modellekkel ismerkediink meg, amelyben minden fontos kérdés
megvalaszolasara polinom futdsi idejii algoritmust tudunk megadni. Majd
megismerkediink néhdny klasszikus NP-teljes problémaval, a kurzus végén pedig
sztochasztikus approximaciokkal fogunk foglalkozni.

1.3. Paraméterbecslés

Nagyon gyakran egy modellt azért allitunk fel, hogy segitségével
paramétereket becsiiljiink. Legyen M egy modell, 8 a modellben szerepld paraméterek
valamely rogzitett értékei, D pedig az észlelt biologiai adat. A kdzponti fiiggvény az
un. likelihood fiiggvény:

P(D

0.M) (1.1)

azaz, az adatok észlelésének a valdszinlisége az adott modellben, az adott paraméterek
mentén. Az (1.1) fiiggvényt a @ paraméterek likelihood fiiggvényének hivjuk. Nagyon
gyakran egyértelmii lesz, hogy melyik modellrl besz¢liink, ezekben az esetekben a
jelolésekben a modell jelolését elhagyjuk.

Az egyik leggyakoribb parméterbecslés a maximum likelihood (ML) becslés:

éML = arggnax {P(D|9)} (1.2)

azaz azon paraméterek, amelyek maximalizaljadk a likelihoodot. Fontos megérteni,
hogy ez nem a paraméterek valoszinlisége az adatok észlelése mentén, hiszen azt a
Bayes tétel segitségével adhatjuk meg:

P(DIo)P(6)
P(Dio)P(6)do

P(6D)= J (1.3)

o
ahol P(6) a paramétereknek az uUn. prior valdszinlisége, azaz a paraméterek
valoszinlisége azel6tt, hogy az adatokat észlelnénk. Altaldban a Bayes tétel

nevezdjében szerepld integral nem szamolhato ki analitikusan, ezért nagyon gyakran a
Bayes tételt igy irjuk fel:

P(6|D) o P(D|6)P(0) (1.4)
vagy szavakkal
poszterior o« likelihood x prior (1.5)

ahol o jel6li az ardnyossagot. A Bayes tétel alapjan irhatjuk fel a masik leggyakoribb
paraméterbecslést, a maximum a posteriori (MAP) becslést

éM up = argmax{P(@|D)}: argmax{P(D|9)P(9)} (1.6)



Az egyenldség egyszerlien abbol kovetkezik, hogy a Bayes tétel nevezdjében szerepld
integral pozitiv és konstans, igy a tort akkor lesz maximalis, ha a szamlaloja
maximalis.

Mint lathaté, mind a maximum likelithood, mind a maximum a posteriori
becsléshez sziikséges, hogy barmely paraméter értékek mentén a likelihoodot
konnyen kiszdmolhassuk. A legegyszeriibb modellek esetén Iéteznek szofisztikalt
eljarasok a ML paraméterek megkeresésére, bonyolultabb modellek esetében pedig
klasszikus numerikus médszereket alkalmazhatunk, mint pl. a gradiens mddszer, hogy
megtalaljuk a likelihood fliggvény (legalabb lokalis) maximumat.

Nagyon gyakran a likelihood ilyen formaban irhato fel:

P(D)=2_P(DY

0) (1.7)

ahol Y a szemlél6 altal nem ismert, valamilyen rejtett adat. Tipikusan a szummaban az
Osszeadando tagok szdma exponencialisan ndvekszik az ismert adatok méretével, igy
a definici6 szerinti kdzvetlen szdmolads komputacidosan nagyon koltséges. Egyszerii
modellek esetén dinamikus programozasi rekurzid segitségével mégis meg lehet
hatarozni az §sszeget polinom futasi idében. A dinamikus programozasi algoritmusok
a leggyakrabban hasznalt algoritmikai modszerek a bioinformatikaban, a kurzus elsé
felében ilyen algoritmusrol fogunk tanulni.

Sok modellben azonban a likelihood kdzvetleniil nem szamolhato, mert nem
ismeriink hatékony algoritmust az (1.7) egyenletben szereplé szumma kiszamoléséra.
Azonban ha minden Y-ra P(D,Y|6) szdmolhat6, akkor lehetdség van a likelihood
fliggvény sztohasztikus Osszegzésére. Ilyen sztohasztikus algoritmusokkal (Monte
Carlo médszerekkel) ismerkediink meg a kurzus mésodik felében.



2. fejezet

Dinamikus programozas

A kurzus hallgatoirol feltételezem, hogy talalkoztak mar legalabb egy
dinamikus programozasi algoritmussal (pl. Dijkstra algoritmusa, Bellman-Ford
algoritmus). Azonban a dinamikus programozés annyira fontos a kurzus elsd felében,
hogy itt néhany klasszikus bioinformatikai példan atismételjiik, gyakoroljuk a
dinamikus programozast.

2.1. Szekvenciaillesztés linearis résbiintetéssel

Az informaciot hordoz6 DNS molekuldk a sejt kettéosztodasa elott
replikédlodnak, az eredeti molekulaval megegyezd két molekula jon 1étre. Biokémiai
szabalyozas hatasara mindkét utddsejtbe egy-egy DNS szal keriil, igy az utddsejtek
mindegyike tartalmazza a teljes genetikai informaciot. Azonban a DNS replikalodésa
nem tokéletes, véletlen mutaciok hatdsara a genetikai informacio kissé megvaltozhat.
fgy egy egyed utédai kozott variansok, mutansok allnak el, amikbol az évmilliok
alatt 0j fajok alakulnak ki.

Legyen adott két szekvencia, a kérdés az, hogy a két szekvencia mennyire
rokon — azaz mennyi id0 telt el a szétvalasuk 6ta —, illetve milyen mutaciok
sorozatdval lehet leirni a két szekvencia evolicids torténetét. Tegyiik fel, hogy az
egyes mutaciok egymastol fliggetlenek, igy egy mutacid sorozat valdoszinlisége az
egyes mutdciok valdszinliségének a szorzata. Az egyes mutdciokhoz sulyokat
rendeliink, a nagyobb valoszinliségli mutaciok kisebb, a kisebb valdszinliségii
mutaciok nagyobb sulyt kapnak. Egy nyilvanvaldéan jo valasztds a valoszinliség
logaritmusanak a minusz egyszerese. Ekkor egy mutacido sorozat sulya az egyes
mutaciok sulyainak az 6sszege. Feltételezziik, hogy egy mutécio és a megforditottja
— példaul egy timin szubsztitucidja adeninre és vissza — ugyanakkora
valosziniiséggel fordul elé. fgy a két szekvencia kozos Osbbl vald leszarmazasa
helyett azt kell vizsgalni, hogy hogyan alakulhatott ki az egyik szekvencia a masikbol.
A minimalis evolicio elméletét feltételezve, azt a minimalis stlyt mutacié sorozatot
keressiik, amely az egyik szekvenciat a masikba alakitja. Fontos kérdés, hogy hogyan
lehet egy minimalis stlyll mutdcié sorozatot (lehet, hogy tobb minimalis értékii
sorozat van) hatékonyan megkeresni. A naiv algoritmus megkeresi az Osszes
lehetséges mutdcid sorozatot, és kivalasztja bel6le a minimalis stlyat. Konnyi
belatni, hogy a lehetséges sorozatok szama legaldbb exponencialisan n6 a szekvenciak
hosszaval, ezért ez a naiv algoritmus nyilvanvaléan nagyon lassu.

Az alabbiakban egy hatékony dinamikus programozési algoritmust mutatok
be. Legyen X szimbolumok véges halmaza, 2” jeldlje a X feletti véges hosszi szavak
halmazat. Egy 4 sz6 els6é n betlijébdl allo szot 4, jeloli, az n-edik karaktert pedig a.
Egy szon kiilonboz6 transzformaciok hajthatok végre:

Egy ’a’ szimbdlum beszurdsa egy szoba egy adott poziciénal. Ezt a
transzformaciot - — a jeloli.

Egy ’a’ szimbolum torlése egy szobol egy adott pozicional. Ezt a
transzformaciot a — - jeloli.

Egy ’'a’ szimbdlum cseréje egy 'b’ szimbolumra egy adott pozicioban. Ezt a
transzformaciot a — b jeloli.



A transzformaciok kompoziciojan azok egymas utani végrehajtasat értjiik, és a
szimbolummal fogjuk jelolni. A fenti harom transzformacio, és ezek tetszdleges
véges kompozicidinak a halmazat z-val jeloljiik. Azt, hogy egy T'e 7 transzformacio6 az
A szekvenciat B-vé transzformalja, 7(A4)=B-vel jeloljiik.

Legyen w: 7 — R'U{0} egy olyan sulyfiiggvény, amely barmely 71, 1> és S
transzformaciokra, ha

[e]

T1oT>=S (2.1)
akkor

w(T)+w(T2)=w(S) (2.2)

Két szekvencia, A ¢és B transzformacios tavolsdgan az A-t B-be vivo
minimalis sulyu transzformaciok sulyat értjiik, azaz

&A4,B) = min{w(T)|T(4) = B} (2.3)

Ha w-rdl feltessziik, hogy

w(a—b) = w(b—a) (2.4)
wa—a) =0 (2.5)
w(a—b) + w(b—c¢) < w(a—c) (2.6)

barmely a, b, ¢ € 2U{-}-re akkor konnyen belathatd, hogy a &) transzformacios
tavolsdg metrika X*-on, igy jogos a tivolsag elnevezés.

Fel szeretném hivni a figyelmet arra, hogy habar a stlyfliggvénnyel valod
szamolast egy valosziniiségelméleti okoskodds motivélta, nincsen egy egzakt és
objektiv szdrmaztatdsa a w transzformacidos sulyoknak. Példaul, annak a
valoszinlisége, hogy egy karakter — aminosav vagy nukleotid — nem valtozott meg
az evolicid sordn, nem 1, igy ha transzformacidos sulynak a valdszinliség
logaritmusénak a minusz egyszeresét valasztjuk, akkor w(a—a) semmiképpen sem
lehet 0. Mésfeldl a mutaciok valosziniiségei fliggenek az eltelt id6tdl, de éppen ez az,
amit szeretnénk meghatdrozni. Ennek ellenére a tévolsagalapt modszerek az
egyszertiségiik €s gyorsasdguk miatt a mai napig elterjedtek.

Egy transzformacido sorozatot a szekvencidk illesztésével reprezentalunk.
Konvenci6é alapjan a feliilre irt szekvencia az &si szekvencia, az alulra irt a
leszarmazott. Példaul, az alabbi illesztés azt mutatja, hogy a harmadik és az 6tddik
pozicidban egy-egy szubsztiticid tortént, az elsd pozicidban egy beszlréds, a
nyolcadikban pedig egy torlés:

A C
U A

U A
G A -

CGU A G
CATU A G

Az egyes poziciokban az egymds ald irt szimbdlumokat illesztett parnak
hivjuk. A transzformacié sorozat sulya az egyes poziciokban tortént mutaciok
stlyainak az Osszege. Lathatd, hogy minden mutdcié sorozathoz egyértelmiien

megadhatd egy illesztés, amely azt reprezentalja, és egy illesztésbdl a mutaciok
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sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien megadhatéak azok a mutaciok, amelyeket az
illesztés reprezental. Mivel az 0sszeadds kommutativ, ezért a teljes suly fliggetlen a
mutaciok sorrendjétdl. Optimalis illesztésnek nevezziik azt az illesztést, amelyhez
rendelt mutacié sorozat sulya minimalis. Jeldljik o (A4.,Bn)-mel 4, és B, optimalis
illesztéseinek a halmazat, w(o'(4n,Bx))-mel jeldljik ezen illesztésekhez tartozd
mutéacio sorozatok sulyat.

A gyors algoritmus el6szor az optimalis illesztések stlyait szamolja ki. Az
otlet az, hogy ha ismerjik w(ot'(4n1,Bm))-et, W(a'(4n,Bm1))-€t, valamint
w(o (An-1,Bm1))-et, akkor ebbdl konstans idé alatt kiszamithatd w(o'(4,,Bn)). Ezt
precizen a kovetkezd tétel mondja ki:

Tétel 2.1.

w(a (An,Bm))= min {w(o." (An-1,Bm))+w(an —-);
WO (An,Bm))Hw(- —>bnm); (2.7)
w0 (An1,Bm1))Hw(an —bm)}

Bizonyitas. Belatjuk, hogy

w(oL (An,Bm)) = min{w(a (An-1,Bm))+w(an —>-);
WO (An,Bm))Hw(- —>bnm); (2.8)
w0 (An1,B1))Hw(an —bm)}

és

w(aL (An,Bm)) < min{w(a (An-1,Bm))+w(an —>-);
WO (An,Bm))Hw(- —bnm); (2.9)
w0 (An1,B1))Hw(an —bm)}

ezért muszaj egyenldségnek fennallnia. A (2.8) egyenldtlenség bizonyitdsdhoz vegylik
A, és Bn egy optimalis illesztését. Ennek az utolsé oszlopaban vagy a. és b, van
Osszeillesztve, vagy a, torlése, vagy b, beszurasa lathat6. Ezt az oszlopot elhagyva
rendre vagy An-1 €s Bu-1, vagy A, €és B, vagy A, és Bny.1 egy illesztését kapjuk. Ezen
illesztés sulya nem lehet kisebb a legkisebb sulyu illesztés sulyanal, ehhez hozzavéve
a most elvett oszlopot kapjuk, hogy 4, és B, egy optimdlis illesztésének a sulya nem
lehet kisebb vagy w(o. (4u-1,Bm))+W(an —>-)-nél, vagy w(o. (An,Bm-1))+W(- —>bm)-nél,
vagy WO (An-1,Bm1))twW(an —>bn)-nél. Akar melyik eset all fenn, w(o'(4n,Bn))
nagyobb vagy egyenld, mint a minimuma harom olyan szdmnak, amelyik kozil az
egyikrdl tudjuk, hogy w(o."(4,,Bn))-nél kisebb vagy egyenld.

A (2.9) egyenl6tlenség belatasdhoz rendre vegylk vagy Ani1 €és Bn egy
optimalis illesztését, vagy 4, €és Bn.1 egy optimalis illesztését, vagy 4,1 és Bu1 egy
optimalis illesztését, attol fliggden, hogy a minimumot rendre w(ot'(An-1,8m))+
Wan —-) vagy wo (An,Bu1))tw(- —bw) vagy w(o (An1,Bm1))tWan —bn). A
kivélaszott illesztéshez adjuk hozza rendre vagy a, torlését vagy b, beszirasat vagy a,
és by Osszeillesztését. Igy A, és Bn egy illesztését kapjuk, amelynek a stlya a (2.9)



egyenldtlenség jobboldalaval egyezik meg. A4, és Bu.1 barmely minimalis sulyu

illesztésének a stilya nem lehet ennél nagyobb, és pont ez az, amit be akartunk latni.
O
Itt jegyezném meg, hogy a jegyzetben a tovabbiakban nem adom meg a

dinamikus programozasi rekurziok bizonyitasat, feltételezem, hogy a hallgatoknak
nem okoz gondott az itt bemutatott bizonyitds alapjan a bizonyitdsokat maguknak
leirni.

Az optimalis illesztéshez tartozé sulyokat egy un. dinamikus programozasi
matrix, D segitségével lehet megadni. Ez egy n és egy m hosszsagh szekvencia
Osszehasonlitasa esetén egy (n+1)x(m+1)-es tablazat, a sorok és oszlopok indexelése
0-t6] n-ig illetve m-ig megy, d;; definicié szerint w(o’(4;,B;)). A 0 hosszi prefix
definicié szerint az iires szekvenciat jelenti. A kezdeti feltételek a nulladik sorra és
oszlopra egyszeriien megadhatdak, mivel barmely szekvenciat az iires szekvencidhoz
egyféleképpen lehet illeszteni:

do,0=0
J
doj= Y w(=—b,) (2.10)

=1

dio= Y w(a, —-)
=1

A tablazat belsejének a kitoltése a (2.7) képlet alapjan torténik.

A tablazat kitoltésének az ideje O(nm). A tablazat segitségével
megkereshetjiik az 6sszes optimalis illesztést. Egy optimalis illesztés megkereséséhez
a jobb als6 sarokbdl kiindulva mindig a minimalis értéket add eldzd poziciot
véalasztva — tobb lehetdség is adodhat — visszafelé haladunk a bal felsd sarkig,
minden egyes 1épés az optimalis illesztésnek egy illesztett parjat adja meg. A d;
poziciobol folfelé 1épés az adott pozicioban vald torlést, a balra 1épés az adott
pozicidoban valo beszlrast jelent, az atlon valoé haladas pedig vagy az adott pozicidban
val6 szubsztituciot jelzi, vagy azt mutatja, hogy az adott pozicidban nem tortént
mutacio, attol fliggden, hogy a; nem egyezik meg bj-vel, vagy megegyezik. Az dsszes
optimalis illesztések szdma exponencialisan ndhet a szekvencidk hosszaval, viszont
polinomialis idében reprezentdlhatd. Ehhez egy olyan iranyitott grafot kell késziteni,
amelynek a pontjai a dinamikus programozasi tablazat elemei, és egy ¢l megy egy vi
pontbol v2-be, ha vi minimalis értéket ad v2-nek Ezen a grafon minden irdnyitott ut
dnm-b01 doo-ba egy optimalis illesztést hataroz meg.

2.2. Szekvenciaillesztés tetszéleges és affin résbiintetéssel

A beszlrasokat és torléseket egyiittes neviikon réseknek (angolul gap-nek)
hivjuk. Moédosithatjuk a szekvenciaillesztés értékelését ugy, hogy azonos tipusu
réseknek egy hosszi sorozatat egylittesen biintetjiik, egy & hosszl résnek a biintetése
ne fliggjon attél, hogy mely karaktereket toroltiik ki vagy szirtuk be. Erre a
modositasra azért van sziikség, mert tudjuk, hogy egyetlen 1épésben tobb karakter is
kitorlddhet illetve beszarddhat, ezért egy hosszi beszurast vagy torlést egyetlen
eseményként akarjuk kezelni, és egyetlen értéket akarunk adni neki.

Egy k hosszll rés biintetését gi-val jeloljilk. Ha gi linearis fiiggvény, akkor
konnyen belathatd, hogy tovabbra is igaz a (2.7) képletben megadott dinamikus
programozasi rekurzié. Azonban mas résbiintetési fliggvényekre mas rekurzidt kell
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megadni. Ha w(a."(4,,8))) roviditésére tovabbra is d;; -t hasznaljuk, akkor tetszéleges
résbiintetési foggvény esetén a dinamikus programozasi rekurziot a kovetkezo tétel
adja meg

Tétel 2.2. Tetszéleges résbiintetési fliggvényre fennall, hogy

dij= min{di1 1t w(an —>bn); pij; qis} (2.11)
ahol
Pij= 10D { it i} (2.12)
és
qi/= min {dnnk +gi}} (2.13)
<k<j

A tétel bizonyitdsa a 2.1 tételhez hasonléan megy, és a leirasa gyakorlasként javasolt
minden hallgaté szdméara. Konnyen beldthatd, hogy az algoritmus futasi ideje
O(nm(n+m)), ami egy nagysagrendel nagyobb, mint a (2.7) képlettel megadott
rekurzio. Ha a résbiintetésre specidlis fliggvényeket adunk, akkor a futasi idd
csokkenthetd, erre adunk egy példat az alabbiakban.

Egy résbiintetési fliggvényt affin résbiintetési fliggvénynek hivunk, ha

gi=uk+v, u>0, v>0 (2.14)

Itt u+v-t résnyitasi biintetésnek, u-t pedig réskiterjesztési biintetésnek hivjuk. Ilyen
résbiintetési fliggvény esetén 1étezik olyan algoritmus, amelynek a futasi ideje O(nm).
Az algoritmus 6tlete a kovetkezd atindexelésben rejlik

pimin{d;.1+g1, gl;lkif]_{dn-k,m gk} |
= min{d;.1+g1, 1£lkl<i_r11 {dn-1-km Tgkr1} } (2.15)
= min{di1,+g1, lgkli_nl {dn1-km tr}tu}
= min{di1,+g1, pi1tu}
Es hasonl6an
qij= min{dij1+gi, qij1tu} (2.16)
fgy pij és ¢i; konstans idé alatt kiszamithaté, ezekbél pedig d;; is konstans id6 alatt
kiszamithatd, a tdbldzat minden elemére. Igy az algoritmus futasi ideje O(nm) marad,

¢és csak egy konstans faktorral lesz lassabb, mint a (2.7) képlettel megadott dinamikus
programozasi algoritmus.
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3. fejezet

Sztochasztikus transzformacios nyelvtanok I. Sztochasztikus reqularis
nyelvtanok és rejtett Markov modellek

“Colorless green ideas sleep furiously” -- “Szintelen zéld otletek alszanak
orjongve”. Gondolom, minden olvas6é egyetért azzal, hogy ez a mondat teljesen
értelmetlen. Ugyanakkor, minden olvas6 meg tudja 4llapitani, hogy a fenti mondat
nyelvtanilag helyes, annak ellenére, hogy teljesen értelmetlen. S6t, annak ellenére
meg tudja allapitani, hogy ez a mondat nyelvtanilag helyes, hogy soha nem hallotta
ezt a mondatot (hacsak nem hallott mar Chomsky hires alapcikkérdl, amibdl ez a
mondat szarmazik), sot, nagy valosziniiséggel nem hallotta még ennek a mondatnak
barmely két konszekutiv szavat se egymds utdn: szintlen zold, zold otletek, otletek
alszanak, alszanak 6rjongve.

A fenti példa ravilagit, hogy egy mondat nyelvtani helyessége fliggetlen a
mondat értelmétdl. Hogyan lehet akkor a nyelvtani helyességet definidlni, illetve azt
leellendrizni? Ezt a kérdést tette fel Noam Chomsky a mult szazad 6tvenes éveiben,
¢és alkotta meg az elméleti nyelvészet matematikai alapjait. Az altala kialakitott
elmélet tovabblépett az elméleti nyelvészet hatdrain, és mara szdmos alkalmazasi
teriilete lett, tobbek kozott szamitogépes forditdprogramok készitésekor is hasznaljak.
A kilencevenes évek elején jottek ra a bioinformatikusok, hogy Chomsky elméletét
lehet alkalmazni biologiai szerkezetpredikcioban is. Ugyanis ami egy biologiai
szekvencianak a szerkezete, az gyakorlatilag ugyanaz, mint egy valamely nyelven irt
mondatot tartalmaz6 szekvencia nyelvtana.

Ebben a fejezetben megismerkediink Chomsky elméletével ¢és annak
kiterjesztésével, a sztochasztikus transzforméaciés nyelvtanokkal. A kovetkezd
fejezetben targyaljuk a szubsztiticids modelleket, és utana mutatjuk be, hogy a
szubsztitlicios modellek és transzformacios nyelvtanok Osszekapcsolasdval hogyan
lehet biologiai szerkezeteket prediktalni.

3.1.  Atranszformacids nyelvtanok Chomsky hierarchiaja

Egy transzformacios nyelvtan egy {T,N,S,R} négyes, ahol T szimb6lumok
egy véges halmaza, N szimbdlumok egy masik véges halmaza, T " N az iires halmaz,
SeN egy kitiintetett elem, R pedig o — f alakban irt 4tirdsi szabalyoknak egy véges

halmaza, ahol ac(TUN) \T", Be(TUN), X" jeloli az X ABC feletti véges
hosszl szavakat, beleértve az lires stringet is. 7-t a terminalisok halmazdnak hivjuk,
N-et a nemtermindlisok halmazanak. S a kezdd nemtermindlis, néhdny iskola ezt
axidmanak is hivja.

Azt mondjuk, hogy a nyelvtan egy Ae T  szekvenciat le tudja vezetni, ha
létezik A1, A2, ... A, szekvencidknak egy véges hosszii sorozata a kovetkezd
tulajdonsagokkal. 41 = S, 4, = 4, és minden 1 < i < n-1-re, 1étezik olyan o — f
szabaly, valamint B és C stringek, hogy 4; = BaC és Ai+1 = BfC.

A nyelvtan altal generalt nyelv 7~ azon részhalmaza, amely a nyelvtanban
levezethetd. A levezethetdségi probléma annak eldontése, hogy egy adott 4 string egy
adott {T,N,S,R} nyelvtan altal generalt nyelv eleme-e. Ez a feladat altalinossagban

nagyon nehéz, ahogy a kovetkezd tétel ezt kimondja.
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Tétel 3.1. Nem létezik olyan determinisztikus Turing gép, amely minden 4 string és
{T,N,S,R} nyelvtanra véges id8ben elddnti, hogy az 4 string a {T,N,S,R} nyelvtan
altal generalt nyelv eleme.

A bizonyitastol itt eltekintiink, de megemlitjiik, hogy a bizonyitas azon alapul, hogy a
levezetési probléma ekvivalens a Turing gépek megélldsi problémajaval, és a
megalldsi probléma eldonthetetlenségébdl adodik a levezetési probléma
eldonthetetlensége is.

Ha az 4tirdsi szabalyokra megszoritdsokat tesziink, akkor az igy kapott
specidlis osztalyokra a levezetési probléma mar konnyebb lesz. Chomsky a
transzformacids nyelvtanok kovetkezd hierarchiajat adta meg:

e A megszoritas nélkiili (unrestricted) nyelvtanok halmaza az Gsszes
lehetséges nyelvtant tartalmazza

o A kornyezetfiiggé (context dependent) nyelvtanok halmaza azokat a
nyelvtanokat tartalmazza, amelyeknek az atirasi szabalyai

"Wy, = 1br,

alakt, ahol 7 és » eleme (TUN)-nek, W egy nemtermindlis
szimbolum, 3 pedig szintén (TUN)" eleme, de nem az iires string.

e A kornyezetfiiggetlen (context free) nyelvtanok halmaza azokat a
nyelvtanokat tartalmazza, amelyeknek az atirasi szabalyai

W —p

alakuak, ahol W egy nemterminalis szimbdlum, [ pedig szintén
(TUN)" eleme, de nem az iires string.

e A regularis nyelvtanok halmaza azokat a nyelvtanokat tartalmazza,
amelyeknek az atirasi szabalyai

W —aW'
vagy

W —a
alakuak, ahol W és W’ nemterminalis szimbolumok, a pedig terminalis
szimbolum.

Konnyen belathato, hogy a nyelvtanok a fenti lista sorrendjében egymasba agyazott
halmazokat adnak, és minden tartalmazas valdédi részhalmazt jelol. A levezetési
problémak komplexitasara az alabbi tételek adhatoak meg.

Tétel 3.2. Kornyezetfliggd nyelvtanokra a levezetési probléma eldonthetd.

Bizonyitas Megadunk egy algoritmust, amely minden {7,N,S,R} kornyezetfiiggd
nyelvtanra és A4 stringre eldonti, hogy 4 a {T,N,S,R} kornyezetfiiggd nyelvtan éltal
generalt nyelv része-e.

Legyen n az A string hossza. Készitslink egy iranyitott grafot, amelynek a
pontjai a (TUN) halmaz feletti legfeljebb n hosszi stringek. A graf minden (u,v)
pontparjara dontsiik el, hogy van-e olyan yWy, >y By, szabaly valamint B és C
stringek, hogy az u ponthoz tartalmaz6 string felirhaté B y,Wy,C alakba, a v ponthoz
tartozo string pedig By, Sy, C alakba. Ez véges id6ben eldonthetd, hiszen véges sok
pontpar van, véges sok szabaly van és mindegyik string véges hosszu.

Az A string pontosan akkor része a nyelvtannak, ha létezik iranyitott at a
kezdd nemtermindlist, mint 1 hosszi stringet reprezentdld pont és az A4 stringet

12



reprezentald pont kozott. Az, hogy ilyen Ut Iétezik, véges idében eldonthetd, hiszen a
graf véges. Minden ilyen ut egy levezetést reprezentdl, és minden levezetés egy ilyen
uton van. Valoban, az ut sordn a koztes stringek hossza monoton névekszik, igy nem
lehet hosszabb az A string hosszanal. Az Osszes ilyen string reprezentalva van a

crer

a graf.

Ugyanakkor, a fent vazolt algoritmus futasi ideje exponencidlisan né az A
szekvencia hosszaval. Azonban ennél sokkal jobbra nem is szamithatunk, ahogy ezt a
kovetkezd tétel is kimondja:

Tétel 3.3. A kornyezettfiiggd nyelvtanok levezetési problémaja NP-nehéz.

A tétel bizonyitasatol itt eltekintiink. Ezzel szemben a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok
levezetési problémaja mar konnytl, P-beli. Ezt a kdvetkezd alfejezetekben be is fogjuk
latni.

3.2. Sztochasztikus regularis nyelvtanok algoritmusai: Viterbi, Forward,
Backward

Egy sztochasztikus regulris nyelvtan egy {T,N,S,R,P} &tds, melybdl
{T,N,S,R} egy regularis nyelvtan, P pedig R-r8l a pozitiv valoés szdmok halmazaba
képezd fliggvény, melyre igaz, hogy minden ' nemterminalisra

> SPW —saWh+ Y. PW —a)=1 (3.1)

aeTAW' W—aW'eR W'eT|W—aW'eR aeT|W—>aeR

P-t az atirds valosziniiségének nevezziik, és valoban, minden W-re P egy eloszlast
definidl azon az atirasi szabalyokon, amelyeknek a baloldala W. Egy levezetés
valoszinliségét a benne levd atirdsi szabalyok valdszinliségeinek a szorzataként
definidljuk. A regularis nyelvtan altal generalt nyelv egy A szekvenciajanak a teljes
valoszinlisége a lehetséges levezetései valoszinliségeinek az Gsszege. Ezt P(A)-val
fogjuk jelolni. Azt az eseményt, hogy az 4 szekvencia ax karakterét egy reR szabdly
vezeti le, r~ay fogja jelolni. Egy adott sztochasztikus regularis nyelvtanra és egy adott
n hosszll 4 szekvenciara a kovetkezd kérdéseket akarjuk feltenni:
e Mi az A szekvencia (egyik) legvalosziniibb levezetése? Mi ennek a
valoszinlisége? Ezt Pmax(A)-val fogjuk jeldlni.
e Miaz A4 szekvencia levezetésének teljes valdsziniisége?
e Mi r~a; valosziniisége, feltéve, hogy a nyelvtan az 4 szekvenciat
generalta? Ezt P(r~ax |A)-val fogjuk jeldlni.
Az elsé kérdésre a Viterbi algoritmussal adhatunk valaszt. A Viterbi algoritmus
minden W nemterminalisra és k-ra megkérdezi az

araz ... arkWw

kozti string legvaldszinlibb levezetésének valdszintiségét. Jelolje w(W.k) ezt a
valosziniiséget. Mivel a levezetés mindig a kezdé nemterminalisbdl indul,

v(S,0)=1 (3.2)
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és
v(W,0)=0 VW=S (3.3)
A tovabbi értékeket dinamikus programozasi rekurzioval tudjuk megadni:

v(W,k)= max R{v(W',k—l)P(W'—)akW)} (3.4)

W'\W'—a,We
A rekurzid termindcidja pedig

P (A= max {(W.,n-1)PW —a,)} (3.5)

max
WIW —a,eR

A (3.4) és (3.5) képletk helyességének a bizonyitdsa a 2.1. tétel bizonyitdsaval analog,
¢és a bizonyitast az olvasokra hagyjuk gyakorlasként. Pmax(A4) kiszamolasa utan lehet
egy legvaldszinlibb levezetést megkonstrualni. A megkonstrudlas analég a mar
ismertetett dinamikus programozasi algoritmusok trace-back fazisaval: eldszor
megkeressiik azt a W—a, levezetési szabalyt, amely a (3.5) egyenletben a
maximumot adta, a prefix hosszat n-1-re allitjuk, majd amig nem értiink el a 0 hossza
prefixig, ha a kurrens nemterminalis W, megkeressiik azt a W’ nemterminalist, amely
a (3.4) képletben a maximumot adja, erre allitjuk 4t a kurrens nemtermindlist, ¢és a
prefixhosszat eggyel roviditjiik.

A teljes valdszinliséget a Forward algoritmussal szamolhatjuk ki. Jelolje
SIW.k) az

araz ... arWw

kozti string teljes levezetési valdszinliségét. Ezeket az értékeket megint dinamikus
programozassal szamolhatjuk ki. Az inicializ4las a Viterbi algoritmushoz hasonldan:

f(S,0)=1 (3.6)
és
fIW,0=0 Y W=S (3.7)
a rekurzio
fW.k)= DWW k-1)PW' —>a W) (3.8)

W'N\W'—>a,WeR
a terminacio pedig

P(A) = Dv(W.n-1)PW —a,) (3.9)

WIW —a,eR

A (3.8) ¢és (3.9) egyenletek helyességének a bizonyitasa analég a (3.4) és (3.5)
képletek helyességének a bizonyitasaval, és az olvasoéra hagyjuk a bizonyitast.
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Az utolsé kérdés, P(r~ax |A) kiszdmolasdhoz eldszor a Backward algoritmust
ismertetjiik és azutan adjuk meg, hogy hogyan kell P(r~air |4)-t kiszdmolni. A
Backward algoritmus minden W-re és A* suffixre kiszamolja annak a valdsziniiségét,
hogy W nemterminélisbol indulva a nyelvtan az A* suffixet vezeti le, ezt b(W,k) fogja
jelolni. Az A* suffixet definicid szerint ugy kapjuk meg, hogy az A szekvenciabol
kivessziik az A; prefixet, azaz a suffix az a1 karakterrel kezdédik. A dinamikus
programozas visszafelé halad (innen is az algoritmus neve), az inicializalas minden
W-re:

PW —a,) haW —a, eR

b(W.,n-1)= 3.10
U {0 egyébként (3-10)

A dinamikus programozasi rekurzio:

bW, k)= DWW k+)PW —a, W) (3.11)

W'\W —a, W'eR
ammenyiben P(A)-t ki akarjuk szdmolni a Backward rekurzioval, a terminécio:
P(A)=5b(S,0) (3.12)

gy a Backward algoritmussal ellendrizhetd a Forward algoritmus, de ennél sokkal
fontosabb, hogy P(r~ai |A)-t ki tudjuk szamolni.

Tétel 3.4. Legyen r = W — aiW”. Ekkor

LV e =1D)PW —a VbW, k)

P(r~ald4) = P (3.13)
Bizonyitas Mivel a feltételes valoszinliségre teljesiil a
P(r~a,nA)=P(r~ a|A)P(A) (3.14)
egyenlOség, ezért csak azt kell belatni, hogy
P(r~a nA)=fW.,k=1)PW —>aW"b(W'k) (3.15)

P(r~a, nA) annak a valoszinlisége, hogy a sztochasztikus regularis nyelvtan az 4
szekvenciat vezeti le, ugy, hogy az ax karaktert a W — aiW” szabaly generélja le. Ez
nem mas, mint az 0sszes olyan levezetés valdszinliségének az Gsszege, amelyben a
W — a;W’ szabély generalja le az ay karaktert. Az ilyen levezetések ugy néznek ki,
hogy el6szor levezetjiik az Aw1 W kozti szekvenciat, majd alkalmazzuk a W— aiW”
szabalyt, majd W’-bdl levezetjiik az 4* suffixet. As.1 W barmely levezetése folytathatd
a W— aiW” szabillyal és az A* suffix barmilyen levezetésével W-bdl. Az

FW ke =1)PW —a VbW k) (3.16)
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szorzat elsé €s utolsd szorzotényezdje egy soktagl Osszeg, az dsszeadandok éppen az
elébb emlitett levezetések valdszinliségei. Igy a szorzat kifejtésével kapott Osszeg

tagjai pontosan a lehetséges utak valdszintiségei.
U

P(r~ai|A)-t poszterior valdszinliségnek hivjuk. Egyrészt az Expectation Maximization
algoritmusban (3.4. alfejezet) fogjuk haszndlni, masrészt szokéds a Viterbi levezetés
minden egyes atirdsdra megadni a poszterior valdsziniiséget. A Viterbi levezetésben a
poszterior valdszinliségek az adott pontban a becslés megbizhatosagat jelenti. A
magas poszterior valoszinliség azt jelenti, hogy az olyan utak valdsziniisége, amelyek
az adott pontban mas atirastt hasznalnak, nagyon kicsi. Az alacsony poszterior
valoszinliség azt jelenti, hogy bar az adott pontban az adott atirast hasznalta a Viterbi
levezetés, azon alternativ utak valdszinliségeinek az Osszege, amelyekben az adott
pontban mas atiras torténik, jelentds.

3.3. Rejtett Markov modellek

Egy Rejtett Markov modell (angolul Hidden Markov Model, HMM) egy
{G(E 2T ,e} négyes, ahol G(E,V) egy iranyitott graf, 3 karakterek véges halmaza,
T egy E-r6l a pozitiv valés szdmokra képezd fiiggvény, e pedig (2,))-r6l a
nemnegativ valds szamokra képezd fliggvény, a kovetkezd tulajdonsagokkal:

e A G grafnak van két kitiintetett pontja, a START és az END. A START
pont befoka 0, az END pont kifoka szintén 0. A grafban megengediink
hurkokat, de tobbszords éleket nem. A graf pontjait allapotoknak is
fogjuk hivni.

e Minden kiindulasi pontra 7T értékeinek az dsszege 1, azaz minden pont
kifokain definidlunk egy eloszlast. 7-t fogjuk 7(v|u) alakban is
hasznalni, T(v|u) = T(f'), ahol f'az (u,v) irnyitott él.

o A START ¢és az END pontok kivételével minden pontra az e foggvény
értékeinek az Osszege 1. Azaz minden pontra definidlunk a
karaktereknek egy eloszlasat. e-t fogjuk e(c|v) alakban is hasznalni.

Egy rejtett Markov modellen egy kibocsajtasi ut egy random séta a START allapotbodl
az END éllapotig, a T altal megadott valosziniiségek alapjan, tigy, hogy a séta minden
egyes pontjaban (a START és az END kivételével) az adott v pont kibocsajt egy
random karaktert az e(|v) feltételes eloszlas alapjan. A kibocsajtasi ut valoszinlisége

az uton hasznalt 6sszes T és e valoszinliség szorzata.

Tétel 3.5 Minden olyan Rejtett Markov modell, amelyben nem vezet ¢l a START
allapotbol az END allapotba, ekvivalens egy sztochasztikus reguldris nyelvtannal,
abban az értelemben, hogy Iétezik egy valdszinliségtartd sziirjekcio a Rejtett Markov
modell kibocsdjtasi Utjairdl a sztochasztikus regularis nyelvtan levezetéseire. A
valoszinliségtartd sziirjekcion azt értjiilk, hogy minden levezetés valdszinlisége az
Osképei valoszinliségeinek az Osszege. Tovabbd, minden ut képe ugyanazt a
szekvenciat vezeti le, mint amit az Ut kibocsajt.

Bizonyitas Egy {G(E,V),%,T,e} rejtett Markov modellhez megkonstrualunk egy
{T,N,S,R,P}sztochasztikus regularis nyelvtant, megadjuk a bijekciot és

bebizonyitjuk azt. A sztochasztikus reguldris nyelvtanban 7'= %, N =V, S = START.
Mivel a transzformacios nyelvtanokban konvenci6 szerint a nemterminalisokat nagy
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bettivel jeloljiik, a grafokban Ggyszintén konvenci6é alapjan a pontokat kisbetiivel
jeloljiik, a tovabbiakban a graf egy u pontjat W, fogja jelolni a nyelvtanban. Az atirasi
szabalyok a kovetkezdk:

Minden f=(u,v) v # END ¢lre, valamint minden a karakterre amelyre e(a|v) # 0
¢és v-bol nem csak az END allapotba lehet ugrani, l1étrehozunk egy W,—aW, szabalyt,
valamint minden u pontra és a karakterre, amelyre létezik olyan f = (u,v) €1, hogy
e(alv) # 0 és T(END|v) # 0, létrehozunk egy W — a szabalyt. A szabalyok
valoszintiségeit a kovetkezOképpen definidljuk:

T(v|u)e(a|le - T(END|v))

P(W, —>aW,)= LT (ENDI) (3.17)
ZT (v|u)e(a|v)T (END|v)
P(W, —a)= L7 (ENDI) (3.18)

Elészor azt latjuk be, hogy ezek a valosziniiségek tényleg egy eloszlast generalnak
minden W, nemtermindlisra, azaz nemnegativak (valojaban az is igaz, hogy pozitivak)
¢s az Osszegik egy. A pozitivitdst onnan lehet latni, hogy sem a (3.17)-es, sem a
(3.18)-as képletben sem T(END|v) sem T(END|u) nem 1, igy minden tag pozitiv, igy a
szorzatuk is az, valamint minden 6sszeadand6 pozitiv, igy az 6sszegiik is az.

Most belatjuk, hogy minden W, -ra azon atirasok valoszinliségeinek az
Osszege, amelyben W, az atirdsi szabaly bal oldalan all, 1. Azaz, minden W,-ra

2.2 P(W, —»aw,)+ 2 P(W, —>a)=1 (3.19)

A (3.19) egyenletbe beirva a (3.17) és (3.18) egyenleteket, és a torteket kozos
nevezore hozva kapjuk, hogy

;;T(ﬂu)e(ah/Xl - T(END|V))+ zz T(v|u)e(a|v)T(END|v)

|~ T(ENDlu) - G20
A két szummat 0sszevonva kapjuk, hogy
zz T (v|u)e(a|v)
(3.21)

Tor(END)

Mivel e(|v) eloszlas minden v-re, az a-kon vald 6sszegzés 1 lesz, minden v-re. Ebbol
kapjuk, hogy

ZT(v|u)

1 —VT(END|u) = (322
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de ez meg igaz, hiszen a szumma az Osszes kifokon megy, kivéve az END pontot, és
T (|u) is eloszlas minden u-ra. A megadott P fliggvény tehat teljesiti a (3.1) képletet,
igy tényleg egy sztochasztikus regularis nyelvtant definidltunk.

Most megadjuk a sziirjekciot, és bizonyitjuk annak a valdszinliségtartasat.
Legyen m egy kibocsajtasi ut, amely a vo = START, vi, V2, ... Va, Vur1 = END
allapotokon megy, és az A = aia: ... a, szekvenciat bocsajtja ki. Ehhez az Gthoz a

S—>aW, W, —»aW, .. W, —a,
levezetést rendeljiik. Ez a levezetés létezik, mert definicid szerint minden atirasi
szabalya létezik. A leképezés sziirjektiv, mert minden

S—aW, W, =>aW, .. W, —a, (3.23)
levezetéshez legalabb egy utat hozza lehet rendelni, amely a vo = START, vi, v2, ... Va,

va+1 = END allapotokon megy, €s az A = aiaz ... an szekvenciat bocsajtja ki. A (3.23)
levezetés valdszinlisége

T(v1|START)e(a1|v1)>< T v2|vl}(a2|v2)>< c X
><T(v”71 vnfz}(anf1 vH)x ZT(VH anl}(an v, )T(END

mivel az (1 - T(END|v;)) szorzotényezdk és nevezdk kiesnek. Valoban, a START-bol
az END allapotba nem lehet ugorni, igy az elsd atirdsi szabaly valdszinliségében a
nevezd 1, a masodik atirasi szabalytol kezdve pedig a nevezd az el6zd atirdsi szabaly
valoszinliségében levo (1 - T(END|v;)) szorzétényezdvel egyezik meg. A (3.24) képlet
viszont megegyezik azon kibocsajtasi utak valosziniiségeinek az 6sszegével, amelyek
a avyg=START, vi, v2, ... vu, vor1 = END é&llapotokon mennek at, és az 4 = aiaz ... ax
szekvenciat bocsajtjak ki. Pontosan ezek azok a kibocsajtasi utak, amelyek képe az
adott levezetés, igy a sziirjekcid valdoban valdszinliségtarto.

) (3.24)

O

A tétel visszafelé nem igaz, konnyli belatni, hogy van olyan sztochasztikus
reguléris nyelvtan, amely nem ekvivalens semmilyen Rejtett Markov Modellel. Ennek
belatasdhoz elég annyit belatni, hogy egy W nemtermindlishoz megadhatdé W—alW”
levezetési szabalyoknak egy olyan eloszlasa, amely nem dekomponalhat6 ugrasi és
kibocsajtasi valoszinliségek szorzataként.

Rejtett Markov Modellekre is megadhatéo a Viterbi, Forward és Backward
algoritmusok a kovetkezOképpen. A Viterbi algoritmusban v(u,k) jeloli annak az
utnak a valdszinliségét, amely az A prefixet bocsajtotta ki, jelenleg az u allapotban
van, az u allapot bocséjtott mar ki karaktert. Az algoritmus inicializacidja:

v(START,0) =1 (3.25)
v(10)=0 u=START (3.26)

A 16 rekurzio:
v(u,k) = max {v(w,k - 1)T(u|w)e(ak|u)} (3.27)
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A termindci6 pedig
P (4) =max{y(u,n)T(ENDlu)} (3.28)

A Forward algoritmusban f{u,k) jeloli azon utak valoszinliségeinek az
Osszegét, amelyek az A prefixet bocsajtottak ki, jelenleg az u allapotban vannak, az u
allapot bocsdjtott mar ki karaktert. Az algoritmus inicializacidja:

f(START,0)=1 (3.29)
f@,0)=0 wu#START (3.30)

A 18 rekurzio:
f(uk)= ZV(w,k—l)T(u|w)e(ak|u) (3.31)
A termindci6 pedig
P(A) = > v(u,n)T(ENDlu) (3.32)
A Backward algoritmusban b(u,k) jeloli azon utak valosziniiségeinek az

Osszegét, amelyek az A* suffixet bocsajtjak ki az u allapotbol indulva, az u 4llapot
bocsajtott mar ki karaktert. Az algoritmus inicializécidja:

b(u,n)=T(ENDu) (3.33)
A 16 rekurzio:
b(u,k) =D b(w,k + )T (wlw)e(a, .w) (3.34)
A termindci6 pedig '
P(A)=b(START,0) (3.35)

A Forward és Backward algoritmusbol szarmazd értékekkel adhatjuk meg a
poszterior valosziniiségeket Rejtett Markov Modellekre. Jelolje v~ax azt az eseményt,
hogy ax-t, v bocsajtotta ki.

Tétel 3.6.

Py~ aAA)z%Z()v’k) (3.36)

Bizonyitas A bizonyités teljesen analog a 3.4. tétel bizonyitasaval.
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3.4. Expectation Maximization

Az el6z6 alfejezetekben megismerkedtiink azokkal az algoritmusokkal,
amelyek a legvaldszinlibb levezetéseket, illetve kibocsajtasi utvonalakat tudjak
meghatdrozni, egy adott paraméterezésii sztochasztikus reguldris nyelvtan, illetve
rejtett Markov model esetén. Ha a levezetési valoszinliségek, illetve ugrasi és
kibocsajtasi valoszinliségek nincsenek meghatarozva, ezeket megbecsiilhetjiik az
rendelkezésre 4ll6 adatokbol. Azon paramétereket szeretnénk meghatdrozni, amelyek
maximalizaljak a likelihoodot. Az Expectation Maximization metodus egy rekurziv
modszer, amely valamilyen 0o kezdeti paraméterekbdl egy 01 becslést ad meg, ebbdl
egy 02 becslést, €s igy tovabb. A paraméterekre fennall, hogy

P(D6,)< P(DI6..,) Vi=0.L,... (3.37)

azaz a likelihood monoton novekszik rekurzi6é soran. A metddus a nevét onnan kapta,
hogy bizonyos vérhato értékeket szamolunk ki, és ezek alapjan allitjuk be az 1j
paramétereket. El6szor az EM definicido szerinti képletét adjuk meg, utdna azt
mutatjuk meg, hogy a szoban forgd varhatd értékeket hogyan lehet gyorsan
kiszamolni, majd bebizonyitjuk, hogy a likelihood monoton ndvekszik az iteracid
soran.

Az EM algoritmusban sztochasztikus regularis nyelvtanokra kettd, rejtett
Markov modellekre hdrom feltételes varhatd értéket szdmolunk ki. Sztochasztikus
regularis nyelvtanokra az elsé varhatd érték egy nemtermindlis hasznalatanak a
varhato értéke, feltéve, hogy a nyelvtan az adott szekvenciat generalta. Jelolje n(W.,d)
azt, hogy a d levezetésben hanyszor hasznaltuk a /" nemtermindlist. Ekkor a varhatd
érték definicio szerint:

> P(dyn(W ,d)

E(W|4):=1" ) (3.38)

ahol a szumma azon d levezetésekre megy, amelyek az 4 szekvenciat vezetik le. A
masok feltételes varhatd érték egy r atirasi szabaly hasznalatanak a vérhato értéke,
feltéve, hogy a nyelvtan az A szekvenciat vezeti le. A fentiekhez hasonloan jelolje
n(r,d) azt, hogy egy d levezetésben az r szabalyt hanyszor hasznaltuk. Ekkor a
varhato érték definicié szerint

> P(d)n(r,d)

E(r]d):=4 50D (3.39)

Rejtett Markov modellek esetében a harom feltételes varhato érték egy adott allapot
hasznalatanak a vérhato értéke, egy adott dtmenet hasznélatdnak a véarhatod értéke,
illetve egy adott karakternek egy adott allapot altali kibocsajtasanak a varhat6 értéke,
mindegyik esetben azon feltétel mellett, hogy az A szekvenciat bocsajtja ki a modell.
Hasonldéan a fentiekhez jeldlje n(W.,p), n(Wi\—>Wap) és n(W~a,p) rendre W
hasznélatanak a szamat, Wi-bol W>-be ugrasok szamat, illetve azt, hogy W hanyszor
bocsajtott ki egy a karaktert a p utban. A hirom feltételes varhato érték definicio
szerint:
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> P(p)n(W,p)

. Plp=4
EW|4)= ) (3.40)
2 P(p)n(W, =W ,.p)
E(W, - W,|4):= 22 500 (3.41)
2.P(p)n(W ~ a,p)
E(W ~ dl4)="2 50 (3.42)

Ezeket a varhato értékeket komputaciosan koltséges definicid szerint szdmolni, hiszen
az utak vagy levezetések szdma exponencidlisan ndéhet a levezetett/kibocséjtott
szekvencia hosszdval. A Forward és a Backward algoritmusok altal kiszdmolt értékek
segitségével azonban polinomialis idében ki tudjuk szdmolni, a kdvetkezd tétellel:

Tétel 3.7. A fenti varhato értékek a kovetkezd képletekkel is kiszamolhatdak:

|4

2./ (7.1 k)

E(W|4)="= A (3.43)
DLWk =0)P(W, —aW, (W, k)
_1<kddl|a;=a
E(W, —aW,|4)= 5D (3.44)

2. (W K)o k)

E(W ~ dd)="="00 (3.45)
4|1
X LY, Y7, p (k4 1)
E(W, —»W,|4)=+= ) (3.46)

Bizonyitas: A bizonyitast a 3.43 képletre adjuk meg, a tobbi bizonyitasa ezzel analog
torténik. Rejtett Markov modellekre a bizonyitds a kovetkezd. Ha W nem a START
allapot, akkor vegyiik észre, hogy a 3.40 képletben a szummat kiszamolhatjuk gy is,
hogy minden k poziciora Osszegezziik azon utak valdszinliségét, amelyekben az ax
karaktert a I allapot bocsajtotta ki. Azaz

l4|

> P(pn(W.p)=2.  D.P(p) (3.47)

plp~4 k=1 p|lp~AW~a,

hiszen a jobboldalon minden Ut valdsziniisége annyiszor szerepel az Gsszegzésben,
ahanyszor a W allapotot hasznaltuk. De a jobboldal belsé szummaéja nem mads, mint
SIW.k)b(W k), igy kapjuk, hogy

|| l4|

Y P(p)n(W.,p) =2, fOV b k)= (W, k)b(W k) (3.48)

plp~4 k=1 k=0
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A masodik egyenldség azért all fenn, mert f{W,0)=0 minden W=START allapotra. Ha
W a START Aéllapot, akkor f{W,0)= b(W,0)=1, és minden k#0-ra AW,k)= (W, k)=0.
Ebben az esetben is helyes a képlet, hiszen a START allapotot hasznalatanak a varhatd
értéke 1.

Sztochasztikus regularis nyelvtanokra a bizonyitds hasonldan torténik, itt is az
Osszegzés megtehetd ugy is, hogy minden egyes k poziciéra dsszegezziik azon utak
valoszinliségeit, amelyekben W az aj karaktert vezeti le. Azaz,

l4|

D P(dyn(W,dy=2, D P(d) (3.49)

d|d~4 k=l d|d~4,W~a,

A 3.49 képlet jobboldalan a belsd szumma AW,k-1)b(W,k-1). Ezt beirva, és
atindexelve kapjuk, hogy

[4]-1 4]
Y P(dyn(W.d)= Y., fV.)bW.k)=2. (W kbW k) (3.50)
dld~4 k=0 k=0

A masodik egyenl6tlenség onnan adodik, hogy A(W,|A|)= b(W, |4])=0 minden

nemterminalisra.
O

Az Expectation Maximization a kdvetkezé becslést adja a az r: Wi—al,
levezetési szabaly valdszintiségére:

ﬁ@):% (3.51)

A T(W2| W) atmeneti valdszinliségre a becslés

E(W, >W,4)
T(w,w, )= (3.52)
) E(W]A4)
Végiil az e(a|W) emisszids valoszinliségre a becslés
) _E(W ~d4)
e(a|W)——E(W|A) (3.53)

Tétel 3.8. Legyen {T,N,S,R,P} egy sztochasztikus reguléris nyelvtan, melyben a

levezetési valoszinliségek halmazat jelolje 6. Jeldlje & azon levezetési
valosziniiségek halmazat, amelyeket a 3.51 képlettel kaphatunk meg. Ekkor

P(46,)< P(46,) (3.54)

¢és egyenldség csak akkor all fenn, ha 6, = 6.
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Hasonloan, legyen {G(E,V),%,T,e} egy rejtett Markov modell, amelyben az ugrasi és
kibocsajtasi valoszintiségek halmazat jelolje 6. Jelolje & azon ugrasi és kibocsajtasi
valoszinliségek halmazat, amelyeket a 3.52 és 3.52 képletekkel kaphatunk meg. Ekkor

P(46,)< P(46,) (3.55)

¢és egyenldség csak akkor all fenn, ha 6, = 6.

Mieldtt ezt a tételt bizonyitanank, be kell vezetniink a relativ entropiat, és arra
bizonyitunk egy lemmat.

Definicié. Legyen p és 7 két diszkrét eloszlas a megszamlalhaté X halmazon. Ekkor

p-nek a mre vonatkozé relativ entropidja vagy mas néven Kullback-Leiber
divergenciaja

H(p|7)= 2 p(x)log == (x)

3.56
xeX ( ) ( )

Lemma 3.9. Legyen p ¢és x két diszkrét eloszlds a megszamlalhaté X halmazon.
Ekkor

H(p||7z)2 0 (3.57)
¢és egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha minden xeX-re p(x) = 7 (x).
Bizonyitas Elemi fliggvénytani ismeretkbdl adodik, hogy

log(x)<x -1 (3.58)

¢s egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha x=1. A relativ entropia -1-szeresére
felirhato, hogy

~H(pl =)= Zp(x)log <Z (x )[ J (3.59)

xeX xeX

Ezért a relativ entrdpia -1-szerese mindig kisebb vagy egyenld, mint 0, és egyenldség

akkor és csak akkor all fenn, ha minden x-re ﬁ(x; =1, azaz p(x) = 7 (x).
X

O
Ezek utdn mar belefoghatunk a 3.8 tétel bizonyitasaba.

Bizonyitas (3.8 tételé): A bizonyitdst rejtett Markov modellekre adjuk meg,
sztochasztikus regularis nyelvtanokra a bizonyitas teljesen analdog. Mivel a logaritmus
fliggvény szigorian monoton ndvekszik (1-ndl nagyobb alap esetén), ezért a
likelihood maximuma ott van, ahol a logaritmusanak a maximuma van. A likelihood-
ot altalaban valamely rejtett valtozok menti 6sszegzés mentén kapjuk meg -- példaul
rejtett Markov modellek esetén a rejtett utak likelihoodjainak az 9sszegeként --, igy a
likelihood logaritmusa felirhaté ilyen alakba:
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log P(x|0)=1og D P(x,y|0) (3.60)

Jeloljiik @'-vel az EM algoritmus #-edik iteraciéjaban a paraméterek halmazat. Olyan
0 paraméterhalmazt keresiink, amelyre a likelihood nem csokken. Kiindulva x és y
egyiittes valoszintiségére felirt feltételes valosziniiség tételébol:

(3.61)

mindkét oldal logaritmusat véve és atrendezve kapjuk, hogy

(3.62)

Mindkét oldalt megszorozva P(y|x,8")-vel, és minden y-ra 6sszegezve kapjuk, hogy

Definialjuk Q(46")-t mint

9) (3.64)

Q(H‘ 0 )=

)ogP(x,y

Olyan 0 paramétereket keresiink, amelyekre log(x|6) nem kisebb, mint log(x|8"), azaz
kiilonbséglik nem negativ. A kiilonbség (3.63) és (3.64) segitségével felirhato a
kovetkezd alakban:

(V| ) (3.65)

6”)+ og (| 6’)

Vegyiik észre, hogy a szumma a (3.65) képlet jobb oldalan nem mas, mint P(y|x,8")-
nek a P(y|x,0) eloszlasra vonatkozé relativ entropidja, igy nemnegativ a 3.9 lemma
alapjan. Ha az 0j paramétereket a

logP(x|6’) logP(

o')-0(de')-0

01+1 —

9') (3.66)

egyenlettel definialjuk, akkor a likelihood nem cs6kkenhet, hiszen Q(4867) értéke a
maximumhelyén nem lehet kisebb, mint egy partikulasris helyen felvett Q(& 6°)
érték, valamint a relativ entropia is csak akkor 0, ha a két eloszlas minden helyen
egyenld egymassal. A kovetkezékben megmutatjuk, hogy a (3.52)-es és (3.53)-as
képletekkel megadott paraméterek maximalizaljak Q(46")-t.

Emlékeztetdil, rejtett Markov modellekben a rejtett adat a kibocsajtasi utak,
igy a likelihood logaritmusat a
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log P(4|6)=1log_ P(4,p|6) (3.67)
P
alakba irhatjuk. Ennek megfeleléen O(46") a
Q(ﬁ{@’): Zp(p A,H’)logP(A, o) (3.68)
P

alakba irhato. Egy Ut valdszinlisége a benne levé ugrasok és kibocsdjtasok
valoszinliségeinek a szorzata, mindegyik valoszinliség annyiadik hatvanyon,
ahanyszor a kérdéses ugras, illetve kibocsajtas szerepel az utban. Azaz,

0)=TTITe(@w Y “"TITr(mm )" """ (.69

W W,

P(A,p

(3.69)-et beirva (3.68)-ba beirva kapjuk, hogy

Q(9 9’)2 ZP(p A,@’)x
' (3.70)
x{%?n(ﬂf ~ a,p)loge(aW )+ 2.2 n(W, > W, p)logT(W2|Wl)}

W, W,
Cseréljiik fel (3.70)-ben az utakra vett szummat a kibocséjtasokra, illetve ugrasokra

vett dupla szummakkal! Ekkor latjuk, hogy pont a (3.41) és (3.42) képletek jobb
oldalan szerepld tortek szamlaloit kapjuk, azaz

(6l )=P(4l0")~
{ZZE(W ~ d|A)loge(dw )+ 2D E(W, _>W2|A)10gT(W2|WI)} (3.71)

W oa w, W,

Ebben a formaban mar megmutathatd, hogy a (3.52) és (3.53) képletekben megadott
paraméterbecslések maximalizaljak Q(46)-t. Jelolje ugyanis ezen partikularis értékek

melett a Q fliggvény értékét Q(é‘&”] Ekkor

(0

0')-0(6l6" )= P(4lo" )
XLZZE(W ~ dl4)log ), > > E(W, —>W,|4)log f(W2|Wl)} (3.72)

e(dw) 4 T(w,m,)

amit atirhatunk
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9')— o(dle")= P(40")
( E(W ~dA)

E(W a|A) E(W|4)

E714) o) - (3.73)
EW, —>W2|A)w
E(W, >W,|4) E(W]4)

+§E(WI|A)Z

~EWla) 0 1w

alakba. Viszont vegyiik észre, hogy a belsé szummék éppen az é(|W) és T (|Wl)
feltételes eloszlasoknak rendre az e(|W) és T (|Wl) eloszlasokra vett relativ

entropiaja, igy nem lehetnek negativok, és csak akkor 0-k, ha az eloszlasok minden
pontban egyenldek egymassal.

26



4. fejezet

Sztochasztikus transzformacios nyelvtanok Il. Sztochasztikus
kérnyezetfiiggetlen nyelvtanok

41. Akornyezetfuggetlen nyelvtanok erosebbek a regularis
nyelvtanoknal

A Chomsky-hierarchidban a kornyezetfliggetlen nyelvtanok a regularisak
felett helyezkednek el. Megmutatjuk, hogy a kornyezetfliggetlen nyelvtanok altal
generalhatd nyelvek halmaza bOvebb, mint a reguldris nyelvtanok altal generalt
nyelvek halmaza.

Tétel 4.1. Nincs olyan regularis nyelv, amely altal generalt nyelv az ga...abb..b
\TJ\TJ
k=1,2,3... szekvenciakat tartalmazza és csak azokat.

Bizonyitas Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy egy regularis nyelv a tételben

megadott nyelvet generdlja. Legyen a nyelvtan nemtermindlisainak a szdma n.

Vegyiik az ab, aabb, ... aa..l.abb..lb egy-egy generalasat, és tekintsiik azokat a kozti
n+ n+

szekvencidkat, amelyekben az Gsszes a-t mar generalta a nyelvtan, de még egyetlen b

karaktert sem generalt. Mivel csak » nemterminalis van, Iétezik olyan W

nemtermindlis, amelyik szerepel két kozti szekvencidban is, legyen ez aa..alW ¢és

aa..aW . De ekkor a nyelvtan altal generdlt nyelv tartalmazza a aa...abb..h és
J i J
aa..abb..b szekvencidkat is, i # j, ami ellentmond annak, hogy a nyelvtan 4ltal
J i
generalt nyelv csak a aa...abb..b k=1,2,3... szekvencidkat tartalmazza.
T

Ezzel szemben trivialis belatni, hogy az
S —>ablaSh 4.1)

nyelvtan altal generdlt nyelv az aga..abb..b k=1,2,3... szekvencidkat tartalmazza ¢és
RN

csak azokat. A kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanok tehat gazdagabb struktirakat tudnak

leirni, mint a regularis nyelvtanok, és valoban, a bioinformatikdban az RNS-ek

alcsomomentes masodlagos térszerkezeteit le lehet irni kornyezetfliggetlen

nyelvtanokkal. Ezt az aldbbiakban bemutatjuk, ¢és részletesen a 6. fejezetben tériink

vissza ra.

Definicio Egy RNS térszerkezet egy N pozitiv egész szam és pozitiv egészek

parjaibol all6 rendezetlen paroknak a véges halmaza, amelyben minden egész szdm
legfeljebb egyszer szerepel, és minden szam kisebb vagy egyenlé N-nél.
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A parokat (i,j) formaban fogjuk irni, és a konvenci6 az, hogy i < j. Az RNS
szekvencidk a DNS-sel ellentétben egyszali nukleinsav szekvencidk az {4, C, G, U}
ABC felett, és az RNS szekvencia visszakanyarodva 6nmagaval képezhet nukleinsav-
parokat. A térszerkezet azt irja le, hogy melyik pozicioban levé nukleinsav melyik
pozicidban levd nukleinsavval parosodik.

Definiciéo Egy RNS térszerkezet alcsomo6-mentes, ha minden (i,j) és (i’ ’) parjara, ha
i <i’, akkor vagyj <i’vagyj’ <j. Azaz egy alcsomoO-mentes térszerkezetben barmely
két par altal kifeszitett intervallumok nem lehetnek valdodi metszk: vagy diszjunktak,
vagy az egyik valddi része a masiknak.

Lemma 4.2. Minden alcsomdémentes RNS térszerkezet egyértelmilien leirhatdé a
{., )} feletti ABC N hosszl szekvencidjaval, amelyikben minden (i, j) parra az i-
edik pozicidoban egy ,(” 4ll, a j-edik pozizidban ,,)”, és minden olyan pozicidban, és
amelyik pozici6 nem vesz részt egyik parban sem, ,,.” all.

Bizonyitas Nyilvdn minden RNS térszerkezet felirhaté egy ilyen stringgel, az
egyértelmiiséget kell bizonyitani. Indirekten bizonyitunk, tegyiik fel, hogy két RNS
térszerkezethez tartozik ugyanaz a szekvencia. Ekkor az egyik térszerkezetben van
egy (i) par, a masikban pedig egy (ij’) par, j # j’, az altaldnossag megsértése nélkiil
feltehetjiik, hogy j < j’, és hivjuk 71-nek azt a térszerkezetet, amely az (i) part
tartalmazza, és T>-nek azt a térszerkezetet, amely az (i,j’) part tartalmazza (1d. 4.1.
abra). T1-ben kell lennie egy (i’;j") parnak, mivel a j’ pozicidban is bezarojel all, és
j <i’vagyi’ <i, mivel 71 alcsomomentes. Ha j <i’, akkor legyen az i +1 poziciotol a
j’-1 pozicidig terjedd részstringben levé nyitdjelek szama k. Ugyanebben a
részstringben a bezardjelek szama is k kell, hogy legyen, kiilonben 77 nem lenne
alcsomomentes. De ekkor az i’ poziciotol a j-1 pozicidig terjedd részstringben k+1
nyitojel van, de csak k bezarojel. igy a k+1 nyitéjelhez tartozé parok koziil legalabb
egynek a zar6 parja j-n feliil van 7>-ben, ellentmondva annak, hogy 7>
alcsomomentes.

Ha viszont i’ < i, akkor legyen az i+1 ¢és j-1 poziciok kozotti nyitojelek szama
k. Ugyanezen intervallumon a bezarojelek szdma is &, hiszen 7' alcsomo-mentes. De
ekkor az i+1 és j pozicidk kozotti zardjelek szama k+1, viszont csak k nyitojel van.
Tehat T>-ben a kérdéses k+1 zarojelhez tartozo par koziil legalabb az egyiknek a nyitd
parja i eldtt van, megint csak ellentmondva annak, hogy 7> alcsomo6 mentes.

M7 NN

o) () (0))) r (C(C)) )

.

i i i1 J

AN Y

T, ( ) () (()))
i j i J i’ J J

4.1. abra A 4.2 lemma bizonyitasdhoz.
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Az alcsomomentes RNS térszerkezetek leirhatéak kornyezetfiiggetlen
nyelvtanokkal, amint azt a kovetkezd tétel is mutatja.

Tétel 4.3. A kovetkezd, un. Knudsen-Hein nyelvtan 4ltal generdlt nyelv pontosan
azokbodl az alcsomdémentes RNS térszerkezetekbdl 4ll, amelyben minden (i,j) parra
j - ilegalabb 3:

S —L|LS
L —.|(F) (4.2)
F —(F)|LS

Bizonyitas El6szor megmutatjuk, hogy minden levezetett szekvencia az adott
tulajdonsagot teljesitd alcsomomentes térszerkezet, majd azt, hogy minden adott
tulajdonsagl alcsomomentes térszerkezet levezethetd a nyelvtanban.

A levezetett szekvenciaban a parokat vagy egy L vagy egy F' nemterminalis
generalja. Minden levezetett parra igaz, hogy a tovabbi nemterminalisokat vagy
kozbezarjak, vagy az altaluk kifeszitett intervallumon kiviil vannak, igy a generalt
parok nem tudnak 4lcsomot alkotni. Minden levezetett paron belill egy F
nemtermindlis van, ez vagy tovabbi parokat generdl vagy egy LS-t. Mivel a koztes
szekvenciak hossza nem csokkenhet, igy a legeneralt szekvenciaban minden (7,j) parra
j - ilegalabb 3.

Ezek utdn megmutatjuk, hogy minden adott térszerkezetet le tud vezetni a
nyelvtan. Ha a térszerkezet nem tartalmaz parokat, akkor az S —>L|LS és
L —. szabalyok ismétlésével vezethetjiik le a térszerkezetet reprezentalo stringet. Ha
van par, akkor bevezetiink a parokon egy részbenrendezést, (i, j)-< (i’, j'), hai<i’és
j’ < j. Vegyik a maximalis parokat az adott térszerkezetre, legyenek ezek (ii,j1),
(i2,72), -.. (ikfik), 11 < @2 < ... <. Ekkor egyrészt az i;+1-t6l ji-1-ig, ir»+1-tdl j>-1-ig, stb.
részstringek N > 2 hosszu alcsomomentes RNS térszerkezetek, masfelél az S —>L| LS
valamint a L —. | (F) szabalyok ismétlésével le tudjuk vezetni a

_H(F) ...... (F) - (F)w. (4.3)

kozti szekvenciat, ahol barmelyik pontokbol all6 intervallum hossza lehet 0. igy elég
annyit megmutatni, hogy az F-bdl elindulva le tudjuk vezetni barmelyik
alcsomomentes RNS térszerkezetet, amelyre N legalabb 2, és minden (i,j) parra j - i
legalabb 3. Ehhez viszont elég annyit belatni, hogy minden kozti szekvenciat le lehet
vezetni F-bol, amelyik a (4.3) képletben szerepld string alaku, és legaldbb 2 hosszi.
De ez megtehetd, hiszen vagy it = 1 és j1 = N, ekkor az FF — (F) szabalyt
alkalmazzuk, vagy pedig az F — LS szabaly alkalmazéasa utan ugyanigy jarunk el,

mint fent.
O
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4.2. Sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtanok Chomsky normal
formaja

Definicié Egy sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtan egy {T,N,S,R,P} otds,
melybdl {T,N,S,R} egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan, P pedig R-rél a pozitiv valos
szamok halmazéba képezd fliggvény, melyre igaz, hogy minden W nemterminalisra

> PW —>p)=1 (4.4)

BIW— BeR

Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan altal generdlhaté koztes szekvencidkban —a
nemtermindlisok szdma tobb, mint 1 lehet, azonban nem akarunk megkiilonboztetni
két levezetést, amely ugyanazokat a levezetési Iépéseket tartalmazzak, csak mas
sorrendben. Ezért bevezetjiik a levezetési fat (angolul parse tree), amely leirja a
levezetési lépéseket. A levezetési fa egy gyokeres fa, a gyokér a kezdd
nemterminalissal van felcimkézve, a levelek terminalis karakterekkel, és minden
belsé pont fokszama a hozza tartozo levezetésben szerepld B string hossza, B minden
egyes karakterére van egy kimend ¢€l, a végén levd pont az adott karakterrel van
felcimkézve. Levezetési fakra mutat példakat a 4.2. abra.

S S

4/\b

S S S

S S S
"\

S S S S

N SN N\
aaaa bbbb ((C)C))cCcC )))

a) b)

4.2. abra a) Egy lehetséges levezetés az S —>ablaSh nyelvtan. b) Egy lehetséges
levezetés az S —>SS|(S)|() nyelvtanban.

Egy levezetési fa valoszinlisége a benne szerepld levezetések valoszinliségének a
szorzatai, egy A szekvencia levezetésének a valdszinilisége az sszes olyan levezetési
fa valoszinliségének az Osszege, amely A-t vezeti le. Hasonloan a sztochasztikus
regularis nyelvtanokhoz, megkérdezhetjiilk egy adott szekvencia levezetésének a
valoszinliségét illetve feladatként kaphatjuk meg egy adott szekvencia egyik
legvalosziniibb levezetési fajanak a megkonstrualasat. Ahhoz, hogy ezeket a
feladatokat hatékonyan tudjuk megoldani, at kell irni a nyelvtant un. Chomsky normal
formaba.
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Definicié6 Egy kornyezetfliggetlen nyelvtan Chomsky normal formaban (CNF) van,
ha minden 4tirasi szabalya

W —>WW.la (4.5)
formaba irhat6 fel.

Tétel 4.4. Minden {T,N,S,R,P} sztochasztikus kornyezetfliggetlen nyelvtan
ekvivalens egy Chomsky normal forméaban levd {T ,N',S,R',P'} sztochasztikus
kornyezetfiiggetlen nyelvtannal abban az értelemben, hogy Iétezik egy
valoszinliségtarto sziirjekcid {T ,N,S,R,P} lehetséges levezetési fairdl {T ,N',S,R',P'}
lehetséges levezetési faira. A {T,N,S,R,P} nyelvtan minden PT levezetési fajanak a
képe ugyanazt a szekvenciat vezeti le, mint P7. Tovabba, a {T ,N',S,R',P'}

nyelvtanban a nemtermindlisok szama O(|TH|R||), ahol [|R|| jeloli a levezetési
szabalyok 6sszhosszat.

Bizonyitas A {T,N,S,R,P} nyelvet tobb lépésben alakitjuk & Chomsky normal
formaba, és minden lépésben bizonyitjuk a valdszinliségtartod sziirjekciot. A 1épések
harom fézisra oszthatdak.

Az elsé fazis az atirdsokban szerepld [ stringek hosszainak a redukcidja.
Amig van olyan W — [} szabaly, amelyben 3 hossza nagyobb, mint 2, vezessiink be
két 0j nemtermindlist, Wi-et és Wa-t, tavolitsuk el a W — P szabalyt az atirasi
szabalyok halmazabol, és vezessik be a kovetkezd szabdlyokat a kovetkezd
valoszinliségekkel:

P(W —>ww,)=PW — p)
an»ﬁﬁle

o)

Minen olyan levezetési fa képe, amelyben szerepel a W — [3 szabaly legyen az a fa,
amelyben a W — [} szabdly le van cserélve a W — Wi W, szabélyra €és utédna a

\/ﬂ

Wl—wIﬁJ és W, —>p°
2

szabalyokra. A kép megtartja a valosziniiséget, és a

leképezés sziirjekcio lesz, hiszen Wi és W2 nem irhat6d at mas szabalyok alapjan, csak
a fent megadott mdédon, igy a modositott nyelvtan Osszes levezetési fija eldall
képként.

Az elsd fazis végére csak olyan levezetési szabalyok maradnak, amelyben 3
hossza vagy 1 vagy 2. Ezek koziil a W —>W1W> és W — a alaku szabalyok Chomky
normalformaban vannak. A masodik fazisban a W —Wia alaka szabalyokat
lecseréléséhez 1j W2 nemtermindlist vezetiink be, és az atirasi szabalyt lecseréljiik a
kovetkezd szabalyokra a kdvetkezd valoszintiségekkel:
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P(W ->wWw,)=P(W —>W,a)
P(W, —»a)=1

Hasonléan az eldbbi szabalycserékhez, itt is a levezetési fak leképezései
valoszinliségtartd sziirjekciok lesznek. A W —aW,, illetve a W —aiay atirasi
szabalyokkal hasonléan jarunk el.

Végiil a harmadik fazisban a W — W) alaka atirasi szabalyok esetén minden
Wi — B szabalyra létrehozunk egy W — B szabalyt P(W —Wi) x P(W1 — )
valoszinliséggel, ha még nem volt ilyen, illetve a W — [ szabdly valosziniiségéhez
hozzaadjuk a P(W —W1) x P(W1 — ) valoszinliséget, amennyiben ilyen szabaly mar
volt. Ezek utdn a W —W; és W1 — [ szabalyokat elminaljuk. Minden levezetési
faban, amelyben szerepelt a W —W; szabaly lecseréljik a megfeleld W — f
szabalyra. Amennyiben keletkezik W — W alaku atirdsi szabaly (valamely [
egyenlé W-vel), akkor ezt a szabalyt kivessziik, és a tobbi szabdly valdszinliségét
megszorozzuk 1/(1-P(W — W))-vel.

Amennyiben a nyelvtan moddositasa elétt volt mar W — [ szabaly, tobb
levezetési fanak lesz ugyanaz a képe, de tovdbbra is valosziniiségtartd lesz a
sziirjekcid.

Végiil belatjuk, hogy véges sok 1épésben eljutunk Chomsky normél formaba,
¢és az Uj nemtermindlisok szama tényleg O(||R||). Az elsé fazisban minden lépésben
valamely B-t megfeleztiink, igy O(|B|]) 0j nemtermindlis bevezetésével eljuthatunk
oda, hogy az 0j B-k hossza legfeljebb 2. A masodik fazisban minden szabalyt 1
lépésben irunk 4at, a bevezetett j nemtermindlisok szdma maximum 2 minden
lépésben, és 1 eredeti B-bol 1étrehozott uj B-k szama O(|B[). A harmadik fazisban nem
hozunk mar létre Gj nemterminalist, igy csak azt kell belatni, hogy véges sok 1épésben
eljutunk a Chomsky normél formdig. De ez igaz, hiszen minden egyes lépésben

eggyel kevesebb a W — W alakt atirési szabalyok szama.
U

4.3. Sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtanok algoritmusai: CYK,
Inside, Outside

A CYK algoritmus egy dinamikus programozasi rekurzid, amely egy adott,
Chomsky normal formaban levé {T,N,S,R,P} kornyezetfliggetlen nyelvtanra és A
szekvenciara megadja 4 egyik legvaloszinlibb levezetési fajat. Jelolje c(W.ij) a
legvalosziniibb rész-levezetési fanak a valoszinliségét, amelyik a W nemterminalisbol
vezeti le az i-t6l j-edik pozicidig terjedd részstringet. Az inicializécio:

c(W,i,i)=P(W —a,) (4.6)

A rekurzio:

c(W i, ) :n}’/ellxmaxmax{P(W S W, Wi k)e(Wyk+1, j)} (4.7)

W, i<k<j
Végiil a terminécid

P (4A)=c(S,Ln) (4.8)

max
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A trace-back itt nem szekvencidlis, hiszen nem egy utat keresiink, hanem egy fat, de
ez rekurziv fliggvényekkel konnyen implementalhat6.

Az Inside algoritmus a teljes valoszinliséget adja meg. Jeldlje I(W.ij) a
lehetséges rész-levezetési fak valdszinliségeinek az Osszegét, amelyek a W
nemtermindlisb6l vezetik le az i-t6l j-edik pozicidig terjedd részstringet. Az
inicializacio:

IW,ii)y=P(W —a,) 4.9)

A {6 rekurzio

IW i) =22 2PV > WW MW, i)W,k +1j)  (4.10)

W, W, i<k<j
A termindcio:

P(A)=1(S,1,n) (4.11)
Az Outside algoritmus kiviilrél befel¢ haladva szamolja ki a teljes levezetési
valoszintliséget. Jelolje O(W.,ij) az aias...aiiWaj+i...a, kozti string Osszes lehetséges

levezetési faja faldszinliségeinek az dsszegét. Az inicializacio

oS, 1,n) =1 (4.12)
OW,Ln)=0 YW %S (4.13)

A {6 rekurzio

O ,i.j) = 2.2 D P(W, > W, W (W, ki =)OW, k. /) +

W, W, 1<k<i

2.2, 2 PW, > WW )W, j +1k)OW,,i,k)

W, W, j<k<n

(4.14)

Mint lathat6, az Outside algoritmus nem annyira egyszeriien viszonyul az Inside
algoritmushoz, mint a Backward a Forwardhoz. Ennek az oka az, hogy egy belsd
pont, mint gydkér részfajann kiviili rész a sziild, mint gydkér részfajan kiviili rész és a
testvér részfaja, és a testvér lehet bal, illetve jobb oldalon is. Ezért van a f6
rekurzidban két Osszetett szumma, és azért van sziikség az Outside algoritmus soran
az Inside értékek felhasznalasara. igy az Outside algoritmushoz mindeig le kell
futtatni az Inside algoritmust, hogy az Inside értékek kiolvashatdak legyenek, amikor
sziikség van rajuk. (Ezzel szemben a Backward algoritmust le lehet futtatni a Forward
algoritmus nélkiil.)

Konnyen belathatd, hogy mindharom algoritmus futasi ideje O(|7°n’), mig a
sziikséges memoria O(|Tn?).
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4.4. Posterior decoding és Expectation Maximization kornyezetfiiggetlen
nyelvtanokra

Hasonléan a  sztochasztikus  regularis  nyelvtanokhoz,  sztochasztikus
kornyezetfliiggetlen nyelvtanokra is megadhatjuk a posterior decodingot, illetve
csinalhatunk Expectation Maximizationt is. Az alabbi tételeket nem bizonyitjuk,
mivel bizonyitasuk teljesen analdg a sztochasztikus regularis nyelvtanoknal targyalt
megfeleld tételek bizonyitasaval.

Tétel 4.5. (Posterior decoding) Jeldlje W~(ij) azt az eseményt, hogy a W
nemtermindlis az i-edik poziciotol a j-edik pozicidig terjedd részstringet vezeti le.

Wi,/ ) O ,i..))
P(4)

P(W ~(i,j)l4)= (4.15)

Tétel 4.6. (Expectation Maximization) A kovetkezd paraméter update-ek soran a
likelihood nem csdkken

D P(W —a)OW i)

1‘a,=a

P(W = 4.16
W =0="5 1w howr i 10
i<j
D OW i, )\P(W —W W MW, i)W,k +1,5)
PW —>ww,)=" (4.17)

> 10V i, YOV i, j)

i<j
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5. fejezet

Folytonos idejii Markov modellek

5.1. Szubsztituciok modellezése

A szubsztiticiok modellezésére leggyakrabban a folytonos idejli Markov
modelleket szoktdk hasznalni. A Markov modell feltételezi, hogy egy a karakter b-re
valo cseréjének a valdszinlisége csak a-tol és b-tdl fligg, és attdl nem, hogy az adott
pozicidoban az a karakter eldtt milyen karakter volt. Ez a valésagban persze nem igy
van, hiszen példaul ha kis valosziniiséggel egy aminosav radikalisan mas tulajdonsagu
aminosavra cseré¢lddik le (pl. egy kisméretli apolaros aminosav nagyméretii
polarosra), akkor az nagyobb eséllyel cserélddik vissza valamilyen kisméretii apolaros
aminosavra, mint egy masik nagyméretii polarosra. Azonban, mint mar az el6z6
fejezetekben is lattuk, a Markov tulajdonsdg esetén a modellekkel vald szamolas
kevésbé szamolasigényes, és ez mindig dontd jelentOségli a bioinformatikai
modellekben.

Mivel a bioldgiai szekvencidk esetében véges sok karakter van (nukleinsavak
esetében 4, aminosavak esetében 20), a Markov modell véges allapota. Egy véges
allapoti Markov modellt egy linedris differencidlegyenlet-rendszerrel lehet megadni,
matrix-vektor formaban

dx
7 Qx (5.1
ahol Q a modellt leir6 ratamatrix, és x tartalmazza az egyes allapotok valosziniiségeit.
Q-r61 ki kell kotni, hogy a f64tld kivételével minden eleme nem negativ legyen, és
minden egyes oszlop Osszegének 0-nak kell lennie (igy a féatloban nem pozitiv
szamok allnak). Ez a feltétele annak, hogy a valosziniiségek 0sszege minden egyes
idopontban 1 legyen. Kezdeti érték feltételnek azt a vektort valasztva, amelynek az i-
edik sora 1 és az Osszes tobbi eleme 0, a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa
megadja annak a valdszinliségét, hogy az i-edik allapotbdl kiindulva ¢ id6 elteltével
melyik allapotnak mekkora a valdszintisége. A differencidlegyenlet-rendszer altalanos
megoldéasa

x(1) =e¥x(0) = i%x(O) (5.2)

A megoldés helyességét itt csak reverzibilis modellekre bizonyitjuk.
Definicio Egy folytonos ideji Markov model reverzibilis, ha létezik egy =«

eloszlasfliiggvény, hogy minden i-re és j-re teljesiil az un. részletes egyensuly (detailed
balance):

”(i)q_/,i = 72'(]')%,_/ (5.3)
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Lemma 5.1. Reverzibilis Markov modellek ratamatrixa diagonalizalhato.

Bizonyitas Jelolje IT'? azt a diagondlis métrixot, amely az i-edik pozicidjiban 4/ (i)
all. Ekkor

Q :HI/Z(H—I/ZQHI/Z)—[—I/Z (5'4)

Ekkor H-l/z H1/2 valos szimmetrikus méltrix, i diagonalizalhato. De ekkor Q iS,
hiszen

Q — Hl/z(WAwfly—rl/z — HI/ZW)A(W—IH—I/Z): VAV™! (5'5)

V=IT"'>W -re, ahol A diagonalis matrix, amely Q sajitértékeit tartalmazza.

Tétel 5.2. Az 5.1 egyenletben megadott differencidlegyenletrendszer megoldasait
reverzibilis Markov modellekre az 5.2 képlet segitségével kaphatjuk meg.

Bizonyitas Behelyettesitve a diagonalizalt format a matrix exponencialisba, kapjuk,
hogy

e =vetv! (5.6)
De ekkor a megoldas
x(7) =e¥x(0) = VeV 'x(0) (5.7)

alakba irhat6. Ez azt jelenti, hogy 0j valtozokat vezetiink be ugy, hogy az x(0) kezdeti
értékeket a V' matrix segitségével a Q matrix sajatbazisaba transzformaljuk. Az (j
valtozokra felirt differencidlegyenlet-rendszer szétesik fliggetlen ko&zonséges
differencidlegyenletekké, amelyek

dv.
—L=Av, 5.8
dt Vi (5-8)

alaktak. Ezen differencidlegyenletek megoldésait a V matrix segitségével

transzformalhatuk vissza az eredeti valtozokba.
[l

Reverzibilis Markov modellekre a differencidlegyenlet-rendszer megoldésait
altalaban az (5.7) egyenlet segitségével szokas meghatarozni, mivel
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=| . . (5.9
LO e™! J

ahol A1, A2, ... Ar a Q matrix sajatértékei.
Mivel a Q matrix sorvektorainak az dsszege a 0 vektor, Q rangja nem lehet £,
igy van 0 sajatértéke. Pozitiv sajatértéke nem lehet, mert ez ellentmondana a

z:xi(z‘) =1 feltételnek. Ha Q-nak csak egyetlen 0 sajatértéke van, akkor létezik
egyetlen egyensulyi allapot, amely globélisan stabilis, azaz barmely x(0)>0-ra, amely
teljesiti a z:xi(O) =1 feltételt, a folyamat ebbe az allapotba konvergal. Az i-edik

allapot egyensulyi valdszinliségét 7 jeloli. Ha a folyamat reverzibilis, akkor az
egyensulyi eloszlds az a 7 eloszlas, amelyre a részletes egyensuly teljesiil.

Altalaban nem szoktdk a Q matrix minden egyes paraméterét maximum
likelihood modszerrel megbecsiilni. Helyette a ratamatrixot Q=Qos alakban irjak fel,
ahol Qo-ra teljesiil, hogy

k
Zﬂiq_,,i =1 (5.10)
i=1

azaz egyensulyi allapotban egységnyi id6 alatt atlagosan egy mutécié torténik Ezutan
st-re adnak Maximum Likelihood becslést. Altalanos jelenség, hogy az egyes
folyamatok ratajat és az evolucios idét nem lehet kiilon-kiilon becsiilni, csupan csak a
szorzatukat. Ha az evolucios ratakat a felére csokkentjiik, az eltelt id6t pedig a
kétszeresére noveljik, az immdar kétszeres id0 eltelte utdn az egyes allapotok
valdsziniisége ugyanakkora, mint az eredeti esetben. Ugy is lehetne szemléltetni ezt a
jelenséget, hogy egy filmnek az utolsé képkockédja nem véltozik meg attol, hogy
felére lassitva jatsszuk le, csupan kétszer annyi id6 alatt ériink a film végére.

Qo matrix valasztasara sokféle lehetdéség van. Az altalanos Q matrix DNS
adatok esetében

x par, pbr, ucw,
HAT y pdr.  pem.
pbrg  pdrg z g

LAMT perry  Wr, g J

(5.11)

ahol x, y, z és g olyan értékeket vesz fel, hogy minden oszlop 6sszege 0 legyen. Ekkor
az egyensulyi gyakorisagok valoban 74, 7c, 76 és zr. Példaul a matrix elsé soran
ellendrizve, x= -l azc +b s +crxr) €s valoban

<(xalua7TAa,Ub7[AuUC7[Aa) (”Aa”Ca”Ga”Ta» =
=—ar, +brn,+cr, ), +par, . + ubw x,+ ucr, 7w, =0

(5.12)
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Szintén lehet ellendrizni, hogy a modell reverzibilis is, a transzponalt helyeken allo
értékek az egyensulyi gyakorisdgokkal szorozva valdoban egyenldk.

. .y GTE

3 fajta smibsztibieid . .

travsmrermik, Egyrenld bams gyakorsazok

2 tranmicld osztaly

TrH ITM
3 fagta smabsztibicis
transicidlk,
2 fajta smabs=titicid 2 transzrer=id asztaly
tranzicid vs. transsversd
HEYES KE35T

egyitle

smthsztiticid
2 fagta smbsztibicis

transicid vs.
trans=vermd
F=21 E2P
Egyenld bims
gvakorisazok
egviele smibsztibic
I

5.1 abra Nukleotid szubsztiticios modellek osztalyozasa. Az altalanos reverzibilis modellbdl (GTR,
General Time Reversible) egyre tobb megszoritassal jutunk el a Jukes-Cantor modellig (JC). Tovabbi
roviditések: TrN: Tamura & Nei, HKY85: Hasegawa-Kishino-Yano, 1985, F81: (Felsenstein, 1981),
SYM: Zharkikh, 1994, K3ST: Kimura 3 paraméteres modellje, K2P: Kimura 2 paraméteres modellje.

Az éltalanos modellre egyre tobb megkotést téve fokozatosan eljuthatunk a
Jukes-Cantor modellhez, (5.1 dbra). Ha egyenld egyenstlyi gyakorisagokat tételezlink
fel, a SYM modellt kapjuk. Erre tovabb feltételezve, hogy a tranziciok rataja,
valamint az AT és CoG, illetve az A>C és GoT transzverziok rataja
megegyezik, Kimura harom paraméteres modelljét kapjuk. Ha minden transzverzid
ratajat azonosnak tekintjiik, Kimura két paraméteres modellj¢hez jutunk, végiil a
tranziciok ratdjat a transzverziok ratajaval egyenldvé téve eljutunk a Jukes-Cantor
modellhez.

Az éltalanos modellbdl a Tamura-Nei modellhez jutunk, ha feltessziik, hogy
minden transzverzid ratdja azonos, a=c=d=f. A Hasegawa-Kishino-Yano modellben
az Osszes tranzicid ratdja is azonos. Felsenstein 1981-es modelljében minden
szubsztiticids rata azonos tipusu, de az egyensulyi gyakorisagok kiilonbozdek.

Aminosav szekvencidk esetében a Jukes-Cantor modellhez analdég modell a
Poisson modell, Felsenstein modelljének az analégja pedig a Hasegawa-Fujiwara
modell. Bonyolultabb modellekben nem lehetséges a szubsztitcidk tipusainak olyan
elkiilonitése, mint a nukleotidok esetében a tranziciok és a transzverzidk
megkiilonboztetése. Mégis, empirikus adatok azt mutatjak, hogy fizikai-kémiailag
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hasonld aminosavak szubsztiticidja sokkal gyakoribb, mint kiilonb6z6 aminosavak
szubsztitiicioja (pl.: egy hidroféob aminosav cseréje hidrofilre) (Dayhoft et al., 1978).
A Dayhoff féle matrixokat sok kutaté felhaszndlja szubsztiticids modellek
készitésére. Kevéssé rokon fehérjék esetében a Dayhoff matrixokat tovabbi empirikus
adatok segitségével modositjak, emlythetd példaul a Jones-Thorne-Thorton (JTT)
MmAtrix.

A Dayhoff féle matrixok meghatdrozdsa a kovetkezd approximacio
segitségével torténik. Olyan szekvencidkat evsznek, amelyekben a szubsztituciok
mennyisége csak 1% koriil van. A tapasztalat szerint a beszrasok és torlések rataja
mindig kisebb, mint a szubsztitucioké, igy ezekben a szekvencidkban a beszurasok-
torlések helye egyértelmiien meghatidrozhatd. Az id6 mennyiségét 1 egységnyire
allitjak, ez az un. 1 PAM egység (PAM = APM = Accepted Point Mutation). Az
észlelt frekvencidkbol kiindulva felirhaté egy W matrix, ahol w;; mondja meg, hogy
mekkora eséllyel 1atjuk a j index(i aminosavat 1 PAM id6 elteltével, feltéve, hogy a
=0 idépontban az i indexii aminosavat lattuk. Ekkor

© l’ i
w:ﬁ:Z@ant (5.13)
i=0 1.
¢és mivel =1,
Q~W-1I (5.14)

Mivel a Markov tulajdonsdg a gyakorlatban nem teljesiil, hatékonyan szdmolni
viszont csak a Markov modellekkel tudunk, egy 6tlet a modellek megjavitasara, hogy
viszonylag tavoli szekvencidk illesztéseit nézik. Ekkor azonban nem lehet az (5.13)
képletben hasznalt kozelitést alkalmazni. Viszont ha a W matrix diagonalizalhat6, és
az Osszes sajatértéke pozitiv, akkor lehet venni a logaritmusat, azaz azt a matrixot,
amelynek az exponencialisa 6nmaga. Ezt a matrixot lehet ratamatrixként hasznélni, és
a gyakorlat azt mutatja, hogy az ilyen mdédon meghatarozott ratamatrixok jobban
hasznalhatoak példaul valdszinliségi modelleken alapuld szekvenciaillesztésre, mint
az (5.13) képletben hasznalt becsléssel eldallitott ratamatrixok.

5.2. Felsenstein algoritmusa

A szubsztitucios modell kiterjesztése kettérél tobb szekvencidra a
kovetkezdképen tehetd meg. A bemend adat DNS szekvencidk tobbszords illesztése.
Csak azokat a poziciokat tekintjiik, ahol az illesztésben nincs besziras/torlés.
Feltessziik, hogy az egyes poziciok egymastol fiiggetleniil evolvalodtak, igy egy
evolucios folyamat wvaloszinlisége az egyes pontokon tortént események
valoszinliségeinek a szorzata. Legyen adva egy gyokeres bindris fa, amely
reprezentalja a szekvencidk leszarmazasi sorrendjét. Feltessziik azt is, hogy a fa egyes
¢lein a karakterek szubsztiticiés folyamata fliggetlen a tobbi élen torténd
folyamatoktol, és minden élre egy adott szubsztitticiés modell szerint megy. Altaldban
feltessziik, hogy minden élen ugyanaz a szubsztitiiciés modell van. A fa gydkerében a
folyamat minden poziciora az egyensulyi allapotbdl indul.

Elég azt megmutatni, hogy hogyan kell egy poziciéra a karakterek
észleléseinek a valoszinliségeit kiszamolni, a teljes szekvencidk valoszinliségeinek az
észlelése az egyes poziciokra vett észlelési valoszinliségek szorzata. Egy pozicidra az
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észlelés valoszinliségét dinamikus programozassal lehet megkapni, ezt hivjak
Felsenstein algoritmusanak, az elsd publikalordl elnevezve. Jeldlje f(c,v) annak a
valoszinliségét, hogy a v pont alatti részfa levelein az adott karaktereket észleljiik,
feltéve, hogy a folyamat a ¢ karakterb6l indult a v pontban. Az algoritmus
inicializalasa az a karaktert tartalmaz6 v levélre

1 hac=a

f(c,v):{ (5.15)

0 egyebkent

A 16 rekurzid egy v belsé pontra, amelynek a két gyereke ui és uz, valamint az ide
futo éleken az eltelt id6 rendre #; és £:

c,tly(cl,ul)}[gp(cz

f(c,v) :[Z‘,P(cl c,tz)f(cz,uz)J (5.16)

ahol P(ci

folyamat ¢; id6 elteltével ¢; karakterben van. A termindcio a teljes valosziniliségre:

c,ti) jeloli annak a valosziniiségét, hogy a ¢ karakterbdl indulva a Markov

P= Zf(c,root)ﬁ(c) (5.17)

Ha a szubsztituciot leir6 modell reverzibilis, akkor teljesiil az in. emel6 elv
(Pulley Principle). Ez azt mondja ki, hogy ha a fa gyokerébdl kiinduld két €l koziil az
egyik hosszat lecsokkentjiik, a masikat pedig megnoveljiik, akkor a fa likelihood-ja
nem valtozik meg. Valoban, barmely ci-re és ca-re, ha alkalmazzuk a reverzibilitast
valamint a teljes valoszintiség tételét

ZH(C)P(CI c,z‘l)P(c2 c,tz):
= 2”(01)1)(0 Clatly)(cz

Az emeld elv folyomanya, hogy egy adott fara az észlelési valoszinliség fliggetlen
attél, hogy hol gyokereztetjiik le, és egy legyokereztetett fan az észlelési valdszinliség
megegyezik a gyokerezetlen fan vett észlelési valdszinliséggel, ahol a folyamatot
barmelyik belsé pontbol indithatjuk az egyensulyi eloszlasbol kiindulva.

Egy adott topologia esetén a maximum likelihood ¢élhosszakat egyszerii
numerikus optimalizalas segitségével meg lehet hatarozni, de tovabbra is fennall az a
probléma, hogy a lehetséges topologidk szdma nagyon gyorsan nd a szekvencidk
szadmaval. Nevezetesen, a gyokerezetlen topologidk szama (2xn-5)!! Ez mar tiz faj
esetén is tobb mint 2 millid lehetdség. 2006-ban bebizonyitottdk, hogy a Maximum
Likelihood fa topologia és élhosszak megkeresése NP-nehéz probléma.

(5.18)

c,tz):P C,

Coty+1,)
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6. fejezet

Osszehasonlité bioinformatika

6.1. Az osszehasonlité bioinformatika alapelve

Az 0Osszehasonlitd bioinformatika alapelve az, hogy a struktura mindig
konzervativabb, mint a szekvencia. Ez alatt azt értjiik, hogy a szekvencidk meg tudnak
valtozni (a mar targyalt szubsztituciok, beszlirasok és torlések révén) igy, hogy a
szekvencialis hasonlosaguk jelentésen csokken, mikozben a strukturalis (és
funkcionalis) hasonlosaguk gyakorlatilag valtozatlan marad. Az alabbi példaban két
fehérje haromdimenzios térbeli szerkezetének egy részeletét mutatjuk be. A két
fehérje kozill az egyik egy élesztégombaban (Candida clyndracea), a méasik a
szarvasmarhdban (Bos taurus) talalhaté meg. Bar a szekvencidlis hasonlosadg nagyon
kicsi, a térbeli hasonldésag szemmel lathatd. Mindkét fehérje zsirsavak lebontasaban
vesz részt.

SGAM-VPSdpVdgtygnelIYdlFVssAgC-gsas—--dkla
SGVG1lCpwAigg--dplfwAkrIAekvgCpvd-dtskMAg

cLrsassdtL1dATnnTP--GFlaysSLr-LSYLPRPdgk
cLkitdpraltla¥YkLplgste--ypKlhyLSFVPVidgd

NItddMYkLVrdgkyAsVpVIIGDONDEGIVEGlsS1nVt
FIpddPvnlYa--nAAdvdYIAGTNAmDGH1FVGmdvpal

6.1. abra. Egy élesztében (Candida clyndracea) és a szarvasmarhaban (Bos taurus) talalhaté un. alfa-
beta hidrolaz enzim egy részlete. Bal oldalt a fehérjék térbeli szerkezete lathato, a két térszerkezet tigy
van forgatva, hogy az aminosavak kozponti szénatomjai kozotti tavolsagnégyzetek Osszege minimalis
legyen. Jobboldalt a szekvencidk un. struktiralis illesztése lathatdé. Az alacsony szekvencialis
hasonlésag ellenére a szerkezeti hasonldsag nagy.

A strukturalis konzervaltsag miatt lehetdség van arra, hogy a bioldgiai szekvencidk
térszerkezetét in silico 0sszehasonlitd modszerekkel végezzik el. A szamitogépes
eljarasokra azért van sziikség, mert az els6dleges térszerkezetek meghatarozasanak a
tempdjaval a masodlagos ¢és harmadlagos térszerkezetek meghatarozasa nem tud
lépést tartani. Az UniProt adatbazis 2011 marcius 8-ai frissitésében 525997 fehérje
szekvencia talalhatd, mig a PDB adatbazis 2011 marcius 15-ei frissitésében csak
71794 fehérje kisérletesen ellendrzott haromdimenzios szerkezete talalhatdé meg. Az
oka annak, hogy az elsddleges térszerkezetekbdl (szekvencidkbol) sokkal tobb van,
mint masodlagos ¢és harmadlagos térszerkezetekbdl az, hogy az elsddleges
térszerkezet meghatdrozdsa nagysagrendekkel olcsobb ¢és gyorsabb, mint a
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haromdimenzids szerkezet meghatarozdsa. Ma mar egy teljes emberi genom
szekvenalas koltsége 50008 alatt van, és kevesebb, mint 10 nap alatt elvégezhetd, mig
egyetlen fehérje haromdimenzios szerkezetének a meghatdrozdsa még mindig tobb
honapos labormunkat igényel, és koltségeiben dsszevethetd egy teljes emberi genom
szekvenalasaval. (Az emberi genomban kb. 20-25 ezer gén van).

Az 0Osszehasonlitd szerkezetpredikciora két metodus Iétezik. Az egyik
lehetdség az, hogy két olyan szekvenciat hasonlitunk dssze, amelyekbdl az egyiknek a
szerkezete ismert, €s ezt probaljuk a masik szekvencidra ravetiteni. Ezt a modszert
val6jaban mar a bioinformatika felfedezése
elott, a XIX. szazad elején is hasznaltak,
amikor a rosetta k6 segitségével megfejtették
az egyiptomi hieroglifak jelentését. A rosettai
ké (6.2. abra) harom kiilonb6zé irdsban
tartalmazza ugyanazt a szOveget: egyiptomi
démotikus  irdssal, gorog firassal ¢és
hieroglifdkkal. A hieroglifdk megfe;jtdi, Jean-
Francgois Champollion és Thomas Young a
gorog szoveget teljesen értették, és rajottek,
hogy az egyiptomi démotikus irdssal irt rész
jelentése is ugyanaz, mint a gorog nyelven irt
részé. Ebbol  tételezték fel, hogy a
hieroglifdkkal irt rész jelentése is ugyanaz,
mint a masik két irassal irt szovegé. Ebbol
mar viszonylag egyszerlien fejthették meg a
hieroglifdk jelentését, hiszen egy gorog
nyelvii forditds a rendelkezésiikre allt. A
kovon egyébként V. Ptolemaiosz rendelete olvashatdé kiilonbozé adokrol,
templomokban felallitandd szobrokrél, valamint arrdl, hogy ezt a rendeletet a fennt
emlitett harom nyelven kell kiadni. A hdrom nyelven val6 kiadas értelme az, hogy az
akkori Egyiptomban a kiilonb6zd tarsadalmi rétegek mas-mas irdst hasznaltak, igy a
rendeleteket tobb irasban adtak ki, hogy minden irastudo el tudja olvasni.

A masik metddus az dsszehasonlitd szerkezetpredikciora, amikor a bioldgiai
szekvencidk szerkezetére ugy adunk meg predikciot, hogy egyiknek a szerkezete sem
ismert, de feltessziik, hogy mindegyiké ugyanaz. A predikci6 soran nem csak azt
hasznaljuk ki, hogy a kiilonb6z6 szerkezeti elemek karakter-Osszetétele mas és mas
minden szekvencidra, hanem hogy a valtozasok is jellemzdek az egyes szerkezeti
elemekre. Az alabbiakban olyan szerkezetpredikcidkra mutatok példat, amelyekben a
szekvencidk szerkezetét sztochasztikus transzformacios nyelvtanok segitségével irjuk
le, a szekvenciak valtozasat pedig idéfolytonos Markov modellekkel.

= =

6.2. abra A Rosettai k6

6.2. Fehérjék masodlagos térszerkezetének becslése

Ez els6é modellt, amelyben 6sszekapcsoltak a transzformacios nyelvtanokat az
id6éfolytonos Markov modellekkel, Nick Goldman, Jeff Thorne és David Jones
publikalta. Ez volt az els6 publikédcid, amely felhivta a figyelmet arra, hogy evolucios
informécidkat felhasznalva javitani lehet a struktirara vonatkozo predikciokat.

A bemend adatok tobbszords szekvenciaillesztések, amelyben egy oszlopban
levd aminosavak homologok. A cikkben bemutatott modellben ezt a
szekvenciaillesztést egy rejtett Markov model bocséjtja ki. A Markov folyamat
nagyon egyszerii, hdrom emittalé allapota van, «, S, és hurok (loop), melyek a harom
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alapvetd masodlagos térszerkezeti kategoriat reprezentaljak, ill. a hurok csak annyit
jelent, hogy az igy jelolt régidé nem tartozik bele az elsé két kategoria egyikébe sem.
Az egyes allapotok ugrési valosziniliségét ismert térszerkezetli szekvencidkbol
hataroztdk meg. Minden térszerkezetre rogzitettek egy idéfolytonos Markov modellt,
amely a karakterek szubsztiticios folyamatat irja le, Id. 6.3. abra. A szekvencidk egy
evolucids fa levelein vannak, és a rejtett Markov modellben az egyes emissziok
valoszinlisége a karaktereknek az evolicios fa levelein valo észlelési
valoszinliségeként van definidlva. Ezt a valdszinliséget Felsenstein algoritmusaval
hatékonyan lehet kiszamolni.

replacement amino acid replacement amino acid
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6.3. abra A Goldman-Thorne-Jones-féle rejtett Markov modell allapotaihoz tartozé id6folytonos
Markov modellek ratamatrixai koziil kettd, balra a hurkokhoz tartozo, jobbra az alfa-hélixekhez tartozo
ratamatrix. A nagyobb négyzetek nagyobb ratat jelentenek.

Analysis method

HMM (no tree) HMM (no tree)

Data set HMMa HMM (no tree)®  +2PSEFLs + 9PSEFL4
PSEFL only 65.7 65.7 64.7 56.6
725 8.7 72.5 79.7 82.4 77.8 651.8 81.6
5.8 95.7 5.8 95.7 23.1 86.8 53.8 5.5
81.3 65.6 81.3 65.6 67.1 81.2 54.2 78.6
close 3 4.4 68.0 64.7 56.6
82.4 88.4 R0.4 8.7 81.4 81.2 58.8 82.6
38.5 94.2 25.0 92.6 36.5 83.3 55.8 4.7
81.3 74.0 74.2 76.6 63.2 82.5 55.8 78.6

med 3 71.5 64.7 61.2 55.0

3.5 89.9 66.7 85.5 63.7 87.4 53.9 82.6
39.6 89.5 51.9 81.7 33.8 75.1 55.8 73.2
74.2 74.0 67.7 79.2 61.3 80.5 55.5 7.9

588 870 529 826

66.7 91.3 58.8 86.5
63.5 550.8 77.8 53.8 75.1 51.9 72.8
73.5 77.3 64.5 /7.9 60.6 76.6 54.8 76.0

6.4. abra A predikciés josag kiilonbozo tesztekben. Az egyes sorokban kiilonbozé adathalmazok
vannak, rendre 1, kozeli 3, kdzepesen tavoli 5, illetve 7 szekvencia. Az egyes oszlopokban kiilonb6z6
elemzési metddusok vannak: GTJ-félr HMM, ugyanaz a HMM evolucios fa nélkiil, illetve az
adatokhoz hozzaadva kétszer, illetve kilencszer az egyik szekvencia. Minden adat-elemzés parra 7
érték van megadva, kdzépen fent az atlagos pontossag, a baloldali oszlopban a specificités, a jobboldali
oszlopban a szenzitivitas, az els6 sorban az alfa hélixekre, a masodik sorban a béta lemezekre, a
harmadik sorban a hurkokra.
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A modell biologiai magyardzata az, hogy a kiilonb6z6 masodlagos
térszerkezetekben nem csak az egyes aminosavak eléforduldsi gyakorisadga
kiilonbozik, hanem a preferalt szubsztitiiciok rataja is.

A modellben a rejtett Markov modell ugrési valosziniiségei, a ratamatrixok,
valamint az evolucids fa topoldgiaja rogzitett, a fa élhosszai a forward algoritmussal
kiszamolt teljes likelihood alapjan numerikusan maximalizdlva van. A maximum
likelihood ¢élhosszakra pedig a posterior decoding algoritmus szamolja ki azt, hogy az
egyes oszlopokban melyik strukturalis elem a legvalosziniibb.

Goldman ¢és munkatdrsai szamos vizsgélatot végeztek az adott modellen
valodi bioldgiai szekvencidkon tesztelve, €s az alabbi kovetkeztetésekre jutottak:

e Evolucids informaciot haszndlva jobb predikciot lehet késziteni, mint
evolicios informdciok nélkiil: a 6.4. abra els6é oszlopdban szerepld
atlagos pontossagok nagyobbak, mint a tobbi oszlopban.

e A predikcié atlagos pontossiaga akkor volt a legnagyobb, amikor
né¢hany kozeli szekvencia alapjan végezték a predikciot. Tavoli fajok
esetében a predikcio josaga kissé romlott, de még igy is jobb volt, mint
az egyetlen szekvenciabol végzett predikcid. Azaz a tul tavoli homolog
szekvencidk tobb °zajt’ vittek be a vizsgalatba, mint informéciot.

e A [-lemezek predikcidja a legnehezebb, viszont ezek a szerkezetek
konzervalédnak a legjobban az evolicid soran. Bar a becslés atlagos
pontossaga romlott, ahogy a vizsgilatba egyre tobb (és egyre
tavolabbi) szekvenciat vontak be, a lemezek predikcidja javult.

6.3. Génkeresés paros rejtett Markov modellel

Minden faj genomjdban vannak olyan szakaszok, amelyeknek a szerepe
tisztazatlan, illetve nem tartalmaznak érdemi informaciot (szemét-DNS, junk-DNA).
A maradék részben vannak a gének, amelyek a faj altal termelt fehérjéket kodoljak. A
géneknek specidlis szerkezetiik van, 1d. 6.5 abra. Az un. érett RNS-t (mature RNA)
koédolod régiot az atirddas soran kivagddo darabok, intronok szabdaljak fel. Az érett
RNS elején és végén at nem ir6dod szakaszok vannak, ezeket 5’ és 3’ UTR-nek
(untranslated region) hivjuk. Az érett RNS tobbi része a tényleges kodolo régio.

N . | . H .
?? Sutr <---coding region ----------- > 3’utr polyAAA site

6.5 abra Egy Eukariota gén szerkezete. Lila szinnel jeldlve az 5° és 3’ UTR régio, pirossal a kodolo
régio. A maradék DNS koziil az intronok haromszogekkel vannak jelolve.

A kodol6 régiokban harom nukleinsav kddol egy aminosavat. A harom nukleinsavbol
64 variacido képezhetd, ebbdl 3 un. stop-kodon, itt all meg az érett RNS atirdsa
fehérjére. Mivel 61 kodon kodolja a 20 aminosavat, a kodolas redundans. Altalaban 4
kodon kédolja ugyanazt az aminosavat, néhany aminosavnak 2, 6 vagy 1 kodonja van.
Amikor 4 kodon kodolja ugyanazt az aminosavat, minden esetben a harmadik
pozicidban kiilonboznek. Az intronok nem feltétleniil két kodon kozé szirodnak be,
be¢kelddhetnek egy kodonba is. A 6.6 abran lathatjuk, hogy nem trividlis feladat
megmondani, hogy hol helyezkednek el a kodolo régiok egy genomban.
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A paros rejtett Markov modellek olyan rejtett Markov modellek, amelyek két
szekvenciat bocsajtanak ki. Bizonyos allapotok csak az egyik, mas allapotok csak a
masik szekvencidba bocsajtanak ki karaktereket, és vannak olyan allapotok is,
amelyek mindkét szekvencidba bocsdjtanak ki karaktert. A szemléld csak a
kibocsajtott szekvencidkat latja, az egyiittes kibocsajtasi mintazatot (angolul: co-
emission pattern) nem. Paros rejtett Markov modellekkel lehet megadni beszlrasok és
torlések egyszerl sztochasztikus modelljeit is.

31861 ggasasattasgttttazaagtztttasgztacttittotataattatttattatassas

1861 tt tasggtact Lat
e e e B 31921 atatagtottooottztoatzacatztezttaattotatgaaagtttzatagaattatza
smge SA9BL tabboacat i B 32600 31981 tattcacataaaacaagzttztzatztotzztetttoacagtoogtizacttttzatzoa
SEOHL. Sht i rea Ao bt s s re i B Tt BE e e e s e 32041 attotteztagacatootoczactatzttttagatgtoattttoaaghbttzoagtttot
—_— i iise 32101 cgasatattagasgccabgbotgoaccgaactgogoacgaaaatatgatattgotogtot
0161 vt g 32161 ttccagottgaatbbbcasatttcccaatatgtttatcttagottgatangottancttt
32201 tatatibtottatittectateaasatiatts ErE IR 32221 tatattttcttatbbbgctgtgasaattgttcatcamsaatcgatttbccaactttocac
e Sl S s ttotoosantatt e 32281 tamaatcttattabbbcacastbbggbttctgogaatcttcatcaactbbtatacttatt
22301 theeg rgaapgakraccbygnat Sk Le gtgbtcctet 32341 ttccgoactcogasggctoascchggoatatttctatattgacgaaccatgtgttootot
30401 antat 32401 aatatcggasgctgactgbotacchtacctcasggttttagtaactggantangtagaat
32461 zototat Ettoat 32461 gatctatggzecasactegtotactittggaacgaggtigtgeaantitoatoanagatta
32300 zpepq t Littbgag 32500 32521 tgat aagcatgtttgtt tageaatatcaattgocattitgttttizag
32581 chbzat el Eotbobtbomte 32581 cttgatca . coactt tatottottteste
32641 tpthtootatooaagts & tattt batbtatacatt 32641 tgtttcctatccaagtoaaagtgbtgaaagatcaagactatttgoaagtatttatacatt
22701 tatatcttcattcaatttggtittetcagttitgtiaagasgatataacaaaasactega 32701 tatatctiteattoasttiggtitbotoagttttettaagasgatataacasaasacteza
32761 akatt botangtbzttt trokztta Lt 32761 atatBztaagotttctasgtightigasaagtitactgtiogtoaattiiotggaatitt
32081 tac + 32821 agttaspasagtoazategcasstoatzatzocttoatasasteagtasataaacotest
AHA Z28B1 taprttactattity tret gractgass AHE 32881 tagtbbactatbbbzbboasasthoaattttzeancetattzoecttaaazztacteasa
32941 actagbabgs toctagatat tgoct 32941 actagbatgcacgasaaacttobhactgbotactagatabobbbaatbgootzananzog
2000 ZTo0L tattt thacktttgogta 33000 33001 gcaatatttagtgcaattcaactbccagacgtttgactotttgtaattbacttttzosta
33061 Loty tagtatbtttot tottotoat 33061 atatctgatctctgasatbtctgastagtattttbctgattagottgbbbttottotoat
33121 tgkktooactacat tobagantat 33121 tgtttccactacatttgcttocana tctagaatat
3HEL 3 tr 33181 tctaatctgghbbbbgatgttttasagttccattaatgttttttgagogtanganatatt
33291 tcaat i tEegCCOgARANTLL 33241 tcaattttccagBlacaccctttgttgttggoocgagatttcggaaaagagasgtgattea
33301 t k. it 33301 ctccacasgtacaatatgctttttgacatttgttcaattcatattcatgttcatttatte
2IZEL atteg: th tactattt 33361 attcggaastattcacactgasaactattcgasgeatgcttacttacagacagtactattt
33421 cettzthetobzabbotatztaszoacttzansttbattttasamazcbzaanattttat 33421 cattgttgtctggttctatgtangea tEt t
22500 339Bl tbosagacaabbooatboatbgobgoectetbbosasttobactaghbbanagzatbost 52500 33481 ttccagacasttocattoattgotgogotgtttocaattotactagtttacaggattogt
3841 fetteacatghtagorgagtaacgattattanascatttacassaaccasgoanacacas 33541 tcttcacatgttagocgagtaacgattattaaaacatttacaaaaaccaagcaaacacaa
33601 B = 33601 gaagaacacattaag BE-catastgattoctatittat
ZT6EL i bgtaamtatatglatatt tasth 33661 taaatatgtztat tasttztoatt
33721 ammsastogaptgatobiGhbbioogastttbcatht atagha 23721 N
S37BL Seunsctbatitenathiasorat t bhdosbantatitobenntbalbotioaantel 33781 ttecasgtoatttzasttoaaczattttoottastatttoteaatttattottoaaatat
33841 ab Z2841 at

6.6. abra A génkeresési feladat az, hogy egy genomidlis DNS szekvencidban megtalaljuk az exonokat
¢s intronokat.

Irmtraud Meyer és Richard Durbin adott meg egy olyan paros rejtett Markov
modellt, amelynek a segitségével lehet génszerkezetet prediktalni. A modelljiik az
Eukariota gének szerkezetébdl az alabbi tulajdonsagokat vette figyelembe:

e A beszarasok-torlések az exonokban harmasaval torténnek az esetek
dontd tobbségében. Minden mas hosszisag Un. kereteltolodast (frame-
shift) okoz.

e A szubsztiticiok a kodonok harmadik pozicidiban a leggyakoribbak,
hiszen ezek altalaban nem valtoztatjdk meg a koédolt aminosavat. A
masodik pozicid a legkonzervativabb, az elsé pozicid is konzervativ,
de egy picit kevésbé, mint a méasodik

e Az intronokban tobb mutacidé van, mint az exonokban. Az intronokban
a beszlrasok-torlések hosszai nem sziikségképpen harommal
oszthatoak.

e Az intronok helyein a nukleinsavak specidlisak. Az intronok altalaban
T-vel kezdddnek, és eldtte egy G van, és egy A-val végzddnek, amely
utan G van.

A fenti tulajdonsagok mindegyikét konnyli egy péros rejtett Markov modellel leirni,
lasd 6.7. édbra. A paros rejtett Markov modellnek lesznek olyan allapotai, amelyek a
junk DNS régidban, 5°, 3> UTR-ben, intronban, exonban match-eket modelleznek,
illetve amelyek ugyanezen régiokban egyik vagy masik szekvencidba torténd
beszurast modelleznek. Tovabba lehetséges, hogy egy intron csak az egyik vagy csak
a masik szekvencidban legyen benne, mivel ilyen teljes intron beszurasokat észleltek
mar tobb fajban. A Viterbi utvonal nem csak egy illesztését adja meg két homolog
szekvencianak, hanem egyben mindkét szekvenicara szerkezetpredikcio is lesz.
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6.7. abra A Meyer-Durbin féle paros rejtett Markov modell topoldgidja. A begin allapotbol valo

ugrasok valamint az end allapotba valé ugrasok nincsenek feltliintetve az abran az atlathatosag
kedvéért.

6.4. RNS masodlagos térszerkezet becslés a Knudsen-Hein nyelvtannal

Korabban mar megmutattuk, hogy a Knudsen-Hein nyelvtan képes tetszéleges
alcsomomentes masodlagos RNS térszerkezeteket generalni, amelyekben a parosodd
bazisparok indexei kozotti kiilonbség legalabb harom. A Goldman-Thorne-Jones-féle
HMM-hez hasonldéan a Knudsen-Hein nyelvtan is kiterjeszthetd tigy, hogy a nyelvtan
egy tobbszords szekvenciaillesztést generdljon, amelyben a szekvenciaillesztés
oszlopainak levezetési valdszinliségei a nyelvtanban a megfeleld levezetési
valoszinliség €s egy szubsztituciés modellben vald észlelési valoszinliségek szorzata.
Két szubsztitticios modellt vezettek be a szerzok, az egyiket a nem bazisparosodd
nukleinsavakra, a masikat pedig a parosod6 nukleinsav-parokra. Ez utobbit egy 16
elemii ABC feletti szubsztituciés modellel adtdk meg, amelyben a modell 16 elemii
ABC-je a négyelemii ABC-b61 képzett rendezett parok.

Knudsen és Hein megmutattdk, hogy az RNS térszerkezetek predikcidja
hatékonyabb filogenetikai informaciok figyelembevételével (6.8 dbra), valamint hogy
a poszterior valoszinliségek korrelalnak a predikcio6 josadgaval (6.9 abra).
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6.8. abra RNS térszerkezetek predikcidjanak pontossdga. Mindegyik esetben a térszerkezeteket a
Knudsen-Hein nyelvtannal prediktaltak. Rombusz: ML filogenetikai fa figyelembevételével, négyzet:
filogenetikai fa nélkiil, x: a Clustal-X nevii program 4altal generalt filogenetikai fat hasznalva. 94%-nal
a szaggatott vonal a predikcio felsé hatarat jeloli: az RNS tartalmazott egy alcsomot is, amelyet
kornyezetfiiggetlen nyelvtannal nem lehet prediktalni.
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6.9. abra Bal oldali abra: Klebsiella pneumoniae baktérium RNase P RNS-ének a térszerkezete, kékkel
azok a nukleinsavak vannak kiszinezve, amelyek térszerkezetét helyesen prediktalta a Knudsen-Hein
nyelvtant hasznal6 Pfold program, mig pirossal a rosszul prediktalt nukleinsavak. Jobb oldali abra: a
CYK predikcidhoz tartozé posterior decoding értékek minden nukleinsavra, szinkoddal. Piros a
legalacsonyabb érték, a kék a legmagasabb.
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/. fejezet

Beszuras-torlés modellek

7.1. A TKF91 modell

Az el6z0 fejezetekben a szubsztituciokat leird folytonos idejii Markov
modellekkel ismerkedtiink meg. A beszurasok és torlések leirdsara is meg lehet adni
folytonos idejii Markov modelleket, az elsé¢ publikalt modell erre a folyamatra a
Thorne-Kishino-Felsenstein modell volt 1991-ben, amelyet a szerzok tiszteletére
TKF91 modellnek neveztek el.

Két szekvencia kapcsoltsagi valoszinliségét keressiik, ez definicid szerint

P(4,8)= 2. P,(O)P(AO)P.(BIC) (7.1)

ahol P«A|C) annak a valdszinlisége, hogy a C szekvencia t id6 alatt A-va
evolvalodott., P(C) pedig a C szekvencia egyensulyi valosziniisége. A folyamatrdl
feltessziik, hogy egyenstlyban van, igy a C szekvencia egyensulyi valdszinlisége
megegyezik a C szekvencia t iddvel ezel6tti gyakorisagaval.

Ha a folyamat reverzibilis, akkor, a Pulley Principle-b61l adodoan

P{A,B)= P_(A)P,(B|A) (7.2)

azaz a kapcsoltsagi valoszinliség kiszdmitasahoz nem kell az Gsszes lehetséges Osi
szekvencian 6sszegezni. Megallapodunk, hogy a tovabbiakban azt az iddt, ami alatt az
A szekvencia B-vé evolvalodott, #-vel fogjuk jelolni, bar tudjuk, hogy ez a két
szekvencia szétvalasa oOta eltelt id6 kétszerese.

Az egyszerliség kedvéért a beszuras €s torlés folyamatadt nem a karakterek
segitségével, hanem un. képzeletbeli linkek segitségével irjuk le. A szekvencia
minden egyes karaktere asszocidlva van egy halandé (mortal) linkkel. Ez a link
mindig a karakter jobb oldalan talalhato. Ezenkiviil a szekvencia rendelkezik egy
halhatatlan (immortal) linkkel is, amely a szekvencia bal végén talalhat. Példaul, ha
a haland6 link jele %, a halhatatlané pedig o, akkor a GACTTAA szekvencia a

kovetkezOképpen néz ki az adott modellben

O G % A %« C %« T %« T %« A % A %

Minden egyes link fiiggetlen a masik linktdl, egy link sziiletése vagy haldlozasa nem
befolyasolja egy masik link sziiletésének vagy haldlozasanak a valosziniiségét. Mind a
haland6, mind a hallhatatlan link képes halandd linkek sziilésére. Az 0jsziilott link
mindig a sziildje jobb oldalan helyezkedik el. Egy link sziiletése dssze van kapcsolva
egy karakter sziiletésével, amihez az 10jsziilott link asszocidlédik. Az 0j karakter
mindig az ujszilott link bal oldalan helyezkedik el. Az uj karakter tipusat a
szubsztitlicios model egyensulyi eloszldsa szabja meg, azaz egy karaktert akkora
valoszinliséggel valasztunk, amekkora az egyensulyi gyakorisaga a szubsztitucids
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modellben. Az 0jsziilott karakterek ilyen modon torténd valasztdsa nem zavarja meg
az egyensulyt, azaz a sziiletés utdni tetszéleges idépontban a sziiletett karakter az
egyensulyi eloszlasban lesz. A haland6 linkek meghalhatnak, mig a halhatatlan nem.
Ha egy link meghal, akkor a hozzad asszocidlt karakter is automatikusan torldik.
Hagyomanyosan a sziiletési ratat A-val, a halalozasi ratat pedig u-vel jeloljiik.

Tobbszords beszurasok és torlések nem lehetségesek ebben a modellben. Egy
n hosszisagl szekvencia novekedési ratdja (n+1)4, mivel egy n hossziusaga
szekvencia n+1 linkkel rendelkezik (beleszamitva a halhatatlant is). Hasonloan, egy n
hosszuisagu szekvencia lecsokken n-1 hossziisaglira nu rataval, mivel » haland6 linket
tartalmaz. A halhatatlan linkre két okbol van sziikség. Egyrészt ennek a segitségével
modellezzilk a szekvencia elején torténd beszurasokat, masrészrél e nélkiil a
szekvencia hosszaknak nem lenne egyensulyi eloszlasuk.

Képzeljiink el két szekvenciat, az A szekvencia legyen TGTC, a B szekvencia
pedig GCACA. Szamos lehetdség van arra, hogy az 4 szekvencia B-v¢ alakuljon. Egy
lehetdséget az alabbi o illesztés reprezentél

- TGT-C -
G-C-ACA

azaz az elsd, 6todik és hetedik pozicidban egy-egy besziras tortént, a masodikban €s a
negyedikben egy-egy torlés, a harmadikban pedig egy szubsztiticio. Jeldlje az o
illesztésben az egyes karakterek meglétének vagy meg nem létének az informaciojat
o'. Ha o'-t a linkek segitségével reprezentaljuk, akkor a kdvetkezo illesztést kapjuk

Fontos megjegyezni egy lényeges kiilonbséget a konvenciondlis illesztés és az itt
bemutatott illesztés kozott. Az illesztésre az elobbi példa a kdvetkezd volt

- TGT-C -
G-C-ACA

Ha a negyedik és az 6tddik poziciot felcseréljiik, a kovetkezo illesztést kapjuk

- TG-TC -
G-CA-CA

Nem vildgos, hogy a hagyomanyos értelemben ez a két illesztés miben kiilonbozik
egymastol, de az itt bemutatott modell alapjan a két illesztés vilagosan kiilonbozik.
Az els6 illesztésben a negyedik pozicidoban talalhatd T-hez asszocidlt link sziilte azt a
linket, amely A-hoz van asszocidlva. Magyaran A beszurdsa mindenképpen
megeldzte T torlését. A masodik illesztésben a negyedik pozicidoban talalhaté A-hoz
asszocialt link a harmadik pozicidban talalhaté G-hez asszocialt link leszdrmazottja.
Ekképpen A beszurasa nem feltétlentiil elézte meg T torlését.

A linkek csoportosithatoak a fenti reprezenticidban, azzal a céllal, hogy
meghatarozzuk P(o'|6)-t, ahol @ a paraméterek halmaza. Egy tetszdleges tranzicid
reprezentalhatd egy o illesztéssel. Az illesztés valdszinlisége a tranzicid
valoszinilisége szorozva az Osi szekvencia valosziniiségével. Az o illesztés
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valoszinlisége két komponensre bonthat6. Mivel o tartalmazza az 6sszes informaciot
a'-rol, ezért

Plo| O=P(a, o' | O)=P(a. |ot', &) P(a' | 6) (7.3)

Altalaban, ha egy szekvencia n hosszisagu, P(a' | 6) n+2 kifejezésnek a szorzata. Az
elso kifejezés az 6si szekvencia valosziniisége, a kdvetkezd kifejezés azt irja le, hogy
a halhatatlan linknek hany utodja van, a tobbi kifejezés pedig a halando6 linkek sorsat
irja le. Egy adott linkre ez a kifejezés fiigg attol, hogy a link életben maradt vagy
meghalt, valamint a link utédjainak a szdmatol. Mindkettd konnyen leolvashato6 az o
illesztésbdl. Egy link utddjainak a szama egy (ha a link talélt) plusz a jobb oldala és a
kovetkezd 6si link bal oldala kozott talalhatd leszarmazottak szama.

Figyelemmel kisérve az egyes linkek sorsat, harom fajta valosziniiségi
fliggvényt kell szamitasba venni: p, (¢) fogja jelolni a valoszinliségét annak, hogy egy
haland¢ link ¢ id6 elteltével talél, és sajat magat is beleszamitva n utdédja van a t-edik
idépillanatban. p, (¢) jeldli a valosziniiségét annak, hogy egy link meghal ¢ idé alatt,
de n utddot hagy maga utén, és végiil p (¢) fogja jeldIni annak a valészintiségé, hogy
a halhatatlan linknek a f-edik iddpillanatban » utdédja van, 6nmagat is beleértve. A
fenti illesztésre a valoszinliségek

P(a' | ) = 1 py(2) po(D) py (1) pi(1) po(2) (7.4)
P(a|o, ) = 76 7r 76 fac(t) v 7a 7ic foc(t) 7a (7.5)

Definicié szerint p,(f) = p,(t)= 0. A tbbi valosziniiségi fliggvényt a kovetkezd
differencidlegyenlet-rendszer irja le

dp,(?)

s 2 = An=1)p, ()= (At fnp, () + anp, (1) 1 >0 (7.6)
% = An _l)p'nfl(t) —(l+u)np;1 (t)+ wn +1)p;1+1(l‘)+,upn+1(l‘) n>0 (7.7)

dp, ,
P 1)+ (1) .9
% = A =Dp, (&)= [An+ p(n =D)]p,(0)+ pmp, ., (5) 1 >0 (7.9)

a kezdeti feltételek a kovetkezok:

p(0)=p() =1 (7.10)
2,0 =p (=0 n=23,.. (7.11)
p,(0)=0 n=0,1, ... (7.12)

Vegyiik észre, hogy a fenti dinamikat leird differencidlegyenlet-rendszer
végtelen dimenzids. Hogyan oldhatd meg egy ilyen differencidlegyenlet-rendszer? A
TKF91 modellt atfogalmazto a sorban allasi rendszerek nyelvére, €s megmutatd, hogy
abban a kontextusban a problémat gyakorlatilag megoldottak.

A sorban 4llasi rendszerek 4ltalanos problémdja a kovetkezd. Adott egy
rendszer, amelyben egy vagy tobb kiszolgald egység talalhato. A rendszerbe vevok
érkeznek, akiket ki kell szolgalni. Egy kiszolgdlo egység csak egyetlen vevot tud
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egyidejlileg kiszolgalni. Ha minden kiszolgald egység foglalt, akkor az ujonnan
érkezett vevoknek varakozniuk kell, ha van szabad kiszolgald egység, akkor a vevo
kiszolgalasa a beérkezéssel egy idében elkezdddik Mind a kiszolgélds idGtartamat,
mind a tetszOleges két egymads utan érkezd vevd beérkezése kozotti iddtartamot egy
folytonos valdszinliségi valtozo irja le. A legegyszerlibb valdszinliségi valtozok
exponencialis eloszlastiak, azaz mind a kiszolgalasi, mind a beérkezési folyamatot
Poisson folyamatként képzeljiik el. A rendszer allapotat a rendszerben tartozkodod
vevOok szamaval lehet leirni. A sorban allasi rendszerek nyelvén a kovetkezd feladatok
fogalmazhatdak meg

e Ismert rendszer, valosziniiségi valtozok és a rendszer adott kezdeti allapota
esetén megmondani ¢ id6 elteltével a rendszer lehetséges allapotainak a
valoszinliségét, azaz leirni a rendszer Un. tranziens viselkedését.

e A rendszer stacionarius allapotdnak a jellemzése, azaz a folyamat
elinditasa utan végtelen idével mekkorak a rendszer egyes allapotainak a
valoszinliségei.

e Egy 0j vevé nem csak a sor végére allhat, hanem egy ismerdse utan is.
Ilyen esetekben a tranziens viselkedés leirasakor nem csak a rendszer
allapotaira lehet rakérdezni, hanem a rendszer Un. részallapotaira is, azaz a
kezdeti allapotban a rendszerben tartozkodd vevdk koziil kinek héany
ismerdse érkezett.

A kiszolgalasi id6t és az érkezési 1d6t leird valdsziniiségi valtozok fligghetnek

a rendszer allapotatol. Példaul a rendszerben tartozkodd vevok szamatol fligghet a
kovetkezd vevd beérkezéséig elteld idtartam. A hossza sor elijesztheti a vevoket, de
akar fel is batorithatja. Ez utdbbira példa az egykori szocialista orszagok vevdinek a
magatartasa. A szomszédom mesélte, hogy kiskoraban, az 6tvenes években napjaban
tobbszor is felmaszott a padlasra, ahonnan le lehetett latni a domb aljan elteriil6 térre.
Ha sor allt a bolt elott, akkor Ok is rohantak le a boltba, mert akkor biztosan lehetett
kapni valamit, ami egyébként hidnycikk volt.

Ha a TKF modellt 4tfogalmazzuk a sorban allasi rendszerek nyelvére, akkor a
haland6 linkek lesznek a vevok. Egy vevd kiszolgédldsa a sorban allasi rendszerek
nyelvén ugyanazt jelenti, mint egy link halala a TKF modellben. A TKF modellben
barmely haland6 link g ratdval halhat meg, fliggetleniil a szekvencidban talalhato
linkek szamatol. A sorban 4llasi rendszerekben ez azt jelenti, hogy minden egyes
vevo kiszolgalasi idejét egy u paraméterli exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi
valtozo irja le, és minden egyes uUjonnan beérkezd vevd kiszolgdldsa azonnal
elkezdddik, fliggetleniil a rendszerben tartozkodd vevok szdmatdl. Ez utdbbi azt
jelenti, hogy a rendszer kimerithetetlen kapacitast, azaz végtelen sok
kiszolgaloegységgel van felszerelve. Egy link sziiletése a sorban allasi rendszerekben
egy Uj vevod érkezését jelenti. Egy 0j link sziiletési ratdja egyenesen ardnyos a
szekvencidban meglévd Osszes linkek szamaval. A sorban 4llasi modellben tehat
felbatorodd vevokrdl van szo. Az 0j vevo beérkezéséig elteld id6 fligg a rendszerben
tartozkodd vevok szdmatdl, de tovadbbra is exponencidlis eloszlasu valoszinliségi
valtozé irja le, csupan az eloszlas paramétere fligg a rendszerben tartdozkodd vevok
szamatol. A TKF modellben illeszteni kell a szekvenciakat, ezért a sorban allasi
rendszerben kivancsiak vagyunk a részallapotok valosziniliségeire is. A részallapotok
folyamatat ugy lehet leirni, hogy minden vevOhoz A paraméterti Poisson folyamattal
csatlakozik egy ismerds. Ezenkiviil van egy 'bolti csalogatd', aki szintén A paraméterii
exponencialis varakozasi iddvel csalogatja be egymads utan a vevoket. Ez a 'csalogatd’
a TKF modellben az immortalis link.
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El6szor az immortdlis link lehetséges részallapotainak a valdszinliségeit
szamoljuk ki. Az egyszerlibb szamolds kedvéért s sorban allasi modellben csak a
halandé linkek szamat szamoljuk, igy p (7) indexelése el van csisztatva eggyel. Igy
most p'(?) a 'bolti csalogatd' altal behivott, ¢ id8 elteltével a rendszerben tartozkodd
vevOok szamat jelenti. Az ezt leir6 differencidlegyenlet-rendszer

—dp;t(t) = 2np, () = [An + )+ g )p, (0 + pn + D), (1) n>0 (1.13)

ahol p"1(£)=0, definicié szerint. A kezdeti érték feltétel:

p,(H=6,, (7.14)

A sorban allasi rendszerek elméletében az ilyen végtelen differencidlegyenlet-
rendszerek analitikus megoldasi technikdja mar régéta ismert. Be kell vezetni az Gn.
generatorfliggvényt

P(ED =D pu(1)E (7.15)

Végigszorozva (6.1.1)-et £"-nel, és Osszegezve az Osszes n-re, P(&f) egy parcialis
differencidlegyenletét kapjuk

2]
a

é’P(ét)

=[A&E-D+u1 - H—=+ AE-DP(EDH (7.16)

A kapott parcialis differencidlegyenlet elsérendii és lineéris lesz. Linearis azért, mert
autondém, linedris differencidlegyenlet-rendszerbdl indultunk ki, és elsérendli azért,
mert elsérendi volt a differencidlegyenlet-rendszer, és az n-edik differencidlegyenlet
egyiitthatoi n-nek elséfoku fliggvényei voltak. A 7.16. egyenlet konnyen megoldhatd
Lagrange (a karakterisztikak) modszerével. Ha v(&,t,P)=C1 és w(&,t,P)=C> a

dt dé ap
= _ = 7.17
I @ Du-2D  AE-DP 71

rendszernek  két fliggetlen megolddsa, akkor (7.16) Osszes megoldasa
O(v(&8,P))=w(St,P) alakl, ahol @ tetszéleges folytonosan differencialhatd

fiiggvény.
A
da = _de (7.18)
I (6-D(u-49
differencidlegyenlet megoldésai
1- é: —t(u=2)
=C 7.19



dé dP

= (7.20)
(C-D(u-248 Mc-DP
differencidlegyenlet megoldésai
P(u-218)=C, (7.21)
fgy a 7.16 egyenletben levé parcialis differencialegyenlet altalinos megoldasa
1 1- 5 —t(u—A
P(&EE) = cp[ e >J (7.22)
U= \u—AS
A @ fiiggvényt a kezdeti érték feltétel szabja meg. A 7.14 egyenletbdl adéddan
P(£0)=1 (7.23)
Ezért
Hu—A
O(a)=—— 7.24
(@)=~ (1.24)

Azaz a 7.16 egyenletben levd parcidlis differencidlegyenletnek a 7.14 peremfeltétel
melletti megoldasa

u—A
P(&e) = 7.25
(&) 1~ de T 4 /l(e’(”’“’ _1)5 (7.25)

A p'u(f) valosziniiségi figgvények P(&t) Maclaurin-sorabol (0 koriili Taylor-sorabol)
hatarozhatéak meg

J'P(&t) _ n!(/l_;t);t”(l_ei(ﬂil)t)” (7.26)
0"5” [,U— Qe HA ;t(ef(uwl)t _1)§]+l '
Az n-edik derivaltat elosztva n!-sal, és tekintve a &~0 pontban kapjuk, hogy
_ 1— ~(u=2y|"
1IPen  _ p=t j, 1mer ™ (7.27)
n Oﬂén o u—le (p=2)t u—le (u=2)t

Tehat annak a valoszinlisége, hogy a halhatatlan linknek t idé mulva onnmagaval
egyiitt n leszarmazottja lesz
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p(®) = [1-AB01AA0]" (7.28)

ahol
A = % (7.29)

mert
1= =1-4 ﬂl__ Zﬂwlf)f = ﬂ_ﬁe_fiw (7.30)

A haland6 linkek sorsat leir6 fliggvényeket kicsit nehezebb kiszadmolni.
Emlékeztet6iilKét generatorfiiggvényt kell bevezetni, egyet p.(¢)-re, egyet pedig p'u(?)-
re:

PO(&EN =D p,(DE" (7.31)
P(EN =D p,(H)E" (7.32)

A 7.7-7.9 megfeleld egyenleteit &'-nel szorozva, és az Osszes n-re Osszeadva egy
parcialis differencidlegyenlet-rendszert kapunk

&y _ PV D
P o (A& = )(&-1) - P' (ft)gg (7.33)

T D e -+ V(60 (7,34

Az elsd egyenlet csak PV(&1)-t81 fiigg. Ezt Lagrange modszerével megoldva a

P(l)
dt = ds = d (7.35)
1 (A-wl-¢9) _pnH
S
rendszer két fiiggetlen megoldasa
1 — é —(u—A)t
-— =C 7.36
AE— € 1 (7.36)
1
PO {(w— 2% Tﬂ
=C (7.37)
L d-9" ’

A 7.33 egyenlet altalanos megoldésa tehat

54



) (A&~ u)ﬂﬂ ”q{l—é >j
Fen= ”{(l o | Naea

A @ fiiggvény a
PY(E0)=¢
peremfeltételbdl szamithato ki. Mivel a

1-x

Ax —

fx)=

fliggvény inverze

ezért

Ezt egyszertlisitve

F(l_ﬂj Jru N .,
() | [amwra T e

q@_KJ?571 =LO+MY” T 14 a

1+ Aa

fgy a 7.34 egyenletnek a 7.39 peremfeltétel melletti megoldasa

M
- e(,uﬂ)tj A

-1 1
4 ima (A=
P(l)(é:’t) _ {(ﬁ“éﬂ) —| ( ﬂ)(ié:_,u
e _SZ)H 1+ iie%ufﬂ)t
AS—p

Ezt egyszeriibb alakra hozva
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(7.38)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)



é(/lé—u) (A=) Ee (A - 1)

@ _
P&t = 1+1 Iy Y le (u-A)t ,u-i-lgg(l e H /1)1)
AE— 1 (7.45)
Se " (u=A4)

- L= Ao l(e—(u—w _1)5

Lathato, hogy 7.45 csak egy &' faktorban tér el 7.25-t61. A & faktor a Maclaurin sort
csusztatja el, igy

p,()=e*[1-280][2A0]" (7.46)

Ezt az eredményt meg lehetett volna kapni generatorfliggvény nélkiil is, csupan a 7.28
egyenletbl elemi valoszinliségszamitasi ismeretek segitségével. Ugyanis amig
tudjuk, hogy a kezdd haland¢6 link életben van, addig ez a rendszer és a halhatatlan
link rendszere semmiben nem kiilonbozik egymastol. Legyen E az az esemény, hogy
a kezdd link életben van. Ennek a valosziniisége

P(E)=e™ (7.47)

Ha F, az az esemény, hogy a kezdd link tulélt, és 6nmagéaval egyiitt » utddja van,
akkor

P(F,)= P(F,,E)=P(F, | E)P(E) = [l - 28 [[AB)] e ™ (7.48)

A masodik parcidlis differencidlegyenlet megoldasdhoz  célszeribb nem
behelyettesiteni PV(&f)-t, hanem beevezetni a

Q&1 =PYUEN+ P& (7.49)

fiiggvényt. Ekkor a 7.33 és 7.34 egyenleteket 6sszeadva kapjuk, hogy

&t _ A1)
a 29

(A&—w(&-1) (7.50)

Ennek a parcialis differencidlegyenletnek az altalanos megoldasa

(&N - cb[ St W"J 7.51)
a peremfeltétel
0(&0)=¢ (7.52)
ekképpen
D(a) = ;‘Z: (7.53)
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Es igy

Iu(ef(/kﬂ)t _1)+ gg(l _ /uef(/kﬂ)t)
le*(ﬂfﬂ)t — U+ lé’(l _ef(/kﬂ)t)

(&) = (7.54)

Jelolje M(f(x)) fix) Maclaurin sorat! Q(&,)-t

_ e 1)
0(&1) = M{ e Sy ew»)] +

i (7.55)
. (A-pe )
ie*(/kﬂ)t — U+ lé:(l _e*(/kﬂ)t)
alakban keressiik.

0"1’1 ﬂ(ef(,u—ﬂ)t _1) n!ﬂ(e*(ﬂfﬂ)l —1)&”’ (ef(ﬂfﬂ)t _l)n 7 56
0,,5,1 ief(,ufﬂ)t — u+ ié:(l _e*(/kﬂ)t) - [ief(ﬂfﬂ)t — U+ lé‘(] —ef(/kﬂ)t)]ﬂﬂ ( . )

és

0"7” (ﬂ/ _ﬂe*(/l*ﬂ)l) }’l'(ﬂ« _ﬂe*(ﬂfﬂ)t)&n (ef(,ufﬂ)t _l)n 7 57
a’ Ae~ =2 —u+ A&l —67(’”7’1)’) - [lef(ufﬂ)t — et 21 _e,(ﬂ,ﬂ),)]nﬂ (7.57)

gy O(&1) Maclaurin sordnak n-edik tagja

e M e
ey

[280] ™ =11 - Bl - 2BON2AZOT™ (7.58)

Mivel

PP(EN =050 -PY(&1) (7.59)

ezért

P, () =[1-up) - 1= 280][A80] (7.60)

A kapcsoltsagi valdszinliség kiszdmitdsdhoz nem csak a tranziciok
valoszintliségeit kell kiszamolni, hanem az dsi szekvencidk egyensulyi valoszinliségét
is. A Thorne-Kishino-Felsenstein modellben egy adott n hosszsdgi szekvencia
valoszinlisége az egyes karakterek valdszinliségeinek a szorzata szorozva annak a
valoszinliségével, hogy a szekvencia éppen n hosszusagi. Konnyen belathatdéak az
alabbi hatarértékek:
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lim(p, (1)) =0 (7.61)

lim(p, (1)) =0 (7.62)
lim(p, (1) {1—%}@ (7.63)

ezért a megadott sziiletési-haldlozasi modell egyensulyi eloszlasa egy eggyel balra
elcstsztatott geometriai eloszlas (a szekvencia 0 hosszu is lehet), ha y jeloli az n
hosszuisagu szekvencia egyensulyi gyakorisagat, akkor

e

Ezek utdn meg tudunk adni egy dinamikus programozast a két szekvencia
kapcsoltsagi valosziniiségére. Legyen adott két szekvencia, 4 és B, rendre n és m
hosszusaggal. A kapcsoltsagi valoszintiséget a

4,071 1= (7.65)

xeQ

P(A,B

o) =F,(B

képlettel szamolhato ki, ahol . az x karakterek szdma az A4 szekvencidban. A
P(4,B|f) fiiggvényt dinamikus programozasi algoritmussal szamitjuk ki. Ez harom
ok miatt lehetséges.

e Az egyes linkek egymastol fliggetleniil evolvalodnak. gy P(a' | 6)
felbonthat6 az egyes linkek sorsat leird fiiggvényekre, ahogy az a 7.4
képletben be lett mutatva.

o n>1-téla 7.28, 7.46 és 7.60 egyenletekben szerepld képletek felirhatdak az
elso tag és A1) segitségével. Azaz

p,(0=p O[280D]" (7.66)
P, (0 =p@[280]" (7.67)
P =p O[] (7.68)

Ez a feliras lehetdséget ad O(nm) idejli algoritmus készitésére.
e A szekvencia hosszak eloszldsa geometriai, ezért minden egyes halandd

link az A4 szekvencidban egy 4 faktorral jarul hozza a likelihoodhoz. Meg
7

kell azonban jegyezni, hogy ez nem feltétleniil sziikséges két szekvencia
kapcsoltsagi valoszinliségének a kiszamitasdhoz.
Legyen S(A4,,B)) Ai és B; Osszes lehetséges illesztésének a halmaza. Ezt a halmazt
harom diszjunkt részhalmazra bontjuk, az utols6 link sorsa alapjan
e S%A4.,B)) azon illesztések halmaza, amelyben az A; szekvencia utolso
linkjének nincs leszdrmazottja B;-ben
e S'(4;,B)) azon illesztések halmaza, amelyben az A; szekvencia utolso
linkjének pontosan egy leszarmazottja van B;-ben
e S%A4;,B)) azon illesztések halmaza, amelyben az A; szekvencia utolso
linkjének legalabb két leszarmazottja van B;-ben
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Egy adott & paraméterhalmaz mellett o(4;B)) illesztés valoszinliségét pdo(A4;,B))]
jeloli. Az egyes S’ részhalmazok valdsziniiségeit az alabbiakban definidljuk

Pi(4,B)=  2p[a(4.8)] k=012 (7.69)

a(4;,B,)eS"(4,,8;)

Ezek utdn a dinamikus programozasi algoritmus az alabbi szabalyokat koveti

2{ ' 2
a) Peo(AiaB_/) :;”a,po(t)zpek(AilaB_/)

k=0

1 A T
b) Py(AB) =1, [fos Op (47, pi(0) PUPH A B ) (2.70)
ILI k=0

2
¢) B)(4.B,))=2A0x, D P} (4,B, )

k=1
A kezdeti feltételek

a) P)(Ay,B,)=P;(4,B,)=0
b) Pgl(AoaBo) = Vop;(t)

o) B(4,8)=rp0] (7, pn) iz1

7.71
d) P;(Ai’Bo) = sz(Ai,Bo) =0, i>1 ( )

J
e) P)(4nB)=y,p, 0] l7,. j=1

k=1

f) PHO(AOaB_/) = PHI(AOaB/) = Oa J =1

A 7.71 ¢és 7.71 képletek helyessége konnyen ellendrizhetd, végiggondolva a
lehetséges illesztéseket.

e (7.70a) A1 és B; barmilyen illesztésé¢hez a;-t hozzatéve egy olyan illesztést
kapunk, amelyben A; utolsé linkjének nincs leszarmazottja. Ekdzben A-t
eggyel megnoveltiik

e (7.70b) A1 és Bj.1 barmilyen illesztéséhez ai-t és bt hozzatéve egy olyan
illesztést kapunk, amelyben A4; utols6 linkjének egy leszdrmazottja van. Ez
vagy A utolso, tulélt linkje, vagy ennek a valodi leszarmazottja. Kdzben 4-
t szintén eggyel megnoveltiik

e (7.70c) Ha egy illesztésben az utolso linknek legalabb két leszarmazottja
van, akkor az utolsd leszarmazottat elhagyva egy olyan illesztést kapunk,
amelyben az utolsé linknek legalabb egy leszarmazottja van. Az A4
szekvencia hossza nem valtozik meg, viszont ez a részlikelihood egy A/(r)
szorz6t kap a (4.4.11)-es képlet értelmében.

e (7.71a,b) Két iires szekvencia egyetlen modon illeszthetd: egymas ald irjuk
a két halhatatlan linket. Eszerint az utolsé linknek az illesztésben pontosan
egy leszarmazottja van.
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e (7.71c,d) Egy nem fires szekvencidhoz egy iires szekvenciat egyféleképpen
illeszthetiink. A halhatatlan link egyetlen leszarmazottja az iires szekvencia
halhatatlan linkje, minden haland6 linknek — igy az utolsénak is — nulla
leszarmazottja van.

o (7.71e,f) Egy iires szekvencidhoz egy nem iires szekvenciat egyféleképpen
illeszthetiink, a leszarmazott szekvencia 0sszes linkje az iires szekvencia
halhatatlan linkjének a leszarmazottja. Igy az utolsé linknek legalabb két
leszarmazottja van.

Két szekvencia kapcsoltsagi valoszinilisége egyszeriien a

)= PX(A,B) (7.72)

k=1

P(A,B

képlettel adhaté meg.

A maximum likelihood paraméterek kiszamitasdhoz nem elegendd egyetlen
paraméterre kiszdmitani két szekvencia likelihoodjat, meg kell keresni P(4,B|6)
fliggvény maximumat. A A és p paraméterek koziil az egyik rogzithetd a

l:um+m)

(7.73)
n+m+2

képlet segitségével. Ez a képlet kozvetleniil adodik abbdl, hogy a mintdk szdmtani
kozepe az eloszlas varhato értékének a maximum likelihood becslése.

7.2. A TKF92 modell

A Thorne-Kishino-Felsenstein modell (TKF91) nem enged meg t6bbszords
beszlrasokat és torléseket. Az eredeti modell egy javitott valtozatat egy évvel kés6bb
publikaltak, amely megenged t6bbszords beszurasokat és torléseket (TKF92). Ez a
modell ugyanazt a sziiletési és haldlozasi folyamatot feltételezi, mint a TKF91 modell,
de lehetdséget ad arra, hogy egy link ne egy, hanem tetszdleges szdmu karakterrel
legyen asszocidlva. Ekkor azonban a szekvencia széttorhetetlen fragmentumokbol fog
allni: ha egy link a sziiletésekor tobb karakterrel asszocialodott, akkor nincs lehetdség
arra, hogy ezek a karakterek kiilon-kiilon torlédjenek.

Bar a model biol6gus szemmel nézve nem realisztikus, mégis megmutathatd,
hogy ez a modell jobb, mint a TKF91 modell. Tekintsiik példaul a kovetkez6é harom
szekvencia illesztését:

ACGTCGTATG
ACGTC---TG
ACG----ATG

melyben a legfels6 szekvencia az alatta levé két szekvencia Ose. Ha hosszl
beszurasokat ¢s torléseket megengediink, akkor két torléssel keletkezhet a két
szekvencia: az egyikbdl a GTA részstringet, a masikbol a TCGT részstringet kell
kivagni. Ha reverzibilis modellt szeretnénk felallitani, akkor megtehetjiik, hogy az
egyik modern szekvenciat tekintjiik dsnek, a masikat a leszarmazottnak, és az 9snek
tekintett modern szekvencia €s az ds kozotti evolucids utat megforditjuk. Ezen az iton
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a torlés megforditasa beszlras lesz, igy az ACGTCTG szekvencidbdl a GTA részstring
beszurasaval, majd a TCGT részstring torlésével lehet eljutni az ACGATG
szekvencidhoz.

Mivel a TKF91 modellben csak egyesével torténhetnek a beszlrasok és
torlések, a TKF91 modell hét 6nalldo bestras-tdrlés eseménnyel tudja leirni ezt a
tranziciot. A TKF92 modellnek azonnban elég csak négy: a GT és A részstringek
beszurasa utan a TC és GT részstringek torlésével juthatunk el a masik szekvencidhoz.

A fragmentumok hossza r paraméterii geometriai eloszlast kovet.
Megmutathatd, hogy a szekvencidk hosszanak egyensulyi eloszldsa majdnem
geometriai:

% =1 —% (7.74)
7, :{1—%}%(14){%(14)”} n>1 (7.75)

Két szekvencia kapcsoltsagi valoszinliségének a kiszdmolasahoz Osszegezni kell az
Osszes lehetséges fragmentalodason és az Osszes lehetséges tranzicion. A kovetkezd
alfejezetben megmutatjuk, hogy a TKF modellek ekvivalensek paros rejtett Markov
modellekkel, igy a paros rejtett Markov modellek Forward algoritmusa alkalmazhat6
a kapcsoltsagi valoszinliség kiszamolasara.

7.3. A TKF modellek, mint paros rejtett Markov modellek

7.1. tétel A 7.1. dbran lathato, £ ABC feletti szekvencidkat kibocsajtd paros rejtett
Markov modell ekvivalens a TKF91 modellel, abban az értelemben, hogy létezik a
paros rejtett Markov modell kibocséjtasi utai és a £ ABC feletti szekvencidk
illesztései kozott egy valoszintiségtartd bijekcio. A paros rejtett Markov modellben a
kibocsajtasi valoszinliségek egy karaktert kibocsajtd allapotok esetén a TKF91
modellben hasznalt  szubsztitiicios modell egyensulyi eloszlasat kovetik, az
egyiittesen kibocsajto allapot pedig 7(a)T(bla,t) valoszinliséggel bocsajtja ki az (a,b)
part, ahol 7 a szubsztituciés modell egyensulyi eloszlasa, 7() pedig az atmeneti
valoszinliség a szubsztiticiés modellben. A szekvenciaillesztések valoszinliségeit a
TKF91 modellben kell szamolni.
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7.1. abra A TKF91 modellel ekvivalens paros rejtett Markov modell. Az ugrési valdszinliségek

| — o tu 2N
l—e" —pu———
o » | — g tu2r H PRy o
roviditései: @ =e ", ,BZ&W, y= " . A kibocsajtasi
- —e

valoészinliségek egy szubsztitiicios modell egyensulyi és kapcsoltsagi valoszinliségeivel egyeznek meg,
részletesen lasd a szoveget. Az iirek korok nem emittalo un. csendes allapotok (silent state, mute state).

Bizonyitas A rejtett Markov modell harom 4allapota a harom lehetséges
szekvenciaillesztési oszlopnak felel meg: Gsszeillesztés, beszaras, torlés. Konnyen
ellendrizhetd, hogy ezek barmelyikével kezdddhet egy kibocsajtasi ut, barmelyikével
befejezddhet, és barmelyik allapotbdl barmelyikbe lehet ugrani, és lehetséges iires
szekvenciaillesztést is késziteni. Igy létezik egy természetes bijekcio a kibocsajtasi
utak ¢és szekvenciaillesztések kozott. Az aldbbiakban ennek a bijekcidnak a
valoszinliségtartasat bizonyitjuk be.

A kapcsoltsagi valoszinliség az Osi szekvencia egyensulyi allapotban vett
valoszinlisége szorozva az atmenet valoszinliségével. Az dtmenet valdsziniisége a 7.1.
fejezetben ismertetett mintdzatok valdszinliségeinek a szorzata. Eldszor azt
bizonyitjuk, hogy minden illesztésre az dsi szekvencia valosziniiségét tartalmazza a
kibocsajtasi ut valdszinlisége. Valoban, az END éallapotba valé ugraskor van egy

1 —— ugrasi valosziniiség, ¢s minden Osi karakter kibocsajtasa elétt van egy — ugrasi
y7,

valoszinliség. Az 0Osi szekvencia karaktereinek az egyensulyi dallapotban vett
valoszinliségeit az Osszeillesztés ¢és torlés dallapotok kibocsajtasi valoszintiségei
tartalmazzak.

Ezutan belatjuk, hogy a maradék ugrasi valoszinliségek éppen a megfeleld
szekvenciaillesztési mintdzatoknak a TKF91 modellben vett valoszinliségeit adjak
meg. A halhatatlan link leszarmazottjaira valoban (1 —lﬂt))(l,b’(t))”il valosziniiség
jut: mire a START éallapotbol eljutunk az END eldtti csendes allapotig, pontosan
egyszer volt egy (1—1,8(1‘)) ugrasi valoszinliség, és annyiszor At) ugrasi
valoszinliség, ahany karaktert szurtunk be a szekvenciaillesztés elejére.

Minden tuléld haland6 link kap egy e szorzdt, majd abba a csendes
allapotba jutunk, amelybdl az elobb mar megmutattuk, hogy (l—lﬂt))(l,b’(t))nfl
ugrasi valoszinliség generalodik, mire onnan az END el6tti csendes allapotig eljutunk.
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A legtriikkdsebb a meghalt halando linkek mintdzatai valészinliségeinek a
generalasa. Elfszor egy 1—e ™ ugrasi valoszinliség jon be a kibocsajtasi ut
valosziniiségébe, de ez kiesik a kovetkezd ugrasi valoszinliségeknél. Valoban, ha a
link kihalt, #f(t) lesz az ugrasi valoszinliségek szorzata, ha pedig vannak
leszarmazottjai, akkor lesz egy 1—e™ — ufXt) szorzd az elsé két ugrasi valosziniiség
szorzatabol, minden tovabbi leszarmazottra egy A/(¢) ugrési valosziniiség, végiil az
END el6tti csendes allapotba jutva egy (1 - i,b’(t)) ugrasi valoszinliség. Ezek pont ki

is adjak a kérdéses mintazat valosziniiségét.
O

7.2. tétel A A 7.2. abran lathatd, X ABC feletti szekvencidkat kibocsajtod paros rejtett
Markov modell ekvivalens a TKF92 modellel, abban az értelemben, hogy létezik a
paros rejtett Markov modell kibocséjtasi utai és a £ ABC feletti szekvencidk
illesztései kozott egy valoszintiségtartd bijekcid. A paros rejtett Markov modellben a
kibocsajtasi valoszinliségek egy karaktert kibocsajté allapotok esetén a TKF92
modellben hasznalt  szubsztitlicios modell egyensulyi eloszlasat kovetik, az
egyiittesen kibocsajto allapot pedig 7(a)T(bla,t) valoszinliséggel bocsajtja ki az (a,b)
part, ahol 7 a szubsztituciés modell egyensulyi eloszlasa, 7() pedig az atmeneti
valoszinliség a szubsztiticiés modellben. A szekvenciaillesztések valoszinliségeit a
TKF92 modellben kell szamolni, ugy, hogy Osszegziink az 0si szekvencia 0sszes
lehetséges fragmentalodasan.

Bizonyitas A rejtett Markov modell hirom 4allapota a harom lehetséges
szekvenciaillesztési oszlopnak felel meg: Gsszeillesztés, besziras, torlés. Konnyen
ellendrizhetd, hogy ezek barmelyikével kezdddhet egy kibocsajtasi ut, barmelyikével
befejezddhet, és barmelyik allapotbdl barmelyikbe lehet ugrani, és lehetséges iires
szekvenciaillesztést is késziteni. Igy létezik egy természetes bijekcio a kibocsajtasi
utak ¢és szekvenciaillesztések kozott. Az aldbbiakban ennek a bijekcidnak a
valoszinliségtartasat bizonyitjuk be.

A paros rejtett Markov modell csak annziban kiilonbozik a TKF91 modellel
ekvivalens paros rejtett Markov modelltdl, hogy mind az dsszeillesztés, mind a torlés
allapot kozvetleniil is tud 6nmagaba ugrani » valoszinliséggel, és 1-r valoszinliséggel
lép tovabb, valamint a beszlras allapot onmagéaba ugrasanak a valdszintisége is mas.
Elég annyit belatni, hogy ezek a valtoztatdsok pontosan a fragmentaltsagot irjak le.
Valoban, mind az Osszeillesztés, mind a torlés allapotndl az r és 1-r ugrasi
valoszinliségek a megfeleld geometriai eloszlasban vett valdszintiséget adjak ki. A
beszuras allapotban a kovetkezd karakter » valdszinliséggel tartozik ugyanahozz a
fragmenthez, 1-r valoszinliséggel pedig egy 10j fragmentet kezdiink. Az elsd

fragmenthez tartoz6 1-r szorzot az allapot elhagyasakor kapjuk meg.
O
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7.2. abra A TKF92 modellel ekvivalens paros rejtettMarkov modell. Az ugrasi valoszintiségekben
1 — e (un
szokasosan [Xt) =
U—Ae
egyensulyi és kapcsoltsagi valoszinliségeivel egyeznek meg, részletesen lasd a széveget. Az tirek kdrok
nem emittal6 Gn. csendes allapotok (silent state, mute state).

Il A kibocsajtasi valoszinliségek egy szubsztitiicios modell

Mivel mind a TKF91, mind a TKF92 modell ekvivalens egy-egy paros rejtett
Markov modellel, a kapcsoltsdgi valdszinliségek kiszamolhatéak a Forward
algoritmussal is, a legvalosziniibb illeszés pedig a Viterbi algoritmussal. A TKF91
modell esetében a Forward algoritmusnal egy picit hatékonyabb algoritmus is 1étezik,
ezt mutatjuk be a kdvetkezd alfejezetben.

7.4. Az 1-allapot rekurzié

Az 1-allapot rekurzié (one-state recursion) elnevezés arra utal, hogy a TKF91
modellben a kapcsoltsagi valosziniiség kiszdmolhatd gy is, hogy nem osztjuk a
lehetséges illesztéseket 3 halmazra, illetve a péaros rejtett Markov modell 3 allapotara
nem kell kiilon-kiilon szamolni. Ezt precizen az alabbi tétel mondja ki.

7.3. tétel Két szekvencianak a kapcsoltsagi valoszinliségét az aldbbi dinamikus
programozasi rekurzioval is ki lehet szdmolni:

P(0,0) = [1 —%J(l - 24(1)) (7.76)

P(i,j) = P(i =1, ) AB0)7(a,) + P(i,j —D) AB ) (b)) +

+P(i =1,/ - 1>7z(ai>§ e - 28T G, | a.0) - 2B DA (D)] (7.77)
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ahol P(i,j) az i és j hosszl prefixek kapcsoltsagi valosziniiségét adja meg.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy az (i,j) indexpérra szdmolunk, ldsd még 7.3 abra is.
Vegyiik észre, hogy a 7.70 képletben megadott rekurzidban nem kellett az illesztések
részhalmazait szétvalasztani, amikor mindkét index eggyel valtozott, illetve amikor az
els6 index valtozott eggyel (7.70a és 7.70b képletek). Egyetlen esetben van sziikség
az illesztések megkiilonboztetésére, amikor a masodik index né eggyel. Ekkor azokat
az illesztéseket ki kell hagyni a rekurziobol, amelyekben az utols6 linknek nincs
leszarmazottja. De ezek pont ugy keletkeztek, hogy az (i-1,/-1) indexii illesztésekben
noveltik az elsé indexet. Igy szdmolhatunk gy is, hogy az Osszes illeszés
halmazanak a valoszinliségére szorzunk ra AJ(1)7z(b,)-vel, majd az igy elkovetett

hibat javitjuk ki az (i-1, j-1) indexti illesztések valoszinliségeibdl kiindulva.

7.3. abra Az 1-é4llapot rekurzid bizonyitasanak a grafikus szemléltetése.
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8. fejezet

RNS térszerkezetpredikcio energiamodellekben

8.1. A Zucker-Tinoco energiamodell

A Zucker-Tinoco energiamodell az alcsomémentes RNS térszerkezetek
szabadenergidira ad meg egy értéket. Ebben a modellben minden térszerkezetet
szétdarabolhat6 korokre, és a térszerkezet szabadenergiaja az egyes korokhoz rendelt
szabadenergidk Osszege. Egy S térszerkezet szabadenergidjat AG(S) fogja jelolni, aA
jelolés mutatja, hogy itt egy szabadenergia-kiilonbségrél van szo, AG(S) az S
térszerkezet szabadenergiaja és azon térszerkezet szabadenergidja kozotti kiilonbség,
amelyben egyetlen bazisparosodas sincsen.

A korokre valdo bontashoz eldszor bevezetjik a bazisparok parcidlis
rendezését.

Definicié (i,j) <(i',j") ha i > i’ ésj’ > j. Azaz, egy (i,j) bazispar kisebb egy (i’)")
bazisparnal, ha az (i,j) intervallumot magéaba foglalja az (i’,j ) intervallum.

Konnyli belatni, hogy egy dalcsomémentes RNS térszerkezet bazisparjai

részbenrendezett halmazt alkotnak. Ezen részbenrendezés segitségével definidlhatjuk
a koroket, lasd még 8.1 éabra.

hairpin loop

internal loop

bulge loop

multi-loop

stacking loop

Q\ null-loop

8.1. abra Alcsomomentes RNS térszerkezet korokre valo bontasa a Zucker-Tinoco energiamodellben.

Definiciéo Egy dlcsomomentes térszerkezet null-loopja a maximalis bazisparokbol és
azon poziciokbol all, amelyek nincsenek benne egyetlen bazispar intervalluméaban.

Definicié Egy dlcsomdmentes térszerkezetben minden (7, i+1, j-1, j) négyes stacking-
loopot alkot, amelyben mind (7,j), mind (i+1,/-1) bazispar.
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Definici6 Egy alcsomomentes térszerkezetben minden (i, i+1, k, k+1, ... j-1, )
poziciok, valamint minden (i, i+1, ... k-1, k’, j-1, j) poziciok bulge-loopot alkotnak,
amelyre mind (7,j), mind (i+1,k) vagy (k’, j-1) bazispart alkot, valamint & €s j, illetve i
¢és k’ kozotti pozicidk egyike sem szerepel bazisparban.

Definicié Egy dlcsomOmentes térszerkezetben minden (i, i+1, ... k-1, &, [, I+1, ... j-1,
J) pozicidk egy internal-loopot alkotnak, amelyre mind (i,j), mind (k,/) bazispart alkot,
valamint mind az i és k, mind az / és j kozotti poziciok egyike sem vesz részt
bazisparban.

Definicio Egy alcsomOmentes térszerkezetben minden (i) bazisparra az i-tdl j-ig
terjedd szakaszban azok a poziciok, amelyek nem szerepelnek egyetlen, (i,j)-nél
kisebb bazisparosodas intervalluméaban, valamint az (i,j) éltal fedett bazisparok (i)-
vel egylitt egy multi-loop-ot alkotnak, amennyiben az (i,j) altal fedett bazisparok
szama legalabb 2.

Definicio Egy alcsomomentes térszerkezetben minden (i) bazisparra az i-tdl j-ig
terjedd szakasz az (i,j) bazisparral egy hairpin-loopot alkot, ha a kérdéses szakaszban
egyik pozicid sem vesz részt bazisparban.

A loop-ok koziil a null-loop és a multi-loop szabadenergidja fontos algoritmikai
szempontbol. A Zucker-Tinoco energiamodellnek egy egyszerlibb, itt targyalt
valtozataban a null-loop szabadenergidja 0. A bonyolultabb modell feltételez egy un.
dangling energiat, amely a maximalis bazisparban résztvevd nukleinsavak és a
szomszédos nukleinsavak kozotti kdlecsonhatdsbol szarmazo energia. A dangling
energidk figyelembevétele az alabb bemutatott dinamikus programozasi algoritmust
komplikaltabba teszi, de a futdsi id6 nagysagrendjén nem valtoztat.
Egy L multi-loop-ra szdmolt szabadenergia tag linedris kozelitése

AG(L) =a-+ b X IY(L) +cx ld(L) + AGdangling (81)

ahol a, b, c konstansok, /(L) a multi-loopban szerepld nem parosodé nukleinsavak
szama, /4(L) a multi-loopban szereplé parosodo nukleinsav-parok szdma. Mint a null-
loop esetén, a dangling energiatol itt is el fogunk tekinteni. A multi-loop energiajat
jobban irné le a

AG(L)=a+ 6b+1.75 x RT In(/s(L)/6) + ¢ x la(L) + AGdangiing (8.2)

képlet, ez utdbbi azonban az alabb bemutatott dinamikus programozas futasi idejét
exponencialisra novelné meg.

A tobbi kor energidja csak a benne szerepld bazisparoktol fligg, a
tovabbiakban a bazisparokban szerpld nukleinsavak indexeivel fogunk rajuk
hivatkozni.

8.2. A Zucker-Sankoff algoritmus
A Zucker-Sankoff algoritmus egy RNS szekvencidara megadja a Zucker-

Tinoco energiamodellben minimélis szabadenergiaju térszerkezetet. Az algoritmusnak
azt a valtozatat mutatjuk itt be, amelyik nem veszi figyelembe a dangling energidkat,
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igy a null-loop energiaja 0 lesz, egy multi-loop energiajat a 8.1. képlet irja le
(elhanyagolva beldle a dangling energidkat), az Osszes tobbi loop energidjat pedig
tablazatbol lehet kiolvasni. A Zucker-Sankoff algoritmus azon véltozatat mutatjuk itt
be, amelyik minden térszerkezetet pontosan egyszer vesz figyelembe, ennek a
kovetkezd alfejezetben lesz jelentdsége.

A dinamikus programozas tobb tablazatot tolt ki, ezek koziil a legmagasabb
szinten levé (amelyik tablazatra csak dnmaga hivatkozik, mas tablazatok nem) az F°

tablazat. F°(j) megadja az elsé poziciotol a j-edikig terjedd résstring minimalis
szabadenergiaju térszerkezetének a szabadenergidjat. Az 5-6s felsd index arra utal,

hogy az RNS szekvenciat az 5° iranybol kezdjiik olvasni. A dinamikus programozasi
rekurzié:

F”U)zmm{F%j—D%Jg%lﬁﬁa—lh%XLﬁ}} (8.3)

ahol C(/j) megadja az [/-t6] j-ig terjedd részstring azon térszerkezetei koziil a
minimalis szabadenergidjinak a szabadenergidjat, amelyben (/,j) bazispart alkot. A
képlet helyessége onnan latszik, hogy a null-loop szabadenergidja nulla, és az utolsé
nukelinsav vagy nem bdazisparosodik, vagy valamelyik / pozicidbban levd
nukelinsavval parosodik. Ha (/,j) bazispart alkot, akkor nincs olyan loop, amelyik
tartalmazna poziciokat az 1,... /-1 tratomanybol és az /, ... j tartomanybol is.

Egy bazispar vagy egy hairpin-loopot, vagy egy stacking loopot, vagy egy
bulge-loopot, vagy egy internal loopot vagy egy multi-loopot zar le. Igy C(i,j)-re a
dinamikus programozasi rekurzio:

C(i, j) =min{H(, /),
C(@+1,j —1)+Stacking(i,i+1,j —1,j),
min {C(paq)+L(lapaqa])}’ (84)

i+1<p<j-2
p+l<g<j-1
p=itl=>qg#j-1

min %MU+Lk—D+FMThj—D+a+c%

i+3<k<j-2

ahol H(ij) jeloli az (i) bazispar altal lezart hairpin loop szabadenergidjat,
Stacking(i,i+1,j-1,j) az adott bazisparok altal alkotott stacking loop szabadenergiajat,
L(ip,qj) az (ij) és (p,q) bazisparok altal hatarolt bulge-loop vagy internal-loop
szabadenergidjat, F™ és F! jelentését pedig lasd alabb.

FM(i,j) értéke definicié szerint az i-edik poziciotél a j-edik pozicidig terjedd
részstring minimalis szabadenergiaju térszerkezetének a szabadenergiaja, amennyiben
ez a térszerkezet legaldbb egy bazisparosodast tartlamaz, egyébként plusz végtelen,
hozz4adva ehhez a null-loopban szerepldé nem-péarosoddé nukleinsavak szdma szorozva
a 8.1 képletben szereplé b, tovabbd hozzaadva a null-loopban szerepld bazisparok
szdma szorozva a 8.1. képletben szerpld c. FM'(i,j) értéke definicié szerint az i-edik
poziciotol a j-edik pozicidig terjedd részstring azon térszerkezetei koziil a minimalis
szabadenergidjunak a szabadenergidja, amelyben az i-edik pozicidban szerepld
nukleinsav bazisparosodik, és a null-loopban ezen kiviil nincs masik bazispar,
hozz4adva ehhez a null-loopban szerepldé nem-péarosoddé nukleinsavak szdma szorozva
a 8.1 képletben szerepld b, tovabba hozzaadva a 8.1. képletben szerpld c.
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Amennyiben az adott részstringnek nincs olyan térszerkezete, amelyben az i-edik
pozicidban szerepld nukleinsav parosodna, F!(i,j) definici6 szerint végtelen.
A 8.4 képlet utolsd sordban minden F (i +1Lk—1)+F"'(k,j —1)+a+c 0Osszeg

egy multi-loop szabadenergidja lesz, amint azt a 8.2. dbraro6l leolvashatd. Tovabba a
minimalizdldsban minden k-ra mds-mas multi-loop szabadenergidja szerepel.
Valoban, a multi-loop, amely legaldbb kettd olyan bazispart tartalmaz, amelyet a zar6
(i,j) bazispar fed, szétbonthatdo két részre. Az egyik rész legaldbb egy bazispart
tartlamaz, a masik pedig pontosan egyet. A kivalasztott bazispar a kor jobboldalan
van, a multi-loop felvagéasa pedig ennek a bazisparnak a bal bazisa, ez a kettévagas
egyértelmil.

8.2. dbra Magyarazat a multi-loop felbontashoz. Részletesen lasd a szoveget.

FM(i,j) és FM'(i,j)-re a rekurzi6

FY(i.j)= min {C @D +(j~Db+e (8.5)
FY(i,)) = mm{ min {FY ik =1)+F"\ (k. j) }
o (8.6)
min 7'k, ) + (k= )b 3}

A Zucker-Sankoff algoritmus a fenti rekurzidkat szamolja. Mint altaldban a
dinamikus programozéasban, a kitoltési fazisban a minimalis szabadenergiaju
térszerkezet szabadenergidjat kapjuk meg, magét a térszerkezetet a visszakeresési
fazisban kapjuk meg.

Az algoritmusban a leglassab rész az internal loop és bulge loopok szdmolasa.
Ezt kiemelve a 8.4 képletbdl, jeloljik a minimalis szabadenergidja, internal looppal
vagy bulge looppal lezaruld, i-t6l j-ig terjedd részstring térszerkezetének a
szabadenergiajat VBI(ij):

VBIG,j)= min  {C(p.q)+L0.p.g.)} 8.7)

p+l<g<j-l
p=itl=q#j-1

Mivel O(n*) (ij) parra kell végignézni O(n?) esetet, a futdsi id6 O(n*) lesz.
Amennyiben VBI szamolasat le tudnank csdkkenteni O(n®)-re, a teljes Zucker-Sankoff
algoritmus  futasi ideje O(n’)-re csokkenne le. A gyakorlatban haszndlt
energiafiigvényekkel ez meg is tehetd. Az internal loopokra hasznalt energiafliggvény
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L(i,p,q.j) =size(p—i+j—q—2)+

8.8
asymmetry(p —i—1,j —q — 1)+ stacking(i- j)+ stacking(p- q) (8.8)

tovabba
asymmetry(k + 1,1 +1) = asymmetry(k,l)+ f(k+1) (8.9)

Azaz, az aszimmetriabol szarmazd szabadenergia véltozasa csak a loop méretétdl
fiigg, mikozben a loop két része kozotti kiilonbség valtozatlan marad. Jeldlje
VBI'(ij,]) az i-vel és j-vel lezart, [ hosszii belsé loopot tartalmazéd térszerkezetek
koziil az optimalis energidjut. Ekkor:

VBI'(i,j,]) = min{VBl‘(i +1Lj -1,/ -2)+size(]) — size(/ -2)
+ f (I =2)+stacking(i- j) — stacking(i+1- j —1),
Ci+lLj—-1-D)+LGi+1,j-1-1,)),
C+1+1,j 1)+ L(ii+1+1,j-1))}

(8.10)

Ez az algoritmus mar kobos iddben fut, és a VBI értékek kiolvasasa egyszeriien az /
indexen valo végigjarassal allapithatd meg. Azonban a memdriaigény igy felmegy
négyzetesr6l kobdsre. a memoriaigény visszaszorithatd négyzetesre, ugy, hogy
kozben megdrizziik a kobos futasi idot, ha figyelembe vessziik a kdvetkezot: Vegylik
észre, hogy minden VBI’(i,j,[)-et csak egyszer néziink meg. Ezért ezeket nem taroljuk,
hanem eldrekiildjiik, amikor éppen kéznél vannak. Mire a dinamikus programozasi
tablazatban i-hez ¢és j-hez érlink, VBI(i,j)-re majdnem az 0Osszes lehetdséget
megnéztiik, kivéve a rovid ciklusokat. Az algoritmust a 8.3. dbran mutatjuk be.

Algorithm 1. Computation of VBI(i, j).

/* VBI(i,j) has already been calculated for all loops of
size greater than 2; examine loops smaller than 2 %/
fora=1to2do

Let E be the energy of optimal loop of size a closed

byi-j

it £ < VBI(i, j) then

VBI(i,j)=E
for b= 1tomin(i — 1, n—j) do

/% Examine loops of size a + 2b with closing pair
i—b-j+b.
Invariant: £ = VBI'i—b + 1,j +b—la +
2(b-1)) %
E=E-size(a+2b-2)+f(a+2b-2)
+ size(a +2b) + stacking(i — 1 - j + 1)
— stacking(/ - /)
if a bulge closed by i — b - j+ b of size ¢ + 2b has
energy lower than £ then
Let £ be the energy of this bulge
if £ < VBI(i —b,j + b) then
VBI(i—b,j+b)=E
end for
end for

8.3. abra Kobos futési idejii, nényzetes memoriaigényt algoritmus az internal loopok és bulge loopok
energiainak szamolasahoz.
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8.3. Az RNS térszerkezetek Boltzmann eloszlasa. Az algebrai dinamikus
programozas

Egy S struktara el6fordulasi valdszinlisége a Boltzmann eloszlasban:

-AG(S)

P(S)ce & (8.11)

Az ardnyossagi tényez0 reciproka a partiziofuiggvény, Z:

Z=>e * (8.12)

Ha ki tudndnk szamolni a particiofliggvényt, akkor a minimalis szabadenergiaju
térszerkezet valosziniiségét a Boltzmann eloszlasban pontosan meg tudnank mondani.
Ezt természetesen meg tudjuk tenni, mivel a Zucker-Sankoff algoritmusban minden
térszerkezetet pontosan egyszer vettiink figyelembe. Pusztan annyit kell tenni, hogy
minimalizalas helyett 6sszeadni kell, 6sszeadas helyett szorozni, a kezdeti energidkat
pedig a megfeleld exponensre kell emelni.

Felmeriilhet a kérdés, hogy sziikséges-e Ujra implementdlni a dinamikus
programozasi rekurziot. A Zucker-Sankoff féle dinamikus programozési rekurzid az
egyik legbonyolultabb rekurzio, foleg, ha a fent emlitett kobos ideji gyorsitast is
beépitjiik az algoritmusba, tovabba a dangling energidkkal is torédiink, amivel itt
most nem foglalkoztunk. Ha a dangling energidkat figyelembe vessziik, akkor tovabbi
esetszétvalasztast kell végezni, mert minden nem-parosodd nukleinsav csak egy
bazisparral 1éphet kémiai kapcsolatba, amelybdl a dangling energidk szdrmaznak.
Ezért nyomon kell kovetni, hogy egy nem-parosodd nukleinsavat figyelembe vettiink-
e mar egy dangling energidban vagy nem. A dinamikus programozéasban az egyes
esetek kozotti kapcsolat ugyanaz, csak a szdmolds mas. Ha szét tudnank valasztani az
esetek kozotti kapcsolatokat a konkrét szamoldstol, akkor a bonyolult részt csak
egyszer kellene leprogramozni, és csak a szdmolasokra kellene kiilon fliggvényeket
irni. Ezt a fajta programozasi eljarast hivjak algebrai dinamikus programozasnak.

Az algebrai dinamikus programozas legkdénnyebben objektumorientalt
programozasi nyelven valosithaté meg. Ekkor a fenti dinamikus programozésban a
dinamikus programozasi tdbldzat egyes elemei nem egyszerii valtozok, hanem
objektumok lesznek, a rekurzioban szereplé miiveletek (0sszeadas, minimalizalas)
pedig fliggvények, amelyeknek az argumentumai az adott objektumok, az értékei
pedig a létrehozandd 1) objektumok. Az objektumoknak vannak privat véltozoi,
amelyek megfelelnek az egyes dinamikus programozasi algoritmusok
(energiaminimumot szamold, particiéfliiggvényt szdmold algoritmus) valtozoinak. A
fiiggvényekbe azt kell leirni, hogy az egyes valtozokkal mi torténjen. Az a fliggvény,
amely a Zucker-Sankoff algoritmusban az Osszeadds volt, a Zucker-Sankoff féle
algoritmushoz hasznalt valtozokat Osszeadja, a particiofiiggvényhez tartozd
valtozokat Osszeszorozza, és a fliggvény visszatérd értékéhez tartozd objektum

71



megfeleld valtozdinak ezeket az értékeket adja. Az a fliggvény, amelyik a Zucker-
Sankoff algoritmusban a minimalizalds volt, a Zucker-Sankoff féle algoritmushoz
tartozo valtozoknak a minimumat veszi, a particiofliggvényhez tartozd valtozokat
Osszeadja, és a fliggvény visszatérd értékéhez tartozd objektum megfeleld valtozdinak
ezeket az értékeket adja.

Tovabbi kérdésként felmeriilhet, hogy tudunk-e még tobbet kihozni ebbdl az
oOtletb61? Ki tudjuk-e szamolni a Boltzmann eloszlas varhato értékét, variancidjat, €s
altalanosan a k-adik momentumat? Erre a kérdésre is igen a valasz. A dinamikus
programozéasban nem kdzvetleniil a varhato értéket, illetve varianciat kell szamolni,
hanem a

—AG(S)

D AG(S)e KT

(8.13)

és
—AG(S)

D AGX(S)e T

(8.14)

mennyiségeket, hiszen ezekbdl a varhato érték €s variancia mar kdnnyen szamolhato:

—AG(S)

D AG(S)e KT
= 8.15
E,[AG]: Z_ (8.15)
D AG*(S)e *
V[AG] == ~ ~ E;[AG] (8.16)

Ezek a mennyiségek viszont kdnnyen szdmolhatdéak, hiszen ha az S térszerkezetek
felbonthatoak S és Sz térszerkezetek unidjara, akkor

—AG(S) —AG(S; US,)

YAGS)e B =Y Y AGSUS)e K =
N S S,

“AG(S,) -AG(S,) 8.17
ZZZ[AG(51)+AG(S2)]e RT o RT ( )
s S,
ZAG(S,) —AG(S,) ~AG(S,) —AG(S)

=D B D AGS)e KT 4+De BODAGS)e
S, S, S,

S

Azaz, ha Z; jeloli a particiofiiggvény szamoldsédhoz tartozo privat valtozot, X; pedig a
—AG(S)
ZAG(S)e rr mennyis€ég szdmoldsdhoz tartozo privat valtozot, akkor a szamolando
N

mennyiség akkor, amikor az argumentumok az i és j indexli objektumok:
ZX, +Z X, (8.18)

—AG(S)

Hasonl6an megmutathato, hogy ha Y; jeldlia Y AG*(S)e # mennyiség szamoldsdhoz
N

tartozd privat valtozot, akkor a szdmolandé mennyiség akkor, amikor az

argumentumok az i és j indexii objektumok:

72



ZY, 42X X, +Z2Y, (8.19)

Hasonlé képleteket lehet megadni a k-adik momentum kiszamolasdhoz, amelyhez
—AG(S)

—-AG(S) ., , . .
elészor a ) AGH(S)e 77 mennyiséget hatirozzuk meg minden i<k ) AG'(S)e T
N N

segitségével, majd ezekbdl hatarozhatjuk meg a k-adik momentumot.
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9. fejezet

Sztochasztikus becslések elméleti szamitastudomanyi alapjai

Az el6zd fejezetekben megismerkedtiink azokkal a bioinformatikai
modellekkel, amelyekben a fontos kérdések a bemend adat polinom fliggvénye
idejében megvalaszolhatdak. Lathattuk, hogy a hatékony szdmolashoz az kell, hogy a
modellek nagyon egyszeriiek legyenek, és még a legegyszeriibb modellek esetén is
komoly algoritmikai eszkozoket kellett hasznilni a hatékony szdmolashoz. A
bonyolultabb modellek biologus szemmel nézve realisztikusabbak, ugyanakkor a
modell bonyolultsdgaval a szdmolasigény is gyorsan novekszik. Nagyon hamar el
lehet jutni arra szintre, ahol a hatékony szdmolds nem ismert, és elfogadott
bonyolultsdgelméleti sejtéseket igaznak feltételezve, nem is lehetséges.

Felmeriil a kérdés, hogy ha az egzakt szamolas komputécids koltsége nagy,
lehetséges-e kozelitd szamolast gyorsan elvégezni. Tovabba, ez a kozelitd szamolas
lehet sztochasztikus is, nem csak determinisztikus. Tobb okot is fel lehet sorolni, hogy
miért elégedhetiink meg hatékony sztochasztikus becslésekkel:

e A modell nem tokéletes képe a valdsagnak, csak modellezi azt.
Felesleges a modellben pontosabban szamolni, mint amennyire
pontosan modellezi a modell a valosagot.

e M¢ég ha a modell tokéletes képe is lenne a valdosagnak, akkor is csak
egy mintat vesziink a valésagbdl. A mintavételezés soran is elkdvetiink
mintevételi hibat, rdaddsul ez a hiba is sztochasztikus, nagy
valoszinliséggel kicsi a hiba, és kis valoszinliséggel nagy. Ha a
szamolas soran is elkovetliink egy sztochasztikus hibat, ami igy
viselkedik (nagy valdsziniiséggel kicsi a hiba ¢€s kis valdsziniiséggel
nagy), ¢és ennek a hibanak a mértéke Ilényegesen kisebb a
mintavételezési hibanal, akkor a teljes hibanak csak elenyészd részét
fogja kitenni a szamolasbol eredd hiba.

A sztochasztikus becsléseket is mintavételezéssel készitjik el, és mint az
alabbiakban latni fogjuk a mintavételezés és becslés bonyolultsagelméleti szemmel
nézve nagyon gyakran ekvivalens problémak. A kovetkezd alfejezetben ennek az
egzakt definicioit adjuk meg.

9.1. Fontosabb bonyolultsagelméleti osztalyok

Definicio Egy dontési probléma NP-beli, ha létezik olyan nem-determinisztikus
Turing gép, amely minden problémabeli feladatot meg tud oldani a feladat polinom
fiiggvényének idejében.

Ezzel ekvivalens definicid, hogy egy probléma NP-beli, ha 1étezik olyan tanu, amely
polinom id6ben ellendrizhetd. PL. az a dontési kérdés, hogy Iétezik-e Hamilton ut egy
grafban, NP-beli, hiszen minden Hamilton utr6l a graf méretének polinom idejében
eldonthetd, hogy tényleg Hamilton ut.
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Definicio Egy dontési probléma P-beli, ha 1étezik olyan determinisztikus Turing gép,
amely minden problémabeli feladatot meg tud oldani a feladat polinom fliggvényének
idejében.

Példaul annak eldontése, hogy Iétezik-e teljes parositas egy grafban, P-beli probléma.
Nagyon sokszor olyan egész értékii optimalizalasi feladatokra is azt mondjuk, hogy P-
beliek, amelyekre a lehetséges értékek intervalluménak nagysaga csak O(c”°¥™), ahol
c>1, és n a bemend adat mennyisége. Ez alatt azt értjiik, hogy minden k-ra P-beli
probléma annak eldontése, hogy létezik-e olyan megoldas, amelynek az értéke
legalabb/legfeljebb k. Konnyen belathato, hogy ha ezt minden k-ra meg tudjuk oldani
polinom idében, akkor az optimalizaldsi problémat is meg tudjuk oldani hatékonyan
binaris kereséssel.

Mivel minden determinisztikus Turing gép egyben nem-determinisztikus
Turing gép is, ezért minden P-beli probléma egyben NP-beli is. Azt viszont nem
tudjuk, hogy minden NP-beli probléma P-beli probléma-e. Az NP-beli problémaknak
van egy részhalmaza, amely kiilondsen nehéznek tiinik, és annyit tudunk, hogy ha
ezek akarmelyike P-beli, akkor P = NP, ha egyike sem P-beli, akkor viszont
értelemszerlien P = NP. Ezeket a nehéz NP beli problémakat definialjuk alabb.

Definiciéo Egy 4 probléma polinomidlisan visszavezethetd B problémara, ha minden
A-beli  feladat polinom id6ben megoldhaté B-beli feladatok megolddsainak
segitségével. A szamoldsi idObe bele kell szamolni a B-beli feladatok
megkonstrualdsanak idejét, de nem kell beleszdmolni a B-beli feladatok megoldasaval
toltott idot.

Definici6 Egy A probléma NP-nehéz, ha minden NP-beli probléma polinomialisan
visszavezethetd 4-ra. Egy probléma NP-teljes, ha NP-beli és NP-nehéz.

Definicio A SAT az a dontési probléma, hogy egy konjuktiv normal formaba felirt
logikai kifejezés kielégithetd-e.

Tétel 9.1. A SAT NP-teljes probléma.

Bizonyitas (vazlat) Vildgos, hogy a SAT NP-ben van, hiszen ha a logikai valtozok
bizonyos értékei kielégitenek egy konjuktiv normal format, akkor az ellendrizhetd
polinom idében. Tovabba a SAT NP-nehéz probléma is. Ennek bizonyitasa azon
alapszik, hogy minden NP-beli probléméahoz konstrualhaté egy nem-determinisztikus
Turing gép, amely polinom idédben megoldja azt. A nem-determinisztikus Turing gép
mitkddése minden adott feladatra felirhato logikai formulakkal, ez a formula atirhat6
konjuktiv normal formaba, és megmutathato, hogy a formula kielégithetd akkor és
csak akkor, ha a dontési feladatra a valasz ,,igen”.

A Dbizonyitds kovetkezménye a kovetkezd erdsebb tétel, amire a kés6bbiekben
hivatkozni fogunk:

Tétel 9.2. Minden NP-beli dontési feladathoz konstrudlhaté a feladat polinom

idejében egy olyan konjuktiv normal forma, amely kielégithetd akkor és csak akkor,
ha a dontési feladatra a valasz ,,igen”.
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Definicio Egy dontési probléma RP-beli (random polinom), ha Iétezik olyan polinom
idében futd random algoritmus, amelyre ha a helyes valasz ,nem”, akkor az
algoritmus is 1 valdszinliséggel ,,nem”-et fog mondani, mig ha a valasz ,,igen”, akkor
a helyes valasz tobb, mint '4 valoszinliséggel ,,igen”.

Sokéig a Miller-Rabin teszt volt ismert, mint RP-beli algoritmus egy természetes
szam Osszetettségének a vizsgalatara. Ha egy szdm nem Osszetett, akkor Miller-Rabin
teszt minden esetben azt mondja, hogy a szdm nem Osszetett, mig ha a szdm Gsszetett
akkor az esetek legalabb % részében a Miller-Rabin teszt is ezt mondja. Par éve
harom indiai matematikus megmutatta, hogy annak eldontése, hogy egy természetes
szam Osszetett, P-beli dontési probléma. A hdrom dontési osztalyrol (P, RP, NP) a
kovetkezd tételt ismert:

Tétel 9.3 P — RP < NP.

Nem tudjuk, hogy ebben a lancban barhol is valodi tartalmazas van-e. Egy altaldnosan
elfogadott sejtés a kdvetkezd, amelyet mi is mindig feltételeziink a kurzus soran:

Sejtés 9.4 P =RP != NP.

Azaz, a sztochasztika nem segit a dontési problémakban, ha egy probléma RP-ben
van, akkor P-beli is. Ugyanakkor vannak nehéz dontési problémak, az NP-teljes
problémdkra nem létezik polinom futdsi idejli algoritmus. Mégegyszer
hangsulyozzuk, hogy mind az P = RP, mind a P != NP allitds csak sejtés, nincs
bizonyitva.

Definici6 Egy dontési probléma BPP-beli (Bounded Probabilistic Polynomial), ha
létezik olyan random algoritmus, amelyik legalabb 2/3 valdszinliséggel ,,igen”-t
mond, ha a tényleges valasz ,,igen” és legalabb 2/3 valdszintiséggel ,,nem”-et mond,
ha tényleges valasz ,,nem”.

Mint lathato a BPP osztaly gyengébb, mint az RP, igy nyilvan
P cRP cBPPc NP

Papadimitriou tétele szerint a 9.4 sejtésnek mondana ellen, ha a BPP sszemetszene
az NP-teljes osztéllyal, nevezetesen:

Tétel 9.5. NP-teljes N BPP # & = RP = NP.

Bizonyitas A tételt harom 1épésben bizonyitjuk. El6szor azt mutatjuk meg, hogy (1)
ha NP-teljes » BPP # J, akkor BPP = NP. Ekkor létezik a SAT-ra is BPP
algoritmust, és (2) megmutatjuk, hogy ekkor SAT benne van RP-ben is. Végiil azt
latjuk be, hogy (3) ha SAT RP-ben van, akkor NP = RP.

(1) Ehhez azt kell belatni, hogy az NP-teljességet megadd polinom reducibilitas
polinom reducibilitast ad BPP-re is. Ehhez eldszor azt kell észrevenni, hogy ha egy
BPP algoritmust sokszor megismételiink, és a tobbségi valaszt fogadjuk el, akkor
exponencialisan csdkken a valdszinlisége annak, hogy rossz valaszt adunk. Valdban,
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ha 2k-szor ismételjiik meg az algoritmust, akkor annak a valdszinlisége, hogy rossz
vélaszt adunk

P(rossz valasz) = Z[ikj(%jl(%j ) <(k+ 1)[2:}(%} (%j 9.1)

Felhasznalva a Stirling formulat, kapjuk, hogy alkalmas ¢ konstansokra

P(rossz valasz) = (k +1)c, %(%j (%j <(k+ l)cz(gj < c(%j (9.2)

Ha a polinom reducibilitds soran m feladatot kell megoldani, mindegyiket annyiszor
oldjuk meg BPP-vel, hogy a hiba valoszintisége kisebb legyen 1/3m-nél. Ekkor annak
a valosziniisége, hogy egyszer sem hibazunk az eljaréas soran legalabb

1Y 2
(—g} 23 (9.3)

De ahhoz, hogy a hiba valdsziniisége kisebb legyen 1/3m-nél, elég O(log(m))-szer
megismételni a feladatot, hiszen annak a valoszintisége, hogy a tobbségi dontés hibas
valaszt ad, exponencialisan csokken az ismétlések szamaval. Ugyanakkor m polinom
fiiggvénye kell, hogy legyen a bemend feladat méretének, a polinom reducibilitas
miatt.

(2) Ha BPP = NP, akkor a SAT-ra is van BPP algoritmus. De ha van a SAT-ra BPP
algoritmus, akkor megtehetjiik a kovetkezét. Adott konjuktiv normal formara a
normal formabol kitdrliink minden olyan klozt, amelyben x; logikai valtozo negélas
nélkiil szerepel, és kitoroljiik x1-et minden olyan klozbol, amelyben negélva szerepel.
Ezzel egy masik konjuktiv normal format kapunk, amelyik ha kielégithetd, akkor az
eredeti normal forma is kielégithetd gy, hogy xi-nek igaz értéket adunk. Ha viszont
nem elégithetd ki, akkor azokat a kl6zokat toroljiik ki, amelykben x; negélva szerepel
¢és kihtizzuk xi-et azokbdl a klozokbol, amelyben negdlas nélkiil szerepel. Ha ez a
konjuktiv normal forma kielégithetd, akkor az eredeti is, Uigy, hogy xi-nek hamis
értéket adunk. Ilyen modon rekurzivan megadhatjuk egy megoldasat a normal
formanak, amennyiben az kielégithetd. Ha az egyes iteraciokat BPP algoritmussal
tudjuk megoldani, akkor ezeket annyiszor kell ismételni, és a tobbségi vélaszt
elfogadni, hogy annak a valdszinlisége, hogy egyszer sem hibadzunk a rekurzié soran
legalabb 2 legyen. A megkonstrualt megoldast determinisztikusan leellendrizziik, és
akkor valaszolunk ,,igen”-nel a feladatra, ha a kapott eredmény tényleg megoldas. Igy
ha a konjuktiv normal forma nem kielégithetd, 1 valoszinliséggel ,nem” valaszt
fogunk adni, ha kielégithetd, akkor pedig legalabb 'z valosziniiséggel ,,igen”-t fogunk
mondani. A teljes futdsi id6 csak polinom mérete lesz a feladat méretének, hiszen a
BPP-k ismétléseinek a szama csak O(log(m)), ahol m a logikai valtozok szama, és a
rekurzié soran kapott konjuktiv normal formak rovidebbek, mint az eredeti feladat.

(3) Viszont ha SAT RP-ben van, akkor RP = NP, a 9.2 tételbol adodoan.
O

Az eldontési problémak legfontosabb osztalyainak ismertetése utdn most attériink a
leszamolasi problémakra.
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Definicio A #P-beli leszamolasi problémdk az NP-beli dontési problémak polinom
id6ben ellendrizhetd tanui szadmara kérdeznek ra.

Példéaul #P-beli leszamolasi probléma az, hogy hany teljes parositas 1étezik. A #P-beli
problémak esetében is vannak kdnnytli és nehéznek tiind problémak.

Definicio Egy #P-beli probléma FP-ben van (fliggvény polinom), ha Iétezik olyan
algoritmus, amely polinom id6ben kiszdmolja a tanuk szdmat.

Definicio Egy probléma #P-nehéz, ha minden #P-beli probléma polinom reducibilis
ra. Egy probléma #P-teljes, ha #P-beli és #P-nehéz.

Tétel 9.6. Létezik #P-teljes probléma.

Példaul a fent emlitett teljes parositasok szdma #P-teljes probléma. A #P-teljes
problémak ugyanazt a szerepet jatszak, mint az NP-teljes problémak a dontési
problémaknal: ha létezne polinom idejii algoritmus egyetlen #P-teljes problémara,
akkor #P benne lenne FP-ben. Az alabbi tétel azt mondja, hogy ez ellentmondana a
9.4 sejtésiinknek.

Tétel 9.7. #P < FP = P = NP.

Bizonyitas Ha minden #P-beli problémat meg tudnank oldani polinom idében, akkor
barmely NP-teljes problémara ki tudnank szamolni a tanuk szdméat polinom idében.
De ekkor az adott NP-teljes problémat is meg tudnank oldani polinom id6ben, hiszen
ha a tanuk szama 0, akkor a vélasz a dontési problémara ,,nem”, egyébként a valasz
az, hogy ,,igen”. Egy polinom futasi idejli algoritmus egy NP-teljes problémara mar
indikalja azt, hogy P = NP. -

Definicio Egy #P-beli leszdmolasi probléma FPRAS-ban van (Fully Polynomial
Randomized Approximation Scheme), ha Iétezik ra olyan sztochasztikus algoritmus,
amely minden problémabeli feladatra és €, 6 > 0-ra megbecsiili a tanuk szamat, 0gy,
hogy teljesiiljon a

P(szsf(ug)ja—a (9.4)

l1+¢

egyenldtlenség, ahol f a tanuk tényleges szama, ]A‘ a becslés, és az algoritmus futasi
ideje polinom fiiggvénye mind a feladat méretének, mind 1/e-nak, mind -log(d)-nak.

Vannak olyan leszdmolasi problémdk, amelyre nem remélhetiink FPRAS algoritmust,
feltételezve a 9.4. sejtést. A kdvetkezo tétel ezt mondja ki:

Tétel 9.8. Ha barmely NP-teljes dontési probléma tanui szamara létezik FPRAS
algoritmus, akkor RP = NP.
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Bizonyitas Tegylik fel, hogy létezik ilyen A NP-teljes probléma és FPRAS a tanui
szamara. Ekkor allitsuk e-t '%-re, & pedig legyen 1/3. Ekkor az FPRAS egy BPP
algoritmus lesz a dontési problémara, hiszen ha a vélasz ,,nem”, akkor a tanuk szama
0, amit az FPRAS is 0-nak fog becsiilni legalabb 1 - & valdsziniiséggel, viszont ha a
tanuk szama legalabb 1, akkor az FPRAS legfeljebb 1/3 valosziniiséggel fog 2/3-nal
kisebb értéket adni. igy az az algoritmus, amely az FPRAS 0 kimenetére ,nem”-et
mond, minden més kimenetre pedig ,,igen”-t, BPP-beli algorimus lesz. De ekkor NP =

RP, Papadimitrou tétele (9.5 tétel) miatt.
O

Ugyanakkor igaz a kdvetkezd tétel is:
Tétel 9.9. #P-teljes N FPRAS = .

Példaul a fent emlitett teljes parositdsok szdma egyrészt #P-teljes, masrészt benne van
FPRAS-ban is, igy benne van a kettd metszetében is. A tétel azonban nem mondja azt,
hogy #P egyenld lenne FPRAS-szal, ugyanis a #P-teljességhez hasznalt polinomialis
visszavezethetdség nem Orzi meg az FPRAS algoritmust. Valoban, az FPRAS-ban
nagy valosziniiséggel kis relativ hibaval kell megmondani a tanuk szamat. A relativ
hiba azonban nem 6rzédik meg a négy alapmiivelet koziil a kivondsnal, igy ha a
polinomidlis visszavezethetdség a pontos szdmolasnal tartalmaz kivonast, akkor nem
haszndlhatjuk ezt a redukciét az FPRAS sordn. Enumerativ kombinatorikaban az
egyik leggyakoribb technika a logikai szita, amely tartalmaz kivondsokat is.

A #P-beli problémak egy részhalmazara a tanuk becslése és a tanukbdl valé kozel
egyenletes mintavételezés gyakorlatilag ugyanaz a feladat, ezt mutatjuk be alabb.

Definici6 Egy #P-beli probléma Onhasonld leszamoldsi probléma, ha mind a
feladatokat, mind a tanukat le lehet irni egy £ ABC feletti véges hosszu stringek
segitségével, amelyre a kdvetkezOk teljesiilnek:

e Bevezetiink egy R relaciot £'-on. xRy akkor és csak akkor, ha x
feladatnak y tanuja. Feltessziik, hogy [v| = O(poly(|x|)).

e Minden x feladat-ra megadhato egy Xi; ABC, ugy, hogy [Xi| =
O(poly(|x|)), =1 = =7, és x minden y tanuja egyben eleme X -nak is.

e Minden x-re és w € X -ra létezik egy x’, [x’| < O(poly([x|)), Gigy, hogy
x’Rz akkor és csak akkor, ha xRwz, ahol wz a w és z stringek
konkatenécidjat jeloli.

Azaz egy probléma akkor Onhasonld, ha minden x feladatdnak minden w parcialis
megoldasahoz létezik egy x’ feladat, amely leirdsa nem hosszabb lényegesen x
leirasanal, és a w parcidlis megoldasok befejezései éppen x” megoldasai.

Béar a definicio eléggé absztrakt, latni fogjuk, hogy az Onhasonld leszamolasi
problémak egészen természetesek. Onhasonld leszdmolasi probléma példaul egy graf
teljes parositasainak a szdma, egy részben rendezett halmaz teljes rendezéseinek a
szama, stb.

Definicié Egy #P-beli probléma FPAUS-ban van (Fully Polynomial Almost Uniform
Sampler), ha minden feladatara és & > O-ra létezik olyan algoritmus, amely egy
random, polinom idében ellendrizhetd tanut ad meg a m eloszlasbol, melyre teljesiil,
hogy
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d, (m,U)<S (9.5)

ahol dry jeloli a varidcids tavolsdgot, U a polinom idében ellendrizhetd tanuk
egyenletes eloszlasat, és az algoritmus futasi ideje polinom fliggvénye mind feladat
méretének, mind -log(5)-nak.

Onhasonld problémakra a random mintavételezés és a tanuk szdmdnak becslése
egyforma nehéz problémak, ahogy ezt a kdvetkezd tétel is kimondja.

Tétel 9.10 (Jerrum, Vailant, Vazirani) Barmely #X Onhasonld leszamolasi
problémara létezik #X-re FPAUS algoritmus akkor és csak akkor, ha létezik #X-re
FPRAS algoritmus.

A tétel bizonyitasa konstruktiv, azaz egy FPAUS algoritmusb6l meg lehet konstrualni
az FPRAS algoritmust, és egy FPRAS algoritmusbol meg lehet konstrudlni egy
FPAUS-t.

Az Onhasonld leszamolasi problémak azért is érdekesek, mert minden 6nhasonld
probléma vagy nagyon jol approximalhatd, vagy csak nagyon rosszul, mint azt a
kovetkezd tétel kimondja.

Tétel 9.11. (Sinclair és Jerrum) Ha egy 6nhasonld leszdmolasi problémara létezik
polinom faktort determinisztikus approximacio, akkor 1étezik ra FPRAS is.

Onhasonl6 leszamoldsi problémdkra altaliban FPAUS-t adunk meg, ami bizonyitja
azt, hogy létezik r& FPRAS is. Az FPAUS legtobbszor Markov lancokkal van
megadva, ha egy Markov lanc a tanuk terén bolyong, és gyorsan konvergal az
egyenletes eloszlashoz, valamint egy lépés a Markov lancban kevés szamolast
igényel, akkor konnyen konstrudlhat6 beléle FPAUS: adott [épésszam utani allapota a
Markov ladncnak olyan -eloszlasbol fog szarmazni, amelyre teljesiil a 9.5.
egyenldtlenség. A Markov lancok konvergenciasebességének az elméletét a
kovetkez6 alfejezetben ismertetjiik.

9.2. Markov lancok konvergenciasebessége

Az aldbbiakban minden Markov lanc véges halmazon bolyong, diszkrét idében, ezt
nem tiintetjiik fel a tovabbiakban.

Definicio Egy Markov lanc grafja egy iranyitott graf, amelynek pontjai a Markov lanc
lehetséges allapotai, és egy u csucsbol akkor €s csak akkor megy v-be él, ha az u-bdl

v-be valo atmenet valoszintisége nem O.

Definicio Egy Markov lanc irreducibilis, ha a grafjaban barmely két pont kdzott megy
iranyitott ut.

Definicio Egy Markov lanc aperiodikus, ha a grafjaban az iranyitott korok hosszainak
legnagyobb kozos osztoja 1.
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Tétel 9.12. Ha egy Markov lanc irreducibilis, aperiodikus €s reverzibilis, akkor a
részletes egyensulyban szerepld eloszlas globalisan stabilis lesz.

Eszrevétel 9.13. Egy irreducibilis, aperiodikus, reverzibilis Markov ldnc minden
sajatértéke valds, és abszolut értékben nem nagyobb 1-nél. A legnagyobb sajatérték 1,
egyszeres algebrai ¢s geometriai multiplicitassal, az Osszes tobbi ennél
abszolutértékben kisebb.

Bizonyitas A lanc 4tmeneti grafja az 5. fejezetben ismertetett technikaval
szimmetrikus valds matrixsza alakithato, igy minden sajatértéke valos. Az észrevétel

tobbi része a Perron-Frobenius tételbdl adodik.

Az alabbiakban arra adunk tételeket, hogy milyen gyors a konvergencia a staciondrius
eloszlashoz.

Definici6 Egy r allapoti Markov lanc masodik legnagyobb sajatérték modulusa
(Second Largest Eigenvalue Modulus, SLEM)

£ =max,,

A} (9.6)

Definicio Egy Markov lanc relaxacios ideje

7()=minn, eN: dy, (P'S, 7)< e Vn 2, } (9.7)

Tétel 9.14
sl et 09
max {z,(z) }> 2(16 > h{i} 9.9)

Az aldbbiakban Markov lancon nem egyetlen Markov lancot fogunk érteni,
hanem Markov lancok egy osztalyat, amely egy adott probléma minden feladatdhoz
tartalmaz egy Markov lancot. A konvergenciasebességet a feladat méretének
fliggvényében szeretnénk mérni, €s az aldbbi tételekbél az deriil ki, hogy a
kulcskérdés az, hogy a masodik legnagyobb sajatérték a feladat méretének milyen
fiiggvénye sebességgel konvergal az 1-hez.

Ha egy NP-beli probléma minden x feladatara egy Markov lanc a polinom
id6ben ellendrizhetd tanuk egyenletes eloszlasdhoz konvergal, akkor a 9.8. képletben

1 ,
szerepld I{TJ kifejezés O(poly(|x|)) lesz. Igy a relaxéacids id6 polinom fliggvénye
(i

lesz mind a probléma méretének, mind a kivant variacios tavolsag logaritmusa -1-

szeresének, amennyiben ] polinomiélis fiiggvénye a probléma méretének. Most

megmutatjuk, hogy a SLEM helyett elég a masodik legnagyobb sajatértéket tekinteni.
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Definicié Egy T atmeneti matrixt Markov lanc lusta valtozata (lazy Markov chain) a
T+1

atmeneti matrixi Markov lanc, ahol I az identikus matrix.

Egy ilyen Markov lancot konnyen el6illithatunk, ha minden 1épésben '
valosziniiséggel helybenmaradunk, 2 valdszintiséggel pedig ugy 1épiink, ahogy az
eredeti Markov lancban 1éptiink. A lusta Markov lancok gyakorlati hasznat az alabbi
¢szerevétel adja meg.

Eszrevétel 9.15. Egy irreducibilis, reverzibilis Markov lanc lusta valtozata
irreducibilis, aperiodikus és reverzibilis lesz, ugyanazzal a stacionarius eloszlassal,
ugyanazokkal a sajatvektorokkal, és a sajatértékekre teljesiil a

l,l:iﬁl
2

(9.10)

egyenldség, ahol A'. a lusta Markov lanc i-edik sajatértéke, A, pedig az eredeti
Markov lanc i-edik sajatértéke. Specidlisan, a lusta Markov lanc minden sajatértéke
nemnegativ valds lesz, és

L 9.11)

ahol p’ a lusta Markov lanc SLEM-je, 4> pedig az eredeti Markov lanc masodik
legnagyobb sajatértéke.

Bizonyitas Minden pozitiv dtmeneti valdszinliség megmarad pozitivak, igy a lusta
Markov lanc is irreducibilis lesz, ha az eredeti is az volt. Mivel lesznek 1 hosszu
hurkok a lusta Markov lancban, a lusta Markov lanc aperiodikus is lesz. Minden i # j-
re mind az i-bdl j-be, mind a j-bdl i-be torténd atmeneti valdszintiségek a feliikre
csokkennek, igy a reverzibilitds is megmarad. Minden sajatérték-sajatvektor parra
fennall a

T+1 A +1
V. = V.
2 2

(9.12)

egyenldség is. Mivel az eredeti Markov lanc minden sajatértéke valds volt €s abszolut
értékben 1 vagy kisebb, a lusta Markov lanc minden sajatértéke nem-negativ lesz.
Tovéabba a lusta Markov lancnak a SLEM-je a mésodik legnagyobb sajatértéke lesz,
amely kétszer olyan kozel lesz az 1-hez, mint az eredeti Markov lanc masodik

legnagyobb sajatértéke.
U

A masodik legnagyobb sajatértéknek az 1-t8l vald tdvolsagat spektralis rés-nek
hivjak.

Tétel 9.16. Ha egy P-beli dontési problémahoz lehet egy olyan irreducibilis,
reverzibilis Markov lancot késziteni, amely a polinom idében ellendrizhetd tanuk
egyenletes eloszlasdhoz konvergdl, a spektralis résének a reciproka polinomialisan
novekszik a feladat méretével, egy lépés a Markov lancban a feladat méretének
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polinom idejében megtehetd, €s a feladathoz egy tanit meg lehet polinom idében
konstrudlni, akkor a P-beli problémahoz tartozo #P-beli feladatra 1étezik FPAUS.

Bizonyitas A Markov lanc lusta valtozata aperiodikus lesz, a stacionarius allapota
globalisan stabilis, és teljesiil ra a 9.11 képlet. A relaxacios id6 teljesen polinomidlis
lesz, azaz polinomidlis mind a feladat méretében, mind a kivant variacios tavolsag
logaritmusa -1-szeresében. Igy a kovetkezéképpen definialt mintavételezés FPAUS
lesz:

e Vegyiink egy tetszdleges tanut. Ez polinom idében megadhato.

e Ebbdl az allapotbol kiindulva a lusta Markov lancban 1épjiink

1 1 1

lépést. Ez poly(|x|,-log(e)) iddben megtehetd
¢ A random tanu legyen a lusta Markov lanc allapota az adott Iépésszam

utan
O

Persze sokszor csak polinom felsé becslésiink van a tanuk szdménak a logaritmusara,
de ilyen felsd becslések nagyon természetesek. PL. egy k véltozos 2SAT feladat tanui
a szamanak fels§ becslése 2%, egy n pontl graf teljes parositisai szamanak felsé
becslése a K, teljes graf teljes parositasainak a szama, stb. Az alabbiakban a spektralis
rés reciprokara adunk meg jol hasznalhat6 becsléseket.

Definicio Egy Markov lanc allapotterében egy S részhalmaz ergodikus folyama

F(S) = Z{z(i)T(jh) (9.14)

ieS,jesS

Definicié Egy Markov lanc konduktancidja

o= min{i(g)) ‘SC[,O < E(S)S%} (9.15)

ahol I az allapottér, m(S) pedig az S részhalmaz valdsziniisége a stacionarius
allapotban. Azaz a konduktancia a feltételes kifolyasi sebesség (mi a valoszinilisége,
hogy a kovetkezd 1épésben elhagyjuk az S halmazt, feltéve, hogy S-ben vagyunk
stacionarius dallapotban) minimuma az 0Osszes olyan részhalmazon, amelynek a
valoszintlisége legfeljebb 2.

Tétel 9.17. A masodik legnagyobb sajatértékre teljesiil a

@2
1-20< 4, <1-— (9.16)

egyenl6tlenség.
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A masodik legnagyobb sajatértékre hatékony felsd becslést lehet adni a Poincarré
koefficiens segitségével is. Szamos valtozata van a tételnek, ebbdl kettdt mutatunk be:

Tétel 9.18. Legyen adva egy I utvonalrendszer, amely a Markov lanc grafjaban
minden (7,j) parra tartalmaz pontosan egy iranyitott utat i-bdl j-be. Egy Gt O-mértékét
definidljuk a kapacitasok reciprokainak 6sszegeként, azaz

1
o= = 9.17
‘?/!/ ‘Q eezy” Q(e) ( )
ahol az e = (x,y) ¢l kapacitasa
O(e) = m(x)T(y[x) (9.18)

Ekkor a I atvonalrendszer Poincarré koefficiense

o= k() i=max D | ;/”.‘Q 2G)7(j) (9.19)
7!/‘9670
melyre teljestil a
1
A <1-— (9.20)
K

egyenl6tlenség.

Tétel 9.19. Legyen adva egy I' sztochasztikus Utvonalrendszer, amely a Markov lanc
grafjdban minden (i,j) parra tartalmaz iranyitott utak egy eloszlasat i-bol j-be. Az i-bdl
j-be mend utak eloszlasat jeldlje I'y, egy partikularis, i-b6l j-be mend y ut
valoszinliségét p;(y) jeloli, az ut hosszat (benne levd ¢élek szamat) |4. Ekkor
definidljuk a sztochasztikus Poincarré koefficienst:

K=x(D)=max), > ﬂ(x)ﬂ(y)pxy(y)ﬂ (9.21)
¢ (xy) yel,leer O(e)
melyre teljesiil a
1
Ay <1—— (9.22)
K

egyenl6tlenség.

84



10. fejezet

Sztochasztikus mintavételezések

10.1. Az elutasitas (rejection) metédus

Adott egy 7 eloszlas, amelyre barmely x pontban 7z(x) kiszamolhat6 egy
ismeretlen normalizacios konstans erejéig, azaz egy

S(x) oc 7(x) (10.1)

fiiggvény kiszamolhaté minden pontban. Tovabba van egy p eloszlas, amelybdl
tudunk mintavételezni, egy g fliggvény, amely aranyos p-vel és kiszamolhaté minden
x pontban, és ismert egy c un. boritékold konstans (enveloping constant) ugy, hogy
minden x-re

S(x)<cg(x) (10.2)

Az elutasitds metddus a kovetkezd 1épésekbdl all:
e Vesziink egy random x-et p-bol.
e Vessziink egy random wu-t az egyenletes eloszlasbol a [0,1]
intervallumon. Ha

ucg(x) < f(x) (10.3)

akkor elfogadjuk x-et, egyébként -elutasitjuk, ¢és ujrakezdjiik a
procedurat.

Tétel 10.1. Az elutasitds metodussal generdlt random szamok a 7 eloszlast kovetik.

Bizonyitas Jelolje A azt az eseményt, hogy elfogadjuk az elsd pontban generalt
értéket. A Bayes tételb6l adodoan

P(A|x)P(x)

P(x]4)= P (10.4)

A jobb oldalon szerepld valdszintiségeket konnyen kiszamolhatjuk:

P(dlx)= % (10.5)
P(x) = p(x) (10.6)

P(A) = I P(Ax')P(x')dx' = I p(x )dx' =

2172'()6) N
- :c[ 2p(x) PO’ = CzZ,

(10.7)
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ahol z1 és z; rendre a 7-hez és p-hez tartozd ismeretlen normalizacidés konstansok.
Visszairva ezeket a Bayes tételbe:

f@) A

cg(x) b cz,p(x) P)
P(x]4)= . =2 - = 7(x) (10.8)

10.2. Fontossagi mintavételezés (Importance Sampling)

Egy X halmazon értelmezett f fliggvény 7 eloszlas melletti varhato értékét
szeretnénk meghatarozni, azaz a

E [f(x)]= J S (x)7(x)dx (10.9)

X

értékre vagyunk kivancsiak. A 7 eloszlas helyett csak a p eloszlasbol tudunk
mintavételezni, €s a mintdkat sulyozzuk a

w(x) :=@ (10.10)
p(x)

un. fontossagi sulyokkal, igy az f figgvény helyett a

() = w(x) £(x) = 22 f(x) (10.11)
p(x)
fiiggvényt tekintjiik.

Tétel 10.2. A fontossagi mintavételezésbdl szamolt sulyozott atlag torzitatlan becslése
a keresett varhat6 értéknek, azaz

E [f)]=E,[gx)] (10.12)

Bizonyitas A kérdéses varhat6 érték definicidjabol rogton adodik, hogy

) ey = E. [£(x)] (10.13)
p(x

E,[g0)]= | g)pax = | £(x) =

10.3. Markov lanc Monte Carlo (Markov chain Monte Carlo)

Definicié Legyen adott egy irreducibilis, aperiodikus Markov lanc egy X halmazon
T (| ) atmeneti valoszintiségekkel, amelyre teljesiil, hogy
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vx,y T(lx)=0= T(x[y)=0 (10.14)

valamint minden x és y parra a 7(y|x) egy ismeretlen normalizacids konstans erejéig
szamolhato. Legyen adott egy r eloszlds, amely sehol nem 0 X-en, és X barmely
pontjara egy ismeretlen normalizaciés konstans erejéig szamolhat6. Ekkor a
Metropolis-Hastings algoritmus a kdvetkezd két 1épésbol all:

e Ha az aktudlis allapot x;, vegyiink egy véletlen y-t a T' (|x,) feltételes

eloszlasbol.
e Vegyiink egy véletlen u-t az egyenletes eloszlasbol a [0,1]
intervallumon. Legyen x.+1 =y, ha

_ATGED)

10.15
= T (yix) (1019

Es x; egyébként.

Tétel 10.3. A Metropolis-Hastings algoritmus altal definidlt Markov lancnak =
globalisan stabilis stacionarius eloszlasa.

Bizonyitas Megmutatjuk, hogy a Markov lanc aperiodikus, irreducibilis ¢és
reverzibilis a 7 eloszlasra. Az aperiodikussag ¢és irreducibilitds kdzvetleniil adddik
abbodl, hogy az eredeti Markov lanc is aperiodikus és irreducibilis volt, és mindkét
tulajdonsag megdrzddik a 10.14 egyenletben megfogalmazott feltétel miatt, valamint
amiatt, hogy 7 sehol nem 0 X-en. Jelolje 7 a Metropolis-Hastings algoritmus altal
definidlt Markov lanc atmeneti matrixat. Ekkor

, B ) mTE)
T (yhx)r(x)=T (yIX)mm{L—ﬁ(x)T(yM}ﬁ(x) =

= min {7 (v )(x), Tl () }= (10.16)

=T(x|y)min{ EEX;TE}:;%} n(y) = T'(x|y)7r(y)

O

Megjegyzések: Az eredeti Markov lanc nem sziikséges, hogy aperiodikus legyen,
amennyiben van olyan x és y par, amelyre az elutasitas valoszintisége nem 0. A nem 0
valoszinliségli elutasitds azt eredményezi, hogy nem 0 valdsziniiséggel marad a
Markov lanc az aktualis allapotban. Ez egy 1 hosszsdgu hurok, amit6l a Metropolis-
Hastings algoritmus altal definidlt Markov lanc aperiodikussé valik. Amennyiben az
aperiodikussag kérdéses a Metropolis-Hastings algoritmus altal definidlt Markov
lancban, a Markov lanc lusta verzidja mar mindenképpen aperiodikus lesz.

Hasonloan, nem sziikséges a 10.14 feltétel sem, valamint az sem, hogy a =
eloszlas ne legyen 0 sehol X-en, amennyiben garantdlni tudjuk, hogy a Metropolis-
Hastings algoritmus altal definialt Markov lanc irreducibilis marad.
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10.4. Valtozatok MCMC-re

a) Metropolis algoritmus

Ha a kiinduldsi Markov lancban minden x és y parra T (y|x): T (x|y), akkor a
10.5 képletben szerepld tin. Metropolis-Hastings hanyados leegyszeriisodik:

ugfgf% (10.17)

b) Gibbs-féle mintavételezés (Gibbs sampling)

A Gibbs-féle mintavételezés akkor alkalmazhato, ha az X allapottér minden
eleme felirhatd egy n dimenzios vektorként, és minden x vektorra és i koordinatara
lehetséges a

qukﬂ] (10.18)

eloszlasbol mintavételezni, ahol x, , =x,,x,,...X. X .x,. Azaz minden pontra és
[-i] 1272 i1 n

i+10°°
i koordinatara lehetséges az adott i kooridnata értékét mintavételezni, gy, hogy a
kérdéses értékek a tobbi koordindtaval egylitt a kivant 7 eloszlast kovessék, feltéve,
hogy az i-edik koordinata kivételével az Osszes koordindtaérték rogzitett. Ekkor a
Gibbs-féle mintavételezés minden 1épésben kivalaszt egy véletlen koordinatat tetszés
szerinti, de az aktudlis ponttol fliggetlen eloszlasbdl, és a kivalaszott koordinatara egy

uj értéket valaszt, a ﬁQXH] eloszlast kovetve.

Tétel 10.4. Ha a Gibbs-féle mintavételezés irreducibilis Markov lanc, akkor =
globalisan stabilis stacionarius eloszlasa.

Bizonyitas Megmutatjuk, hogy a Markov lanc aperiodikus, és a Gibbs-féle
mintavételezés egy specidlis esete a Metropolis-Hastings algoritmusnak, amelyben
minden Metropolis-Hastings hdnyados 1-gyel egyenld.

Az aperiodikussag kozvetleniil adodik abbodl, hogy a Markov lanc grafjaban
minden pontra létezik egy hosszi hurok. A 10.14 feltétel is teljesiil, hiszen barmi is a
mintavételezett 1j koordinataérték, az 0j vektor esetén is nem nulla valdszinliséggel
valaszthatjuk ugyanazt a koordinatat, és nem nulla valdsziniiséggel valaszthatjuk az
eredeti koordinataértéket. Azt kell még belatni, hogy a Metropilis-Hastings hanyados
mindig 1. Legyen az aktualis pont az x* vektor, legyen i a kivalasztott koordinata,
jelolje p azt az eloszlast, amely alapjan a koordinatdkat valasztjuk, és az Uj
koordinataértékii vektor legyen x°. Ekkor a Metropils-Hastings hdnyados
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ﬁ(xb)T(x” xb)_ x(x! XE’ l])ﬂ'( l])o(z)ﬁ(x

ﬁ(x”)T(xb x”)_ (x! XE’ l])ﬂ'( E’ l])o(z)ﬁ(x
ﬁ(xf"x l])ﬂ'( l])o(z)ﬁ(x ‘X ,])

el POl )

b
X- ,])
-

Xp 1)
(10.19)

m(x

1

A masodik egyenléség abbol adodik, hogy x;_; ¢s ennek a kozos jelolésére

b
= X[
vezettik be X[y -t.

]

¢) Parhuzamos melegités (Parallel Tempering)

A parhuzamos melegités sordn egy adott allapottér dnmagaval vett k-szoros
Descartes szorzatat vessziik, és ez lesz az 0j allapottér. Az 0j allapottér eloszlasa
koordinatankémt definidljuk, az egyes koordinatak eloszlasai fiiggetlenek egymastol,
¢s minden koordinata egy Boltzmann eloszlas lesz. Az eredetileg elérni kivant 7
eloszlasra ugy tekintiink, mint egy Boltzmann eloszlasra 7=1 hémérsékleten, igy
minden eredeti x allapotra definialni tudjuk az allapot szabadenergiajat:

AG(x) = =In(7(x)) (10.20)
hiszen
_AG(x)
m(x)ce T (10.21)

Mivel itt hipotetikus energidkrol és hdmérsékletekrdl van szo, eltekintiink a Kelvin és

: J
Jule/mol mértékegységek kozotti atvaltast megadd R = 8.314—1 un. egyetemes
X mo

géazallandotol. Mivel 10.21-ben csak egy ardnyossag van, ezért elég, ha z(x)-et csak
egy ismeretlen normalizacids konstans erejéig tudjuk kiszdmolni. Ekkor a
szabadenergiaban megjelenik egy ismeretlen additiv konstans, de a Boltzmann
eloszlds invarians a szabadenergidk konstans eltolasara. Az elsé koordinatan a
homérsékletet 7=1-re allitjuk, a tobbi koordinatan pedig magasabb hdmérsékleteket
vesziink.

Minden koordinatara egy Markov lancot definialunk, amelyek egy Metropolis-
Hastings algoritmus szerint konvergalnak a kivant eloszlashoz. A szorzatteren vett
Markov lancot ugy definidljuk, hogy adott p valdszintiséggel egy koordiniata Markov
lancan 1épiink, 1-p valdszinliséggel pedig két lanc allapotat cseréljiik fel. Ha egy
koordinata Markov lancén 1épilink, akkor valami g eloszlasbol kisorsoljuk az egyik
koordinatat, és azon vesszilk a Metropolis-Hastings 1épést. Ha cserét valasztunk,
akkor valami ¢’ eloszlasbol kivalasztunk két szomszédos koordinatat, ha a kivalaszott
két koordinata i és i+1, akkor

min{l 27 (X, )} (10.22)

w(x)w,, (x,,,)
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valoszinliséggel fogadjuk el a két koordindta felcsrélését, ahol x; és xi+1 a két
koordinata éllapota a csere eldtt, m és m+1 pedig a két koordinita Boltzmann
eloszlésa.

Tétel 10.5. Ha az egyes kordinatakon vett Metropolis-Hastings algoritmusok altal
definidlt Markov ldncok aperiodikusak ¢és irreducibilisek, akkor a parhuzamos
melegitéssel definidlt Markov lancnak a koordinatanként vett Boltzmann eloszlasok
szorzata globalisan stabilis staciondrius eloszlasa.

Bizonyitas A parhuzamos melegités aperiodikussaga és irreducibilitdsa adodik a
koordinatdkon vett Metropolis-Hastings Markov lancok aperiodikussagabol ¢és
irreducibilitdsdbol. Be kell latnunk, hogy a parhuzamos melegités Markov lanca
reverzibilis a Boltzmann eloszlasok szorzatdra. Ezt gy latjuk be, hogy minden
elfogadasi hanyados pontosan a megfeleld Metropolis-Hastings hanyados. Ha egy
koordinatan vesziink egy Metropolis-Hastings 1épést, akkor annak a Metropolis-
Hastings hdnyadosa megegyezik a teljes térre vett Metropolis-Hastings hdnyadossal:
mind a koordinita valasztds valdszinlisége (p), mind az adott koordinata
kivélasztasanak a valdszinlisége (g eloszlas) kiesik a hanyadosbol, ugyanigy kiesik a
tobbi  koordinata megfeleld Boltzmann eloszlasban vett valosziniisége. Ha
koordinatakat cseréliink fel, akkor a teljes térre vett Metropolis-Hastings hanyadosbol
kiesik a csere valasztasanak a valdsziniisége (1-p), valamint az adott koordinatapar
kivalasztdsanak a valdszinlisége (¢’ eloszlds). Hasonldan kiesik a két koordinatan
kiviil az 6sszes tobbi koordinata megfelelé Boltzmann eloszlasban vett valosziniisége,

¢s ami megmarad, az pontossan a 10.22 képletben szereplé hanyados.
U

A parhuzamos melegités akkor segitheti el a konvergenciat, ha az eredeti allapottér
kivant 7 eloszlasanak tobb lokalis maximuma van, és a Markov lanc nem tud gyorsan
keveredni a lokélis maximumokat elvalaszto kis valoszintiségli allapotok miatt. Az
alabbiakban erre mutatunk egy jatékpéldat, és bizonyitjuk is a parhuzamos melegités
gyors konvergenciajat.

Tétel 10.6. Legyen a 7z, eloszlas a [0, 2n+3] intervallum egészein értelmezve
kovetkezOképpen

(10.23)

jn+2.50.5nx0.5n+3x

n@-[L

Legyen M| Markov ldnc a [1, 2n+2] intervallum vett random sétara ratett Metropolis-
Hastings algoritmussal definialt Markov lanc amely a 10.23 képletben definidlt
eloszlashoz konvergal, M. Markov ldnc pedig egy parhuzamos melegitéssel definialt
Markov lanc, amely Boltzmann eloszlasai a 10.23 képletben megadott eloszlasbol
vannak szarmaztatva, két koordinataja van, az elsé koordinatan a hdémérséklet 7=1, a
masodik koordinatan a hdmérséklet 7=co, p = Y4, g pedig az egyenletes eloszlas, a
koordinatdkon vett Iépések a random sétdra ratett Metropolis-Hastings algritmus altal
definialt Markov lancok. Ekkor az M, Markov lanc spektralis résének a reciproka
(X2"), az M Markov lanc spektralis résének a reciproka O(n?).
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Bizonyitas Az M| Markov lancra tekintsiik az [1, n+1] halmazt. Ennek ergodikus
folyama

an+)T(n+2n+1)= @ N H (10.24)

Mivel az [1, n+1] halmaz valdsziniisége pontosan ’2 a staciondrius eloszlasban, a
n+l
Markov lanc konduktancidja igy legfeljebb (Ej . De ekkor a spektralis rés reciproka

legalabb 2", a Cheeger egyenldtlenségbdl (9.16 tétel) adodoan.

Az M Markov lancra készitink egy multicommodity flow-t a
kovetkezOképpen. Az (x1, y1) pontbdl igy megylink az (x2, y2) pontba, hogy a masodik
koordinatan y1-bél elmegyiink x»-be, felcseréljiik a két koordinatat, majd a masodik
koordindtan x;-bdl elmegyiink y»-be. Erre az utvonalrendszerre alkalmazzuk a 9.18
tételt. A 9.19 képletben szerepld maximumot feliilr6l becsiiljik. Egy (a,b) pont
koordinatacseréjének a kapacitasa pont

%min{ﬂ((a,b)),ﬁ((b,a))} = min{r,(a), 7,(b)} (10.25)

Minden Ut hossza legfeljebb 4n+3. Az (a,b) pont koordinitacseréjét minden
((ayn), (b,y2)) pontparra alkalmazzuk igy a 9.19-ben szerepld szummazés felsd
becslése koordinatacserékre:

iy
(XZ” MZggyﬂ(X)ﬂ(y)pn(y) Ol )

> m(a) m(b) 4n+3

2n+22n+2 . -
" " 4nﬁmm{?ﬁ(a),7f1(b)}*

= max{7,(a),7,(b) (4n +3)(4n +4) < (4n+3)(4n +4)

< (211 +2)

(10.26)

A masodik koordinataban (a,b)-bél (a,b+1)-be vagy (a,b-1)-be Iépés kapacitdsa
1 7(a)
82n+2°
amikor x1-bdl elmegyiink y>-be. Mindkét esetben y1 és y» tetszdleges, az elsd esetben
a = x1, a masodik esetben a = x». Jeldlje ¢ x»-t, ha a = x1, és xi-et, ha a = x2. Ekkor a a
9.19-ben szereplé szummazas felsé becslése a masodik koordinataban tett Iépésekre

iy
(XZ” MZggyﬂ(X)ﬂ(y)pn(y) Ol )

m(a) m(c) 4n+3
< 2 2 1 1 _
@+ )z2n+22n+2 1 m(a)

82n+2

Ilyen 1épést vagy akkor hasznalunk, amikor y1-bdl elmegylink x2-be vagy

(10.27)

=8(4n+3)(2n+2)
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fgy a Poincarré koefficiens felsé becslése 8(4n+3)(2n+2), ami a 9.18 tétel értelmében
felsd becslése a spektralis rés reciprokanak is.

d)Metropolizalt fontossagi mintavételezés (Metropolized Importance Sampling)

Minden fontossdgi mintavételezést fel tudunk haszndlni egy Markov lanc
Monte Carlohoz is, ha a fontossdgi mintavételezésre ugy tekintiink, mint egy
nulladrendii Markov lancra (azaz, amelyben a kdvetkezé allapot fliggetlen az aktualis
allapottol). Ha 7 a céleloszlas, p a fontossagi eloszlas, akkor a Metropolis-Hastings
hanyados a fontossagi sulyok hanyadosa

7()p(x) _ w)
m(x)p(y)  w(x)

(10.28)

Tétel 10.7. (Liu) A Metropolizalt fontossagi mintavételezés Markov lancdnak
masodik legnagyobb sajatértéke

A (10.29)

PR
T ()

azaz, a spektralis rés reciproka a legnagyobb fontossagi suly.

A tétel bizonyitasatdl itt eltekintlink, habar nem tal bonyolult linearis algebrai
eszkozokkel bizonyithato. A tétel azt mondja, hogy a fontossdgi mintavételezésben
hasznalt eloszlas farkdnak nem szabad lényegesen gyorsabban csdkkennie, mint a
céleloszlas farkanak. Ha egy kis valoszinliségli allapotot valoszinlisége a fontossagi
eloszlasban még kisebb, mint a céleloszlasban, akkor a konvergencia nagyon lassu
lesz. Magas dimenzids térben az eloszlas farkdn a nagysagrendet kiilondsen nehéz
megbecsiilni, ezért magas dimenziés tereken ritkdn hasznilnak fontossagi
mintavételezést.
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11. fejezet

Dupla vagas és kotés utak sztochasztikus becslése

Angol nyelvii kézirat letdlthetd a http://www.renyi.hu/~miklosi/dcj.pdf url-rél.
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