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Hol találkoztunk?
Az egyetemen.
Az Analizis I tanszéken

MilyennekláttamGyurit?

Nagyonokos,gyors,világosfej�u
Nagyonhatározott,talánkedvesenkemény?
Nagyonkedves,nemcsakazértmert

mosolygósvolt, hanemmertvalóbankedvesvolt.
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Gyuri ésa matematika: "k orai" hatások

Hajnalhatása
Erd�oshatása
Lovászhatása

– a térfogat kiszámíthatatlansága
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Gyuri ésa matematika: az incidenciák

FontosazalábbiSzemeŕedi-Trotter tételincidenciákról:

1. Tétel. (Szemeŕedi-Trotter) Létezikegy c > 0 konstans,
melyre,akárhogyis adunkmeg m pontotésn egyenest, leg-
feljebb

cn2=3m2=3 + c(n + m)

incidencialehetközöttük.
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Általánosítás: Pach-Sharir tétel
LegyenP egy n pontúhalmaz,Cm darabegyszer�u görbe,
aholagörbékszabadságifoka k ésmultiplicitástípusuks.
Ekkor aközöttükfellép�o incidenciaszám,

I (P; C) < c(s;k)
³

n
k

2k¡ 1 m
2k¡ 2
2k ¡ 1 + n + m

´

ahol
k degreesof freedom= bármelyk pontonát legfeljebbs görbe

és
multiplicity types

= bármelykétgörbelegfeljebbs pontbanmetsziegymást.

Spencer-Szemerédi-Trotter , Pach-Sharir, Székely .
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Hogyankülönböztessükmegkombinatorikusan

azegységköröket azegyenesekt�ol?

(a)Hogyantudjukmegkülönböztetniazegységköröketaz
egyenesekt�ol kombinatorikusan?

(b) Lehet-ekörökegy családjánakkb. annyi háromszoros
pontja,mint ugyanennyi egyenesnek?

¡ ! IGEN, mert„inverzióval” átvihetjükazegyeneseket
körökbe

(c) Dehaegységkörökreszorítkozunk?Lehet-en
egységkörnekkb olyansokháromszorospontok mint n
egyenesnek?

ElekesGyuri ésazilleszked́esek– p. 10



Hogyankülönböztessükmeg
azegységköröketésazegyeneseket,kombinatorikusan?

Kombinatorikusan= azincidenciamátrixalapján
= A metszet-tulajdonságokalapján.

Lehetséges-e,hogyábráinkrólcsakhisszük,hogy
egyeneseket,egyenesszakaszokatlátunkrajtuk,deazok
nagy�x sugarúkörök,körívek?
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Tétel azegységkörökr�ol, Elekes-Sim-Szabó

Vanegy olyan´ > 0 abszolutkonstans,hogy

Harögzítünk3 pontotasíkban:A, B , C-t, ésa3 pontmind-
egyikénkeresztüln egységkört,akkor ezeklegfeljebbcn2¡ ´

háromszorospontothatároznakmeg.
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Az eredeti probléma

Kvadratikus metszetsźam
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Három görbesereg

Egyenesekeseténlehetkvadratikus a 3-szoros
pontok sźama is
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Három körsereg

Tekintsünk 3 egyśegkör-sereget, 3
rögzitettpontonkeresztül.

Ezenazábránnemlátunk(?) háromszorospontokat,(kivéve
a3 kiemeltpontot):aköröket véletlenszer�uenválasztottuk
Kaphatunk-e> cn2 háromszorospontot?

NEM: csak· n2¡ ´ háromszorospontotkaphatunk.
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Van-eemögöttegyáltalánostétel?
(a)Magasabbdimenzió?

Kérdés: Igaz-ehogy:
HaRd-benvannaks dimenziósfelületeink,akkor a
t-szerespontokvalamilyenértelembenkevesenvannak?

Kell valamilyenNem-elfajulásifeltétel:. . .

Szoŕ�tkozzunk R2-beli görbékre.

GyakranazRd-beli kérdésvetítésselredulálhatóby R2-re.
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A burk oló görbe
Eredményünkbencentrálisa

görbeseregekburk oló görbéje.

1-paraméteresgörbesereg
Impliciten,analitikusanparametrizált
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A burk oló görbeanalítikus leírása
A burkoló görbebizonyosértelembenegy szingularitás:

F (x; y; t) = 0:

Ft(x; y; t) = 0:

Ã analítikusparametrizáció

Ã parciálisderivált t szerint

Kiküszöbölve t-t, gyakranmegkapjukaburkoló görbét:

©(x; y) = 0:

Problémakazanaĺ�tikus ágakkal
Egyszer�uségvégettgondoljunkpolinomokravagyalgebrai

függvényekre.

Vigyázat:függvényekr�ol beszélünk,nemgörbékr�ol: Állításainkfügghet-
nekaparaméterezést�ol!
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1. Példa: Körök Burk oló Görbéje
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Érint �o egyenesekBurk oló Görbéje

Ha egy elégsimagörbéttekintünk,az érint�o egyeneseiegy
görbeseregetalkothatnak,ésmaga a görbelehetezekburko-
lója.
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A görbeseregbetakarhatja a Burk oló Görbét

A geometriai kép: Vanegy 1-paraméteresgörbeseregünk,
amelyikbefediasíkegy részétamaradékot pedignem.
Ekkor a határvonal aburkoló görbe.

Hibás! A görbékbefedhetikaburkoló görbéjüket
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A görbeseregbetakarhatja a Burk oló Görbét II

Csúsztassukel y = x3 gra�konjátt-vel:
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x

y = (x ¡ t)3;

Itt y = 0 aburkoló görbe.
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Analítikus alakban:

±10

±8

±6
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±2
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y

±6 ±4 ±2 2 4 6 8

x

A görbék F (x; y; t) = 0 Ft(x; y; t) = 0
y = (x ¡ t)3 (x ¡ t)3 ¡ y = 0 3(x ¡ t)2 + y = 0

(x ¡ t)3 + (y=3)3=2 = 0

(y=3)3=2 + y = 0

Az x-tengely:y = 0 aburkoló görbe.. .
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Elfajult esetek
Egységkörökhárompontonát:

A

B
C

Multiplicitás nélkül számolunk

Mellékesen,apiroskör végtelensok3-szorospontotad!
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Concurrencyfüggvény: a háromszorospontokat írja le:

Tekintsünka3 paramáterezéstésoldjuk meg �oket: fejezzük ki a
paramétereket.

F1(x; y; t) = 0 , t = ' 1(x; y)

F2(x; y; u) = 0 , u = ' 2(x; y)

F3(x; y; v) = 0 , v = ' 3(x; y)
Többnyire 2 paramétermeghatározza(x; y)-t ésaza3. paramétert:
Háromgörbeközöspontjára:

ª( t; u; v) = 0 i.e. ª( ' 1(x; y); ' 2(x; y); ' 3(x; y)) ´ 0

Itt ' i (x; y) lehetsokérték�u függvény. Ezsoktechnikaibonyodalomra
vezet,deezadologlényegéheztartozik.

Feltesszük,hogyª( :; :; :) polinom.

ª aconcurrencyfüggvény. ElekesGyuri ésazilleszked́esek– p. 25



Általános Tétel (kisséúj jelölések)

Feltételek: Legyenek¡ 1; ¡ 2; ¡ 3 1-paraḿeteresgörbeseregek,implicite
parametriźaltakazF1; F2; F3, függv́enyekkel, melyekanaĺ�tikusaka
Gi £ Ti tartoḿanyokon ésfolytonosaka cl(Gi £ Ti )-n. Tegyük fel, hogya
concurrency függv́eny, ª = ª( t1; t2; t3) 2 C[t1; t2; t3] polinom:
Ha t := ' i (x; y) azFi (x; y; t) = 0, egy anaĺ�tikus ága, i = 1; 2; 3-ra,akkor

ª( ' 1(x; y); ' 2(x; y); ' 3(x; y)) = 0(1)

(i) ¡ 3-nakvanegy parcíalisburkoló görbéje,E, amelyiknem
parcíalisburkoló görbéjeamásikkét görbeseregnek;

(ii) E µ G1 \ G2 \ cl(G3); ésvanegy P 2 E, ésannakegy U
környezete,melyekre¡ 1 és¡ 2 befediU-t.

(iii) E résź�vei nemrészeivalamelyik° 2 ¡ 1 [ ¡ 2 [ ¡ 3-nak.

Konklúzió:
T¡ 1;¡ 2 ;¡ 3 (n) = O(n2¡ ´ );
alkalmaś = ´ (deg(F )) ésn > n0 = n0(deg(F ))-re.
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A geometriai feltételek

A geometriaifeltételaz,hogyazegyik görbeseregnek
vanparciálisburkoló görbeje,ésamásikkett�o ezt
transzverzálisanmetszi:a háromérint�o különböz�o.

2 különböz�o tétel ElekesGyuri ésazilleszked́esek– p. 27



A concurrencyfüggvényszerepe
Tekintsünka rácsot:(a;b;c) egészkoordinátákkal.

A sík: x + y + z = c sokrácspontotis tartalmazhat.
Transzformáljuka rácsot:

(log a; logb;logc) ahola;b;c egészek.xyz = const iff
logx + logy + logz = const: sokáltalánosítottrácspontonmegy át.

Itt azösszegeta logaritmussaltranszformáltuk,detetsz�oleges
másfüggvényt is használhattunkvolna.

A lényeg: A megfordításis igaz: egy simafüggvény, hasok
általánosítottrácspontonmegy át,nagyonspeciálisalakú.
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Elekes-Szabótétel
Lazán!!!

Haa [0; 1]-enmegadunk3 n-elem�u halmazt,és
tekintjükezekszorzatát:egy n3 elem�u általánosított
rácsot,

Havanegy szépF (u; v; w) függvényünk,
amelyikezenn3 pontbólsokanmegy át...

akkor

F (u; v; w) = ' 1(u) + ' 2(v) + ' 3(w)
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Elekes-Szabó:Black Box
Rögzítsükd 2 Z+ -t. Léteznekegy ´ = ´ (d) 2 (0; 1), k = k(d)
ésn0 = n0(d), hogy

haV ½ C3 2-dimenziós· d fokú algebraifelület, ésvégtelensokn-re
létezikT1; T2; T3 ½ Cúgy, hogyjT1j = jT2j = jT3j = n és

jV \ (T1 £ T2 £ T3)j ¸ n2¡ ´ ;

akkor vagyV "hengeres",vagyvanegy P 2 V pontésegy U környezete,
ahola felület linearizálható:átírható

x + y + t = 0

alakbanemlineáristranszformációval (!?).

Persze,itt többmagyarázatkéne . . .pl. a rejt�ozköd�o csoportokról
ElekesGyuri ésazilleszked́esek– p. 30



Az egységkörökésegyenesekmegkülönböztetése

Létezikegy ´ 2 (0; 1) abszolútkonstans,ésegy n0 melyekre:

Ha(a1; b1), (a2; b2), (a3; b3) háromkülönböz�o pontasíkbanés¡ 1, ¡ 2, ¡ 3

háromegységkör-sereg, ahol i · 3, a ¡ i -beli körök átmennek(ai ; bi )-n.
Ekkor

T¡ 1;¡ 2 ;¡ 3 (n) = O(n2¡ ´ );

n > n0 esetén.
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A bizonyításlényege:

Hasok3-szorosmetszéspontvan,akkor
alkalmazhatjukazElekes-SzabóEndretételt:

A paramétereketa3-szorosmetszéspontokban
kifejezzükazegyenletekb�ol.

Kapunkegy

©(t1; t2; t3) = 0

polinomot,amelyiknagyonspeciálisalakú:

' 1(x; y) + ' 2(x; y) + ' 3(x; y) = 0

ésezasíkbizonyospontjaibanellentmondásravezet:
Ezekközül kett�o analítikus,deaharmadiknakigazi
szingularitásavan.
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Többérték�u függvények, ágak
. . .Ezbaj !!!
. . .Baj ez?
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Historical remarksand examples

Earlier resultsfor straight lines

Studyingtheincidencestructuresof pointsandstraightlines(more
generally, of pointsandcertaincurves)hasbeenoneof thefundamental
tasksof CombinatorialGeometryfor long.

140yearsagoSylvester: famous„OrchardProblem”which, in adual
form, asksfor arrangingn straightlinesin theEuclideanplanesothat
the number of triple points bemaximized. Sylvestershowedthatif L
is thefamily of all straightlinesthenTL (n) = n2=6 + O(n).

Lateron Burr , Gr ünbaum and Sloanslightly improvedhis lower
bound.
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Earlier resultson unit circles
An „orchard–like” problemwasposedby Erd�os:

arrangen unit circles in the Euclideanplaneso that the numberof
triple pointsbemaximized.

Denotingthefamily of all unit circlesby U, anupperfor theabove
problemby TU(n). Now TU(n) · n(n ¡ 1) is obvious(since,asbefore,
alreadythenumberof pairwiseintersectionsobeys thisbound).Also, a
lowerboundof TU(n) ¸ cn3=2 wasprovedby Elekes. Thegapbetween
thesetwo estimatesis still wideopen.
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Egységkörökésegységtávolságok
Az egységkörökspeciálisszerepetjátszanakaKombinatorikus
Geometriában.
Itt azegyik legérdekesebbprobléma:

Erd �osSejtés. Minden" > 0-ravanegy n0, melyre,han > n0,
akkor n pontközött azR2-benlegfeljebbn1+ " egyśegt́avolság
lehet.

Az egységkörökrevonatkozóbizonyosállításokezzel
ekvivalensek.
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Gyuri a Rényi Intézetben
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Gyuri ésPanni
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Gyuri azerd�on C
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Gyuri ésPanni
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