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Gyuri ésa matematika: "k orai" hatasok

# Hajnalhatasa
o Erdoshatasa
#® Lovaszhatasa
— atérfogatkiszamithatatlansag
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Gyuri ésa matematika: azincidenciak

Fontosaz alabbiSzemegdi-Trotter tételincidenciakrol:

1. Tetel. (Szemeedi-Trotter) Létezikegy ¢ > 0 konstans
melyre,akarhogyis adunkmeg m pontotésn egyenestleg-
fellebb

cn®>m?=+ ¢(n + m)
Incidencialehetkozottuk.
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Altalanositas: Pach-Sharir tétel

LegyenP egy n pontuhalmaz,Cm darabegyszeu gorbe
aholagorbéekszabadsadoka k ésmultiplicitastipusuks.

Ekkor a kozottlikfellepo incidenciaszam,
; ,
Kk 2kj 2

| (P;0) < c(s;k) nxitmzi1+ n+ m

ahol
® Kk dagreesof freedom= barmelyk pontonatlegfeljebbs gorbe
és
» multiplicity types
= barmelykét gorbelegfeljebbs pontbammetsziegymast.

SpenceiSzemereédi-fiotter|, | Pach-Sharir, | Szélely |
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Hogyan ktlonboztessikmegkombinatorikusan
az egysegkordlet az egyenesekol?

(a) Hogyantudjuk megktlénboztetnaz egységkorokt az
egyeneseldl kombinatorikusan?

(b) Lehet-ekdrok egy csaladjanalkb. anryi haromszoros
pontja,mint ugyanengi egyenesnek?

i ! IGEN, mert,inverziowal” atvihetjiikazegyeneseékt
korokbe

(c) De haegysegkorokreszoritlozunk?Lehet-en
egységkornelkb olyansok haromszomnspontok mint n
egyenesnek?

y
it
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Hogyan kulonboztesstikmeg

azegysegkorokt ésaz egyenese&t, kombinatorikusan?

Kombinatorikusarr azincidenciamatrix alapjan
= A metszet-tulajdonsagakapjan

_ehetséges-dnogy abrainkrolcsakhisszikhogy
egyenesekt, egyenesszakaszokiatunkrajtuk, deazok
nagy x sugarukorok, korivek?
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Tétel az egysegkorokol,

Elekes-Sim-Szabo

Vanegyolyan™ > Oabszo

utkonstanshogy

Harogzitink3 pontotasik

pan:A, B, C-t, ésa 3 pontmind-

egyikénkeresztiin egységkortakkor ezeklegfeliebbcn?
haromszoropontothataroznakmeg.
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Az eredetiprobléma

Kvadratikus metszetsam
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Harom gorbeseeg

Egyeneselesetériehetkvadratikus a 3-szoios
pontok szamais
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Harom korsereg

Tekintsink 3 egy®gkor-sereget 3
rogzitettpontonkeresztul.

Ezenazabrannemlatunk(?) haromszorogpontokat,kivewve
a 3 kiemeltpontot): a kordket véletlenszarenvalasztottuk

Kaphatunk-e> cn? haromszoropontot?

NEM: csak:- n? haromszoropontotkaphatunk.
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Van-eemogoOttegy altalanostétel?

(a) Magasabldimenzio?

Kerdes: lgaz-ehogy:
Ha R%benvannaks dimenziodeliileteink,akkor a
t-szeregpontokvalamilyenértelemberkevesenvannak?

Kell valamilyenNem-elfjulasifeltétel.. ..

Szortk ozzunk R?-beli gorbékre.

Gyakranaz R9-beli kérdésvetitéssetedulalhatdby R?-re.
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A burkolo gorbe

Eredmeniinkbencentralisa
® (gorbesergekburkolo gorbeje.

\\

\\\\&\&\\ J)

\
\ /

\

\\\\\\§\\

# l-paraméteregtrbeserg
o Impliciten, analitikusarmparametrizalt
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A burk olo gorbe analitikus leirasa

A burkolo gorbebizornyosertelemberegy szingularitas:

F(x;y;t) = O A analitikusparametrizacio

Fi(x;y:t)= 0: ||A parcidlisderivalt t szerin

® Kiklsz6bohe t-t, gyakranmegkapjuka burkold gorbét:
O(x;y) = 0

® Problémalkazanaltikus agakkal
® Egyszeusegvegettgondoljunkpolinomokravagyalgebrai
flggvéryekre

Vigyazat:fuggvéryekrol beszéliinknemgorbékol: Allitasainkfligghet-
nekaparaméterezésit
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1. Pelda: Korok Burkolo Gorbeje




Erint o egyenesekBurk ol6 Gorbéje

Ha egy elegsimagodrbéttekintiink,az érinto egyeneseiegy
gOrbesergetalkothatnak €smaga a gorbelehetezekburko-
10ja.

ElekesGyuri ésazilleszkedesek—p. 20




A goOrbeseegbetakarhatja a Burk olo Gorbét

amaradebkt pedignem.

kegy részé

Vd

Hibas! A gorbékbefedhetika burkolo gorbéjllet

A geometriaikep: Vanegy 1-parameéteregorbeserglnk,

Ekkor a hatarvonal aburkold gorbe.

amelyikbefedias
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A gOrbeseegbetakarhatja a Burk olo Gorbet II

CsUsztassukly = x3 gra konjatt-vel:

y=(xi )3
Itt y = O aburkold gorbe.
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Analitikus alakban:

A gorbek F(X;y;t) =0 Fi(X;y;t) =0
y=(xij t)3|(xj t)’i y=0 3xj )2+y=0
(xi 1)°+ (=)= 0

(y=3)"+y=0

Az x-tengely:y = 0 aburkolo gorbe...
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Elfajult esetek

Egységkorokharompontonat:
l\

/A"’: K )
réfé%qwnﬁ
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Multiplicitas nelktl szamolunk

Mellekesena piroskor végtelensok 3-szorogpontotad!
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Concurrencyfliggveny: a haromszorospontokat irja le:

Tekintsiinka 3 paramaterezeésisoldjuk meg oket: fejezzik ki a
parametereket.

Fi(x;y;t) =0 t="1%Yy)
Fo0y;u)=0 ,  u="2xYy)
Fs(x;y;v) =0 ,  v="3(x;y)

Tobbryire 2 paramétemeghatarozzx; y)-t ésaza 3. parameétert:
Haromgorbekdzospontjara:

Atuv)=0 e 3 "uxy); " 2xy)ts(xy) " O

Itt ' ;(X;y) lehetsokérteki fliggvéry. Ez soktechnikaibonyodalomra

vezet,deezadologléenyegehezartozik.
Feltesszukhogy?( :;:;:) polinom.
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Altalanos Tétel (isseui jelslések)

Feltetelek: Legyenek 1;i -;i 3 1-paraneteresyorbesergek,implicite
parametrialtakazFq; F»,; F3, fliggweryekkel, melyekanaltikusaka

G; £ T, tartomaryokon ésfolytonosakacl(G; £ T;)-n. Tegyiik fel, hogya
concurreng fuggwerny,@ = 3( tq;t,;t3) 2 dtq;to;t3] polinont

Hat .= ' {(x;y) azF(x;y;t) = 0, egy analtikus aga,i = 1, 2; 3-ra, akkor

(1) A1 y); " 2% y)s s y) =0

(i) i 3-nakvanegy parcalis burkolo gorbéje,E, amelyiknem
parcalis burkolo gorbéje a masik ket gorbesergnek;

(i) En G1\ G\ cl(G3); ésvanegy P 2 E, ésannakegy U
kornyezetemelyekrej 1 ésj » befediU-t.

(ili) E részvei nemrészevalamelyik® 2 i 1[ i2][ i3-nak.
Ti g 2(N) = O(N%);
alkalmas = " (deg(F)) ésn > ng = no(deg(F))-re.
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Konkl{zio:




A geometriaifeltételek

A geometriafeltételaz,hogyazegyik gorbesergnek
vanparcialisburkold gorbeje gsa masikketto ezt
transzerzalisammetszi:a haromerinto killonboo.
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A concurrencyfluggvényszerepe

Tekintsiinkaracsot:(a;b;c) egészkoordinatakkal.

® Asik:x+ y+ z = csokracspontots tartalmazhat.
Transzformaljukaracsot:

® (loga;logb;logc) ahola;b;cegészekxyz = constiff
logx + logy + logz = const sokaltalanositottacspontonmegy at.

® it azdsszgetalogaritmussatranszformaltukdetetsoleges
masfliggveéryt is hasznalhattunkolna.

® Alényeg: A mgyforditasis igaz: egy simafiiggvery, hasok
altalanositottacspontormegy at, nagyonspecialisalaku.
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Elekes-Szabdétel

| azan!!!

Haa[0; 1]-enmegadunk3 n-elenu halmazt,és

tekintjuk ezekszorzatategy n® elenu altalanositott
racsot,

Havanegy szépF (u; v; w) flggveryunk,
amelyikezenn? pontbolsokanmegy at...

akkor

Fuiviw) =" a(u) + 7 2(v) + 7 3(w)
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Elekes-SzabdBlack Box

ROgzitsukd 2 Z* -t. Léteznekegy ™ = " (d) 2 (0;1), k = k(d)
ésng = ng(d), hogy

haV % C® 2-dimenziés d foku algebraifeliilet, ésvégtelensok n-re
letezikTq; Ty; T3 Y2 CUgy, hogy|Tq) = jTo) = |Ta) = nés

iV (TL£ TL£ Ty)j, n? ;

akkorvagyV "hengeres'yagyvanegy P 2 V pontésegy U kOrnyezete
aholafelilletlinearizalhato:atirhatod

X+y+t=20

alakbanemlinearigranszformacioal (1?).

Perszeitt tobbmagyarazakéne ...pl. arejtozkdd csoportokrd




Az egysegkorokesegyenesekmegkllonboztetése

Létezikegy =~ 2 (0;1) abszolukonstansesegy ng melyekre:

Ha(ai; b)), (a2; ), (az; ) haromkulonbdo pontasikbanési 1,i 2,1 3
haromegysegkossera, aholi - 3, aj i-beli kdrok atmennel(a;; b)-n.
Ekkor

s(n) _ O(nzI )

IllZl

n > ng esetén.
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A bizonyitaslényege:

#® Hasok3-szorogmetszéspontan,akkor
alkalmazhatjulaz Elekes-Szabdndretételt:
A parameéteredt a 3-szorognetszéspontokban
kifejezzUkaz egyenletekiol.
Kapunkegy

©(tq;to;t3) = 0

polinomot,amelyiknagyonspecialisalaku:

T y) oA y) P a(xy) =0

ésezasikbizonyospontjaibarellentmondasraezet:
Ezekkdzll ketto analitikus,de a harmadiknakgazi
szingularitasaan.

ElekesGyuri ésazilleszkedesek—p. 32



Tobbertéku flggveények, agak

...Ezbaj!!
...Bajez?

ElekesGyuri ésazilleszkedesek—p. 33



Historical remarks and examples

Earlier resultsfor straight lines

Studyingtheincidencestructuref pointsandstraightlines(more
generally of pointsandcertaincurves)hasbeenoneof thefundamental
tasksof CombinatorialGeometryfor long.

140yearsago Sylvester. famous,OrchardProblem”which, in adual
form, asksfor arrangingn straightlinesin the Euclideanplanesothat
the number of triple points be maximized. Sylvestershovedthatif L
is thefamily of all straightlinesthenT, (n) = n?=6+ O(n).

Lateron Burr, Grunbaum and Sloanslightly improvedhis lower
bound.
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Earlier resultson unit circles

An ,orchard-lik” problemwasposedby Erdos

arrangen unit circlesin the Euclideanplane so that the numberof
triple pointsbe maximized.

Denotingthefamily of all unit circlesby U, anupperfor theabove

problemby Ty(n). Now Ty(n) - n(nj 1)isobvious(since,asbefore,
alreadythe numberof pairwiseintersection®beys this bound).Also, a
lower boundof Ty(n) | cn®? wasprovedby Elekes Thegapbetween

thesetwo estimatess still wide open.
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Egysegkorokésegységtavlsagok

Az egysegkorokspecialisszerepejatszanaka Kombinatorikus
Geometriaban.
Itt azegyik legérdeleseblproblema:

ErdosSejtes. Minden" > O-ravanegy ng, melyre,han > ng,
akkorn pontko6zott azR?-benlegfeljebbn*” egysegtawlsag
lehet.

Az egyseégkorokreronatlkozo bizonyosallitasokezzel
ekvivalensek.
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Gyuri a Rényi Intézetben
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Gyuri ésPanni
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Gyuri azerdonC
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Gyuri ésPanni
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