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19. Fiiggelék: Szamitastechnika és analizis

Simonovits Miklés

19.1. Bevezetés a Fiiggelékhez

A fliggelék célja, hogy ramutassunk arra, hogyan hasznalhaté a szamitégép

(a) az analizisbeli fogalmak szem/éltetésére,

(b) analizisbeli feladatok megolddsidnak megsejtésére.

Az (a)-ban tehat elsdsorban arrdl van sz8, hogy egy definiciéra vagy tételre gyartunk
konnyen illusztracidkat, mig (b)-ben arrdl irunk, hogy ha adott egy feladat, amelynek nem
tudjuk a megoldasat, akkor a megoldds megsejtéséhez kisérleteket végziink.

A gép jol haszndlhaté a szdmelméletben, analizisben, fizikaban: kis munkaval hatékony
programokat irhatunk. Mas teruleteken, pl. kombinatorikaban a programok megirasa tobb
gondot jelent, és kevésbé latvanyos az eredmény.

Itt az analizis illusztralasara szoritkozunk. Ezen beliil els6sorban a

1. hatarérték megsejtetésével,
2. fuggvények dbrazolasaval, elemzésével,
3. polinomapproximaciéval foglalkozunk.

A szamitastechnika oldalardl az aldbbiakat vizsgaljuk meg:

Hogyan és mire haszndlhatunk kész programokat?

Mikor kell komolyabb programcsomagokat hasznalni?

Mire hasznalhatunk magunk altal irt egyszer(i programokat?
Mely fogalmaknal hasznos, ha szamitégépet hasznalunk?
Hogyan csap be a szamitégép, ha nem vigydzunk?

o=

Mindezt els6sorban a matematika oldalarél, masodsorban a szamitastechnikaban a
QBASIC programnyelv és a MAPLE matematikai programcsomag segitségével vizsgaljuk
meg"d.

Nem célunk itt a szamitogépes ismeretek taglaldsa. Amit a szdmitastechnikardl
leirunk, az inkabb csak emlékeztetd. Célunk, hogy megszerettessiik a szamitdgép hasznalatdt,
és megvidlaszoljuk a fenti kérdéssort. Filozéfiank, hogy nagyon kevés szamitastechnikai
ismerettel is nagyon sok dolgot kiszamolhatunk a tudomanyokban. Ugyanilyen szemléleti,
de sokkal részletesebb anyag taldlhaté Fried Katalin és Simonovits Miklés [6] kdnyvében.
Az itteni programok, ezen fejezet egy bOvebb viltozata, és bizonyos kiegészitd tovabbi

anyagok letoltheték Simonovits Miklds honlapjardl, a

www.renyi.hu/~miki/Szamtech2.html (237)

cimrdl.
Feltételezziik, hogy az Olvasé programjaink megszemléléséb6l mindent megért, ami
egy egyszerlibb program megirdsahoz szukséges, vagy ha nem, akkor letolti a sziikséges

73Céljainkra a BASIC teljesen elegendd, de egy kis kitekintést beiktattunk a PASCAL felé is.
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,, dokumentaciét” az INTERNET-rdl, beilitvén kedvenc keresojébe, hogy ,,BASIC program”
wagy ,,PASCAL program”, vagy ,,MAPLE program",,...

Angol vagy magyar?

Szerintem egy matematikus, programozd, vagy természettudomanyt tanuld egyetemistanak
okosabb a programok angol verzidit hasznalnia. Az aldbbi leirdsok is ehhez igazodnak.
De megadjuk az 4ltalunk hasznilt legfontosabb angol szavak egy rovid listdjat.

basic alap(vetd) line vonal save (el)ment
black fekete maple kanadai tolgy screen képernyd
color szin menu menii solve megold
display képernyd next kovetkezd square négyzet

end vége notation  jelolés step 1épés/1épcsd
error hiba option valasztasi lehetdség substitute behelyettesit
evaluate kiértékel plot kirajzol then akkor

exit kiszall, abbahagy print nyomtat tools eszk6zok
free szabad, ingyenes quit kiszall, abbahagy, untitled cimnélkiili
help segitség (sugd) read olvas worksheet munkalap
infinity végtelen restart djraindit write ir

input bemenet return visszatér

limit limesz, hatar run fut

Milyen matematikai programcsomagokat hasznaljunk?

A cimben feltett kérdésre sokféle valasz adhatd, és remélhetéen mindegyik vélasz gyorsan
avul el. Az aldbbiakat érdemes figyelembe venni:

1. Ha egy ilyen programot megtanulunk, utdna bdrmelyik masikat mar sokkal
konnyebben tanuljuk meg. Ilyen értelemben beszélhetiink nemelavuld tudasrdl.
llyen szempontbdl is mindegy, hogy M APLE-t vagy MATHEMATICA-t haszna-
lunk-e. Eléggé elterjedt programcsomag a MATLAB, de az mdsra valé.

2. Majdnem mindig olyan programot érdemes hasznalni, amelyiket a kornyezetink-
ben masok is hasznalnak, és amelyikrol megkérdezhetiink valakit, ha elaka-
dunk. Ez sokkal fontosabb mint gondolnank.

(a) Vannak, akik szakkdnyvek alapjan szeretik elsajititani a komputerprog-
ramok haszndlatdt. llyen emberbdl is kétfajta van: az egyik mindig
csak a sziikséges minimumot olvassa el. Ha elakad, leemel egy konyvet
a polcrdl, kikeresi, amire sziiksége van, majd visszarakja a konyvet a
helyére. A masik ember elobb atolvas egy szakkonyvet, és csak utdna
kezd dolgozni a programmal.

(b) Sokan leiilnek masok mellé, ket megfigyelve elkezdenek egyediil is prébal-
kozni. Ha elakadnak, megkérdeznek valakit, majd folytatjdk a munkdjukat.

7Lasd pl. http://en.wikipedia.org/wiki/MATLAB
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Ahhoz, hogy eldontsiik, melyik programot hasznaljuk, ismerniink kell ma-
gunkat, a kornyezetiinket és az elérhet6 konyveket. Eszerint kell vdlasztanunk.
3. Két altalanos céli matematikai programcsomagot ajanljuk az Olvasé figyelmébe:

(a) MAPLE: A Waterlooi Egyetemen (Kanada) fejlesztették ki1 Mindent
tud, amire egy didknak vagy egy matematikusnak sziiksége lehet.

(b) MATHEMATICA: Stephen Wolfram kifejlesztett programcsomag, kb.
ugyanazt tudja, mint a MAPLE

Miki: Valakinek
ellenoriznie kell majd a
punktuaciomat,
helyesirasomat

A Basic ill. PASCAL beszerzése

LINUX-ban minden ingyen, legélisan megszerezheto, igy konnyen és ingyen feltehetd
a PASCAL és a BASIC is. Itt két PASCAL verziot emlitiink meg, a FREE PASCAL-t
és a GNU PascaL-t. Basic-bél hasznalhatjuk a BASIC 256-ot. De az INTERNET-en *
ezekhez leirést is kell keresniink. 471 Windows-ban a QBASIC ingyen letblthets. A (n
nagy programcsomagok, (pl. a MAPLE) ott vannak az egyetemi laborokban.

Amit itt a PASCAL-r4l irunk az elsédlegesen FREE PASCAL-ban lett tesztelve,
illetve, a Windows-os TURBO PASCAL-ban, a BASIC programok pedig QBASIC-ben.

Miki: rakjam ki a
home-page-emre?

Melyik programnyelvet hasznaljuk?

Majdnem mindegy: haszndljuk azt, amelyik a legszimpatikusabb. A mi feladatainkra
a Basic is teljesen megfelel. Mi ennek egy ,,nyelvjardsat”, a QBASIC-et hasznaljuk:
konnyli megtanulni és konnyl benne rajzolni.

Vilaszthattuk volna a PASCAL programnyelvet is, de — ami a PASCAL-t illeti — a
szamunkra sziikséges nagyon egyszer(i programoknal a QBASIC hasznéilata a legegyszeriibb.
Emellett a programok atirdsa PASCAL-ra majdnem automatikus. A Simonovits Miklds
honlapon taldlunk néhdny, az itt szereplé BASIC programokkal ekvivalens PASCAL prog-
ramot. lde is betettem két PASCAL programot.

Mikor hasznaljunk MAPLE-t, mikor BaAsic-et, mikor PASCAL-t?

Itt nem az a kérdés, hogy a QBASIC jobb-e, vagy a MAPLE, hanem, hogy mikor hasznaljunk
olyan programot, amelyik azonnal megadja a vélaszt, és mikor irjunk valamilyen program-
nyelvben sajat programot. Az, hogy ezt a programot BASIC-ben, PASCAL-ban, MAPLE-
ben, vagy C-ben irjuk meg, masodlagos. Hasznaljuk azt, amelyik szimpatikus szdmunkra,
és amelyik nem vonja el a figyelmunket a jelenségrol. A programfutds gyorsasaga itt
[ényegtelen, a programiras egyszeriisége viszont fontos.

Ha egy fiiggvényt, vagy feliilletet ki szeretnénk rajzolni, a MAPLE ebben kitiing.
Tobbnyire a BASiC-ben [ényegesen tobb id6re lesz sziikségiink egy hasonldéan hasznos

"5Elnevezése is erre utal: MAPLE a kanadai t6lgy-juhar, melynek levele Kanada szimbdluma.
"6Ha egy matematikai fogalmat szeretnénk gyorsan megtaldlni az INTERNET-en, az elsé
helyeken a Wikipedia és a Wolfram World szokott bejonni. . .
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abrdhoz. Gyors, feliiletes vizsgdlatra a MAPLE egyértelmiien jobb, mint a sajat progra-
munk. Pontos és gyors valaszt kapunk a jol feltett kérdéseinkre. Ilyenkor vdlasszuk a
MAPLE-t.

Az analizisben a sajit programjaink rovidek, és gyakran tobb informaciét adnak a
jelenségrol, mint a kész programok.

Mikor hasznaljunk PAscAL-t Basic helyett? Erre bonyolultabb a vadlasz. Ha nem
akarunk rajzolni, de a megirandd program kissé osszetettebb, akkor a PASCAL-lal jobban
jarunk. Ha csak egy egyszer(ibb rajzot akarunk elkésziteni, akkor a vdlasszuk a QBAsIC-
et. Windows-ban, a Turbo Pascal-ban sem nehéz rajzolni. Néhany példat mutatunk erre
a ([237)-en. De ennél mélyebbre itt nem megyiink a kérdés diszkusszigjaban.

A kotelez6 6vatossag

Harom dologra vigyazzunk:

(i) A gép becsaphat. (ii) Adhat olyan vdlaszt, amivel semmit sem tudunk kezdeni.
(iii) Ertelmetleniil elpocsékolhatjuk az idénket, ahelyett, hogy egy kis gondolkoddssal
megoldanank a probléma'nkat

Részletesebben:

(i) Péld4ul, ha egy fliggvényt szeretnénk szdmitégéppel megsejteni (és konkrét értékeit
ki tudjuk szdmolni), ez nehéz akkor, amikor a keresett fiiggvény nagyon kozel van egy
masik, sokkal egyszeriibb fliggvényhez. Ezért szamitégéppel juthatunk helyes és helytelen
eredményre egyarant. Kell ahhoz némi gyakorlat, hogy tudjuk, mikor bizhatunk meg egy
géppel kapott eredményben. A 19.1. dbrdn a sin(nz) és egy 6-odfokd polinomkdzelitése
lathatd, pontosabban 3 gorbe: legalul sin z egy 6-odfoki approximéaciéjd™, Bg(x), felette
sinz és 1.29Bg(x), de sinx es 1.29Bg(x) grafikonjai kdzel vannak egymdshoz. Még az
sem vilagos, hogy melyik grafikon melyik fliggvényhez tartozik. Mégse higgylik, hogy a
sin(mx) az adott intervallumon egy polinom.

o8 (i) Amikor haszndlni kezdjik a gépet, tud-
Zf nunk kell, milyen formaban keressiik a vélaszt.
02 Ha pl. az ikerprimek irdnt érdeklédiink, nem
of e os oe N1 kérdezhetjiik meg, hogy van-e végtelen sok ik-
o ' \ erprim, de konnyen irhatunk olyan programot,
amelyik az 1000000 alattiakat kifrja.

19.1. &bra: sin(wz) és egy

kozelitése

(iii) Ha nem vigyazunk, sok idét toltiink el egy program megirdsaval, és a gép olyan
vdlaszt ad, amivel semmit sem tudunk kezdeni. Pl. kiirja ezeket a primeket. Jobban
jarunk, ha azt iratjuk ki, milyen sirin talal ikerprimeket.

77 Akkor is kit{ing segitség a MAPLE ha eladést tartunk és gorbéket, vagy feliileteket szeret-
nénk kirajzoltatni.

"8Ez nem vonatkozik erre a tanuldsi folyamatra!

"Ez itt éppen a kordbban, aZ14l oldal, ill. a 243)) képlet approximicidja.
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Egy adott feladat megoldasat segitd, sajat magunk altal irt program egyarant lehet
hasznos és kdros. Felhivhatja a figyelmiinket arra, amit egyébként nem vagy csak
nehezebben vennénk észre. Masrészt elterelheti a figyelmiinket valami fontosabbrdl,
leblokkolhatja a gondolatainkat, nagyon sok idonket elviheti. Prébaljunk megmaradni
az arany kozéputon.

A fejezet felépitése. Az elsé részben a QBASIC programok alkalmazasardl irunk,
majd teszink egy rovid kitérét a PASCAL programokra, a masodikban a MAPLE szem-
pontjabdl vizsgdljuk a szdmitastechnika felhasznaldsat. Ennek megfeleléen az alfejezetek
[ényegében a kovetkezbek:

ALTALANOS KERDESEK

Basic

MAPLE

Melyik nyelvet?
Melyik programcsomagot?

Hogyan csap be a szamitégép?

KEDVCSINALO
Hatarértek megsejtése
Konvergenciasebesség

KEDVCSINALO
Hatarérték megsejtése
Konvergenciasebesség

Programatirdas PASCAL-ra

A programstruktira fontossidga

Newton algoritmus +/a-ra
7 Archimedeszi kozelitése
n! Stirling kozelitése
Sorok Gsszege

Integral kozelitése
Fliggényabrazolas
Fliggények vizsgdlata

Fliggvényabrazolas
Fliggvények vizsgdlata

HOGYAN FOLYTASSUK?

HOGYAN FOLYTASSUK?

Polinommal kozelités

Bevalljuk, azért vettiik elére a QBASIC-et, mert a MAPLE olyan impondléan sokat
tud, hogy utdna az olvasé esetleg indokolatlanul nehézkesnek képzelné a QBAsIC-et.

19.2. BaAsic programok: Kezd6 1épések
Ro6vid Gsszefoglalé a BASIC-r6l

Ha elinditjuk a QBASIC programot, akkor megjelenik a QBASIC integrilt kornyezet,
vagyis egy olyan editor, amelyikben programokat irhatunk és azokat kiirhatjuk lemezre,
tovabbfejleszthetjiik, futtathatjuk Kozepes bonyolultsagli programokndl a hibdkat is
konnyen megtaldlhatjuk a QBASIC-ben.

Ez nem egy szamitastechnika-tankonyv. Csak nagyon kevés BASIC kulcsszét haszndlunk,
és a szamitastechnikai csiszoldsokat majdnem teljesen elhagyjuk. Csak annyira irjuk le a
Basic kulcsszavak jelentését, amennyire sziikségiink lesz rajuk.

80Fzzel szemben van olyan programnyelvhasznélat is, ahol egy editorban frjuk a programot
és egy masik helyen , kompildljuk”, majd a ,,kompilalt programot” futtatjuk.
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CLS Clear Screen: letorli a képerny6t.
SCREEN 12 Grafikus képernyé, rajzolashoz, finom felbontds:

640 x 480 tiikrozott koordindta-rendszer.
COLOR(K) Beidllitja a szineket, pl. K = 4 piros, 1 kék.
LINE(x,y)—(u,v) Egyenesszakasszal koti 6ssze a két pontot.
INPUT x Bekéri az x valtozd értékét.
PRINT x Kinyomtatja az x valtozd értékét.

FORi=1TO nn...NEXT i | Végrehajtja az 6sszetartozé FOR és NEXT kozotti
parancsokat a ciklusvaltozé kijelolt értékeire.

IF <felt> THEN <para> Az IF utani feltételt ellendrzi, és teljesiilése esetén
a THEN uténi parancsokat végrehajtja.
REM Feljegyzésekre szolgdl, ami a sorban utdna van,
a program futdsat nem befolyasolja.
END Ledllitja a programot.
a’b Hatvanyozas: a?
SQR(x) Négyzetgydkvonas: VT

19.3. Kedvcsinalé QBaAsic programokhoz
19.3.1. Sorozatok szemléltetése, hatarértéke

Tegyiik fel, hogy lim {/n-re vagyunk kivdncsiak: létezik-e, és ha igen, mennyi? irjunk
ennek vizsgalatdra programot.
Tekintsiik az aldbbi programot:

1. PROGRAM (Sorozat hatarértéke).

PRINT "n = "

INPUT n n bekérése || (i)
a=n (1/n) szamolas || (s)
PRINT a eredmény || (e)

Forma: Az itt szereplé programokat tobbnyire a fenti formdban adjuk meg: a
szedésénél hdrom oszlopot haszndlunk. A baloldaliba tesziik magukat a programsorokat.
Csak ez szamit. A ||-tdl jobbra hivatkozdsokat fogunk irni, kdzépre némi magyardzatot,
amit azutdn kicsit alaposabban is elmagyarazunk.

Keretprogramok: programjainknak gyakran van egy soruk, — itt a (s) — ahova
tetszbleges képletet irhatunk, és akkor a program az ennek megfelelé eredményt adja ki.

Magyarézat: A program a 2. sordban bekéri n értékét. Az 1. sor emlékeztet, hogy
n értékét kéri, a 3-adikban n-edik gyokot von beldle, a 4-edikben kiirja az eredményt. Ha
beadjuk n =1, 2, 3, 4, 5, 6, 100, 1000, 10000-et, rendre a kovetkezbket kapjuk:

o 1 2 3 4 5 6 100 1000 10000
1 1.414 | 1.442 | 1.414 | 1.379 | 1.348 | 1.047 |1.00693|1.00092
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Ebbdl megsejthetjik, hogy a sorozat 1-hez tart.

19.3.2. Egy rekurzié hatarértéke

A rekurzidk a kezd6k szdmara kissé nehezen tekinthetok at. llyenkor egy egyszerii prog-
ramocska valban sokat segithet. Nézziik pl. a oldalon talalhaté £11 Példa (15)

sorozatat:
a; =0, an+1 = V2 +ay.

Konvergens-e? Mihez tart?

2. PROGRAM (Rekurzids hatarérték).

INPUT "Meddig irjam ki? n = "; n

a=0 inicializalas || (i)
FORi=1T0n ciklus eleje || (e)
a = SQR(2 + a) a rekurzié || (r)
PRINT i, a kiiratas

NEXT i ciklus vége || (v)

Itt egy Ujabb szdmitastechnikai fogalmat, a for-next ciklust vezettiik be. Az (e)-(v)

sor-par azt intézi el, hogy a kozottlik lev sorokat a program végrehajtsa i =1,...,n-re.
Ha a programot n = 14-gyel futtatjuk, az aldbbit kapjuk:
1 2 3 4 5 6 7 11 12 | 14

1.41 | 1.85 | 1.96 | 1.990 | 1.997 | 1.9994 | 1.99985 | 1.999999 | 2 | 2

(Helyhiany miatt csak ritkitva és kerekitve irjuk ki az eredményeket.)

Ebbdl azt latjuk, hogy a sorozat valdsziniileg 2-hoz tart, és hogy n = 12 koril a
gép altal hasznalt kerekités mar pontosan 2-t ad. Azt ne higgyiik, hogy onnantdl kezdve
an = 2. Az sem igaz, hogy mindegyik gép vagy program ugyanugy kerekit.

Ha mas rekurzidra akarjuk alkalmazni ezt a programot, akkor két helyen kell véltoztat-
nunk: (r)-ben a rekurzién és (i)-ben az induld értékeken.

19.3.3. Fiiggvények abrazolasa

Hosszabb el6készités helyett a kozepére ugrunk: egy fiiggvényabrazolé programmal az
x sin z-et rajzoljuk ki. A képerny&re irhatunk karaktereket (karakteres képernyd) illetve
kirakhatunk képpontokat egy 640 x 480 pontbdl 4llé téglalapra.
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19.2(a) dbra: Egy bonyolult fv.  19.2(b) dbra: A leforditott koordinatarendszer

3. PrRoGRAM (Fiiggvénydbrazolas).

SCREEN 12 Grafikus képernyo

FOR x = - 300 TO 300 STEP 0.1 ciklus eleje || (e)
y=b%ixSIN(x/10)) A fuggveny kiszamolasa || (f)
PSET (x + 300, 200 - y) A keppont kirajzolasa || (p)
NEXT x ciklus vege || (v)

Magyarazat: A SCREEN 12 grafikus képernyé&re valt: azon tudunk rajzolni. Haszna-
latakor a képernyé egy pontracs, egy fejre allitott koordindta-rendszerrel: a bal felsé sarok
a (0,0), a jobb alsé pedig a (639,479). A PSET (X,Y) a képernyd (X,Y") pontjiba rajzol
egy pontot. Az (f)-beli .5%ixSIN(i/10) mar a skaldzdst is tartalmazza. Az (e) és (v) sorok
adjak meg a ciklust, amelyik a kdzrefogott (f) és (p) sort kb. 6000-szer hajtja végre:
Minden az (e) altal megadott z-re (f) kiszamolja a fuggvényértéket, (p) pedig kiteszi a
megfeleld pontot. Néha az ilyen alkalmazasoknal éppen a helyes skdlazas megtalalasa a
legnehezebb.

1. FELADAT. Abrzizoljuk a fenti program (f) sordnak megvéltoztatdsdval az
(a) f(x) = Vsinzx fiiggvényt,
(b) f(z) = cos /x fliggvényt,
(¢c) f(z) = sinz + sin 2z + sin 3z fliggvényt.

19.4. Mit tud a QBAsIC?
a, = (1 + %)n hatarértéke.

Nem varhatjuk el programjainktél, hogy egy mélyen elméleti tétel bizonyitdsaban segitsenek,
de pl. az 8] [4 Tétel és kdrnyéke kivéldan illusztralhatd ilyen programokkal. Most az
a feladatunk, hogy az ott megadott sorozatokat vizsgdljuk meg programjainkkal. Erre az

*(48)

Miki: Hibas referencia?
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1. programot hasznalhatnank. EI6bb azonban csiszoljuk egy kicsit. Hogyan tehetjik az
1. programot kicsit kényelmesebbé? Példaul gy, hogy ciklusba szervezziik:

4. PROGRAM (Sorozat hatarértéke II.).

REM ciklus (r)
CLS (c)
FOR n = 1 TO 100 (e)
a=(1+ (1/n))"n (A véltoztathaté fv.) || (f)
PRINT a, (p)
NEXT n ()

Magyarazat: A véltozatossig kedvéért itt az (1 + %)n—t irtuk be. Ennek hatdsara a
gép kiirja az els6 100 tagot. Ez itt megengedi, hogy megsejtsiik a hatarértéket, de lassan
konvergald sorozatoknal esetleg teljesen félrevezethet. Az eredmény (kerekl'tve)

(1+l)n _ |1 2 3 4 5 8 100 1000 10000
n 225 | 2.37 | 2.44 | 2.49 | 257 | 2.7048 | 2.71692 | 2.71815

Itt is for-next ciklust hasznalunk A (e)-(v) sor-par azt intézi el, hogy a kdzottiik
lev6 sorokat a program végrehajtsa n = 1,...,100-ra. A 2. sor egy Clear Screen, azaz
képerny6torlés, kellemesebbé teszi a program futtatdsat, de nem funkciondlis. Az 1. sor
egy ,,remark” = ,,megjegyzés’, a program futdsat nem befolydsolja, de segit a program

attekintésében.

Programjaink szerkezete. Programjaink egyszerii szerkezetiiek: 3—5 részbél allnak:
(a) bekérik az adatot, (INPUT)
(b) szdmolnak és/vagy rajzolnak
(c) kiirjak az eredményt. [*2 (OUTPUT)
A program ezen egységeit megel6zhetik emlékeztetdk, ill. a PASCAL programoknal a
fejléc és a valtozo-deklardcick.
A hosszabb vagy sok ember dltal hasznalt programoknal életfontossdgua az attekint-
hetbség: a program, az input és az output dttekinthetSsége.

A PRINT-r8l azt kell tudni, hogy utdna véltozdkat, sz6vegeket (stringeket) és mate-
matikai kifejezéseket irhatunk, ezeket D—vel és D—vel elvdlasztva egymastdl. Ha a sor
végére semmit nem irunk, a PRINT sort emel. A D és D szabdlyozza, hogy egy kiirds
utan a kovetkezé PRINT hova irjon: D utan csak minimalisat megy tovébb, D egy
tabulatornyit ugrik. A részleteket itt atugorjuk. Ha szoveget akarunk kiirni, azt idézdjel
kozé tessziik.

Az |INPUT ”sebesseg”; a‘ a ‘PRINT ”sebesseg”; : INPUT a‘ roviditése.
Mindketté feliratozott INPUT: bekér egy adatot, de el6bb kommentalja.

81y > 100-ra (e) sor &tirandé, és érdemes felcserélni a két utolsé sort. Miért?
82 Az eredmény lehet maga a rajz is.

—[Tst tartok][X]
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2. FELADAT. (a) A[I34 programba irjuk be a kévetkezd sorozatokat:

2
1\" \" 1\"
n n n

és sejtsiik meg hatarértékeiket a géppel. Ez kicsit nehezebb az els6 esetben. Igazoljuk
sejtéstinket gép nélkil (is).
(b) Vizsgéljuk meg a [ fejezet, T Példa képlettel megadott sorozatait!

Az aldbbiakban konvergenciasebességet fogunk becsiilni. Egy a,, — a, sorozat konver-
gencidjanak sebessége lehet gyorsabb vagy lassabb (ami azt jelenti, hogy a h, = a, — a
sorozat gyorsabban vagy lassabban tart 0-hoz). Mi arra vagyunk kivancsiak, hogy a

hy kiilonbség, mondjuk ~-nel becsiilheté-e vagy ﬁ—nel, esetleg csak a sokkal nagyobb

1Oén—nel A konvergenciasebesség becslésére itt azt a mddszert haszndljuk, hogy a

kulonbséget kilonbozo nagysagl sorozatokkal beszorozva megvizsgaljuk, hogy a szorzat
mikor korlatos és mikor nem, mikor tart 0-hoz. Minél jobb becslést szeretnénk talalni.

Az {/n sorozat konvergenciasebességét vizsgdljuk; elsd |épésként a b, = n - h, =
n({/n — 1) sorozatrdl szeretnénk megtudni, tart-e 0-hoz.

5. PRocraM (Konvergenciasebesség).

REM n-edik gyok n, ciklus
CLS
10 INPUT "m = "; n
IF n < .01 THEN END (Megallas feltétele)
a = nx(n (1/n) - 1)
PRINT n,a
GOTO 10 (Visszatérés 10-re)

Magyarézat: Ez a program tipikusan olyan, amilyet az ember csak sajat magdnak
készit, hogy valamit gyorsan kiszamitson. Nem érdemes tﬂlcicoma’zni Arra vald, hogy
egymds utdn az adott sorozat akarhany tagjat kiszdmitsuk. A szdmolas elvégeztével
a program visszaugrik a 10-es ,,cimkére”: végtelen ciklusban dolgozik. reI
ugorhatunk ki beldle, mert az az n-et O-ra allitja. A program ledllitdsa egy
tetszbleges n < 0-val torténik, de a program pozitiv valds szamokra is mitkodik. Vigyazat,
ha ledllito feltételnek n < O-t irtunk volna, akkor nem tudnank, hogyan viselkedik a prog-
ram n = 107190 koriil: ledll-e vagy sem.

Ha egy BASIC programot hamarabb akarunk ledllitani, mint ahogyan magatdl leallna,
hasznaljuk a CTRL + BreAK-et®].

Mit kapunk ezzel a programmal? (Helyhidny miatt csak ritkitva és kerekitve irjuk ki
az eredményeket.)

83Vigydzat, mi a logz-et a természetes alapi logaritmusra hasznédljuk, de néha
rékényszeriiliink az Inz (=In(x)) hasznalatdra is, pl. a MAPLE-ben.

84Ttt mar az els6 két sor is cicomazasnak szamithat, elhagyhatd.

85Fz persze nem miikodik, ha a gépiink gy van bedllitva, hogy ne miikodjék.



(F7) — 19.4. Mit tud a QBasic?  HO0ZISE30 April 12, 2012 411

(/- 1); n= 2 3 4 6 100 | 1000 | 10* | 10°
"|n-h,=1{083]133]166 | 2.09 | 471 | 6.93 | 9.21 | 13.8

Ebb&l megsejthetjiik, hogy az /m — 1-ben a hiba nagyobb nagysigrend{i, mint
1/n. Kiprébalhatjuk, hogy kisebb, mint 1/y/n. Ha viszont l(’% hibaval, azaz h, =
oen (/1 — 1)-nel prébdlkozunk, a kovetkezét kapjuk:

n_ (o —1): n=41|5 6 100 1000 10° 10°
logn "] 1.195 | 1.18 | 1.17 | 1.023 | 1.0035 | 1.000058 | 1.000007

Ebbdl azt sejtjik, hogy ¢/n —1 ~ l(’%. (Ez a példa annyibdl csak ,,iskolapélda”,
hogy nem til nehezen be is bizonyithatjuk ezt a sejtésiinket. Lasd 10.32.(e) feladat.)

3. FELADAT. Szeretnénk vizsgalni az a, = (1 + %)n sorozat konvergencia-
sebességét. Mddositsuk az el6z6 programok valamelyikét ugy, hogy segitsen ezt meg-

sejteni.

4. FELADAT. Nézziik meg programmal, mi a hatirértéke és a konvergencia-

sebessége az a, = C/ﬁ—nek, illetve az a,, = vn + 1 — v/n — 1-nek.

5. FELADAT. Alakitsuk 4t a fenti programot tgy, hogy € legyen az INPUTja,
és ehhez keressen kiiszobindexet. (Vigyédzat, ez csak heurisztikus szinten valdsithaté
meg. Ha a hatarértéket is tudjuk, és bekérhetjiik, és a sorozat monoton, arra persze

irhaté ilyen program.)

Megjegyzés 19.1 (Nehéz-e egy programot megirni?) Ezen rész elején azt mutattuk
meg, hogy 6-soros programokkal mar nagyon bonyolult analizisbeli kérdésekhez is kapha-
tunk segitséget. Egy adott programhossziisag felett azonban mdr a program atlathatatlanna
vdlhat. A oldalon a[I948 program mdr jéval hosszabb, de még dttekinthetd, és a

bonyolultsagat nem a hossza, hanem az egymdsbaagyazott ciklus adja.

19.4.1. Sordsszegzéssel kapcsolatos programok

Reciproknégyzetosszeg. Nagyon fontos és nem trividlis matematikai tétel, hogy
2 . . 7,
iy — %, han — co. Ez mar szerepelt a Példaban, illetve bebizonyitottuk a

@.436l feladatban. 91 Most ezt , vizsgéljuk meg” szamitégéppel.

6. PROGRAM (Reciprok-négyzetisszeg).

PRINT "Reciproknegyzetosszeg"

INPUT "n = "; n (1)
FORi=1T0n

s =8+ (/)72 (s)
NEXT i

PRINT s ®
PRINT SQR(6%s); (@

*(49)

Miki: Kis F?
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Magyarazat: Mivel sem az elsé sor, sem az utolsé nem sziikséges igazan a program-
hoz, a limesz (sordsszeg) keresésére tulajdonképpen egy 5-soros programot hasznélunk.
A BASIC futtataskor lenulldzza a valtozékat. Ha nem tenné, akkor a ciklus elé be kellene
irnunk, hogy s = 0. (i) bekéri, hogy meddig adjuk Ossze, (s) a ciklusban az Gsszeget
képzi, az s valtozéba rakva be a mindenkori Gsszegértéket. A (p) sor kiirja az dsszeget,
amirél érezhetd, hogy konvergél, a (q) sorban kiirjuk v/6s-t, arrél sejthetd, hogy m-hez
tart. Ebbé| érezhets, hogy s — = Fq

6. FELADAT. ANy % — logn sorozat konvergens: az Euler-konstanshoz tart

(lasd a @3HTT feladatot). frjunk programot ennek illusztrélasara: frjuk kicsit at a
fenti programot. 0

A gorbe alatti teriilet. A6l és a 218 oldalakon a parabola alatti teriiletrészt

szamitottuk ki. A kovetkez6 program ezt illusztrélja.
[51]

7. PROGRAM (A parabola alatti teriilet).

*(50)

Miki: Hogyan
szamozzam a
feladatokat?

*(51)

Miki: Program

formatum?

REM teruletszamitas

(i) INPUT " a="; a : INPUT " b="; b : INPUT " n = "; n

(e) || PRINT "a vizsgalt intervallum : ["; a; ","; b; "]"

(h) ||lep= (b -a)/n:s=0
PRINT "felosztasszam = "; n, "lepeshossz = ", lep

(¢) ||FOR1i=1T0n (i-ciklus eleje)
x = a + ixlep

() || y = xxx
s=s+y

(v) || NEXT i (i-ciklus vége)
PRINT "A terulet kozelito erteke: ", s*x(b - a)/n

Magyarazat: (i)-ben bekérjiik az intervallum végpontjait, tovabb4, hogy hany feloszté

pontot haszndlunk. (e) pusztdn ellen8rzésképpen kiirja ezeket. (h) kiszdmitja a felosztdssal
kapott kis intervallumok hosszdt. A (c)—(v) ciklus végzi az igazi munkat, az s-ben
osszeadogatja a kis téglalapok terileteit: pontosabban a magassagukat, amelyet az utolsé
sorban megszoroz a téglalapok kozos oldalhosszéval, ,,lep” -pel.

Ez a program is keretprogram: akarmilyen fuggvényre alkalmazhatd. A programban
csak egyetlen sor tiikrozi, hogy az y = x? fiiggvénnyel van dolgunk, az (f) sor. Ha ezt a
sort més fliggvényre cseréljiik, annak a grafikonja alatti (el&jeles) teriiletet kapjuk meg.

Erdemes megjegyezni, hogy az Un. trapézosszegek lényegében ugyanennyi munkdval

sokkal jobban kozelitenek. Ebben a kis gorbeszakaszok alatti teriiletet trapézokkal kozelitjuk.

Matematikailag ez csak annyi véltozast okoz, hogy az elsé és utolsé pontokban f(z)-et
csak 3 sillyal szamitjuk be.

86Nem gondoljuk, hogy ez ki is taldlhatd; egy bizonyitasvizlatot adunk erre a [BlB6] feladat-

ban.
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7. FELADAT. Moddositsuk a fenti programot gy, hogy trapéz dsszeget szamitson.

Prébaljuk ki az 22, ill. a sinx fiiggvényeken, ez mennyivel jobb a téglanydsszegnél. *
[52] (52)
Miki: Helyesira?s

19.4.2. Rekurzidk: A Newton-algoritmus

A kévetkezé program az a1 = 3 (an + %) rekurziéval definidlt sorozat hatdrértékét
vizsgélja. Ez az Gn. Newton-féle gyokkeresd algoritmus legegyszeriibb esete, a négyzetgyok-
vondsra alkalmazva. (Lasd az[5.JI28 feladatot.) A kozelités szemléletes magyardzata az,
hogy ha egy adott a-hoz b = a,, jSl kdzeliti \/a-t feliilrdl, akkor a/b is j6l fogja kozeliteni,
de alulrdl, a szdmtani kdzepiik pedig még sokkal kdzelebb lesz v/a-hoz. Sét, mivel b—+/a
és \/a — ¢ kozel egyenlSek, a szamtani kozép sokkal-sokkal jobban kézeliti \/a-t.

8. PROGRAM (Newton-gydkvonas).

REM newton

DEFDBL A-B Dupla pontossag || (d)
INPUT "a = "; a

INPUT "Hany iteraciot: "; n

b=1

FOR i =1T0 n

b = (b+(a/b))/2 (a rekurzid) || (x)
PRINT i, b

NEXT i

Magyarazat: A rekurzié (r)-be van beirva. A (d) sor dupla pontossigliva teszi
a-t és b-t. Enélkul nem igazan figyelhetnénk meg a konvergencia hibajat, mert néhany
[épés utan eltlinne a kerekitésben. Ez kiderul, ha a programot alkalmazzuk valamilyen
négyzetszamra, mondjuk 4-re, a (d)-beli DEFDBL elhagyasaval.

Mit figyelhetiink meg? Ha pl. a programot 10000-re alkalmazzuk, akkor eleinte a hiba
felezédik, majd amikor a hiba mar pl. 1/2 ald megy, akkor lényegében minden hiba az
el6z6 hiba négyzetével becsiilheto:

Ha a > 1 és a, = /a+ hy,, akkor

a

i) (s )
)-va

a—hi hi

N 1 A2 h?
Va+h,  a+hy '

T3 ath, D2

1
—§<\/E+hn+

Természetesen ez pl. h,, = 2 esetében nem sokat ér, de ha egyszer h,, < 1, onnan az a,
sorozat gyorsan konvergél \/a-hoz.
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19.4.3. Rekurzié 7 kozelitésére

A 7, kiszdmolasa" izgalmas kérdés: A matematika egyik legfontosabb konstansardl van
sz6. A 7 a matematikusok szdmara nem csak az egységkor félkerlilete: egy fontos konstans
a analizisben, szamelméletben, valdszinliségszamitasban, komplex fiiggvénytanban, stb.
Mint lattuk, a 7 a Stirling-formuldban is felbukkan. (L. (I9) képlet, B3l oldal.)

Az aldbbi elemi geometriai feladat megolddsara van sziikségiink.

8. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy ha a, az egységkorbe irhaté szabalyos n-szog
oldalhossza, és m,, = a2 /4, akkor

Mapn = %(1 —V1—my). (238)

Induljunk ki az egységkdrbe irt szabdlyos 6-sz6gbdl. Erre mg = 1/4. (238) alapjin
M12, Mag, Mg, Mog, - .. rekurzive kénnyen szamolhatd, és m = (1/2) - limn - a,,. Ezen
alapul az alabbi, ,,Archimedesz-i" program:

9. PROGRAM (Szabdlyos sokszdgek a korben).

REM pi kozelitese

(d) DEFDBL S, M (Dupla pontosség)
INPUT "Hany duplazas "; z

(i) n=6:m= .25
FOR i =1 T0 z

(r) m= (1 - SQRR(1 - m))/2 (a rekurzid)
(k) n = 2xn
() s = nxSQR(m) (A kozelitd keriilet)
PRINT i, s
NEXT i

Magyarazat: (d) azt kéri, hogy a keriiletet dupla pontossidggal szdmolja a gép:
DBL a double = dupla roviditése. Az (i) sor bedllitja a rekurzié kezdbértékét: szabalyos
hatszogre az oldalhossz 1, igy mg = %. (r)-ben szamitjuk ki a 2n oldalszdmd szabalyos
sokszog oldalhosszdnak megfeleld maoy-et, (k)-ban kétszerezziik az oldalszdmot, (u)-ban

szamoljuk az Uj sokszog keriiletét.

6-210 3141503 || 6-227 3.140275 || 6-2°%  3.000000
6-220 3141593 || 6229 3.137475 | 6-232 0
6223 3.141587 | 6-23° 3.181981 || Baj van!

A program z = 20-szal j6 eredményt ad, z = 30-cal tdlmegy a 3.18-on, ami csak
rossz lehet. z = 40-re O-t: teljesen rossz eredményt ad! Mar a 20. és 23. |épés kozott
is rossz, hiszen az eredményeknek monoton ndvekedniiik kellene. (Ha korabbi BAsic-et
hasznélunk, hamarabb jutunk rossz eredményre.)

A baj abbdl szdrmazik, hogy a keriiletet, mint az oldalszamszor oldalhosszat, oo - 0
tipust hatdrértékként kozelitjiik. Ez konnyen kijavithatd, ha felhasznaljuk, hogy

m
l-Vicm=—"m 239
T iom (239)
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és az itteni jobboldalt irjuk be a program (r) sordba. A részleteket dtugorjuk, a gydktelenités
éppen a numerikusan instabil kis kiilonbségektdl valé megszabadulast jelenti.

19.4.4. Stirling-formula

A Stirling-formularél volt mar szé (al83] ill. @18l oldalon). Vannak pontosabb és durvébb
formai. Mi szamitégéppel alI3.14] tételben kimondott formdjat illusztraljuk, amely szerint

n n
n! ~\2mn (g) . (240)

10. PROGRAM (Stirling Formula).
REM === Stirling Formula ===
DEFDBL K, P (d)
CLS : INPUT "n = "; n
REM === A pontos ertek ===
pontos = 1 (p)
FOR i = 1 TO n : pontos=pontosxi : NEXT i (Ez szamolja a n!-t)
REM === A kozelites ===
e = 2.71828182845# (e)
kozel = (n/e) " n
kozel = kozel*SQR(2xnx3.141592653#) (n!-kozelitése)
PRINT n; " | "; pontos; " | "; kozel,
PRINT " arany: "; pontos/kozel

Magyarazat: Itt olyan nagy szamokkal is dolgozunk néha, hogy nagyon dvatosnak
kell lenniink. Az egyik évatossagi lépésiink, hogy (d)-ben dupla pontossagot allitunk be.
A (p) és az utdna kovetkezé ciklus kiszdmolja n! pontos értékét. Utdna ([240) alapjin
kiszamoljuk a kozelité értéket, majd kinyomtatjuk a két értéket és a hanyadosukat. A
3.14... és a 2.71... utdni # jelet a gép tette oda, jelezve, hogy e két szdmot dupla
pontossaglnak veszi.

Prébaljuk ki a fenti programot. Ha «a(n)-nel jeloljik a hanyadost, a(5) = 1.016,
a(7) = 1.0119,..., «(20) = 1.00417,.... A Stirling-formula tehdt mar kis értékekre is
jOl kozelit, és késdbb tovabb javul. (Vigydzat, ez nem bizonyités!)

9. FELADAT. A Stirling formula legkdzvetlenebb szokdsos finomitéasa

1 n\"m"
la (14— (—) 2,
" < +12n) e m

Probaljuk ki ezt a formulét is, a[[9.4.4 Program kis megvéltoztatéséwal

87Itt ~-ot nem definigltuk. Mégis, fogalmazzuk meg, mit tapasztalunk.
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19.4.5. Figgvények abrazolasa II.

Az analizisben segitségiinkre lehet egy j6 dbra egy fogalom megértésében vagy bizonyos
esetekben az igazsag megsejtésében. Ehhez gyakran segit a megfeleld program.

Trigonometrikus polinomok. A matematikdban nagyon fontosak és érdekesek
N

a trigonometrikus polinomok. Ezek a > (a, sinnz + b, cosnz) alaki fliggvények. Az

aldbbiakban néhdny ilyet mutatunk be.
2 8 1 —1\86—42 214 81\0
X
—0\5
—1.

sinx + %sian—i—
%sin 3z
19.3(a) 4bra 19.3(b) 4bra 19.3(c) 4bra
A 3(a) abrdn az f(z) = sinz + sin 2z, a 3(b)-n az f(z) = sinz + 3 sin 2z, a 3(c)-n
pedig az f(z) = sinx + %sin 2z + %sin 3z lathaté. Kérdezhetd, hogy az

fn(x) = Z
k=1

fliggvények sorozata konvergdl-e valamilyen értelemben egy fiiggvényhez. (Ebben a fe-
jezetben a pontonkénti konvergenciara szoritkozunk. Akkor mondjuk, hogy az f,
fliggvények sorozata az A halmazon az f fliggvényhez konvergdl, ha f,(x) — f(x) min-
den x € A-ra, amibe az is beleértendd, hogy minden x € A-ra f(z) véges és n > ng(x)-re
fn értelmezve van.)

. . . 1 .-
sinx + sin 2x sinz + 5 sin 2z

sin kz (241)

e

10. FELADAT.  Prébdljuk megsejteni, hogy mi a hatdrértéke a ([241)) fliggvényso-
rozatnak. (Kifejezhet§ a ,,tortrész” fiiggvénnyel!)

M3s szbval az a kérdés, hogy mi mondhaté a ([241])-ben megadott fliggvénysorozatrdl?
Az aldbbiakban tehdt egy olyan programot irunk, amelyik a (241])-ben megadott f,, (z)-et
rajzolja ki a képernyore: célja, hogy kisérletezziink, szemlélgessiik a kozelités sebességét.
A program meglehetGsen ,,fapados”, a kényelmesebbé tételére szolgalnak az utdana kovetkezo

feladatok.
[53] (53)
Miki: Be nem valtott
igeret
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(54]

11. ProGrAM (Fiirészfog).
SCREEN 12
INPUT " n= "; n : INPUT " magassag= "; magas : INPUT " b= "; b
CLS (Letorli a képernyét)
FOR i = 0 TO 639 (i-Ciklus kezdete)
yregi =y
x = ixb/639 : y = 0
FORm =1 TO0n : y =y + magas*SIN(m*x)/m : NEXT m
PSET (i, 240) : PSET (i, y + 240)
IF i > 0 THEN LINE(i - 1, yregi + 240) -(i,y + 240)
NEXT i (i-ciklus vége)
PRINT "n = "; n, "magas = "; magas, "o = "; b,
REM Jo adatok: 5, 20, 30, vagy 50, 80, 50,

Magyarazat: Az (i) sorban a program hdrom paraméterét kérjikk be. Szabad egy
sorba tobb utasitést irni, de E—tal kell azokat elvalasztani. Itt éppen azt kértik be, hogy
hany tagl legyen a szinuszpolinom, hogyan skaldzzuk y irdnyban a gorbét (avégett, hogy
ne legyen tdl lapos, de ki se fusson a képernyérél), és hogy milyen [0, b] intervallumon
dolgozzunk.

Itt hdrom grafikus utasitast haszndlunk: a grafikus képerny&re valtast (s)-ben, a pont-
kirakast a (p)-ben, a simabb gdrbe érdekében viszont yregi-be mentjiik el y értékét, majd
(v)-ben az dj (i,y) pontot dsszekotjiik a régivel: a LINE(i,y)—(i — 1,yregi) a két pont
kozé hiz egy egyenes szakaszt.

(F) szdmolja ki a trigonometrikus polinomot. A (c) sor letdrli a képerny&t. (Elhagy-
hat4?) Ha egy sorban IF-THEN-t hasznalunk, akkor az IF feltétel teljesiilése esetén (I. a
(v) sor) az adott sorban minden utdna kovetkezd utasitast végrehajt. (p) els fele kiraj-
zolja az x tengely i-edik pontjat, a masodik fele pedig a felette levé pontot. A 4240 a
gorbét fuggolegesen kozépre tolja.

Ha a (v) sort elhagyjuk, a program ugyanigy fog miikodni, az el6z6 sor masodik
fele kirakja a pontokat. Amit kapunk, az néha kicsit szaggatott lesz. Ez a sor egyenes
szakaszokkal koti 0ssze a konzekutiv pontokat, igy a kapott kép — ardnylag kevesebb pont
esetén — sokkal szebb lesz. Viszont ¢ = 0-ra ez nem alkalmazhatd: nincs megel6z6 pont.

Az utolsé el6tti sor felesleges: el6fordulhat, hogy lefuttatjuk a programot, megtetszik a
kapott kép, de hirtelen nem emléksziink, mik voltak az input adatok. Ez a sor kiirja azokat.
Az utolsé sor feljegyzés magunk szamdra, hogy milyen valtozékkal sikeriilt kellemes képet
kapnunk.

A kapott fliggvények pontonként a {x} (tortrész) fiiggvény egy linedris transzformaltjdhoz

tartanak. (Melyikhez?)

Az aldbbi feladatokban implicite feltessziik, hogy a fiiggvényeink nem tal vadak: is-
merve azon 200-2000 pontban az értékeiket, ahol megvizsgaljuk Oket, a koztes interval-
lumokban j6 kozelitéssel linedrisoknak képzelhetjiik 6ket.

11. FELADAT. VAltoztassuk meg a[[9.4.5] programot ugy, hogy

*(54)

Miki: Kati, ez meg
rendbehozando

(s)

(1)

(c)

(F)
(P
()
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(a) el6bb kiszdmolja a fliggvény maximumadt és minimumat,
majd — egy masodik menetben, a maximum és minimum
ismeretében — automatikusan olyan skaldzast hasznéljon,
amelyikben a fliggvény gorbéje elfér a képernyoén, de egyben
azt kellemesen ki is tolti.

(b) Mindig tegye el az utolsé el6tti és az azelStti
fiiggvényértékeket, és ha az utolso elétti nagyobb az elotte
és utana kovetkezonél, akkor ott hizzon egy fliiggéleges von-
19.4. 4bra: alat (jelezve, hogy ott valésziniileg maximumhely van).

12. FELADAT. (Fiiggvényabrazolds diszkussziéval) Véltoztassuk meg az el6z8
programot ugy, hogy

(c) ahol a fiiggvény monoton novekszik, ott pirossal rajzolja ki a fiiggvény pontjait,
(color(4)), ahol a fiiggvény monoton csokken, ott kékkel (color(1)).

(d) a (c) helyett jelezziik ki a konvex és konkdv szakaszokat. (A konvexekre h
1épéskoz esetén f(x) — f(x — h) > f(x — h) — f(z — 2h) jellemz6.

—[Tot tartok | 5]

19.4.6. Gorbeseregek abrazolasa

13. FELADAT. Az e® fliggényt az tiinteti ki az a® alaku fliggvények kozott, hogy a
0-ban 1 a meredeksége, f/(0) = 1. Ennek vizsgdlatdra irjunk egy programot, amelyik
f(z,a) alaki, a-val paraméterezett gorbeseregeket rajzol ki. (Itt f(x,a) = a®.)
‘ (55)

Megoldis: %9
Miki: Kati: itt a
betutipustol fiigg a

12. PROGRAM (Gorbeseregek). minusz”: - vagy —
29 .
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(1) SCREEN 12

(2) ax =100 : ay = 100 : lep = .05 : e = 2.718281828#

(3 x=0:FORy=-1TO 2 STEP .03 : GOSUB rajzol : NEXT y

(4) y=0:FOR x =-2TO0 4 STEP .03 : GOSUB rajzol : NEXT x

(5) LINE (200 - 200, 200 + 200)-(200 + 200, 200 - 200)

(6) FOR a =e - 2 TO 4 STEP .25

(7) FOR x = -2 TO 4 STEP lep

(8) 1IF ABS(a - e) < .1 THEN szin = 4 ELSE szin = 3

(9) yregi =y : xregi = x - lep :

(10) y =a"x :

(11) GOSUB rajzol

(12)  NEXT x

(13) INPUT w

(14) NEXT a

(15) END

(16) rajzol: (A rajzold szubrutin belépési pontja)
(17) IF x < - 1.9 THEN RETURN

(18) LINE (200+axxxregi, 300-ay*yregi)-(200+ax+x, 300-ay+*y), szin

(19) RETURN (A szubrutin visszatérési pontja)

Magyarazat: Ebben a programban a kirajzolast egy ,,rajzol” nevii szubrutinnal
oldottuk meg. Harom kiilénb6z6 helyrél is meghivjuk: a (3), (4) és a (11) program-
sorokbdl. A szubrutin a LINE paranccsal egy kis vonalkat huz az el6z6 pont és az 1j
pont kozott. Ha csak egy pontot tennénk ki, a kapott gorbe szaggatottabb lenne. A
RETURN hataséra a program mindig az “idekiildé” gosub utani parancsra tér vissza.

Rajzolaskor gondot szokott okozni, hogy az abrak kifutnak a képernyorél vagy
pedig nagyon kicsire (a fiiggvények nagyon laposra) sikeriilnek. Ezzel tobbnyire el kell
jatszanunk. A szubrutinos forménak itt els6sorban az az elénye, hogy a beskalazas
igy k'dnnyebb

Az (1)-ben tériink 4t a grafikus képernyére. A SCREEN 12-es képernyémaod biz-
tositja, hogy szinesen rajzolhassunk. (2)-ben allitjuk be a paramétereket: ,,ax”, , ay”
az x, illetve y irdnyu nagyitas, ,,lep” a 1épéskoz, e a természetes logaritmus alapja.
,»5zin” adja a szint. Itt csak annyi kell nekiink, hogy amikor az a®-ben az a e-hez
kozel jut, akkor mas szinnel rajzoljunk ki.

(3) és (4) a koordinatatengelyeket rajzolja ki. Mit csindl (5)? %]

A program lelke a (9)—(11) rész: ha més fiiggvényre vagyunk kivdncsiak, csak a
(10)-et kell megvéltoztatnunk és a skdldzdst. (9)-ben ,,adatot mentiink”: eltessziik az
el6zé értéket, hogy (18)-ban haszndlhassuk.

Két egymasba dgyazott ciklust hasznalunk. A gdrbesereg paraméterét, a-t a (6)
és a (14) sor szervezi ciklusba. A (13) sor minden gorbe kirajzoldsa utdn megéllitja
a programot azzal, hogy bekéri w értékét. (Erre az értékre persze nincs szitkséglink:
(13)-at csak megéllitdsra haszndljuk.) Elég csak az ENTER-t lenyomnunk.

88 Nagyobb programoknal elengedhetetlen a programok kisebb egységekre, mondjuk,
szubrutinokra bontdsa. De itt mi nem foglalkozunk nagyobb programokkal.

*(56)

Miki: Ezt leellenorizni?



(F7) — 19.5. Rovid kirdndulds a PASCAL-ba. H00EIRE30 April 12, 2012 420

A (15)-beli END azért kell, hogy a szubrutinba csak a GOSUB-on keresztiil
érkezhessiink be. Enélkiil az utolsé6 a utdn is bemegy a szubrutinba, majd hibat
jelez.

(8) intézi el, hogy e* mas szinnel jelenjen meg, mint a tobbi hatvanygorbe.

19.5. Rovid kirandulas a PAscAL-ba.
Nehéz-e a PASCAL?

Nem, a PASCAL egyaltalan nem nehéz. Itt nem fogjuk nagyon elmagyarazni, csak
megadunk néhdny programot BASIC-ben és Pascalban is, egyarant. A Pascal {6 elénye
az, hogy sokkal fegyelmezettebb nyelv, mint a BASIC, de szamunkra ez az elénye nem
lesz érzékelhets. Els6sorban akkor ajanljuk, ha a géplinkon PASCAL van telepitve,
vagy ha PASCAL-t tudunk konnyen telepiteni.

Megjegyzések a PAscAL-hoz

Itt abbdl indulunk ki, hogy valaki mér ismeri a BASIC-et, de szeretne attérni PASCAL-
ra. Ilyenkor az alabbi programokat megszemlélve az attérés nagyon konnyt. Néhany
kiilénbséget azonban megfogalmazunk az aldbbiakban.

Tekintsiik a kovetkez6 PASCAL programot, amelyik egy derékszogli haromszog
atfogojat szamolja ki.

13. PrRoGrAM (Pithagoras, PASCAL).

program Pithagoras; fejléc
var a,b,c:real; valtozdk deklaracidja
begin
readln(a); 1. befogd beolvasisa
readln(b); 2. Dbefogé beolvasasa
c:=sqrt (a*a+b*b) ; dtfogo kiszamolasa
writeln(c:3:5); Az eredmeny kiiratasa 5 tizedesre
end.

1. A PAscAL program egy fejléccel kezdédik, ahol megmondjuk a program
nevét, majd a programban szerepl6 véltozokat, és azok tipusait. Fentebb
erre szolgdl a els6 két sor.

2. Maga a program, (tehét a fejléc és a véltozdk ,,deklardcidja” utdni rész)
egy “begin” es egy “end.” kozott van.

3. A Basic INPUT-ja helyett itt readln-t hasznalunk, ahol az “In” arra valo,
hogy a beolvasott adatot Enterrel kelljen befejezniink. Ha pl. csak egy
“ch” karaktert szeretnénk beolvasni, akkor nem volna sziikségiink az adat
végének jelzésére, igy

ch := readkey; vagy read(ch);
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utasitasokat hasznélnzink
4. Ha egy szamot kifratunk, megadhatjuk, hany jegye legyen a tizedespont
elott és utan: a fentiekben a writeln(c:3:5); azt jelenti, hogy az egész részt
3 jegyre, a tizedespont utani részt 5 tizedesjegyig irjuk ki.
5. A BAsIC és PASCAL programjaink kozti egyik kiilonbség, hogy a BA-
SIC nem igényel fejlécet, valtozd-deklardlast, ill. az aktualis programrész
elejének és végének kiilon kijelzését.
—[Tot tartoR][¥]
Egyelére ennyi elegend? lesz, sok “informécié” talalhaté a PASCAL-rél az INTER-
NET-en, és a honlapomon (237).

19.5.1. A fenti program PascaL atirasa

14. ProGrRAM (Konvergencia sebesség, PASCAL verzid).

cimke A programsor a magyarazata
program konvergseb; fejléc
var n:integer valtozok deklaralasa
a:real;
begin
clrscr; képernyd torlése
write('n="); realn(n); Input beolvasédsa
a:=n*(n"(1/n)-1); (777)
writeln(n:4,a:4:6); 6 tizedesre valé kifras
end.

Ebben a programban a (777)-vel megjelolt sor ROSSZ: az odairt képletet atvettiik
a BAsic-bSl. Valdjdban a problémdt az In(x) és az exp(x) = e* segitségével kell
megoldanuk. Hogyan?

19.6. MAPLE: Elsé 1épések

Hogyan ismeriink meg egy ilyen o6riasi programot? Legegyszeriibb megkérni valakit,
aki ért hozza, hogy mutasson meg nekiink bizonyos egyszeriibb dolgokat, mindenekelott
azt, hogy (A) hogyan lehet elinditani a programot, (B) kiszallni a programbdl, és (C)
hogyan lehet elmenteni, amin dolgoztunk, (D) hogyan hasznélatjuk a HELP-et. A
MAPLE esetében ezek egyszertiek.

19.6.1. A HELP

Bérmilyen, kicsit is bonyolultabb programot hasznalunk, nagyon fontos a HELP (ma-
gyarul SUGO) hasznélatdnak elsajdtitdsa. Erre f6leg akkor van sziikségiink, ha nincs

89 A readkey hasznslatdhoz a 2. sorban még be kell hivnunk egy szubrutin kényvtarat, a
“uses crt; “ sorral.

90Ttt az egészekre vonatkozé allitas csak annyit jelent, hogy ha a szamok 1000 alatt vannak,
akkor a tizedes pontok egymas ald keriilnek.
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a programhoz megfeleld leirdsunk. Ezért érdemes a program hasznélata el6tt a HELP-
jével is megismerkedniink. A MAPLE HELP-je nagyon j6. Van egy ,,New User’s Tour”
(azaz, séta (a MAPLE bemutatdsa) tijjoncoknak), illetve Topic Search (téma
szerinti keresés). A HELP mintapéldékat is tartalmaz. [°°]

Persze ezek hasznalatdhoz kell egy kicsi angol tudas, és ha pl. parcidlis tortekre
szeretnénk bontani, akkor a parcfrac kulcsszo6 segit, ha Lagrange-interpoléciét ker-
essiik, akkor nem a Lagrange-nal, hanem az Interpolation-nél talaljuk: kell egy kis
talalékonysag is.

Input-Output formatum

A gépbe valahogyan be kell vinniink a feladatot, hogy azt megoldhassuk. A MAPLE
djabb verzidiban ezt tobb moédon is megtehetjiik, és az csak bedllitas kérdése, hogy
melyik médot hasznaljuk. A HELP-ben erre elegendd informéciét kapunk. Mi a
korabbi, kevésbé szép, de egyszeriibb mddszert vélasztjuk: a MENU-ben odamegytink
a TooLs — OPTIONS — DISPLAY pontokhoz, és bedllitjuk, hogy ,,Input: Maple No-
tation”, és ,,Output: 2-D Math Notation”. Itt allithatjuk be a kiiratott tizedesjegyek
szamat is,. ..

Ha a munkankat el szeretnénk menteni, azt tobb forméban is megtehetjiikk. Amikor
a File legordiilé meniijében a New-ra kattintunk, akkor megkérdezi a MAPLE, hogy
”Worksheet” vagy ”Document” moédot akarunk-e. Mi azt javasoljuk, a ,,worksheet”
bedllitast valasszuk. Az elegdnsabb bedllitast ugyancsak megkapjuk a Help-bol.

Ugyanennek részletesebb lefrasat megtaldljuk az Internet-en, illetve a Simonovits
Miklés honlapon, (lasd ([237)) van egy ennél részletesebb leirds is.

Minden ilyen programnal legel6szor azt kell megtudnunk, hogyan kell elinditanunk
és hogyan kell kiszallnunk bel6le. Bizonyos LINUX verziékban az xmaple parancs
inditja el a MAPLE programot, (bdr csindlhatunk hozzd indité ikont is), WINDOWS-
ban a ikonnal szoktuk elinditani.

A MAPLE ,,munkalapokkal” dolgozik, un. ,,Maple Worksheet”-ekkel, ezek elmen-
theték, .mw kiterjesztéssel.) Ha egy munkédnkat elmentjiik, kés6bb tjra betélthetjii.

Amikor elinditjuk a MAPLE-t, kapunk egy ilyen ,,untitled.mw” nevii munkalapot,
arra irjuk be a parancssorokat.

(a) Ha az input format ,,Maple Input”-ra éllitottuk, (1dsd @22 oldal) akkor minden
beirt parancsot D—Vel vagy I:'-tal fejeztink be.

91 Az eredmény kimenthetd (,,exportdlhaté”) LATEX-ben is. Ilyenkor a készitett dbrakat
POSTSCRIPT formatumban, .eps kiterjesztéssel is kimenti. A kozelit.mw munkalap LATEX
kimentésekor keletkezik egy (kicsit hasznélhatatlan) kozelit.tex file, és az dbrdkat kozelitO1.eps,
kozelit02.eps stb. alakban kapjuk. A POSTSCRIPT abrak készitése nagyon hasznos, példaul ha
valamit TEX/LATEX-ben akarunk {rni!

92 A esetében kiirja az output-ot: vagy szebb formédban, amit beirtunk, vagy ha plot-ot

(azaz rajzolést) {rtunk be, akkor kirajzolja, amit kériink, és feldolgozza azt.

Sharp curve

*(58)

Miki: Ezt kritizaltad?
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19.6.2. Szimbolikus szamolasok, algebrai muveletek

A MAPLE (MATHEMATICA) két dolgot tud nagyon jol: (a) szimbolikusan szdmolni,
azaz formuldkat manipuldlni és (b) matematikai objektumokat abrézolni.
Tanulmanyaink soran gyakran kell bonyolultabb formuldkat egyszertibb alakra
hoznunk. Ezt barmely szimbolikus programcsomag konnyedén megteszi. A szim-
bolikus szamolas azt jelenti, hogy mig a gépek korabban csak szdmokat, vektorokat,
stb. tudtak Gsszeszorozni, az altalunk leirt programcsomagok algebrai kifejezésekkel,
absztrakt szimbdélumokkal is szamolnak, legalabb olyan jol, mint egy matematikus.
Szeretnénk pl. egyszeriisiteni az (a® — b°)/(a* — b*) kifejezést. Beiitjiik:
> f:= a 6-b 6;
Erre azt kapjuk: f := a% — 5. Kivdncsisaghdl faktorizéljuk:
> factor(f); Az eredmény:

(@ —b)(a+b)(a®>+ab+b*) (a®> —ab+b?).
Beadjuk:
> g:=a 4-b 4;
g:= a* — b*.
A hényadosra alkalmazzuk a simplify (f/g); parancsot, mire ezt kapjuk:
a*+a?b? + bt
a? + b2
Kiprébéljuk a MAPLE ,,trigonometrikus” erejét is. Beadjuk: expand (sin(3*x));,
mire azonnal kifejti sinz és cosz hatvanyai szerint:
4sin(z) cos(z)? — sin(x).

Ezt még mi is ki tudndnk szdmolni, de a gép az expand(sin(13xx)); hatdsara a
sin(13x)-et is egy pillanat alatt kifejti. Egyszerre csak kitdgulnak a lehetdségeink

9.30. és 9.31. [9.30. 7]

A MAPLE egyenleteket is megold. Ha pl. azt irjuk be, hogy 931 7

> solve(x 2-x-1); —
azaz a program oldja meg az x

2 — 2 — 1 = 0 egyenletet, (solve = megoldani) akkor az

)
V5
2

sort kapjuk vissza: nem tizedestort-kozelitést. ‘5
Behelyettesités: Erre szolgdl a subs(mit,mibe) utasités 3 Trjuk be:

| S

DO |
DO |

> f=xysin(x+y);
> subs(y=3x-1,f); Sharp curve

Mit kapunk?

93 Ttt most elkezdiink témoriteni: nem irunk mindent 1j sorba, nem mindig irjuk ki a gép
valaszat. Kiemelt képletnél a sorvégi pontot gyakran elhagyjuk.

94Ehhez kapcsolédnak a 9.30. és 9.31. feladatok.

9substitute=helyettesit.
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19.6.3. Filiggvényabrazolas a MAPLE segitségével 1

Az itt kovetkez6, fliggvénydbrazoldsrdl szdlé részt — amely bepillantds a MAPLE
vilagaba — ismét kedvcesinalénak szanjuk.
Intuicié és képi megjelenités. A fiiggvényekkel valé ismerkedésiinkhoz, pl., ha
meg szeretnénk sejteni valamit egy fiiggvényrél, a MAPLE kitinden hasznalhato: a
MAPLE egyebek kozt egy nagyerejii fiiggvénykirajzolé program is. A [[1.1] alfejezet
legtobb feladatahoz segitséget nydjthat (bar gyakran gép nékiil gyorsabban célhoz *
ériink). (69 (60)
A MAPLE szdmunkra legfontosabb utasitésa a plot. Durvan két szintet kiilonboztethefYijii: Itt mit irjunk,
. ; . L7 . . e milyen stilusban?
meg, aszerint, hogy be kell-e hivnhunk a rajzolé kiinyvtarat, vagy sem@ Mielott a
rajzolast ismertetnénk, prébalkozzunk egy kicsit.

(b) A MAPLE csaknem (1) minden olyan fiiggvényt ismer, amellyel a konyvben ©1)
talilkozhatunk. P71 Ezekbs! definialhatunk tovabbi fiiggvényeket. Miki: Van ellenpelda
Definidléshoz az [ := |-t haszndljuk, pl. beirjuk: e
> gi=abs(x)” (3/2)/(1+x"2);
Az leiitése utdan a program szépen is kiirja, amit beirtunk. Most pl.
kiirja, hogy
[2l*/2 942
o) = 1o (242)
Ha abrazolni szeretnénk, beirjuk:
> plot(g,x=-6..6);
e 031
0259
0
0159
04
051
32 d6 44 2 0204 06
19.5(a) dbra: g(z) = ‘ﬂaﬂ 19.5(b) dbra: Kinagyitva, pem skéldzva
A 19.5(a) abrat kapjuk, kicsit més feliratozassal. Figyeljiikk meg, hogy itt a MAPLE
valasztotta meg a skalazast.
14. FELADAT. Abrézoljunk néhéany, a kényvben taldlhato fiiggvényt MAPLE-lel:
tobb ilyet taldlunk a 7?7 Példaban. | 77 Példaban. ?

15. FELADAT.  Abrézoljuk az y = (7 — ) sin(8x) fiiggvényt MAPLE-lel a [—27, 27]
intervallumon, majd a [0, 7]-n. (MAPLE-ben a 7 beirhaté Pi-ként!)

96Ttt még csak a plot utasitdst hasznéaljuk, de a kdényvar behivésa is nagyon egyszerti:
betitjiik, hogy with(plots);.

97Néha nem pontosan ugyantigy jeloli, pl. sinz helyett sin(z)-et kell frnunk, logz helyett
In(z)-et. stb.
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16. FELADAT.  Abrazoljuk az 242) fiiggvényt MAPLE-lel a [—0.6, 0.6] intervallumon
(19.4(b) dbra). Ugyanolyan csicsosnak latjuk-e, mint a 19.4(a) dbrdn?

(19.4(b) dbra). 7|

Az aldbbi 3 kép pl. a MAPLE program segitségével késziilt, és az x sin x fiiggvényt 19.4(a) ?
abrdzolja, a (—13,13), (=130, 130), illetve a (—65,65) intervallumokon.
A 19.6(a) dbrdn tul rovid intervallumot védlasztottunk, nem ldttuk, amit ldtni
akartunk volna. Ezért megtizszereztiik az intervallumot, amitol tul sok hullamot kap-
tunk, és hogy egy kicsit jobban lassuk a részleteket, visszacsokkentettiik az intervallum
hosszat.

AN
v \/ \/ U%WUI\VAV VAVA\WU

zsinl e [-13,13 zsind z € [-130,130] zsinl  z € [-65,65]
19.6(a) dbra 19.6(b) abra 19.6(c) abra

A kovetkez6 dbrakon a sin% fliggvényt dbrazoltuk.

-

0.3
sin 1, z € [—30, 30] sind, z € [-3,3] sind, z € [-0.3,0.3]
19.7(a) dbra 19.7(b) abra 19.7(c) abra
17. FELADAT. Mivel a hulldimok a 0 koriil nagyon bestirtisédtek, prébaljuk

meg 4tskdldzdssal lathatébbd tenni 0 kérnyékét: irjunk z helyébe 2:/100-at. Mit
tapasztalunk?

Itt tehat ugyanazt a fiiggvényt vizsgaltuk meg ,,mikroszkopon” keresztiil, csak a
(vizszintes) nagyitds véltozott. Hogyan készitettiik a fenti dbrdkat? Ezt is bemutatjuk
majd a kovetkezdkben.

18. FELADAT. A 19.7 dbrén az xsin(1l/z) fliggvényt vizgdlgattuk. Tegyilk meg *
ugyanezt x2 sin(1/z)-szel is. 162 (62)
Miki:
Bekapcsolnil9-hoz?
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19. FELADAT.  Abrézoljuk MAPLE segitségével a sin(sin(z)) fiiggvényt az [—1,1],
[-3,3], [-7,7], [-20,20] intervallumokon [’

Kimaradt az idevezeto szoveg:

09
[
| o8

25

Ezt kapjuk: "~ : ' ! oot

A memoéria torlése: Helyes a MAPLE munkalapjainkat

> restart;
-tal kezdeniink. Ez torli a memoériat. Erre azért van sziikség, mert gyakran egy ilyen
lap elején bevezetiink bizonyos paraméterektol fiigg6 objektumokat, majd kés6bb ezen
paramétereknek érteket adunk. Megnézziik, mi torténik ezen paraméter mellett, majd
a lap elejére ugorva djra végrehajtjuk a lapon talalhaté parancsokat. Ha pl. a lap
elején szerepel

> f:=sin(ax);
késébb pedig az a := 1 értékadas, akkor djrainditaskor — restart nélkiil — ez megmarad:
f =sinx lesz.

19.6.4. Hatarérték, konvergenciasebesség és a MAPLE

A MAPLE tud hatarértéket szamolni. frjuk be a MAPLE-be:

> limit(n~ (1/n) ,n=infinity);

> limit(nx(n” (1/n)-1) ,n=infinity);

> limit ((n/1n(n))*(n” (1/n)-1) ,n=infinity) ;

A gép rendre kifrta a 3 hatdrértéket: 1, oo és 1. Az utdébbi szerint tehdt {/n ~
1+ 187 A MAPLE tehdt remekiil szdmol hatarértéket is.

Beirjuk:

> 1imit((1-1/n) " n,n=infinity); és a gép kiirja az 1/e-t.

J6 ez nekiink? Igen is, meg nem is. Jé, ha magunk nem talaltuk volna ezt ki, de
miutan a gép megmondta, mar be tudjuk bizonyitani. Nem j6, ha a valasz utan sem-
mivel sem tudunk tobbet a kérdésrdl, nem lettiink téle okosabbak. Lesznek, akiknek
a végeredmény onmagdban is hasznos, de a téméval most ismerkeddk szamara fontos
tudni, hogy vannak olyan parancsok is, amelyek hatdsidra a MAPLE elarulja, hogyan
is csindlta.

Most a MAPLE segitségével tjra ,,megtamadjuk” iskolafeladatunkat, de egy kicsit
mésként. Ujra arra vagyunk kivéncsiak, mihez tart {/n, és milyen gyorsan. Fogjuk

98 Az a meglepd, hogy amit kapunk, hasonlit a sinz gorbéjéhez.



(F7) — 19.6. MAPLE: Els6 lépések  HUNAISEIT April 12, 2012 427

fel a sorozatot tigy, mint az f(x) = 2'/* fiiggvény értékeit az x = n sorozat mentén.
Ha MAPLE-ben &brazoljuk az z'/%-et, a kovetkez6 adédik.

2 2 1.445
1.8 1.8
e 16 1.44
1.4 1.4 1.435
1.2 1.2
y 1 y 1L 1.43
0.8 0.8 1.425
0.6 0.6
0.4 0.4 1.42
0.2 0.2

1.415
01 2 3 4 5 6 7 8 07260 800 1400 2000 2724 28 32 36 4
X X X
/T oz e 1,8] /T € [1,2000] rt/T g € [2.4]
19.8(a) dbra 19.8(b) dbra 19.8(c) abra

EDbbél valéban jol lathatd, hogy a fiiggvény eleinte novekszik, majd csokken, és
(nem tul gyorsan) 1-hez tart. A 19.8(c) dbra azt mutatja, hogy a fiiggvény valahol az
x = e pont kozelében éri el a maximumat.

(Amikor a fiiggvénydiszkussziét tanuljuk, akkor ennek igazoldsa konnyfi feladat:
csak azt kell tudni, hogy f(z)9(*) helyett gyakran érdemes a logaritmusét vizsgélni.)

1.0035

14
1.003

13.5 1.0025

13 1.002
12.5 1.0015
12 1.001
11.5 1.0005
800000 2000 6000 10000
X
19.9(a) dbra: (z1/* —1)-z 19.9(b) dbra: (z1/* —1)- Ry
ogx

Marmost a hiba nagysagrendjének megallapitasa mehet ,,felezéses-probalgatasos
eljarassal”, de nagyon Ovatosnak kell lenniink. A két kapott fiiggvény tikrozi ezt. A
19.9(a) fiiggvénye végtelenhez tart (legalabbis tigy l4tszik), amig a 19.9(b) dbrén

T

1/ 1) -
(@ ) log x

Az olvasé joggal lehet kivancsi, hogy a konvergenciasebesség, amit a gépen préobaltunk meg-
sejteni, matematikailag hogyan kezelhets. A vélasz az, hogy ott, ahol ez felvet6dott, ott még
nem kezelhetd, viszont amikor mar tudjuk, hogy (€)' = 1 az x = 0-ban, akkor kénnytivé
valik; lényegében ezzel ekvivalens. Vazolunk egy megkozelitést: a fentibdl euT*l — 1, ha

uw— 0. Igy n = 2 = 1/u-t helyettesitve

{”/5—12:0%—1:L—lzeiulogu—lw—ulogu:loﬁ.
uu

(Lésd a[[02)33) () feladatot.) (67 *(63)
Miki: Kati: Hogyan
. ; . o ; kezeljem ezeket a kettos
19.6.5. Rajzolas, fliggvényabrazolas MapPLE-lel IT referenciakat.
Gondolom, Te 1
referenciaval is elkezeled
oket.
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A MAPLE sok programkonyvtarral rendelkezik. Bonyolultabb utasitdsokhoz ezeket
be kell hivni. Itt hdrom konyvtarat emlitiink (a with-et elhagyhatndnk):

with(plots) rajzoldshoz pl. feliiletek, ...
with(linalg) linedris algebrédhoz pl. matrixok
with(curvefitting) | polinom-approximécid, interpoldcié | Bernstein, Lagrange

with(plots):
Gorbék, feliiletek kirajzoldsaval kapcsolatban itt hdrom parancsot hasznalunk:
plot, implicitplot, plot3d.

Az utébbi kettéhoz be kell hivnunk a rajzold ,,konyvtarat”, be kell iitniink, hogy
with(plots). Mint méar emlitettiik, ha a helyébe [ : |-ot frunk, akkor a
MAPLE elhagyja a ,,visszajelzést”.

Magahoz a plot-hoz nem kell a konyvtar. De ha beititjik:

> with(plots);
akkor a MAPLE kiirja lehetséges grafikus parancsokat.

Az értelmezési tartomany és értékkészlet megszoritasa
Fiiggvényédbrazolaskor be kell irnunk, mettol meddig akarjuk a fliggvényt abrazolni.
A
> plot (x+2%sin(x) ,x=-12..12);
kirajzolja az x+2 sin x fliggvényt —12-t61 12-ig. Az eredmény a 19.10(a) dbrdn lathato:

/‘\,/
/T /

/ / B \,,/ i, / —

NYTIT:

z € [-7,14] z € [~7,14] y=—0.1.0.1
19.10(a) dbra: = + 2sinz,  19.10(b) dbra: = +sinz,  19.10(c) dbra: a gyok ~ 5.6
Néha csak egy adott téglalapon beliil szeretnénk a fliggvényt dbréazolni. Most az
y = x + ¢ - sinz abrazolasdba kezdiink, ¢ = 1/2, 1, 2-re. Mondjuk, = + sinz = 5
gyokeire vagyunk kivancsiak. Beirjuk: *
> plot(x+sin(x)-5,x=-12..12); (64 (61)

Az eredmény a 19.10(b) 4bran ldthatd. Beadjuk'®] Miki: Itt a sor -12..12-je

nincs osszhangban az

> plot (x+sin(x)-5,x=5..7,y=-1..2.6); abran lathato
Az eredmény a 19.10(c) dbran ldthato. ertelmezesi
tartomannyal.

20. FELADAT. Abrézoljuk x + c-sinz-et ¢ kiilonbozo értékeire. Mely c-kre latszik
az eredmény monoton névének? (Miért?)

99 Annak els6sorban technikai okai vannak, hogy induldskor a MAPLE miért nem hivija be
eseket mindet: akkor nem kellene foglalkoznunk veliik.

100nnentél kezdve a ,,kifrja” részt gyakran elhagyjuk!

101 A7 4brakat a kinyomtathatésig végett kicsit dtalakitjuk: megvastagitjuk a vonalakat,
felnoveljiik a beirasokat, és ahol zavaréva valnak, ott elhagyjuk 6ket.
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Megjegyzés 19.2 Persze, a x + sinx = 5-6t a
> evalf (x+sin(x)-5);
18 megoldja: azonnal kiirja, 5.617555005.

A plot tovabbi kapcsoléi:
Ha két vagy hdrom (vagy akarhdny) gorbét akarunk egyazon koordinata-rendszerben
kirajzolni, akkor szogletes zardjelek kozé tessziik 6ket, pl.

> plot([f,g],x=a..b);
alakban. Ha beiitjiik, hogy

> plot([cos(x),sin(x)],x=-4..4);
a 19.11. &bran lathaté abrat kapjuk, az egyik gorbét pirosan, a masikat zolden.
Nagyon fontos, hogy a szamitégépes eredményeknél befolyasolhassuk a végeredmény
megjelenitését.

> plot([cos(x),sin(x)],x=-4..4,color=black);
mar fekete dbrat fog adni, a

> plot([cos(x),sin(x)],x=-4..4,color=black,thickness=3) ;
a gorbél vastagsagat fogja megharomszorozni.

21. FELADAT. Prébaljuk ki az aldbbi két sort:
> plot ([sin(x) ,x-x"3/6],x=-4..4,color=black)

> plot([sin(x) ,x-x"3/6],x=-4..4,y=-0.5..1,color=black)

\\ /[j
—4a 3 —2 —1

—O

—a] 19.11.
abra: két fv. egyszerre

22. FELADAT. [B2)29 feladat dltalanosabban igy fogalmazhatd, hogy ha

Qmm=0+§fﬂ

akkor ez a = O-ra és a = 1-re ,,j6 ismerdsiink”, (legaldbbis, ha @ = n egész.) Az elsd
esetben alulrél, a masodik esetben feliilrdl tart e-hez. De mi van kozben? Bizonyitsuk
be hogy

(a) a < 1/2-re monoton névekedve tart e-hez,

(b) a > 1/2-re monoton csokkenve tart e-hez.

(65]

Ha ezt a MAPLE-vel akarjuk ,,megvizsgalni”, a kovetkez6 sorokra van sziikségiink:
> restart;

*(65)

Miki: Azt hiszem, ezt a
Polya-Szegobol vettem.
Nem volna-e erdemes

betenni az irodalomba?
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> f:=(1+(1/x))" (x+a)); *
> plot(subs(a=1/3,f), x=0.1..10); (66 (66)

A kovetkez6 abrakat kapjuk, ha a = 1/3. a = 2/5 és a = 1/2-t helyettesitiink be a ~ Miki: Javitva
fenti képletbe (a jobb lathatGsdg végett a vonalvastagsdgot és a szint is megvéltoztattuk).

424

251

N A AT IR R R R R R A A T3 LT T
a=1/3 a=0.4 a=1/2

19.12(a) dbra 19.12(b) 4bra 19.12(c) abra
(®) (b) (©) «—|Itt _tartok

19.6.6. Paraméteres gorbe kirajzolasa

Adott f(t), g(t) figgvényekre prébaljuk ki, mi torténik, ha a | zardjelet ,,rossz” helyre
tessziik:

> plot([f,g,t=a..bl);
Ilyenkor az = = f(t),y = g(t) ,,pélydt” rajzolja ki a MAPLE, t € [a,b]-re. Ezzel is
talalkozunk még: ez matematikaban is és fizikdban is nagyon fontos. fgy kapjuk az
alabbi abrakat, a MAPLE altal skalazva.

BN

-

N
Koriv: Lemaradt egy ¢!
(cos(t), sin(t)), (tcos(t), tsin(t)), (cos(t), tsin(t)),
te[-4,1] t € [—4,60] t € [—4,60]
19.13(a) 4bra 19.13(b) dbra 19.13(c) abra

19.6.7. Differencialas

A MAPLE segitségével differencidlni is tudjuk a fiiggvényeket %r az eredményt
néha nem abban a formdban kapjuk meg, amelyben szeretnénk) 107, Lissuk pl. az

102Ha akkor érsz ezen sorokhoz, amikor még nem tanultal differencidlni, ugord 4t.
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f = b - sin(z) fliggvényt:
> diff (f,x);
260 ¢ In(b) sin(x) + b= cos(z).

23. FELADAT.
“Ellenérizzik” a[l02fejezet tételeit (pl. TO.27I0.3T] tételeket) MAPLE segitségével.
o oW

Miki: feladat,
feladatok?

19.6.8. Racionalis tortfiggvények
Vizsgaljuk meg az
23+ 2% - Tx

vy= 22 -3z +1

raciondlis tortfiiggvényt. Erdemes a nevezd gyokeinek megkeresésével kezdeni. Beiitjiik
f =%+ 2% — Ta-et és g := 2? — 3z + 1-et, majd a solve(g=0);-val folytatjuk. Az

eredmény:

3 V5 3 V5

TR e
Minket a tizedestort-kifejtés is érdekel. Beiitjiik: evalf(solve(g=0)); ahol az evalf
az evaluate-float-ot roviditi (evaluate = kiértékelni). Az eredmény:

2.618033988, 0.381966012

Most dbrazoljuk elébb f-et és g-t kiilon, majd f/g-t a
> plot(f/g,x=a..b,y=c..d);
utasitdssal, az abran lathaté a, b, ¢, d-kel.

10 40
15 a 0
o 6
y a Y20
> 10
-6 —4] —2 4 6 4 -2 a4 —4 -2 2 4
_5 x -2 —10 \
—4
—10 s —20
15 _8 —30
—10 —40
plot([f,g],x=-6..6,y= plot(f/g,x=-5..5,y= plot(f/g,x=-5..5,y=
-18..18); -10..10); ~40..40);
19.14(a) dbra 19.14(b) dbra 19.14(c) abra

A 19.14(b) &brén azért kellett az y € [—10, 10]-zel levagnunk az dbrat, hogy bi-
zonyos részleteket ne nyomjon agyon az y irdnyu skaldzas. (Prébaljuk elhagyni az
y = —10..10-et vagy helyettesiteni y = —2000..2000-rel.) fgy a nevezo6 2. gyoke f6lotti
részletek tlinnek el. Ha y € [—40,40]-nel vdgunk, a 19.14(c) dbrat kapjuk.

Az itt megadott dbrdink szépek, részben mert a vonalvastagsigot valjaban megnoveltiik.
Az abrabeirdsokat és a tengelyek beosztdsat is meg tudjuk véltoztatni.
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Kifogasolhaté az is, hogy nem azonos a skédlazasunk az x és az y iranyban. Ezen
konnyen segithetiink, ha mindkét irdnyban ugyanolyan hosszi intervallumot adunk
meg Ilyenkor azonban fontos részletek tiinhetnek el.

Szeretnénk megtudni, hogyan viselkedik fiiggvényiink a masodik gyok (x = 2.618)
koriil. Ezért kirajzoljuk [—3,20]-ban is. Most y-t is ugyanigy vagjuk.

20 o
15 80 :Zj
MO 6o ywir
40 3.9849
5 3.964
20 3.94
/\ 3.924
\ 5 lXO 15 20 >0 40 XGO 80 100 3.9 2667266 856 866 1obo
plot(f/g,x=-3..20, _ _ plot((f/g)-
y=-3..20); plot([f/g,x] x=3..100); x,x=30..1000);
19.15(a) ébra 19.15(b) dbra 19.15(c) dbra

Mi van nagy értékekre? Elkészitettiik a 19.15/b dbrat, amib6l arra kovetkeztethetiink,
hogy y = x aszimptotdja a gorbének. Hogy ezt jobban megvizsgaljuk, a 19.15/c 4brén
a kiilonbségiiket vettiik. Ebbol arra kovetkeztettiink, hogy f/g — 2 — 4 ha z — oo.
Hogy ezt jobban ldssuk, (utélag) megszoritottuk y-t [4,4.2]-re.

Konnyti megmutatni, hogy ez a sejtés valéban helyes, azaz

3 2
i (w_x> _4

z—oo \ 22 — 3z +1

(Lasd a[@.2 Tételt.)

24. FELADAT.  “Oldjuk meg” az[ITIl oldalon szerepls, Va2 + ... aszimptotdjara
vonatkozd feladatot a fenti stilusban.

19.6.9. A MAPLE, fliggvényabrazolas, és az egyenlGtlenségek

Képesek vagyunk egy abrara tobb fiiggvényt is kirajzolni egyszerre. Ki tudjuk nagyitani
abrainkat a kritikus helyek kornyékén. fgy egyenlGtlenségeket is vizsgalgathatunk.
Lattuk, ha pl. az f, g és h fiiggvényeket szeretnénk kirajzolni egyszerre, akkor a
plot([f,g,h],x=a..b); alakot hasznaljuk.

A matematikai bizonyitasokban az egyenl6tlenségek fontos szerepet jatszanak. Ezt
lattuk mar pl. a Bernoulli-egyenl6tlenség esetében, a Jensen-egyenlGtlenségnél és
még sok mds esetben. Segithet-e a MAPLE (vagy a MATHEMATICA) egyenlétlenségek
kezelésében? Igen, pl. kirajzolhatunk fiiggvényeket egyazon koordinatarendszerben,
és rogton latjuk, hogy egyik nagyobb-e, mint a mésik. Az aldbbiakban ezt mutatjuk
be, kicsit leegyszertisitve.

A Bernoulli-egyenl6tlenség. (1. Tétel.)
Beirjuk a MAPLE-be:

103Gegit ezen a scaling = constrained is.
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MAPLE MUNKALAP 1

> f:=(1+x)"n; (f=04x)")
> gr=1+nx*x; (a linedris kozelités)
> fn:=subs(n=3,f); (subs=substitute = behelyettesit)

> gn:=subs(n=3,g);

> plot([fn,gn] ,x=-1..2,y=-1..10,color=black); (kirajzol)

Fent tehét megadtuk a Bernoulli-egyenldtlenség mindkét oldalat, (f,¢)-t, majd
behelyettesitettiink n = 3-at, kaptuk a 19.16(b) dbrat. Ha n = 2-t helyettesitiink, a
19.16(a) dbrat kapjuk, n = 5-re a 19.16(c) dbrat. A fenti utolsé MAPLE-sorban
10

301
8

8 25

6
6 20
y 154

4
101
2

] 7
—1/<0.50 0.5 ):!. 15 2 _1_9_/150 05 1 15 2 —1/—0,5/ ) o.zoAxo.eoAB 1

5
1 2 1 2 1 3 1 (1+1’),1+5.’L‘,
(1+2)% 1422 (1+2)°, 143z 1+ 5z + 1022

19.16(a) dbra 19.16(b) abra 19.16(c) abra
az y = —1..10 elhagyhatd, de nélkiile a MAPLE sajat maga donti el a fiiggdleges
nyujtast. Mit csindltunk eredetileg? Csak a —1 és 10 kozotti értékeket kértiik.

3] Hopp!!! A valésig az, hogy az utolsé dbra nem volt til informativ, igy kisebb
intervallumot vettiink, és behoztuk a masodfoku kozelitést is: lecseréltiik az utolsod
parancsot az alabbi parancsra:

> plot([f,g,h],x=-1..1,color=black,thickness=3);
ahol n = 5-re f(x) = (142)", g(x) = 14+ na és h(z) = 14+ na + () x> Mit ldthatunk
a kapott 19.16(c) abrdn?

19.6.10. Polinomkozelités (lokalis)

Az itt kovetkezd téma, ahogyan ezt a [[1.7 tétel t4jékéan is ldttuk, még folytatdsa az
egyenl6tlenségek targyalasanak, ugyanakkor dtvisz a polinomkozelitésre: fliggvényeket
fogunk kozre hozzdjuk kozeli polinomokkal.

Fontos szamunkra, hogy

1
x—6x3<sinx<x, ha x> 0.

25. FELADAT.  Mutassuk be ezt a MAPLE segitségével.
A fenti feladat tovabbvitele:

26. FELADAT. Mutassuk be a MAPLE segitségével a kovetkezot:

3 x°

1 3
- i - T N 0'
x o <smx < T 6 +12 5 ha xr >

*(68)

Miki: A Hopp es
kornyeke ellenorzendo,
Mick nem erti
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& & A A
%5 %s %s bs
1203 45 1213 45 I\2 3 47576 T\2 3 47576
X X
-0 -0. -05 -05
1 —1 -1 =1
17. abra: (a) (b) (c) (d)
Fuggvenyek es Taylor/ polinomjaik: sinz, snz o ﬁ7 o 2? n 25 7
illetve cosx kozrefogasa Taylor polinom- f2 ch 120 W2 ah
jaikkal cosz:  1-—%, 1-%, 1-%F+5
A 19.17(a)-(b) dbran elészor sinz-et = és x — %3 fogja kozre, majd = — %3 és
x — % + ﬁ Hasonléazn a 149.17(0)7(%) abran cos z-et fogja kozre elébb 1 — ””2—2 és
1-%5 + 5, majdl — 5 + 57681 — 5 + 53 — =55,
27. FELADAT. Mutassuk be MAPLE segitségével hogy
1 1 1
1—=a?<cosx<1——a?+—at ha x>0
2 2 2477

Az dbrazolas néha segithet bizonyitdsainkban, de azokat nem pétolja. Az idevagd
bizonyitast illetéen ldsd a 202 oldalon a2 feladatot. *
(69 A MT.8 Tételben lattuk, hogy alkalmas feltételekkel (69)

Miki: Ellenorzendo a
Taylor hivatkozas
1(0) & Y
1 X

S -~
nl;rrgo; . = f(x), ha n — oo.

A alfejezetben szerepeltek a Taylor-polinomokkal és Taylor-sorok. (L.
Definicié, [T Tétel.) A MAPLE-ben megkaphatjuk a fliggvények Taylor-polinomjait.
Ha pl. a log(l 4+ x) harmadik, = 0 koriili Taylor-polinomjédt akarjuk megkapni,
beirjuk:

> f := In(1+x);

> g:=taylor(f,x=0,4);
hatdsira a MAPLE kiadja:

1 1
g::x—§x2+§x3+0(a@4).

Itt az O(x*) tagban az ordo jelet a[[14l oldalon definidlt értelemben hasznaljuk. Az *
allités a [T Tételbd] kovetkezik. (7] (70)
Miki: Megkerdezni

104Ey Basic pogrammal is egyszertien megtehetd. V-M-t. mire
b
hivatkozzak inkabb?
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Az igy kapott formulaval kicsit 6vatosabban kell bannunk. Ha pl. az eredményiil
kapott ¢ fliggvényt ki akarjuk rajzolni, akkor az O(.) tagot el kell hagyni.

28. FELADAT. A 2II1 oldalon és kornyékén tobb Taylor sorfejtést taldlunk.
Allitsuk elé ugyanezeket a Taylor sorfejtéseket a MAPLE segitségével.

Van a MAPLE-nek egy szinte ijeszt0, Ujszerli alkalmazasa: szamtalan elméleti
feladatot, pl. a konyv nagyon sok elméleti feladatat meg tudja oldani, bizonyos
értelemben. Ha pl. szeretnénk egy zart formuldt a > ) k2-re, elegendd befrnunk
a MAPLE-be:

> sum(k?, k=0..n) és a gép kiirja a keresett formulat. [V

Miki: Ez uj formatumu,
) , ) itt dontes kell!
19.7. MAPLE és a “komolyabb” kérdések

19.7.1. Hatarozatlan integrél, primitiv fliggvény

A primitiv fiiggvényt is kiszdmolja a MAPLE (ha lehet). Ezt a logx és az xsin(x) *
(72 primitiv fiiggvényének példajan mutatjuk be. (A MAPLE atirja logz-et In(z)- (72)
rel) A primitiv fuggvény keresésérdl a [[13l fejezet A hatdrozatlan integrdl cimi
alfejezetében volt szé. Az f z-t6l fliggé fiiggvény hatdrozatlan integraljat int(f,x)

adja meg:
(73] *(73)

Miki: log x v. log(x)?

Ezt irtuk be Ezt adta vissza Jelentése Miki:| Tablazat
la. | > g = In(x); egy g fv. definidlasa merefezese
1b. In(x)
2a. | > int(g,x); Keressen primitiv fliggvényt.
2b. zln(x) —x
3a. | > int(x*sin(x),x); Keressen primitiv fliggvényt.
3b. sin(x) — x cos(x)

19.7.2. Még mit érdemes tudnunk a MAPLE-r61?

Kiegészités és ismétlés

Kulesszé/Példa Megjegyzés Ertelmezés

expand(...) kifejt

plot(f,x=a..b) abrézolja f(z)-et © € [a,b]-re
z=plot3d(f,x=a..b,y=c..d) | with(plots) abrézolja f(z,y)-t « € [a,b], y € [¢,d]-re
simplify(...) egyszeriisit

solve(f=0,x) megold egy f = 0 egyenletet z-ben
subs(x=t"2,g) substitute fiiggvénybe behelyettesitiink = = t2-et
evalf evaluate float | tizedestort alakba frunk... (kiértékeliink)
scaling=constrained skalazas letiltja az atskalazést
font=[HELVETICA,18] BETUMERET=18
font=[TIMES,ROMAN,24] tipus=ROMAN.,. ..

Az aldbbiakkal kicsit eléreugrunk, a tobbvaltozds fiiggvényekre.
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19.7.3. Implicitplot

Az implicitplot azt jelenti, hogy befrunk egy f(z,y) = ¢ alaki egyenletet, és a
program kirajzolja a megfelel6 pontok mértani helyét. Miért is van ra sziikségiink?
Mert gyakran bukkanunk olyan egyenletre, amelyet nem tudunk megoldani. frjuk
be:

> implicitplot(x~2-y 2=7,x=-10..10,y=-10..10,color=black);

10 ~— O ~— X
NTVTY N N
4 N
V& Nda S Q \\\§\
y 5 f\\ \
A
—1io —5 o 5
-5
—10 A
hiperbola hiperbolasereg hiperbolasereg
19.18(a) dbra: 19.18(b) abra: durva rajz ~ 19.18(c) 4bra: finom rajz

Itt tehat a 19.18(a) abra az 22 —y? = 7 kirajzoldsa. Szerettiink volna gorbesereget
generélni, igy befrtuk a programnak, hogy implicitplot-tal 4brdzolja a sin(z? —y?) =
0.5 ,,mértani helyet”. Ez adta a 19.18(b) dbrat. Nagyon érdekes, de vildgos, hogy
valami nem jé rajta. Tul kevés pontot haszndlt a rajzolashoz. Beirtuk:

> implicitplot(sin(x 2-y 2)=0.5,x=-10..10,y=-10..10,numpoints=2000) ;

azaz hasznaljon sokkal tobb pontot. Eszrevehetéen lelassult a gép, de javult az abra.
Végill numpoints=16000-rel, rovid varakozas utan a 19.18(c) abrat kaptuk: a kere-
sett (két) hiperbolasereget.

19.7.4. Plot3d

A MAPLE-lel feliileteket is rajzolhatunk, erre hasznaljuk a plot3d parancsot.

105Ez tulajdonképpen a@28HE30l oldalon 16vé részek befejezése, de mivel tobbvéltozds anyag,
idehelyeztiik.
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K
I v‘éézz‘:’:‘:’:’:%
A
i
U
et
Wit 7
R 7
i W -
19. dbra: (a) (b) (c)
Itt a z = (2% — y?), illetve a z = sin(2? —

y?) 3-dimenziés feliiletet Abrazoltuk az
x € [-2,2], y € [-2,2] négyzet
felett (majd az egérrel elforgattuk).
(plot3d(x~2-y~ 2,x=-2..2,y=-2..2);)

Itt az (2® — y?)-et szintvonalasan, illetve
kockédba zarva rajzoltuk ki.

[74]

A hdromdimenzids egységgombot az (x, y, z) haromdimenziés koordindta-rendszerben

az 224y?+2? = 1, egyenlet, ennek megfelelden, az alsé félgémbot a z = —/1 — 22 — y2
fiiggvény irja le. A 19.20. dbran ezt a félgdmboét rajzoltunk volna ki.
Impozans, de latjuk, a szélei til szaggatottak. Ezt hasznéaltuk:

v

\ )
g

7

\

\

*(74)

Miki: Ellenorizni a
negyzet meretet

/T =22 — 42
¢ € [-0.85,085,y €
grid=[30,30]

—/1T— 22— 2

Alapértelmezés

[~0.85,0.85],

19.20(a). 4bra 19.20(b). dbra

[75)

A bajt az okozta, hogy az 224+y? = 1 korvonal felett a feliilet érintésikja fiiggdlegessé
valik. Ez j6l lathatd, ha csak = € ([—0.85,0.85],[—0.85,0.85]) [0 felett dbrazoljuk a
feliiletet, majd rékattintva az egérrel az dbréra, azt elforgatjuk. A finomabb (30 x 30)
récs is segithet. Az eredmény a 19.20(b) dbrén lathaté. [77]

19.8. Mit tud még a MAPLE?

Mindent tud, amire egy atlagos matematikusnak sziiksége lehet.

*(75)

Miki: Ellenorizni a 0.8
vs 0.85-ot

*(76)

Miki: Aszim intevallum
volt itt (?)

*(77)

Miki: Ez a
hosszufugg-bol jott ide,
meg ellenorzendo
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Tud matrixokat szorozni, azok inverzét megkeresi, sajatértékeit kiszamolja, karak-
terisztikus polinomjait megadja, egyenleteket, egyenletrendszereket, differencialegyenleteket
old meg, és még sok olyasmit tud, ami a magasabb matematikdhoz tartozik Min-
dezeket nagyon réviden bemutatjuk [2]-ben.

Itt csak analizisre szoritkozunk. De ott is nagyon sokat tud. Tud pl. parcidlis
tortekre bontani, a parcfrac segitségével. (Erre az integralasndl van sziikségiink.)
Tekintsiik a kovetkezé Munkalapot.

MAPLE MUNKALAP 2 (PARCIALIS TORTEKRE BONTAS)
> restart;
> ractort := (x 2-1)/(x 3+5*%x 2+8%x+6) ;
> convert(ractort,parfrac);

Ahol a MAPLE éltal vélaszként megadott szép formakat kihagytuk. Az utolsé sor
hatasara a gép kiadja
1 -3z-7 " 8
52242x+2 5x+15

19.8.1. Lehet-e MAPLE-ben programokat irni?

Igen, lehet. Minden, ami BASIC-ben megcsindlhaté, az tobbnyire MAPLE-ben is
megcsinzilhaté Persze, els¢ kérdés, hogy mi program és mi nem az. Itt a
programot azzal definidlom, hogy van benne ciklus és/vagy eldgazds.

Tehat ,,megmutatjuk”, hogyan kell MAPLE-ben ciklust képezni:

29. FELADAT. Prébaljuk ki a kovetkez6 MAPLE programot:
> for i from 1 to 13 do; ix*i; end do;

19.8.2. Globalis polinomkozelités

Mikor hasznaljunk komolyabb programcsomagokat? Ha fiiggvényeket akarunk
szamitogéppel megkozeliteni, gyakran egyszerii programokat irhatunk a probléma
megoldasara. Alabb egy olyan problémat mutatunk be, ahol egyértelmiien lathato,
hogy BAsic-ben és MAPLE-ben egyarant megoldhatjuk, de a BASIC program megirasa
sok id6t vehet igénybe.

A Bernstein-polinomok. Ezeket (I50) definidlta, a2T4l oldalon. Emlékeztetiink,
hogy az f fliggvény [0, 1]-beli n-edfoki Bernstein-polinomja

6(2) = Bulas f) = ; ()7 () aa—ar. (243)

i

Az aldbbiakban két fliggvény 8-adfoki kozelitését rajzoljuk ki, de az alabbi ,,munkalapon’
a fliggvényt atirva barmelyik masik fiiggvény tetszOleges foku polinom-kozelitését

106 Ha valamire sziikségiink van, ami itt nincs felsorolva, érdemes a HELP-ben ,,rékeresni”.

107Ezzel szemben a BASIC nem ismeri a szimbolikus mifiveleteket: nem tud differenciélni,
integralni, gyokot keresni stb. Ezen feliil sok mindent, ami a MAPLE-ben adott, a BAsic-ben
magunknak kell kitalalnunk, megcsinalnunk.
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is kiszémolhatjuk[°§ A 19.21(a) &brdn arctg(9z — 3) és a Bernstein-polinomja, a
19.21(b)-n pedig g = |z — 0.4] és a Bernstein-polinomja ldthats. (Készakarva nem
(1/2)-re szimmetrikus fiiggvényt vélasztottunk, mert az nem mutatnd, ha z-et és
(1 — x)-et tévedésbdl feleseréltiik volna.)

Az aldbbi MAPLE Worksheet-et (bernstein.mw) irtuk erre a célra:

MAPLE MUNKALAP 3

> restart: (memdriatorlés)
> fi=abs(t-.4): (fiiggvény megaddsa)
> gi=sum(binomial(n,k)+x kx(1-x)" (n-k)*subs(t=k/n,f),k=0..n):
> h:=subs(n=8,g): (n = 8-adfokival approz.)
> plot([h,abs(x-.4)],x=0..1,color=black); (kiragzoljuk g, h-t.)
0.6
a; 0.5
0.5 -4
0O.31
o o.2 O_4XO_6 o.8 i o.2]
—0.5 o. 1]
-t o 0=z o0.a o6 os 1
19.21(a) dbra: arctan(9z — 3), x € [0, 1] 19.21(b) dbra: |z — 0.4
Magyarazat

1. Megismételjiik: ha egy ,,munkalapon” valamit atirunk és az atirt véltozattal
szeretnénk tovabb szamolni, akkor tjrainditunk: célszerii a restart-ra rdallni
a kurzorral és nyomogatni az t: ez azért kell, hogy el6szor a memoria
torlédjék: tiszta memoriaval induljunk.Ez a MAPLE hasznalatdnal nagyon fontos:
ha errdl elfelejtkeziink, helytelen eredményt kaphatunk. (Van egy Restart gomb
is!)

2. A subs(x=..,f(x,y)) behelyettesités, az Osszeget a sum és az (})-t a bino-
mial(n,k) parancsokkal 4llithatjuk el§.

3. A 2. sorban adjuk meg a fiiggvényt.

4. A 3. sor éllitja el§ a Bernstein-polinomot (243)) alapjén. Ebben a sum(u(k),k=0..n);
a Y p_ou(k)-val ekvivalens. A subs(t=k/n,f) pedig azt jelenti, hogy f-be
helyettesitsiink t = %—et.

5. A kovetkezd sorban dontjiik el, hanyadfokd polinommal approximalunk.

6. Az utolsé sor kirajzolja az eredeti fiiggvényt és a kozelitését.

A fenti ,,program” mas fiiggvényekre is miikodik: a 2. és az utolsé sordban kell
abs(x-.4)-et lecserélni.

1084, et is novelhetjiik. Persze, ha nagyon sokat kivanunk a géptél, a program elszallhat.
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19.8.3. A Lagrange interpolacié

A [MT27] Megjegyzésben azt allitottuk, és egy feladatban azt kellett bebizonyitanunk,
hogy |z| Langrange interpoldciéja nem konvergal |z|-hez. Az aldbbi MAPLE program
ezt illusztralja.

MAPLE MUNKALAP 4

> restart; (a)
> n:=80; (b)
> h:=1.3; (c)

> with(CurveFitting);
> for i from O to n do

> x[i]:=-1+2*%i/n: y[i]:=abs(x[i]): (e) ertekadas
> end do:

> minta:=[seq([x[il,y[il],i=0..n)]; (m)

> g:=Polynomiallnterpolation(minta,x); (LI)

> plot([abs(x),g,h],x=-1..1,y=-2..2,thickness=[5,3],color=black) ;

A programban, (b)-ben magadjuk n-et, a pontszdmot. (c)-ben egy h = 1.3 vizsz-
intes vonal magassagat rogzitjiik, hogy majd lassuk, a gorbe lényegesen 1 felett marad.
Egy i-ciklussal az z-abszolutérték adatait betessziikk a minta nevii n-dimenziés
blokkba (melynek elemei sikbeli pontok). (LI) kiszdmolja a Lagrange Interpoldcids
polinomot, g-t. Végiil (r)-ben kirajzoljuk az interpolécids gorbét, |x|-et, és h = 1.3-at.

A program n = 20,40, 80 osztépontra rendre a aldbbi dbrdkat produkalja:

49 49

34 34

y 2 y 2

20 pont 40 pont 80 pont
19.22(a) dbra 19.22(b) dbra 19.22(c) dbra

Léthatd, hogy az interpoldcids polinomok nem tartanak |z|-hez, de persze ez nem
bizonyitds. Ugyanezt az abrat kaphattuk volna numerikus instabilitds miatt is.
(Az end do helyett néhol od zarja a do-t.)

‘ Nagyon leellenorizni

()



(F7) — 19.8. Mit tud még a MAPLE? ~ [HOOEISE30  April 12, 2012 441

19.8.4. Differencidlegyenletek megoldasa

A MaprLE differencidlegyenleteket is gyakran megold. Ez valéban kiemelkedd tel-
jesitmény. A legegszeri(ibb differencidlegyenlet az integralds, azaz, a primitiv fliggvény
megkeresése. Ussiik be, hogy
> int(1n(x) ,x);
Erre a MAPLE integrélja a log x fliggvényt:
> xx1n(x)-x
zln(z) —x

A konyvben megoldottuk a rddioaktiv bomlés és a lancgorbe differencidlegyenleteit.
A differencidlegyenletek elmélete nagyon mély és gyakran oldjuk meg az idevagd
problémainkat ,,ad hoc” mddszerekkel.

Az alabbiakban megoldjuk a harmonikus rezgémozgas méasodrendii, dllandé egyiitthatos
differencidlegyenletét. Maga az egyenlet

f'(x) =—c- f(x) ahol ¢ konstans. (244)

A kérdés az, hogyan irjuk be.
> diff (£(x,y),%,y);
hatésara a gép kiirja:
2

835—8yf (z,y)
Ezért beirjuk:

> ode:=diff (f(x),x,x)=-f(x);
azaz, ¢ = 1-re akarjuk megoldani ([244)-ot. Mire a gép ezt adja ki:

> ode := diff(f(x), x, x) = -f(x)

d2
ode = wf(x) =—f(x)

A kovetkezd sor

> dsolve(ode) ;
arra kéri meg a gépet, hogy oldja meg a fenti differencizilegyenlete Kicsit baratsagtalanabb
alakban az aldbbi (helyes) eredményt kapjuk:

f(z) =Cyisinz + Cs cos .

30. FELADAT. Oldjunk meg néhany differencidlegyenletet a 227 oldalrdl.

‘ Legyenek-e referenciaim? ‘
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1099de = ordinary differential equation = kézdénséges, (azaz, egyvaltozés) differencidlegyenlet.



