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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Véletlen sorozatok

Véletlen elemek generaldsa tobb alkalmazasban is kozponti szerepet jatszik, kiilono-
sen a kriptografidAban és a numerikus analizisben.

Véletlen binaris sorozatok alkalmazasara jo példa a Vernam tipusi titkositas:

Legyen Ay = {ay,...,an} € {0,1}" az iizenet bindris Abrazolésa, és legyen Ey =
{e1,...,en} € {0,1}V egy az iizenet hosszéval megegyezs hosszisagt véletlen soro-

zat. Ezutan az Ay ilizenetet bitenként titkositjuk tgy, hogy a véletlen Ey sorozat

megfelel6 elemét hozzaadjuk modulo 2:

AN : {CLl,...,CI,N}
@EN . {61,...,6]\7}
Fy o+ {f, fnd

Az lizenetet hasonldé modon lehet dekédolni. Ha most a titkositott Iy lizenethez

adjuk hozza bitenként a véletlen sorozatot, visszakapjuk az eredeti iizenetet:

Fy o Af, fad
EBEN : {61,...761\[}
AN : {CLl,...,CI,N}

Ennek a titkositési eljarasnak az el6nye, hogy mind a titkositas, mind a dek6do-
las egyszertien végrehajthatd. A rejtjelezés masik el6nye, hogy tokéletes biztonsagot
garantal. Azaz, ha egy véletlen sorozatot csak egyetlen iizenet titkositasara hasz-
nalunk, akkor bizonyithatd, hogy a tamado, erdforrastol fiiggetleniil, nem képes
semmilyen informéciot megtudni a rejtjelezett tizenetrdl.

A titkositasi rendszernek ezen erds tulajdonsagat kihasznalva, a masodik vilag-
habort és a hideghaboru alatt elGszeretettel alkalmaztak azt. Példaul a Washington

és Moszkva kozotti forro drotot 1963-t61 ezzel a titkositassal védték.



A rendszer hatranya, hogy megkivanja a véletlen sorozattol, hogy hossza meg-
egyezzen az iizenet hosszéval. Ez pedig megneheziti a kulcsok szétosztasat és ke-
zelését. Annak érdekében, hogy a titkositast hatékonyabba tegyiik, valodi véletlen
sorozat helyett pszeudovéletlen sorozatot hasznalhatunk, mely egy valédi am joval

rovidebb véletlen sorozatbol késziil. Pontosabban:

1. definicié. A pszeudovéletlen szam generdtor eqy olyan determinisztikus algo-
ritmus, mely eqy adott k hosszisdgu valodi véletlen sorozatbol eqy k-ndl hosszabb

pszeudovéletlen sorozatot generdl.

Hogy a titkositas biztonsdga ne csokkenjen, megkoveteljiik, hogy az igy legyar-
tott pszeudovéletlen sorozatot ne lehessen megkiilonboztetni egy valodi véletlen so-
rozattol. Persze ezt méar feltétel nélkiil nem tudjuk garantalni, igy bizonyos moédon
korlatozzuk a tamadot. Természetes feltétel, hogy megkoveteljiik, hogy a tdmado

csak polinomidlis eréforrassal rendelkezzen.

2. definicié. FEqy pszeudovéletlen bit generdtor kielégiti a kiovetkezd-bit tesztet, ha
nem létezik olyan polinomidlis ideji algorimus, amelynek segitségével meg lehetne
josolni az output sorozat elsd 1 bitjébdl az (I + 1)-ediket 1/2-nél lényegesen nagyobb

valosziniséggel.

A definiciénak t6bb hidnyossiga is van. Pszeudovéletlen sorozatot nem, csak
pszeudovéletlen generatort definidl. Az alkalmazasokban, mikor egy adott, IV hosszi
sorozattal dolgozunk, nem tudjuk eldonteni, hogy véletlennek tekintsiik-e azt, vagy
ne. Masrészrél, annak bizonyitésa, hogy nem létezik polinomidlis algoritmus, szinte
lehetetlen. Igy a definicio a gyakorlatban alkalmazhatatlan.

Egy masik, alkalmazas-orientalt megkozelités a linearis komplexitéas:

3. definicid. Egy Ey sorozat L(Ey) linedris komplexitdsa a legkisebb linedris feed
back shift register (linedris rekurzid By folott) hossza, ami generdlja az egész soroza-

tot.

Valodi véletlen Ey sorozatok esetén L(Ey) ~ % Tehat egy ,,j0” pszeudovéletlen
sorozattol meg kell kdvetelni, hogy nagy legyen a linearis komplexitasa. Azonban ez
korant sem elégséges feltétel.

Tovabbi hatranya, hogy egy sorozat linearis komplexitasat apriori tesztként csak
specialis esetekben lehet alkalmazni. A gyakorlatban altalanos sorozatok linearis
komplexitasat aposteriori dontik el (1d Berlekamp-Massey algoritmus [23]), ami szin-
tén felvet alkalmazhatosagi kérdéseket .

Adodik, hogy ujabb, elég erds definiciojat adjuk a pszeudovéletlenségnek. Az ]

definiciotol elvarjuk, hogy tesztelhets legyen sorozatok egy elég nagy csaladjara



1.2. Pszeudovéletlenség mértékei

1997-ben Mauduit és Sarkozy a pszeudovéletlenség uj meértékeit vezette be [19].
A meértékek definidlasanal a véletlen sorozatok aldbbi fontos tulajdonsagait vették

alapul:
e szamtani sorozatok mentén egyenletes eloszlasu (well-distribution);
e kis autokorrelacio (correlation);
e normalitas (normality).

Adott Exy = {e1,...,en} € {+1, —1}" binaris sorozat esetén a fenti tulajdonsa-

gok ,mérésére” a kovetkezs mértékeket vezették be:

4. definicid. Az En sorozat eloszlds mértéke:

W(Ey) = maX|U(EN,a b,t)| = max

a,b a,b,t

E €a+jb

ahol a mazimum olyan a,b,t € N szdmokra fut melyekre 1 <a <a+ (t —1)b < N.

)

Az En sorozat l-ed rendd korreldcios mértéke:

M
Cg(EN) = rj\l}?l%{ |V(EN, M, D)| = Iﬁ%{ Zl En4di Entdy - - - Cntd, |
ahol a mazimum olyan D = (dy,...,dy) l-eseken és M € N szamokon fut, melyekre

d1<d2<'-'<dg,M+dg§N.

Az En sorozat {-ed rendd normalitds mértéke:

T(ENanX) Y2

Ny(Eyx) = max max
Xe{+1,-1} O<KM<N+1-£

ahol
TE,M,X)=|{n: 0<n <M, (ent1,-..,€nis) = X}

Megjegyezziik azonban, hogy a korrelacios és a normalitds mérték kozott erds

Osszefiiggés van, igy altalaban elég az eloszlas és korrelacios mértékeket vizsgalni:
1. tétel (Mauduit, Sarkézy, [19]). Minden N, Ey és{ < N esetén

Ny < max |CH(EN)]

1<t<

teljestil.



Egy En sorozatot pszeudovéletlennek tekinthetiink, ha mind az eloszlas, mind a
korrelacios meértéke (legalabb kis ¢-re) kicsi N fiiggvényében (kivanatosan mindkettd
o(N), ha N — o0).

Ezt a terminologiat tamasztja ala a kovetkezd tétel:

2. tétel (Alon, Kohayakava, Mauduit, Moreira, R6dl [1]).
Minden €1 > 0 szamhoz létezik Ny(e1) és 6 > 0, hogy N > Ny esetén

VN < W(Ey) < %\/ﬁ

1 — g1-ndl nagyobb valdsziniséggel.

Hasonldan minden €5 > 0 szdmhoz létezik No(e3), hogy N > Ny esetén

%\ | N log (JZ) < Cy(EN) < ; | Nlog (27)

1 — e9-ndl nagyobb valdsziniséggel.

A tétel alapjan tehat a kovetkezéképpen definidlhatjuk a pszeudovéletlen soro-

zatokat:

5. definici6. Egy Exy € {—1,+1} sorozat jo pszeudovéletlen tulajdonsdgokkal ren-
delkezik, ha

W(EN) = Nl/Q(log N)O(l)’ illetve CZ(EN) _ Nl/Q(IOg N)Oe(l)

legalabb kis ¢ értékekre.

1.3. Korabbi konstrukcidok

Régota ismert, hogy a Legendre szimbo6lum erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal
rendelkezik. Mauduit és Sarkozy [19] a pszeudovéletlenségi mértékek segitségével
kvantitativ moédon jellemzték a Legendre szimbolumot. Nevezetesen a Legendere

szimbo6lum segitségével definialt az 5 definiciot kielégitG sorozatot:

1. konstrukci6 (Mauduit, Sarkézy). Legyen p egy primszim és definidljuk az

E, 1 ={e1,...,e,1} sorozatot a kévetkezdképpen:

)

ahol <5> a Legendre szimbolum.



Mauduit és Sarkozy bizonyitotta, hogy az igy konstrudlt sorozatra
W(Ey) < NY2log N, illetve Cy(Ey) < (NY*1og N.

Mivel alkalmazasokban nem egy sorozatra, hanem sorozatok egy nagy csaladjara
van sziikség, Goubin, Mauduit és Sarkézy [9] vizsgalta, milyen modon lehet az 1
konstrukciot kiterjeszteni. Azt taldltdk, hogy ha a sorozat m-edik tagjanél az n-
et lecserélik egy alkalmas polinom n helyen felvett értékére, akkor tovabbra is jo

pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezd sorozatot kapnak. Pontosabban:

2. konstrukci6 (Goubin, Mauduit, Sarkézy). Legyen p egy primszdim, f € F,[z]

és definidljuk az E, = {ey,...,e,} sorozatot a kévetkezdképpen:
(L2), hapt f(n),
en = b
L, hap| f(n),

ahol <5> a Legendre szimbolum.

Bizonyitottdk, hogy ha az f polinom kielégit bizonyos (kénnyen ellenérizhetd)

tulajdonsagokat, akkor
W (E,) < deg fp'?logp, illetve Cy(E,) < {deg fp*/?logp.

A szamitogépes szamelméletben széles korben hasznéljak az index (diszkrét loga-
ritmus) fogalmét. Az index erds pszeudovéletlen tulajdonsagait hasznalta ki Gyar-
mati [10] (Sarkozy eredményét kiterjesztve [27]), hogy 1j pszeudovéletlen sorozatokat

definialjon:

3. konstrukcié (Gyarmati). Legyen p egy primszdm, f € F,[z], g primitiv gyok
mudulo p és legyen ind a g alapi index (diszkrét logaritmus) modulo p. Definidljuk
az E, ={ei,...,e,} sorozatot a kévetkezdképpen:
+1, haptf(n) és1<ind f(n) <p/2,
en =
—1, madskiilonben.

Gyarmati bizonyitotta, hogy ha az f polinom kielégit bizonyos feltételeket, akkor
W(E,) < deg fp'?(logp)?, illetve Cy(E,) < 4°deg fp'/*(logp)“.
Oon vizsgalta a 2 és 3 konstrukciok egy kozds altalanositasat javasolta:

4. konstrukcio. Legyen p egy primszim, [ € F,lz], x multplikativ karakter mudulo
p. Definidljuk az E, = {ey,...,e,} sorozatot a kivetkezdképpen:

o — { +1, hapjff(n) €s arg (X(f(n))) c [0,7?),

—1, madskiilénben,

ahol arg(z) a komplex z szdm argumentumdt jeldli.
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Vilagos, hogy ha x a kvadratikus karakter, akkor lényegében megkapjuk a 2
konstrukciot. Masrészrél, ha a y karaktert ugy valasztjuk, hogy x(g) = e%, akkor
a 3 konstrukciot kapjuk.

Oon [25] bebizonyitotta, hogy ha a karakter d rendje nagy (d = Q(p'/?)), akkor
jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezG sorozatot kapunk:

p . p
W (E,) < deg fp*?(log p)* + 7 illetve  Cy(E,) < (deg fp'/*(log 8p)*™ + Mﬁ'
Sajnos a bizonyitas nem fedi a legérdekesebb eseteket, nevezetesen, amikor a karakter
rendje kicsi (d = o(p'/?)).

Az eddig felsorolt konstrukciok jo pszeudovéletlen tulajdonsaggal rendelkeznek
(leszamitva talan a 4 konstrukci6 bizonyos eseteit), azonban az implementaciojuk
komoly problémat okozhat. Ezért a kdvetkezd cél jol szamolhato konstrukciok meg-
talalasa volt, esetleg az erds pszeudovéletlenség gyengitése aran is.

Mauduit, Rivat és Sarkozy [18] elGszor a talan legegyszertibben szaimolhat6 konst-

rukciot vizsgaltak:

5. konstrukci6 (Mauduit, Rivat, Sarkézy). Legyen p egy primszim és f €
F,[z]. Definidljuk az E, = {ei,...,e,} sorozatot a kivetkezdképpen:

{+1, ha f(n) € {1,2,... B2}

—1, madskilonben.

n —

Mauduit, Rivat és Sarkozy [18] bizonyitotta, hogy a konstrukcié csak erds meg-

szoritasokkal mondhat6 pszeudovéletlennek:
W(E,) < deg fp'/*logp, illetve Cy(E,) < deg fp"*(logp)*",

feltéve, hogy a korrelacio rendje kicsi: ¢ < deg f. Megmutattak, hogy ha ez a feltétel
nem teljesiil (azaz ¢ > deg f), akkor Cy(E,) > p.

Késobb Mauduit és Sarkozy [20] megmutatta, hogy ha az 5 konstrukciéban po-
linom helyett annak multiplikativ inverzével szamolunk, elkeriilhetjiik a fenti, fok-
szamra vonatkozo erds feltételt. Az Ey = {e1,...,e,} sorozatot a kivetkezképpen
definialtak:

6. konstrukcié (Mauduit, Sarkozy). Legyen p egy primszim és f € F,[x]. De-

finidljuk az E, = {eq, ..., ey} sorozatot a kivetkezdképpen:

. :{ +1, ha f(n) £ 0 és f(n)te{1,2,..., 251}

—1, madskiilonben,
ahol a™' (a #0) az a € F,, elem multiplikativ inverzét jelili.

8



Mauduit és Sarkézy [20] megmutatta, hogy ha f kielégit bizonyos tulajdonsago-

kat, akkor az igy definialt sorozat jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezik:

W (E,) < deg fp'*(logp)?, illetve Cy(E,) < (deg fp'/*(logp)“.



2. fejezet

Felhasznalt eszkozok

A fejezetben a tételek bizonyitasahoz felhasznélt eszkozoket foglalom Gssze.

2.1. Karakterosszegek

A pszeudovéletlen mértékek becslése kiilonb6z6 nemteljes karakterdsszeg becslésekre
vezethetd vissza, ezért elGszor Osszefoglalom a véges testek feletti karakter Osszeg
becsléseket.
A fejezet folyamén a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni:

F, egy p karakterisztikdja véges test;

F(z),Q(x) € F,(x) racionalis tortfiiggvények;

deg Z8 = deg f(x) + deg g();

deg" L8 = deg f(x) — deg g();

S F(z) és Q(x) polusainak és () gyokeinek halmaza;

¥ additiv, x, v multiplikativ karakterei F -nek;

Yo, Xo a f6karakterek;

e(a) = e*™@ illetve e,,(a) = e(a/m).

6. definici6. Tekintsiik a kévetkezd hibrid karakterdsszeget:

SW.Fix.Q) =Y 1 (F (Q(n)).

ng¢S

Azt mondjuk, hogy S(¢, F; x, Q) elfajuld ha
F(x)=GP(z) — G(x)+b
valamely b € F, elemre és G(x) € F,(x) raciondlis tortfigguényre és
Q(z) = cH(x)
valamely ¢ € F, elemre és H(x) € F,(z) raciondlis tortfigguényre.

10



Ha az S(¢, F; x, Q) karakterosszeg elfajulo, akkor az sszeg Gsszes tagja 1, igy az
Osszeget csak a trivialis modon tudjuk becsiilni. Masrészrl Perel’'muter bebizonyi-
totta, hogy ha S(¢, F'; x, @) nem elfajuld, akkor méar lehet az Gsszeget nemtrivialis

modon becsiilni:

3. tétel (Perel’muter [26]). Legyen F, p karakterisztikdji véges test, 1 # 1o

additiv, x # xo d-ed rendd multiplikativ karaktere F,-nak. Legyenek F'(z) = %,
Qx) = ggi; € F,(z) raciondlis tortfigguények. Tegyik fel, hogy az S(v, F; x, Q)
nem elfajulo és a kovetkezd feltételek teljestilnek:
1. Ha F = ﬁ, akkor p 4 N\, ahol \; > 0, 1 =1,... 1 esetén és degF' > 0
91t egn
esetén p 1 deg F.
2. Ha Q) = fﬂ%, akkor 0 < n; < d, 0 <m; < d minden i-re.
Ekkor
D U(Fn)x(Qn))| < (di+dy = 2)g"* +dy + dy + 1 (2.1)
ng¢S
ahol

d; = max{deg f,degg} +s+ A\, dy=z4p

és s g kilonbozd gyokeinek szamdt jeldli, A = 0 ha degg > deg f és A = 1 mds-
kiilénben, z q és r kilonbizd gyokeinek szama, végil p = 0 ha d | deg@ és p =1

maskiilonben.
A tétel segitségével adhaté nem trividlis korlat nem teljes karakterdsszegekre is.

4. tétel ([M3]). Legyen p primszim, 1 # 1y additiv, x # xo d-ed rendd mul-
tiplikativ karaktere F,-nek. Legyenek tovdbba F' = 5, Q = % nem nulla raciondlis

tortfigguények. Tegyiik fel tovabbd, hogy

g9(x) 1 () (2.2)
vagy
Q(x) # bB%(x) bdarmely b € F, és B(x) € F,(z) esetén. (2.3)
Ha 1 < N < p, akkor
> W(F()x(Qn))| < 9(max{deg f,deg g} + 5 + 2)p'/*log p, (2.4)
Oi'réfs]\’

ahol s g, z q és r kiilonbozd gydkeinek szima.

11



Bizonyitds. Ha a (2.3) feltétel teljesiil, de a (2.2) feltétel nem, akkor nem teljes
multiplikativ karakter dsszeg becslését kapjuk (I1d. [19]).

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a (2.2) feltétel teljesiil. A bizonyitas so-
ran feltehetjiik, hogy az f,g,r, ¢ polinomok p-nél kisebb fokuak (kiilonben a tétel
semmitmondo).

Mivel a 1 karakter nem a f6karakter, ezért az additiv karakterek alapvetd tulaj-

donsagaibol kovetkezik, hogy

Nolqg ol {1 ha0<n< N

0 maskiilonben.

S = S eFm)MQM)

ngS
S pFEm)@Qm),
P S
ahonnan
|sN|s% = ()| |3 0(F () + umx (@) +
u=1 | r=0 ngS

IS wEmQm)|. @5)

p n¢S
Rogzitett u esetén legyen
F,(z) = F(x) +uzx = J(@) + uz.
g(x)

Annak érdekében, hogy megmutassuk, hogy az F,(z) racionalis tortfiiggvény kielé-
giti a 3 tétel feltételeit, elegendé megmutatni, hogy F,(z) nem irhato A(x)? — A(z)
alakba ahol A(x) € F,(x). Indirekt tegyiik fel, hogy léteznek k(z),l(x) € F,[z]
polinomok, hogy

(k(2), () = 1 (26)
o (MY k@)
Ful “(m) @) (2.1



A nevezgkkel felszorozva kapjuk, hogy

() (f(2) + uzg(z)) = (K~ (z) — "7} (2))k(z)g ()
ahonnan (2.6) miatt
P(x) | g(x).
Mivel deg g < p, az l(x) polinom egy konstans polinom. Tehéat

f(@) +uwg(x) = (ak?(x) + Bk(x))g(x),

illetve
f(x) = (ak”(z) + Pk(x) — uzr)g(x),
valamely o, 3 € F,, a8 # 0 értékekre. Mivel g(z) 1 f(x) és

deg(ak?(z) + Bk(z) —ux) <p

azt kapjuk, hogy (2.7) nem teljesiilhet.
Mivel F(z) + uz, F(z) és Q(x) kielégiti a 3 tétel feltételét, alkalmazhatjuk a

tételt (2.5)-beli karakter dsszegekre:
N-1
Z p(ur)| + N) :
r=0

1 [
ISy < —<Z
p
-2(max{deg f,degg} + s+ z)pl/z.

u=1

ahonnan a kivant becslés kovetkezik a

p—1 |N—-1
(ur)| < plogp+038p+064
u=0 | r=0
egyenlGtlenséget felhasznalva (1. tétel, [6]). O

A kovetkezd tétel altalanos véges testek folotti karakterosszegekre ad nemtrivialis
korlatot.

5. tétel (Winterhof, [28]). Legyen p prim, és q = p", x d-ed rendd multiplikativ
karaktere F,-nak, f(x) € F,[x] nem konstans polinom, mely nem d-hatvdiny és mely-
nek m kiilonbozé gyoke van a felbontdsi testben. vy, ... v, € F, F, eqy F, folitti
bizisa, ty,...,t, € N olyan egészek, melyre 0 < ty,...,t,. Legyen

{ZawZ 0<a; <t;,1=1,. }

ekkor
< mg"?(1 + logp)".
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Az alabbi két lemma segitségével a sorozat tagjait tudjuk majd felirni karakterek

linearis kombinaciojaként :
7. lemma. Legyen x d-ed rendid multiplikativ karaktere F,-nek, n # 0. Ekkor

« 1 —7(g)¥? a ar n T
dz L v(n)z{ +1 ha ore x (n)) € [0,7) (2.8)

—(9) —1  madskilonben,

ahol v fut azon nemtrividlis karaktereken, melynek d-edik hatvdinya a fékarakter, és

g az a generdtor, melyre x(g) = e(1/d).

Bizonyitds. Jeldlje r,,(c) a ¢ legkisebb nem negativ maradékat modulo m. Ekkor,

ha n # 0, akkor
indn) )indn

x(n) = x(g = x(9g

9

ahol ind a ¢ alapu diszkrét logaritmus. Ekkor

, d
arg (x (n)) € [0,7) <= rq(ind f(nG)) < 3
Felhasznalva az
1 1 haa=1
- a) =
—1 ;% ) { 0 maskiilonben,
osszefiiggeést, azt kapjuk hogy a (2.8) jobb oldala
1 !
o O OD DD DR
0<k<p—1 p v =0 0<k<d/2
T‘d(k‘)<d/2
gF=f(nq)
=1l
1 < d\i k
=2——> () Y )" Yo e -1
p Y 1=0 0<k<d/2

Mikor ~ = xo, akkor

Hasonloan, ha v¢ # yq, akkor

S
-
|
—



Végiil az allitas kovetkezik a

d
2

Z ,Y(g)k _ 1 _/7(9)

0<k<d/2 1 =(9)

Osszefiiggésbal.

Az el6bbi lemma additiv analogonja:

8. lemma. Legyen m € N. FEkkor

LS ke (ak)z{ e S anslen() <3

M /2l <k<[m2] —1  madskilénben,
ahol v, (k) egy m szerinti periodikus fligguény, melyre
'Um<0) = 17

és ha m pdratlan, akkor

(—1)* — cos(mk/m)

O (k) = i* (1+¢ ) ha 1 < |k| < m/2,

sin(mk/m)
ha m pdros, akkor
0 ha k péaros,
vm(k) =< cos(kn/m) ha 1 < k| <m/2.
'lk (2 — 2ZW> ha k pératlan,

Tovabbd mindkét esetben
v (k) < % ha k # 0.

Bizonyitds. Paratlan m-re a lemméat Mauduit, Rivat és Sarkozy bizonyitotta [18],

paros m-re a bizonyitas hasonlo. O

9. lemma. Legyen g az F, egy generdtora. Ekkor
* 1
Y ——— <dlogd.
— [1=x(9)|
x4=xo

Bizonyitds. Abban az esetben, mikor ¢ = p és d = p — 1 a bizonyitas megtalalhato

[27]-ben. Az altalanos eset hasonldéan bizonyithato. O
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2.2. Megengedhetdség

Annak érdekében, hogy leirhassuk azon polinomokat, melyekre az adott konstruk-
cio jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezd sorozatot general, bevezetjiik a

megengedhetdség fogalmat.

10. definicié. Legyen m,d € 7Z egész szamok, A, B C Z,, olyan multihalmazok,
hogy az elemek multiplicitdsa kisebb, mint d, és A minden elemének multiplicitdsa
relativ prim d-hez. Azt mondjuk, hogy az A, B pdr P(d) tulajdonsdgi, ha az A+ B

osszegben minden elem d-szeresen van reprezentdlva. Azaz a
a+b=c, ac€ AbeRB (2.9)
egyenletnek a megolddsszama minden c esetén oszthato d-vel.

Jelolje egy adott A multihalmaz kiilonb6z6 elemeinek a szaméat |.A.

11. definici6. A (k,¢,m) szamhdrmas d-megengedhetd (d-admissible) (k,{ < m),
ha nem létezik olyan A, B multihalmaz, hogy |A| = k, |B| = ¢, és A, B P(d) tulaj-

donsdgu.
A kovetkezGkben elégséges feltételeket adunk d-megengedhetGségre.

6. tétel ([M7]). Egy m szdam legkisebb primosztdjdt jelolje p(m). Ekkor
(i) Ha k,m,d € N, k < p(m), akkor a (k,2,m) hdrmas d-megengedhetd.
(i) Ha k,m,d € N, k < p(m), tovdbbd

(40)% < p(m), (2.10)

akkor a (k,¢,m) hdarmas d-megengedhetd.
(i1i) Ha m egy primszam, d minden primosztdja primitiv gyok modulo m, akkor

minden k,{ < m esetén a (k,¢,m) hdrmas d-megengedhetd.

A kovetkezd lemma miatt elég a tételt abban az esetben bebizonyitani, ha d
primszam. A lemma (és a tétel) bizonyitasaban egy A multihamaz adott a elemének

a multiplicitasat m 4(a)-val fogjuk jelolni.

12. lemma. Ha d minden p primosztdjdra a (k, €, m) hdrmas p-megengedhetd, akkor

a (k,¢,m) hdrmas d-megengedhetd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik egy P(d) tulajdonsagi A, B multihalmaz péar.
Legyen d = p{'...p%", és legyen p; olyan primosztd, hogy p;" nem osztja az

osszes mp(b) multiplicitast.
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Ha van olyan b € B elem, melyre p; { mg(b), akkor gyijtsiik A’-be az A elemeit
m4(a) (mod p;) multiplicitassal, hasonl6an B'-be a B elemeit mg(b) (mod p;) mul-
tiplicitassal. Ekkor sem A’, sem B’ nem iires (hiszen nem minden m4(a), mp(b)
multiplicitas oszthato p;-vel) és az A', B’ par P(p;) tulajdonséagu.

Ha minden mg(b) multiplicités oszthato p;-vel, akkor legyen (3; az a kitevd, melyre
pfi || Inko{mp(b) : b€ B}.

Ekkor 3; < ;. Legyen A" = A és B’ multihalmaza a b € B elemeknek mg(b)p;&
multiplicitassal. Ezzel a valaszassal nem minden mg (0') multiplicitas oszthato p;-
vel (i € B), és az A", B' par P(d/p") tulajdonsagi. Igy az el6z6 gondolatmenet
alapjan létezik olyan A", B” par, ami P(p;) tulajdonsagu. O

A 6 tétel bizonyitisa. A 12 lemma alapjan elég a tételt prim d-re bizonyitani.

A 6 tétel (i) pontjinak bizonyitdsa. Az allitast indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik
fel, hogy léteznek A, B C Z,, multihalmazok, hogy |A| = k, |B| = 2 és minden ¢ € Z
esetén a (2.9) egyenlet megoldéasszama d-vel oszthato.

Legyen a B két kiilonb6z6 eleme 7, r+s (ahol most s # 0). A+r minden elemének
legalabb két elgéllitasa van a (2.9) alakban, tehat {a+r | a € A} = {a+r+s | a € A}
mint halmazok. Hasonléan {a +r |a € A} = {a+ 7+ st|a € A} minden t € N
esetén, azaz A+r tartalmazza Z,, egy nemtrivialis részcsoportjanak mellékosztalyat,

ami ellentmond a |A| < p(m) feltételnek.

A 6 tétel (ii) pontjanak bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy k, ¢, m kielégiti a (2.10) egyen-
16tlenséget, A, B C Z,, olyan multihalmazok, melyekre |A| = k, |B| = /.
Ha s € N, (s,m) = 1, akkor a (2.9) és az

sa+sb=sc, ac A beB

egyenlet megoldasai megegyeznek, ha c végigfutja Z,, elemeit. Tehat elég megmu-

tatni, hogy van olyan s € N és ¢ € Z,,, hogy (s,m) =1 és az
sa+sb=c, acA beB (2.11)

egyenlet megoldasszama nem oszthato d-vel.
Adott a € Z esetén legyen r(a) a-nak az abszolit legkisebb maradéka modulo
m, azaz

r(a) =a mod m, —% <r(a) <

SE

A tétel bizonyitasa soran a kovetkezd lemméat hasznaljuk:
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13. lemma. Ha k,/,m, A eleget tesz a fenti kévetelményeknek és aq,...,a, az A

kiilonbozd elemei, akkor létezik olyan s szam, melyre (s,m) =1 és
1mm . .
Ir(sa;)| < 5 [?} i=1,..., k esetén. (2.12)

Bizonyitds. Legyen J = {1,...,p(m)}. Vilagos, hogy hai,j € J, akkor (i—j,m) =
1. Tekintsiik a kovetkezs p(m) darab k-ast:

u; = (r(jar),...,r(jar)), JjE€JT. (2.13)

Legyen D = % [%] +1és Z = [%] +1. Ekkor DZ > m, igy minden j € J esetén

léteznek t1 = t1(j),...,tx = ti(j) egészek, hogy
m

r(jai)E{—[2] +tiD,—[%} +t,~D+1,...,—[%} +(ti+1)D — 1}

ahol
tref{0,1,...,2—1} (2.14)

1=1,...,k esetén.

A lehetséges (ti,...,t) k-asok szama, melyekre (2.14) teljesiil

k m\ k m \"
(] ) < ()< (o) -
(2.10) miatt. Tehat létezik legalabb két index ji, jo € J, melyekre
th=1t(51) = ti(J2), - - - te = ti(51) = ti(Ga),

azaz
B [%} + 6D < r(jrai), r(jaai) < — [%} + (t; +1)D

ahonnan azt kapjuk, hogy
Ir(jra;) —r(jaas)| < D i=1,... k.
Legyen s = |j; — j2|. Ezzel a valasztéssal
r(sa;)| = |r((jr — j2)ai)| < |r(jra;) — r(joai)| < D.
0

A tétel (ii) pontjanak bizonyitasahoz valasszunk egy olyan s elemet, ami kielégiti

(2.12)-et. Legyenek b; ..., by B kiilonb6z6 elemei. Legyen i, j olyan indexpar melyre
sby € {sb;+1,...,sb; =1}, 1=1,...¢
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(itt az sb; elemeket ciklikusan, azaz modulo m soroljuk fel). A skatulyaelv miatt a

maximalis tavolsag két egymast kovets sb, kozott legalabb [m/¢] + 1.

Legyen 11, ..., 1 az r(say), ..., r(sax) valtozok értéke nagysag szerint rendezve:
! [m] << << [m}
—_—— —_— 7"‘ .. 7"‘ — E— .
2lel="1= =T =0y

(2.12) alapjan

(sbj +11) — (sb; + 1) = (sb; — sb;) + 11 — 1) >

m 1 m 1mm
> (2] +) -5 [F] -5 [F]=1>0
> ([7]+1) -z 7] 3%
Legyenek wu, v azon indexek, melyre r(sa,) = ry, r(sa,) = rx. Ekkor a

sa, +sb; és  sa, + sb;

elemek kiilonb6z6 reprezentacidinak szama a (a,b) = (ay,b;) illetve a (a/,0) =
(ay,b;) parok szama, ami m 4(a,)mp(b;) és ma(a,)mp(b;) mely szdimok nem oszt-
hatok d-vel.

A 6 tétel (iii) pontjainak bizonyitdisa. Adott C C Z,, multihalmaz esetén definialjuk
a Pe(x) € Zg|x] polinomot a kovetkezdképpen:

Pe(x) = Z "),

ceC

ahol 7,,,(c) a ¢ legkisebb nem negativ maradékat jeloli modulo m.

Megjegyezziik, hogy ha u € Z,,, akkor
Peiy(x) =2"FPe(x) mod 2™ — 1.
Kovetkezésképpen egy A, B par pontosan akkor P(d) tulajdonsagi, ha
Pa(x)Pg(x) =0 mod 2™ —1

Zq t0l6tt, azaz ™ — 1| Pa(z)Pg(x).

Ha a 2™ ' +- - -+1 polinom reducibilis Zy[x] f616tt, példaul Py (z)Py(z) = 2™ 1+
++++1, akkor definialjuk az A illetve B multihalmazt a P;(z) = >, , 2" illetve
Py(z)(z —1) =, g ® osszefiiggéssel. Ekkor az A, B par P(d) tulajdondgi.

Megforditva, ha ™! + ... + 1 irreducibilis Z4[z] folétt, és az A, B par P(d)
tulajdonsagu, akkor 2™~ 1 + -+ + 1 osztja vagy a P4(z), vagy a Pg(z) polinomot,
tehat A vagy B tartalmazza Zg-t.

Végiil megjegyezziik, hogy a [16]-beli 2.47 tétel alapjan az 2™ 1 +- - -+1 polinom

pontosan akkor irreducibils Zy[x] f616tt, ha m prim és d primitiv gyok modulom. O
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A 6 tétel (iii) pontja nem csak elégséges, de bizonyos szempontbol sziikséges és

elégséges feltételt ad szamunkra a megengedhetdségre:

14. definicié. Adott d szdm esetén az m € N szam jo, ha minden k,f{ € N pdrra,

melyre k < m, { <m a (k,{,m) harmas d-megengedhetd.

15. Kévetkezmény. Az adott d szdm esetén az m € N szam pontosan akkor jo, ha

m prim, és d minden primosztoja primitiv gyok modulo m.

Bizonyitds. Azt kell megmutatni, hogy minden k, ¢ € N par esetén, melyre a (k, £, m)
harmas d-megengedhets, akkor d minden p primosztojara és k', ¢ € N parra a
(K, ¢',m) harmas p-megengedhetd.

Legyenek A, B multihalmazok, melyek P(p) tulajdonsaguak. Ekkor legyen A" =
A és legyen B’ az a multihalmaz, mely B elemeit tartalmazza mg(b) -% multiplicitasa.
Ekkor a A", B’ par P(d) tulajdonsagu. O

Megjegyezziik, hogy abban a specialis esetben, mikor az A, B multihamlazokba
minden elem multiplicitasa legfeljebb egy (azaz A és B halmazok), akkor az (i) és

(i) pontokban a megengedhetdségnél erdsebb dolgot bizonyitunk:

16. Kovetkezmény. Ha k,( eleget tesz a 6 tétel (i) és (ii) pontjainak feltételének;,
akkor minden A, B halmaz esetén, melyre |A| < k, |B| < ¢ létezik olyan ¢ € Zy,
elem, hogy az

a+b=c ac A beB

egyenletnek pontosan eqy megolddsa van.

A kovetkezSkben a 16 kovetkezmény altalanositasat nézziik, mikor a (2.9) egyen-

letet tetszdleges Abel csoport felett vizsgaljuk.

17. definicié. A (k, ¢, G) hdrmas megengedhetd, ha minden A, B C G halmaz esetén
melyre |A| < k, |B| < { létezik olyan ¢ € G elem, hogy az

a+b=c ac A beB

egyenletnek pontosan eqy megolddsa van.

7. tétel ([M6]). Legyen G = Zg, X - - - X Ly, tetszdleges véges Abel csoport, és p(G)
a csoport rendjének legkisebb primosztoja. Legyen k, ¢ € N melyek az alabbi feltételek
valamelyikét teljesitik:
(i) k<p(G)l=2;
(ii)
430 < p(@). (2.15)
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Ekkor a (k,¢,G) hdrmas megengedhetd.

Bizonyitds. A tétel (i) pontjanak bizonyitésa hasonlo a 6. tétel (i) pontjanak bizo-
nyitasahoz, igy azt az olvasora bizom.

A (ii) pontjanak bizonyitasahoz felhasznéljuk a 13 lemma analogonjéat:

18. lemma. Ha dy,...,ds € N, p a legkisebb primosztdja a [[d; szorzatnak, és
t € N olyan egész, melyre
458 < p, (2.16)

akkor adott hq, ... hy € Z" esetén létezik eqy olyan 0 < r < p egész, melyre

i, (- (hy),)] < %2

,.p

Bizonyitds. Adott h € Z esetén legyen y;(h) az a nem negativ egész, melyre h kon-
gruens az (yj(h) ([%ﬂ] + 1) (y;(h) +1) ([%ﬂ} + 1)] intervallum valamelyik elemé-
vel modulo d;. Ekkor y;(h) € {0,1,2, 3} teljesiil. Adott u =1,...,p esetén tekintsiik
a kovetkezs y;(u) = (y1 (u-(hy),)), ..., ys (u- (hy),)) € {0,1,2,3}* s-eseket, ahol
i=1,....,t. A (yi(u),...,yi(u)) € ({0,1,2,3}*)" t-esek szama p, amely a feltétel
szerint nagyobb az Osszes kiilonbozs ({0, 1,2,3}%)"-beli t-esek szamanal. Kovetke-

zésképp a skatulyaelv alapjan létezik legalabb kett6 t-es, melyre

(yi(u),...,yi(w) = (y1(v), ..., y:(v)), u<w.

Legyen r = v — u, ekkor a y; (u . (hi)j) =y (v . (hi)j) feltételbdl kovetkezik, hogy

4>|&

[ma, (- (hy) ;)| = |ma, (v —w) - (hy) )] < |ma,((v- (hi); —w- (hi);)] <
minden i =1,...,tés 7 =1,...,s indexre. O

A lemma segitségével a kovetkezGképpen bizonyithatjuk a tétel (ii) pontjat: Le-
gyven x;(a) az i-edik komponense a-nak a Zg, X -+ X Zg_-beli reprezentacioban, és
alkalmazzuk a lemmat a (z(a),...,xs(a)), (a € A) és (z1(D),...,z5(b)), (b € B) s-
esekre, ahol most t = k+¢. Ekkor a (2.16) feltétel a tételben megfogalmazott (2.15)
feltétel miatt teljesiil, igy a lemma szerint van olyan r egész, melyre 0 < r < p(G)

és

Ima, (r - xzi(a))], |ma,(r-z;(b)] < i1=1,...,8,ae A, beB. (2.17)

»-lk|&

Definialjuk most az A, B halmazokat a kdvetkezd modon:
A = {(ma,(r - 22(a)), .., ma, (- 24(a)) : 0 € A}
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B = {(mg, (r-z1(b)),...,mg, (r-z40b))): b€ B}.

Legyen w4 és wi az A és B halmazok maximalis eleme a lexikografikus elrendezés

szerint, és legyenek @ € A és b € B azon elemek melyekre

Wa = (ma, (r - 21(a)), ..., ma,(r - 25(a)))
és
wi = (mg, (r-21(b)),...,mq.(r - zs(b))).
Ekkor a w4 és wi maximalitasa miatt a w4+ wp Osszegnek nincs mas elGallitasa
a
w+w, weA weB. (2.18)
formaban.

A (2.17) miatt az i-edik koordinatéja az osszegnek a

d; d; d; d;
212 212 —_ |2 i
(e l5] 23] < (15 12
intervallumban van. Tehat minden a € A és b € B esetén

(ma, (r - 21(@)), ..., ma, (r - 2,(@))) + (ma, (r - 21(b)), ..., mq, (r - z4(b)))
#(mdl(r cxq(a)), ... ,mg,(r- xs(a))) + (md1 (r-x(b)),...,mg(r- xs(b))),

amibdl kdvetkezik, hogy
ra+rb#ra+rb, ac A beB
és a (r,[]d;) = 1 tulajdonsagot felhasznalva, hogy

a+b#a+b acAbeB.
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3. fejezet

Pszeudovéletlen binaris sorozatok

konstrukcioja véges testek folott

A fejezetben az 1.2 részben targyalt konstrukciok egy kozos altalanositéasat tanul-
manyozom. A 2.1 rész jeloléseit felhasznalva a kovetkezd modon definialhatjuk az

altaldnos konstrukeiot.

7. konstrukcié. Legyen p primszam, 1 additiv, x multiplikativ karaktere ,-nek,
F(z), Q(z) € Fy(x) raciondlis tortfigguények. Ekkor definidljuk az E, sorozatot a

kovetkezd modon:

. :{ 11 haarg (4 (F(n) - X (Q(n)) € [0.7) ésn g S

—1 mdskilonben.

Vilagos, hogy ha az F' fliggvényt konstansnak és a x karaktert a kvadratikus
karakternek valasztjuk, akkor visszakapjuk a 2 konstrukciot. Masrészrél, ha a y
karaktert ugy valasztjuk, hogy x(g) = e%, ahol g generator F,-ben akkor a 3
konstrukciot kapjuk. Végiil dltaldnos y multiplikativ karakter esetén a 4 konstruk-
ciot kapjuk.

Masrészrél, ha a @) fiiggvény konstans, akkor visszakapjuk az 5 illetve a 6 konst-

rukciot, amennyiben az F' fiiggvény egy polinom vagy annak multiplikativ inverze.

Pszeudovéletlen binaris sorozatok konstrukci6jat ilyen altalanossdgban elGszor
Oon tanulméanyozta |24, 25|. Vizsgélta a 4 konstrukciot, és bebizonyitotta, hogy
a konstrukeié jo, ha a karakter rendje nagy: Q(p'/?). Abban az esetben, amikor
a karakter rendje kicsi (nagysagrendileg o(p'/?)) és paratlan, akkor nem varhatunk

nemtrivialis korlatot, amit a kovetkezd példa is mutat:
1. példa. Ha x egy harmad rendd multiplikativ karakter, és az E, sorozatot a 4
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konstrukcio definidlja f(n) = n polinommal, akkor

0B 0.) = 36 = |10 x) = 1H = 1 3) # 1| >[5 -2 =2

Ezek alapjan kiilon vizsgaljuk azt az esetet, amikor az F' fliggvény konstans és
a multiplikativ karakter rendje péros illetve azt az esetet, mikor az F' fiiggvény nem

konstans.

3.1. Pszeudovéletlen binaris sorozatok konstrukci6ja

multiplikativ karakter segitségével

8. tétel ([M1]). Legyen p prim, x multiplikativ karaktere F,-nek, melynek d rendje
pdros, q € Fy[z] polinom, ami nem d-hatviny. Ha az E, sorozatot a 4 konstrukcio

definidlja, akkor

W (E,) < 36sp'/?*logplogd + s, (3.1)

ahol s az q gydkeinek szamdt jeloli.

Ha tovabbd az q minden gyokének multiplicitdsa vagy relativ prim d-hez, vagy

azzal oszthato, és az (s,,p) hdrmas d megengedhetd, akkor
Co(E,) < 94%sp'*log p(log d)* + £s. (3.2)

Megjegyezziik, hogy a tétel alkalmazhatd abban az altalanos esetben is, mikor
a multiplikativ karakter argumentumaban nem polinom, hanem &ltalanos racionalis
tortfiiggvény szerepel. Adott q/r fiiggvényhez tekintsiik a ¢ - r?~! polinomot. Ekkor
(legszamitva r gyokeit) a két fiiggvény minden ponton megegyezik, azonban ebben

az esetben az s paraméter az q/r gyokeinek és polusainak szaméat fogja jeldlni.

A 8 tetel bizonyitdsa. A (3.1) bizonyitasahoz legyenek a € Z és b, t € N olyan sza-

mok, melyekre
I1<a<a+(t—1)b<t.
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Ekkor a 7 lemma alapjan

U(Br,t,a,0)| = | earin

«1— g
< X Z L2062 ga+ joy)| +
0<j<t g

q(a+jb)#0

2 * ) 1— v(g %
<S> DD Algla+ b)) s 7K1 N

di— | = 1—7(g)

7¥4=x0 sj<t

q(a+37b)#0

Mivel ¢ nem d-hatvany, ezért a 4 tétel alkalmazhato, igy a 9 lemma alapjan

2 L= ()
p 1D Aala+ b)) T <
vizxo | 0<i<t A
a(a+7b)#0
< 29sp1/210gpz 2
d 11 —7(9)|

¥4=x0

< 36sp*?log plogd.

A (3.2) bizonyitasahoz legyenek M € N és D = (dy, ..., dy) olyanok, hogy 0 <
dy <---<dy<p— M. Ekkor a 7 lemma alapjan

M
V(Er, M,D)| = > enta, - €nta,| <
n=1
2/ 1 —Tulg)?
<| ¥ Ay ay)-
1<n<M: a_ —7(9)
q(n+d;)#0 T
i=1,...,0
1—9(g)?
ES — f 2
— Ye(q(n 4+ dy))| + Us
2 T e+ dd)
Yo =X0
d d
I—m(9)2  1—l(g):

Y1 =X0 ’Y}i=XO

+ Us.

> mlgn+dy)). . yvelg(n+ de))

1<n<M:
q(n4d;)#0
i=1,...,0

Adott 7, (u=1,...,¢) karakter esetén legyen §, az az egész, melyre
Yo =X 0<d,<d, u=1,...,1¢ (3.3)
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A jelolést hasznalva kapjuk, hogy
Z Y(g(n+dy)) ... velg(n +dp)) =

1<n<M:
q(n+d;)#0
i=1,...,0

= Z X (q‘sl(n+d1)...q6‘(n+d5)) :
1<n<M:
q(n+d;)#0
i=1,...,0
Legyen I, ., (z) = Fy, . 45(2) = ¢"(z +di) - ... - ¢" (2 + dy). Hogy alkamazni
tudjuk a 4 tételt, sziikséges, hogy az F,, ., (x) polinom ne legyen d-hatvany. Ezt

garantalja nekiink a kovetkez6 lemma:

19. lemma. Legyen p prim, q € F,[z], mely nem d-hatviny, és minden gyokének
multiplicitdsa vagy oszthato d-vel, vagy ahhoz relativ prim. Ha s jeloli a q polinom
kiilonbozd gyokeinek szamdt, és az (s,l,p) d-megengedhetd, akkor az Fs, _s5,(x) =

@ (z+dy) .. (z+dy) polinom (0 <6y ... 0, <d) nem d-hatviny.

A lemma bizonyitasa el6tt megmutatom, hogy ez elég a tétel bizonyitasahoz.

Valoban, a 4 tétel és a 9 lemma alapjan azt kapjuk, hogy

1-n(9)?  1—lg)
L—=m(9)  1—lg)

Z * *
\V(Ep, M,D)| < %Z Y

Y=xo  v¥=xo0

[V][~%

. Z Fonn)| + s
1<n<M:
q(n+d;)#0
i=1,...,0
¢
< 2—j€sp1/2 log p Z* 2 + /s
d =09l

2@
< yésplﬁ log p(2dlog d)* + Is

< 4%sp'*log p(log d)* + (s.

Végiil a 19 lemma bizonyitasa:

Bizonyitds. A bizonyitashoz bevezetiink F,[z]-en egy ekvivalencia relaciot: két po-
linomot p(z),o(z) € Fy[z] azonos ekvivalencia osztilyba sorolunk (p(z) ~ o(z)), ha
létezik olyan ¢ € IF, érték, hogy p(x) = o(x + ¢).

Bontsuk fel a ¢ polinomot irreducibilis polinomok szorzatéira, és a faktorokat
csoportositsuk az ekvivalencia osztalyoknak megfelelGen. A ¢-ra vonatkozo feltételek
alapjan van legalabb egy olyan tényezGje a szorzatnak, mely nem d-hatvany. Legyen
ez a tényezs:

P x4 ay) ... p% (x4 ),
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ahol df oy ést <s.

Indirekt tegyiik fel, hogy a 19 lemma nem teljesiil, azaz az F,, . (x) polinom

d-hatvany. Ekkor, ha ezt a polinomot is hasonl6 médon felbontjuk, az el6bb kiva-
lasztott ekvivalencia osztalyba pontosan a p(x + a; + d;) alaku polinomok fognak

tartozni, ahol e =1,...,t, 5 =1,..., /.

Hogy ellentmondasra jussunk, legyen A az a; (i = 1,...,t) elemekbdl all6 mul-
tihalmaz, ahol az adott a; elem multiplicitasa oy, és Ba d; (j =1,...,¢) elemekbdl

all6 multihalmaz, ahol most az adott d; elem multiplicitasa 0;. Ha tehéat az adott

osztalyba esé faktor d-hatvany, minden elem d-szeresen van reprezentélva az
ai—i—bj, izl,...,t,jzl,...,ﬁ

formaban, azaz az A, B par P(d) tulajdonsagu. O

3.2. Pszeudovéletlen binaris sorozatok altalanos

konstrukciéja

Az el6z6 részben a 7 konstrukcié azon specialis esetét néztiik, mikor az additiv
karakter argumentuméban a konstans fiiggvény szerepel, és a multiplikativ karakter
rendje paros. Ebben a részben azon &ltalanos esetet tanulményozzuk, mikor az F'

fiiggvény nem polinom, és a multiplikativ karakter tetszGleges.

9. tétel ([M3]). Legyen o # 1y additiv, x # xo d-ed rendd multiplikativ karaktere

F,-nek, F(x) = %,Q(:c) = gg% € Fy(x) olyan raciondlis tortfigguények, melyre

(9(x), f(z)) =1, (q(z),r(z)) =1 és sem f-nek, sem g-nek nincs tobbszoros gyike,

Q pedig nem d-hatvdany. Ha az E, sorozatot a 7 konstrukcio definidlja, akkor
W(E,) < (deg"F + z) - p*/?(log p)?, (3.4)

ahol z q és r kiilonbozd gydkeinek szamdt jeloli.
Tovdbbd, ha ¢ € N teljesiti az aldbbi feltételek valamelyikét:

(i) €=2;

(i) (4-degg)’ <p, (4-deg"Q)" < p;
(iii) g(x) = (x +a)(wr +a2)...(x +ap) (a; # a;, i # j ) és {-degg < &,

(4-deg’Q)’ < p,
akkor
Cy(B,) < (£ +1)(deg"F + d - deg*Q) - p'/*(log p)“*. (3.5)

27



Megjegyezem, hogy hasonlé modszerekkel lehet azt az esetet is kezelni, mikor a

Q fiiggvény konstans [M2], ekkor a tételben szerepls korlatok megfelelsi érvényesek.
Bizonyitds. A 3.4 bizonyitasahoz legyenek a € Z és b, t € N olyan szdmok, melyekre
I1<a<a+(t—1)b<t.

Ekkor a 8 lemma alapjan

U(E,,t,a,b) Z€a+Jb =

S S ) Y G (Fa+ ) X (@t )+ O(S)

dp ~[dp/2]<h<[dp/2] Eﬁ%
1 ‘ L ¢
—— > ) Y ¢ (Fa+ ) x(Qat )"+ 0(S) + .
p—[dp/2]<h§[dp/2] 0<j<t—1 p
h£0 atjbgS

Mivel (p,d) =1, a 0 < |h| < dp/2 feltételbdl kovetkezik, hogy h t p vagy h 1 d
(ekkor persze r4(h) t d), igy alkamazhatjuk a 4 tételt:

x 1 t
\U(Ep,t,a,b)| <9(deg"F + s+ Z)p1/2 logp - do Z vap(h) + O (S) + d_pa

—[dp/2]<h<[dp/2]
h£0

ahol s g kiilonb6z6 gyokeinek szamat jeloli. Itt a 8 lemma miatt

1 1 1 dp
_p Z Udp(h) < d_p Z Udp<h) < % Z W < logp
—[dp/2]<h<[dp/2] 0<|h|<[dp/2] 0<|h|<[dp/2]
A 3.5 bizonyitasahoz legyenek M € N és D = (dy,...,dy) olyanok, hogy 0 <

di <---<dy <p— M. Ekkor az el6zGekhez hasonl6an
V(E,, M, D) Zeml. Cnid, =

1
- (dp)”’ Z H

1<n<M
n+di,..., n+dg€$

ST waplh) (@ (F(n+ d) x (Q(n + di)))" +

—[dp/2]<h;<[dp/2]

+OLS) =
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= (d;)f Z e Z Udp<h1) e Udp<hg)

—[dp/2]<h1<[dp/2] —[dp/2]<h<[dp/2]
(h1,...;he)#(0,...,0)

4
S TL@Fm+d)) x (@ +d))™

1<n<M
n4dy,...,n+d, &S

(dp)’ (¢S)

Tekintsiik most a legbelss 0sszeget (ahol most nem minden h; = 0), és legyenek
hiy <--- < h; a (nem nulla) h-k (i =1,...,¢). Ekkor

H F(n+d;)) (Q(n+di)))hi —

ntdi, ..., nt+de &S

¢ ¢
- Z (Z hiF(”+di)> X (H Q(n+di)hi> —

n+d1 ..... n+dz€$ (36)

:Zw

1<n< M
n+d11 ----- n+dzr ZS

/\
<

Z hi, F(n + dij)) X <ﬁ Q(n + dij)"d(hij)> —

Jj=1

ntdiy ..., ntdi, ¢S

ahol
o) = Sohifte+di) T olo-+ds).
t=1 1<5<r
Jj#t
9ha,..., hg<x> = Hg(x—l—dzj),
j=1
Gh,..., hg<l’) = Hq('r+dij)rd(hij)7
j=1
Thy, o (T) = Hr(x+dij)rd(hij),
j=1
ahol

degfhl ..... hy S degf+(7“—1)-degg§degf~|»(£_1)degg’
deg gny,...h, = T~degg<€~degg

deg* <M) < Z'/’d )deg*@ < 4d - deg*@.
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Hogy megmutassuk, hogy a (3.6) karakterdsszeg nem elfajulo, két esetet kii-
l6nboztetiink meg: ElGszor tegyiik fel, hogy az Gsszes nem nulla h; indexek nem

oszthatoak p-vel. Ekkor a kovetkezé lemma alapjan a karakter 6sszeg nem elfajuléd
(7. lemma ld: [M3])

20. lemma. Ha p, f(x), g(x) és € kielégiti a 9 tétel feltételeit éspthy, j=1,...,r,
akkor 9ha,..., hz<x> Jf fh1 ~~~~~ hz<x>'

Ha valamely i-re p | h;, akkor d 1 h;, igy alkalmazhato a kovetkezd lemma (8.
lemma 1d: [M3])

21. lemma. Ha p, q(x),r(x) és { kielégiti a 9 tétel feltételeit, valamint van olyan j
index melyre d { h;;, akkor

nem teljesil semmilyen b € F,, és B(x) € F,(z) esetén.

Ekkor mindkét esetben

.....

1<n<M
n+di1 ..... n+d;, ¢S

§9(deg* (fhl ----- hl('r))_'_deg* th ----- hé(i)))pl/Qlogpg

Ghy,....hy (.T)

ugyanis
max{deg fu, . n,deggn,,...ny} + Shyn, < deg f+ (£+1)-degyg
< (0+1)-deg'F

.....

ahol s, n, a gn,.. ., kiilonboz6 gyokeinek szamét jeloli.
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Ekkor a (3.4) rész bizonyitasdhoz hasonldéan kapjuk, hogy

[V(E,, M, D)| <

<<M—;)€ ST wgp(h) . vg(he)|-

—[dp/2]<h1<[dp/2] —[dp/2]<h¢<[dp/2]

Z (G (H hiF(n+dl-)> X (Z Q(n + di)hl) +

n+dy,..., n+deZS

+ O(¢|S])

1
< () (0 +1) (deg*F + d - deg*Q) p'/*log p Z lvap(R)| | +

bl <dp/2
+ O(|S]6) + O (¢ - deg f)
< (€ +1) (deg*(F(x)) + d - deg"(Q(x))) p'/*(log p) .
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4. fejezet

Pszeudovéletlen binaris racsok

Az alkalmazasokban a pszeudovéletlen sorozatok mellet komoly igény mutatkozott
pszeudovéletlen racsok irant is, példaul szteganografidban, tobb dimenzios képek
titkositasaban, vizjelkészitésben. Ezért Hubert, Mauduit és Sarkozy kiterjesztette a
pszeudovéletlen binaris sorozatok fogalmat t6bb dimenziora [14|. Legyen I} az olyan
n-dimenzios vektorokbol 4ll6 halmaz, mely vektorok koordinatai a {0,1,..., N —1}

halmazbél keriilnek ki:
I ={x= (21, ..,20): @1, .., xp € {0,1,...,N —1}}.

Ekkor a binaris racs mint az I3, halmazon értelmezett binaris fiiggvény van defini-
alva:

0y — {—1,+1}.

Az egydimenziés esethez hasonléan definidlhatjuk a mértékeket. Ehhez legyen
elGszor uy, . .., u, n darab linearisan fiiggetlen vektor, melyeknek n—1 koordinatéja
nulla. Legyenek t1,...,t, olyan egészek, melyekre 0 < ty,...,t, < N. Ekkor B}
(vagy roviden B) tégla rdcsot (box lattice) a kovetkezGképpen definialjuk:

By ={x=zuw+ - F+z,u,: 0<xju| <t, i=1...,n}.

22. definici6. Az n sorozat (-ed rendi véletlenségi mértéke a

Qi(n) = max Zn(x+d1)...n(x+d3),

Bvdlv"'vd
¢ xeb

ahol a mazimum az osszes dy,...,d, € I} és B téglardcsra vétetik, melyre B +
dy,...,B+d, CI}.

Huber, Mauduit és Sarkdzy szintén vizsgalta, hogy hogyan viselkednek ezen mér-

tékek a valodi véletlen esetben [14]:
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10. tétel (Huber, Mauduit és Sarkézy). Ha ¢ € N, € > 0, akkor létezik olyan
No = No(l,e) és 6 =6(L,e) >0, hogy ha N > Ny, akkor

SN™? < Qu(n) < (814 N"log N™)'/*
teljesiil 1 — e-ndl nagyobb valdsziniséggel.

Mauduit és Sarkozy [21] (kiterjesztve a [14]-ben talalhaté konstrukeiot) példat

mutatott jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezé racsra:

8. konstrukci6é (Mauduit és Sarkozy). Legyen ¢ = p" primhatvdny, v a kvadrati-
kus karaktere F,-nak, f(z) € F,lz]. Ekkor definidljuk azn rdcsot a kévetkezdképpen:

T}(X) _ { ’7<f(x1b1 + -+ l’nbn)) ha f(xlbl 4+t xnbn) £ 0,

1 mdskiilonben,
ahol by, ..., b, Fy egy bdzisa F, folott és x = (z1,...,2,).

Bebizonyitottdk tovabbé, hogy ha f kielégit bizonyos feltételeket, akkor ez a

konstrukecié jo:

Qu(n) < deg f £(q"*(1 + logp)" + 2).

Tovéabbi jo konstrukciokat 1d: [11], [12], [22].
Megjegyezem, hogy mind a binaris racs fogalmat, mind a mértékeket ki lehet

terjeszteni tobb szimbolumu esetre, 1d [M5].

4.1. Pszeudovéletlen binaris racsok konstrukciéja

multiplikativ karakter segitségével

A 4 konstrukciohoz hasonloan kiterjeszthetjiik a 8 konstrukciot altalanos multipli-

kativ karakterre:

9. konstrukcio. Legyen g = p" primhatvdny, f(z) € F,[z], x multiplikativ karaktere
F,-nak. Ekkor definidljuk az n rdcsot a kivetkezdképpen:

n(x) = { +1 ha arg (X(f(z1by + -+ + x,by,))) € [0,7),

—1 madskiilonben,
ahol by, ..., b, By eqy bdzisa F, folott és x = (z1,...,2,).
A kovetkez6 tétel alapjan ez egy jo konstrukcio:
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11. tétel ([M4]). Legyen g = p" egy pdratlan primhatvany, x multiplikativ karaktere
F,-nak, melynek d rendje pdaros, f(x) € Fy[z] olyan polinom mely nem d-hatvdny, és
minden gyokének multiplicitdsa vagy oszthato d-vel, vagy ahhoz relativ prim. Tegyiik

fel tovdbbd, hogy o (deg f,0,F,) hdarmas megengedhetd. Ekkor
q
Qe(n) < 4% deg f(log d)'q"/*(1 + log p)"{ deg f.

1. megjegyzés.. Hasonlo maddszerekkel kezelhetjik azt az esetet is, mikor a karakter
rendje paratlan [M}]. Ekkor hasonléan az egydimenzids esethez, a konstrukcid csak

nagy d-re haszndalhato:

Qu(n) < deg f(logd)’q"*(1 +logp)" + %

Bizonyitds. Azonositsuk az [y vektorteret Fy-val az x e~ x = x1by + -+ - + 2,0,
megfeleltetéssel. Ekkor n(x) = n(x).

A bizonyitashoz tekintsiink egy B téglaracsot, di,...d, € F, elemeket, hogy
B+dy,...,B+dy €. Legyen N a lehetséges gyokok halmaza:

N={zeB:flx+d)-...- flx+d) =0}

Ekkor a 7 lemma alapjan

:I:EB\N 'yii* 1 N 71 g
“1—Fig)?
) ——— - (f(r+dy))| + Ldeg f
o e
Ye =X0
d d
1—n(g)2  1—nlg)?

S n(fe+d) el fla+ )| + Cdeg .

Ha adott v, (u=1,...,¢) karakter esetén ¢, egészet a 3.3-hoz hasonléan defini-
aljuk, akkor

Y nf@+d) vl f@+do) =

z€B\WN
= > X(ard) P d)) = Y x(Fs (@),
x€B\WN zeB\N

A 19 lemmahoz hasonloan igazolhatjuk [M4]:
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23. lemma. Ha a 11 tétel feltételei teljastilnek, és 0 < 01,...,0, < d, akkor az

Fs,  s5,(x) fiigguény nem d-hatvdny.

-----

A lemma alapjan a fenti karakterosszeg nem triviélis, igy alaklmazhat6 az 5 tétel:

Zn(x+d1)...n(x+dg) <

zeB
-9 1-u(9)?
_ng Z 1_% 1_w(g)|. S By @) + s S
=x0  7{=xo i ey 2€B\W
Ji-awi ]\
d degfql/2 1 +logp + (deg f
d ( . ; 1—(g)
JT=X0
< 4'0deg f(logd)'q"/*(1 +logp)" + L deg f
a 9 lemma miatt. -
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5. fejezet

Pszeudovéletlen binaris sorozatok és

racsok elliptikus gorbék felett

Kriptografiai alkalmazasokban elGszeretettel hasznélnak elliptikus gorbéket, azok
véletlen viselkedése miatt. Elliptikus gorbék segitségével elGszor Hallgren definialt
sorozatot [13]. Nevezetesen definidlta az elliptikus gorbe folotti linedris kongruencia
generdtort: Adott £ elliptikus gorbe és P, Py € £ pont esetén a sorozatot az so = Py
és az

S, =P®s,.1=nP®PF (5.1)

rekurzié definialja.

Chen [3], illetve kés6bb Chen, Li, és Xiao [4] tanulmanyozta az ebbdl a sorozat-
bol szarmaztathatd binéris sorozatokat, ahol a binaris sorozatot a Legendre szim-
bolum, illetve véges testek folotti diszkrét logaritmus segitségével szarmaztattak.
A fejezetben ezt az elméletet terjesztem ki, illetve vizsgalom az elliptikus gorbék

alkalmazhatosagat pszeudovéletlen binaris racsok generalésra.

5.1. Elliptikus gorbék és karakterosszegek

Ebben a részben sszefoglalom az elliptikus gorbékre vonatkozo alapvetd jeldléseket
és karakterdsszeg becsléseket.
Legyen p > 3 primszam, & elliptikus gorbe F, felett, melyet a Weierstrass egyen-
let definial:
y? =23 + Az + B,

ahol A, B € F,, és a diszkrimindns nem nulla (Id [8]).
Az F,-racionalis pontok £(F,) Abel csoportot alkotnak, ahol a miivelet az Gssze-

adas: @ (és ennek inverze: &). Egy R pont esetén nR legyen nR = @, R.
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E(F,) mint csoport izomorf két ciklikus csoport direkt szorzataval: E(F,)
Zps X Zy, adott L | M egészekre. A P, () elempar egy bazis, ha P rendje M, () rendje
L és minden elem egyértelmtien irhato fel mP & [Q) alakban, ahol 0 < m < M és
0<Ii<L

Legyen F,(&) az & fiiggvényteste F, f6lott. Az f € F,(€) fiiggvény divizora a

Div(f)= S orda(f)[R],

Re&(Fp)

formalis Gsszeg, ahol ordg(f) az f rendje R-ben.

Az f gydkeinek és polusainak halmaza

Supp(f) = {R € E(F,) | ordg(f) # 0}

az f divizordnak tartoja.

Az f foka a fiiggvény divizoranak nemnegativ egyiitthatdinak Gsszege:
degf= > orda(f).
ordr(f)>0

Példaul degx = 2, degy = 3.

mw a W € E(F,) elemmel torténd eltolas:

w : E(Fp) — E(F,),
P—PoW.

Az E(F,), mint Abel csoport karakterei:
Q={ww: wap(mMP &1Q) =ep(am)er(bl) 0 <m<Méa0<I[<L}

ahol P és () egy fix bazis)
Adott x F, f6l6tti multiplikativ karakter, ¢ additiv karakter, w € Q E(F),) f6ltti
karakter ¢és f € [F,(€) fiiggvény esetén legyen:

Swx. f)= > w(P)x(f(P)),
f?ﬁiﬁgfﬁo

és

S(w, v, f)= > w(P)(f(P)),
Fin

illetve adott H < £(IF,) részcsoport esetén legyen

Snlw.x.f)= Y wPX(f(P))
P20 00
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és

Snlw.x. f)= Y w(P)(f(P)).
# (P

Ha az Gsszeg nem trividlis, akkor a karakterdsszeg becsiilhetd [3]:

12. tétel. Legyen x # xo d-ed rendid multiplikativ karaktere F,-nek, w € Q karaktere
E(F,)-nek. Ha f € F () nem d-hatvdny, akkor

1S(w, x, )] < 2| Supp(f)|/p-

A tétel egy kovetkezménye |[M6]:

24. Kovetkezmény. Ha x, w és f mint elobb, H < E(F,) részcsoport, akkor

|S(w, x, )] < 2| Supp(f)|v/p-

Az additiv esetben hasonlé bizonyithato:

13. tétel (Kohel, Shparlinski [15]). Legyen ¢ # 1 additiv karaktere F,-nek,
w € Q karaktere E(Fy)-nek. Ha f € F,(E) nem konstans, akkor

|1S(w, v, f)] < 2deg(f)v/p.

A fonti eredmények segitségével bizonyithatunk nem trivialis korlatot nemteljes

karakterosszegekre is:

25. lemma (Chen, Li, Xiao [4]). Legyen Q@ € E(F,) N-ed rendd pont, x # Xo
multiplikativ karaktere Fp-nek, f € F,(E) olyan figgvény, melyre f(x,y) # 2%(z,y)
minden z € Fp(é') esetén. FEkkor minden a,b,t € N szamra, melyre 1 < a <
a+ (t—1)b < N, a kivetkezd teljesiil:

-1

Z ((a+b2)Q))

Illetve az additiv esetben:

< | Supp(f)|p"/*(1 +log ).

26. lemma (Chen, Xiao [5]). Legyen Q € E(F,) N-ed rendi pont, f € F,(E) nem
konstans figguény. Ekkor minden a,b,t € N szdmra, melyre 1 < a <a+ (t—1)b <
N, a kévetkezd teljesiil:

Z ((a+ bi)@))

=0

< deg fp'/?log N.

A kovetkezSkben bizonyitom az 5 tétel megfelelGjét. A tétel kimondasihoz sziik-

ségilink lesz a gyenge fiiggetlenség fogalmara.
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27. definicié. A Py,..., P, elemek gyengén fiiggetlenek, ha
aP @ ®a, P, =0 = aF=0,1=1,...,n

Megjegyezem, hogy ha a Py, ..., P, elemek gyengén fiiggetlenek, akkor a P, ...,
P,, P,11 = O is azok, azonban ezt a trividlis esetet (amikor valamely elem a O) a

tovabbiakban kizéarjuk.

14. tétel ([M6]). Legyen x d-ed rendd multiplikativ karakter, f € F,(E), mely nem
d-hatvany Fp(é') folott. Legyenek Py, ..., P, € E(F,) gyengén figgetlen pontok, és
t1,...,tn € N olyan egészek, melyekre t; < |P;|.
Legyen
B={iPL @ ®i,Py i1 <ti,... in <tn),

ekkor
> X(f(Q)) < 23" deg(f)p"/? (log [E(F,)[)"

QeB

A tétel bizonyitasa soran felhasznalom a kovetkezs lemmat:

28. lemma ([M4]). Legyen P € E(F,) ést € N olyan egész, melyre t < |P|. Ekkor

D

weN

t

> w(iP)

1=0

< 3[E(Fy)[log [€(Fy)]-

A 1) tétel bizonyitdsa. A csoportkarakterek alapvetd tulajdonsigai alapjan

SA@) =3 S NP & @inPy)

QeB i1=0 in=0
| P | P
C D WD MDD WL ESEIED)
in=0w1,...,wn j1=1 Jn=1

’ w1<j1 - Zl) s Wn(jn - Zn)
| P | Pn

Z S S OGP D G P))or(iPy) - - walnFa)

----- wn j1=1 Jn=1

. Z..Zwl(—llpl)wn(_lnpn) -
11=0 1, =0
| P1] | P |

]1P1 b @jnpn))wl(jlpl) e wn(]npn)
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Ahonnan a haromszog egyenlétlenség alapjan

[ P1] | Pl

----- wn |J1=1 Jnl

(5.2)

O

Legyen most H < E(F,) a P,..., P, elemek altal generalt részcsoport. Mivel a
Py, ..., P, elemek gyengén fiiggetlenek, ezért

. H — C
@ :
jlpl@@]npn L E— wl(]lpl)wn(jnpn)
jol definialt, és ez H egy karaktere. Legyen w az a karaktere £(IF,)-nek, melyre
w=wH-—-n

Ezzel a valasztassal

[P1] | Pn|
Z Z fULIPL® @ 4nPn))wi(71P1) - - wn(JnPr)
o (5.3)
- Z X(f(P))w(P)| < 2deg(f)p1/2
PeH

a 24 kovetkezmény miatt. Az (5.2), (5.3) és a 28 lemma alapjan

< 2deg(f)p 1/2 |nHZZ

v=1 w =0

S X((Q)

QeB

1/2 1 n
< 2deg(f)p" FET (BIE(F,)| log [E(F,)])

=2-3"deg(f)p""* (log |E(F,)|)".

5.2. Pszeudovéletlen sorozatok elliptikus gorbék

folott

Elliptikus gorbék felett pontok egy sorozatat a mar emlitett (5.1)-beli linearis kon-

gruencia generator segitségével lehet generalni. Persze, ha ismerjiik a sorozat két
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kordbbi elemét, akkor kénnyen ki tudjuk szamitani a rakévetkezd elemeket is, igy a

gyakorlatban még a pontokra egy F,(£)-beli fiiggvényt is alkalmaznak:
n— f(nP). (5.4)

A sorozat pszeudovéletlenségi tulajdonsagainak vizsgalatahoz, az ebbdl a soro-
zatbol képzett binaris sorozatokat vizsgéiljuk a mar eddig is hasznalt mértékekkel.
A sorozatot legegyszeriibben a Legendre szimbolummal tudjuk binéris sorozatté

transzformalni:

10. konstrukcié (Chen). Legyen p primszim, & elliptikus girbe F, folott, G €
E(F,) T-ed rendd elem, f € F,(E). Ekkor definidljuk az Er = {ey, ..., er} sorozatot

a kovetkezdképpen:

(f(?;G)> ha nG ¢ Supp(f)

—1 maskiilonben.

Chen [3] vizsgalta a konstrukcio eloszlas mértékeét, illetve linearis komplexitésat.
Azonban nyitott probléma maradt, hogy a konstrukcié korrelaciés mértéke milyen
esetekben lesz kicsi. Amint az alabbi példa mutatja, bizonyos gorbék esetén, még a

legegyszertibb konstrukcio, mikor f(x,y) = x, is rossz sorozatot general:
2. példa. Tekintsiik a kévetkezd elliptikus gorbét F1g foldtt.
y? =a2® — 2.

A gorbének 20 pontja van, és a G = (2,2) pont egy generdtor. Legyen f(z,y) = z,

és tekintsiik a 10 konstrukcio dltal definidlt sorozatot:

n nG e n nG e
1 (22 | -1 11| (18,1 )| -1
2 (7,14) | +1 12| (16 .6 ) | +1
3| (151) | -1 13| (10,12) | -1
4| (11,6) | +1 14| (518) | +1
5 (13,10) | -1 15| (13,9) | -1
6| (5.1) | +1 16| (11,13) | +1
7\ (10,7) | -1 17| (15,18) | -1
8 | (16,13 )| +1 18| (7,6) | +1
9 | (18,18 )| -1 19| (2,17) | -1
10| (0,0) -1 20 @) -1
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A mdsodrendd korreldcio nagy:

o (59 (00 (12 55

_ (f<nG>-f<nG+<o,o>>) (= (@)
19 ’

ugyanis a x - ((%)2 — x) fiigguény konstans a gorbén.
eredeti f(nG) sorozat sem pszeudovéletlen. Ugyanis, ha ismerjiik az elsg felét, akkor
tudni fogjuk, hogy a sorozat masodik felében mikor kapunk olyan pontot, aminek

els6 koordinataja kvadratikus maradék, és mikor nem.

A 4 konstrukciohoz hasonléan altalanosithatjuk a 10 konstrukciot:

11. konstrukcid. Legyen p primszam, & elliptikus gorbe F, folott, G € E(F,) T-ed
rendd elem, f € F,(E), x d multiplikativ karaktere F,-nek. FEkkor definidljuk az

Er ={ey,...,er} sorozatot a kévetkezdképpen:

. { +1,  ha nG ¢ Supp(f) és arg (x(f(nG))) € [0, ),

—1, madskilonben.

Hasonloan a korabbiakhoz, ha y a Legendre szimbo6lum, akkor visszakapjuk a 10
konstrukciot, masrészrél, ha y p — 1-ed rendii karakter, akkor megkapjuk Chen, Li

és Xiao diszkrét logaritmuson alapulé konstrukciojat [4].

15. tétel ([MT7]). Legyen p primszim, x olyan d-ed rendid multiplikativ karaktere
F,-nek, melynek rendje pdaros, € elliptikus gorbe I, folott, f € F,(E) olyan fiigguény,
mely nem d-hatviny F,(E)-ben. Ha G T-ed rendi pont, és az By = {ey,...,er}

sorozatot a 11 konstrukcio definidlja, akkor

W (Er) < 4] Supp(f)|p"/*(1 +log T) log d + | Supp(f)|- (5.5)

Tovabbd, ha f gyokeinek és polusainak multiplicitdsa vagy d-vel oszthato, vagy
ahhoz relativ prim, ¢ € N olyan egész, melyre a (| Supp(f)|,¢,T) hdrmas d-megen-
gedhetd, akkor

Cy(Er) < 4| Supp(f)[p'/*(1 + log T)(log d)* + | Supp(f)|. (5.6)

2. megjegyzés.. Abban az esetben, mikor a karakter rendje pdratlan, a kovetkezd

korlatokat lehet bizonyitani:

T M
W(ET) <Ly, f p1/2 longogd + E’ CK(ET) <oy p1/2 logT(log d)ﬁ + W
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Bizonyitds. Legyen g F, egy olyan generatora, melyre x(g) = e(1/d). Ekkor a 7

lemma alapjan

Legyen a € Z és b,t € N olyan egészek, melyekre

I1<a<a+({t—-1)0<T, b<T.

Ekkor
t—1
|U(ET7taa'7 b)| - €a+ijb
j=0
2 1—7(g)% _ ,
2D (S ((a+ b)G))| + | Supp(f)]
ooty A= 1=17(9)
= X0
a+jbeN
2 1(9)?
<- Z Y(f((a+jb)G)) + [ Supp(f)]
d— | =, 1—(g)
Y (0] Y
a+jbeN
Mivel f nem d-hatvany, a 9 és 25 lemmak alapjan
2 , 1—7(g)?
23S e+ ey A2 <
d . 1—~(g)
yd=xo | 0<j<t
a+jibeN
2
< Z|Supp(f)|p"/*(1 +logt) »  ———
SR+ 080 ) Ty

Y#X0

< 2| Supp(f)[p'/?(1 + logt) log d.

Hasonloan, az (5.6) bizonyitasahoz legyen M < T és D = (dy,...,dy) olyanok,
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hogy 0 < dy < ---<dy <T — M. Ekkor

<

M
E Cntdy - - - €n+de

n=1

> Z”‘“ D"+ d)E)) -

1—
1<n<M: ’h 71(9)
n+d LEN

‘V<ET7M7 D)‘ =

'EE:*}f;fgfé%" Ve(f((n+ de)G))| + €] Supp(f)
1—7(9)  1—l(g)?

+ €] Supp(f)].

Adott ~, karakter esetén (v = 1,...,¢) definidljuk a J, egészeket a (3.3)-hoz

hasonléan. igy

S W+ d)G)). el (0 + d)E)) =
= 3 (P d)G) . (0 + d)E)

— Z X (f" o ta,c(nG) ... [P 0 74,c(nG)) .

=F5 .5, = froT1yc ... [ o714 Ekkor elég megmutatni a

-----

Legyen F,

Tyeeey Ve
kovetkezs lemmét:

29. lemma. A 15 tétel feltételeinek teljesiilése esetén a Fy, . 5, fligguény nem d-

.....

havdny.
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Valoban, a 9 és 25 lemmak alapjan

1— 51— g
V(Er,M,D)| < =, 2: Z “).~ LSS ()| +

L=mlg)  1=l9) || 52

+ £] Supp(f)|

<2 i Supp(f)[p"*(1 +log M) | ﬁ

<5 d
YT=X0
+ £ Supp(f)|
2@
<5 Supp(f)|p"/*(1 + log M)(2dlog d)" + €| Supp(f)]

< 4| Supp(f)[p"*(1 + log M)(log d)* + £| Supp(f)|-

Végiil a 29 lemma bizonyitasa:

Bizonyitds. Megmutatom, hogy az Fj 5 figgvény divizordnak nem minden

.....

egyiitthatoja oszthato d-vel. Ha R egy mellékosztalya (G)-nek &(F,)-ban, akkor
R={S®aG|a=1,...,T}
valamely S € R esetén. Bontsuk fel f divizorat a mellékosztalyoknak megfelelGen:
Divg(f) = ) orda(f)[R],
RER
ahol

Div(f) = Diva(f)
R

Ha R € R egy gyoke vagy egy polusa f-nek, akkor az Gsszes gyoke és polusa
s,-nek R-ben R & oG & d,G alaku (a € {1,...,T},i € {1,...,¢}). Ekkor

Fs, .5, divizordnak R-be es6 része

-----

-----

Divg (F,...5,) = Dive(f* o ae ... f* 0 Ta,0) = Z d; ordp(f)[R © d;G]

ReR i=1

T ¢

> " diordsgac(f)[S @ aG © d;G),

a=1 =1

ahol S R egy rogzitett eleme.
Rogzitsiink most egy R mellékosztalyt, mely tartalmaz f-nek
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legaldbb egy olyan gyokét vagy polusat, melynek rendje relativ prim d-hez. Le-
gven A az a elemekbdl allo multihalmaz (a = 1,...,T), ahol minden elem multipli-
citdsa ordra.c(f) modulo d, és legyen B a —d; elemek multihalmaza, ahol minden
elem multiplicitasa 6; (i = 1,...,¢). A minden elemének multiplicitasa relativ prim
d-hez, A kiilonb6z6 elemeinek szama legfeljebb | Supp(f)|, B kiilonb6z6 elemeinek
szama legfeljebb ¢, a (| Supp(f)|,¢,T) harmas d-megengedhetd, igy létezik olyan @
elem, mely multiplicitiasa A + B-ben nem oszthato d-vel. Igy ennek az elemnek az

egyiitthatoja [y, 5, divizordban nem oszthat6 d-vel. O

Az eddig hasznalt eszkozokkel az (5.4) sorozatnak nem csak a multiplikativ, de
az additiv tulajdonséagait is vizsgalni tudjuk. Mésszoval a sorozatot nem csak a 11
konstrukcio segitségével tudjuk binéris sorozatté transzformalni, hanem a kévetkezd

modon is:

12. konstrukcié. Legyen p primszim, £ elliptikus gorbe F, folott, G € E(F,) T-
ed rendd elem, f € F,(E). FEkkor definidaljuk az Er = {ei,...,er} sorozatot a
kévetkezoképpen:

{ +1, ha f(nG) € {0,1,..., 22},
en =

—1, madskilonben.

Ezt a konstrukciot elGszor Chen és Xiao vizsgalta abban a specialis esetben, mikor
f(z,y) = x,y,2/2 vagy y/2 [5]. Késobb Liu, Wang és Zhang [17] kiterjesztette
a konstrukciot arra az altalanosabb esetre, mikor f polinom (amikor a fiiggvény
egyetlen polusa O), vagy mikor f egy polinom multiplikativ inverze. Azonban mint
az alabbi példa mutatja, konnyd olyan egyszeri racionalis tortfiiggvényeket adni,
mikor a konstrukciéval kapott binaris sorozat nem pszeudovéletlen. Igy érdemes

vizsgalni, hogy a konstrukcié mikor terjeszthetd ki ily médon és mikor nem.

3. példa. Tekintsik a 2 példdiban haszndlt ellipttikus gorbét, és legyen megint G =
(2,2) a generdtor. Legyen f(x,y) = 9z + % és tekintsik a 12 konstrukcio dltal

definidlt sorozatot:
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n nG f(nG) | e, n nG f(nG) | e,
1] (22 9 | +1 1las.1)] 9 | +1
2| (n14) | 17 | -1 120 16,6) 17 | -1
3 (15,1) 16 -1 13| (10,12) 16 -1
4| (116) | 11 | 1 1y (518 | 11 | -1
51 (13,10) | 6 | +1 15] (139) | 6 | +1
6 (5,1) 11 -1 16| (11,13) 11 -1
71 (10,7) | 16 | -1 17| (15,18) | 16 | -1
8§ | (16.,13)| 17 | -1 18| (1.5 | 17 | -1
9 (18,18)| 9 | +1 19 (217) | 9 | +1
0] (0,0 | ~ | -1 20| © o | -1

Amint latszik, e, = epy10, azaz a Cy(Eo) mdsodrendd korreldcio nagy.

16. tétel ([MS8]). Legyen p > 3 primszim, G € E(F,) T-ed rendi elem, f €
F,(€) nem konstans figgvény. Ha az Er = {ey,...,er} sorozatot a 12 konstrukcio
definidlja, akkor

W(Er) << deg f p/*logplog T.

Ha feltessziik tovabbd, hogy

(1) deg f < p(T) és t =2;

(ii) deg f < p(T) és (4deg f)" < p(T),
ahol p(T) a T legkisebb primosztija, akkor

Cy(Er) << (deg fp'/*(logp)log T.
Bizonyitds. Legyen
N={n:1<n<T: f(nG)= oo},
és tekintsiink a, b,t € N olyan egészeket, melyekre
I1<a<a+({t-1)b<T, b<T. (5.7)

A 8 lemma alapjan

U(Er,t,a,b) ZeaJrjb =

== Z v(h) Y e hf(la+)G)+0 [ > 1]. (58)
|h\<10/2 0<J’St*1 0<;<T
a+jbgN atjbeN
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Ha h # 0, akkor alkalmazhatjuk a 26 lemmat:

1
U(Er, a,b,0)] < [u,(0)] + = Y |v,(h)|deg fp'/*log T +deg f.  (5.9)

1<|hl<p/2

Mivel

p
op(h)] < 7

minden A # 0 esetén, igy

1
\U(Er,a,b,t)| < deg fp'/*log T Z 7 + deg f < deg fp'/?logplogT.
1<|h|<p/2

A masodik rész bizonyitasahoz legyen D = (dy,ds, ..., dy) és M olyanok, hogy
0<dy<dy<---<dy <p— M. Ekkor szintén a 8 lemma alapjan

V(ET,M’D) = Zen+d1 .. 'en+dg =

4
1
=5 2 I X whoetui((n+d)6) +
1<n<Mi=1 |hy|<p/2
n+di,..., n+dg€./\f

+O| D 14 > 1.

1<n<M 1<n<M
n+diEN n+dyeN

A hy=---=hy =0 f6tagot levalasztva

V(Er, M, D) = é(M + O(fdeg )+

+]% S > uplha) vyl

|h1]<p/2 |hel<p/2

Yo e f((n+d)G)+ -+ hef((n+do)G)) +

1<n<M
n+di,...,n+de@N

+ O(Ldeg f)

:]% D D ) up(he)-

|h1|<p/2 |hel<p/2
(h1she)#(0,...,0)

> e (f((n+di)G) + -+ hef((n+dp)G)) +

1<n<M
n+di,...,n+de@N

+ O(Ldeg f).
(5.10)
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Tekintsiik most a legbels6 tagot, és jeloljék a nem nulla h; egyiitthatokat a h;, <
-+ < h;, szamok. Ekkor

Yo e (f((n+di)G)+ -+ hef((n+dy)G))
n+d11§7§%z¢-’\f

= Z ep (hiy f((n+diy)G) + -+ + hi, f((n+ di,)G))

= Z ep (hi f((n+diy))G) + -+ + hy, f((n+ di,)G)) + O (£deg f).

Legyen Fj,  p, = h,l'lfOTdilG—F' -+hy, fory, g Ekkor ez nem konstans fiiggvény:

30. lemma. Ha a 16 tétel feltételei teljesilnek, és (hy, ..., he) # (0,...,0), akkor

n, fligguény nem konstans.

.....

A lemma alapjan az el6z6 6sszeg becsiilhet a 26 lemma segitségével:

Z ep (M f((n+d)G) 4+ hef(n+ dp)G))
ner11 f Zii\flz N

(5.11)
< deg Fy, ... th1/2 logT + O (£ deg f)
< ldeg fp'/?logT.
A 8 lemma, és az (5.10), (5.11) alapjan
1
V(Ep, M,D) < 5 S Y ()] fup(he)|€ deg fp!/*log T
lhil<p/2  |hel<p/2
(B yeesshi) #(0,...,0)
+ O (tdeg f)
¢
< Cdeg fp'logT [ D |up(h)| | + (¢deg f)
|h|<p/2
¢
< Cdeg fp* o T [ 14+ Y % + (¢deg f)
0<|h|<p/2
< (deg fp*?log T(log p)*.
0

Végiil bebizonyitom a 30 lemmat:

Bizonyitds. Megmutatom, hogy az Fy, ., fliggvénynek legalabb egy poélusa van.

.....

A 29 lemmahoz hasonl6an tekintsiik (G) mellékosztalyait £(IF,)-ban.
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Legyen R = {S+aG: a=1,...,T} egy olyan mellékosztaly, mely tartalmazza
f legalabb egy polusat, és legyen A azon a elemek halmaza, melyre S @ aG polusa
f-nek, és legyen B a —d;, szamok halmaza. S @ aG © d;,G (a € A, —d;; € B) az
Fy,

1...h, 085zes R-be es6 polusa. Mésrészrol

Al <degf ¢ [Bl=r<{
igy a 16 kovetkezmény miatt 1étezik olyan ¢, melynek pontosan egy elGallitasa van a
a—dij:c, CLEA,—dijEB.

forméban. Ezen a és d;; szamokra S®aG polusa hijfordijg—nek, de nem a hilfOTdilG

(j # 1) tényezGknek, igy ez valoban pélusa Fj, . ,,-nek. O

.....

5.3. Pszeudovéletlen racsok elliptikus gorbék felett
Ebben a részben a 11 konstrukci6é tobbdimenzi6s valtozatat vizsgalom.

13. konstrukcié. Legyen p primszam, x multiplikativ karaktere IF,-nek, £ elliptikus
gorbe B, folott, f € F,(E) és Py,...,P, € E(F,) olyan gyengén figgetlen pontok,
melyek rendje nem nagyobb N-nél. Ekkor definidljuk a n : Iy, — {—1,4+1} rdcsot a

kovetkezd maodon:

+1 haxPL®---®x, P, & Supp(f)
n(xy, ..., x,) = és arg (X(f(lel Q- ann))) € [0, ),

—1 maéaskiilonben.

17. tétel ([M6]). Legyen p > 3 primszdam, x d-ed rendd multiplikativ karaktere IF,,-
nek, melynek rendje pdaros, € elliptikus gorbe F, foldtt. Legyen tovdibba f € F,(E),
mely nem d-hatvdny Fp(é’)—ben, és az [ gyokeinek és polusainak rendje vagy oszthato
d-vel, vagy d-hez relativ prim. Legyenek N € N, Py, ..., P, € £(F,) olyan gyengén
fiiggetlen pontok, melyek rendje nem nagyobb N-nél. Ha azn : I}y — {—1,+1}
racsot a 13 konstrukcio definidlja, és a (| Supp(f)|,€,E(F,)) hdrmas megengedhetd,
akkor

Qe(n) < 2-3"(2d)"0d deg(f)p"/*(log |E (F,,)|)" (log d)* + | Supp(f)].

3. megjegyzés.. Ha a karakter rendje pdros, akkor a QQy mértékre a kévetkezd korldt

adhato:
E(Fy)|
de

Qe(n) Ky ddeg(f)p'?(log |E(F,)|)" (log d)" +
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Bizonyitds. A tétel bizonyitasahoz legyenek u; (i = 1,...,n) az n dimenzids egy-
ségvektorok, by,...,0, € F), dy,...,dy € F) nem nulla vektorok, és y,..., ¢ olyan

pozitiv egészek, melyekre
B={x=jibjus + -+ jubyu,: 0< 5 <t;, i=1,...,n}

esetén

B+di,...,B+d,CI"

Legyen d; = (dgi), o ,dgf)) és

N={x=(z1,....2,) : 01 P& D, P, € Supp(f)}

A 7 lemma alapjan x € N esetén

d
2

1= 5 5 T (P @ D)

—~ 1-17(g)
7¢=x0
Y#X0
Legyen
Q(naB d17 ) ZT’ X+d1 (X+d€)

Ekkor ha jibyu; + -+ + jubyu, +d; € N (i = 1,...,n), akkor az altalanos tag az

Osszeghen a kovetkezé modon irhato:

n(jibiag + -+ + Jpbou, +dy) - -n(ibiag + - -+ Jpbou, +dy) =
— ((Girby +dY . b + d“))) (G + A, b+ dD))

( ) H Z* L—il9): (P (G + AV @ -+ @ (abn + d)P) )

i=1qd= 1_%
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fgy megkapjuk, hogy

Q(n, B, d,,...,d,) =

t1 tn 2 14 ﬁ
Z Z d) 1
7J1=0 Jn=0 =1
Jjibiug+-- +]nbn;n+d1§-/\/’
(2

<

.....

1 —(g)?
> 1_77%;) Z(f((hb +d)P @ (jnbn + d¢ )P))'
Y¢=xo0 !
+ £ Supp(f)|
2 * e | ’Yz‘(g)g‘
< (d yfzxo...ygzxog 1 —7(9)
t1 tn 14
' Z Z H’Yz(f((]lbl-i-d JPL & - @ (Jubn + d,)) P ))'
71=0 jn=0 i=1
jibiui++jnbnun+d; gN
i=1,...,0
+ £| Supp(f)|-

(5.12)

Definidljuk a 9; szamokat a 3.3-hoz hasonlé mdédon. Ekkor

J4
[Ti(f (Gibs +d?) P& - & (jubn + dD) Py))

i=1

l
- HX& (f((jlbl + dgi))Pl - (]nbn + dg))P"))
=1

(

Legyen most QQ = ji1by1 P, ®- - - @ jnb, P, az altalanos pont, ami a B = {iy(b;P;) ®
D P) i1 <ty,...,i0, <t,} halmazon fut végig. Mivel

=N
kh

W@m+ﬁwma~@mm+www>.

b, < t,b, <N <|P).

igy a (byPy),...,(b,P,) pontok szintén gyengén fiiggetlenek, ezért az (5.12)-beli
abszolutérték a kovetkezGképpen irhato:

S (H ffQedPe. o dﬁ?ﬂ)) ‘

Qep’

- "X (H (f ° Tdﬁ“Pl@---@dSE)Pnyi <Q>>
QepB’

)
=1
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ahol az 06sszeg minden olyan Q € B’ elemre vétetik, melyre Q) & dgi)Pl ) de)Pn ¢
6.
z 7

Supp(f). Legyen F, ., = Fs, .5 = [[iss (f © T prgs ) Pn) . Ekkor az (5.12)

S X (B @)+ Supp(H] (5.13)

A kovetkez6 lemma miatt a fenti kifejezésben szerepld karakterosszeg nem trivi-
alis:
31. lemma. Ha f, {, és x kielégiti a 11 tétel feltételeit, és ha nem minden §; nulla,

akkor az F.,, . ., nem d-hatvdny.

.....

A lemma segitségével a kivetkezGképpen fejezhetjiik be a bizonyitast:

(; ) Z > I1 Teer D DRI m»'
=x0  v=xo =1 QeB’
<25 den( o ol Y 3 T 11—_75553)2' -
l
1/2 1- % g
<2t des( ) g )" | 3 IR
ahol , .
de; % = de;ﬁ < (2dlogd)", (5.15)

Az (5.13), (5.14) és (5.15)-bol kivetkezik, hogy

Qn, B,dy,...,de) < 2-(2d)" 3"¢d deg(f)p"*(log [E(F,)|)" (log d)* + €| Supp(f)].

Végiil a 31 lemma bizonyitasa:

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében megegyezik a 29 lemma bizonyitasaval, azzal
a kiilonbséggel, hogy nem a (G), hanem a (Py, ..., P,) mellékosztalyai szerint kell

felbontani a fiiggvények divizorat. O
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Osszefoglald

Véletlen elemek generalédsa tobb alkalmazasban is kozponti szerepet jatszik, kiilono-
sen a kriptografidban és a numerikus analizisben.

1997-ben Mauduit és Sarkézy pszeudovéletlenség 1j mértékeit vezette be, hogy
véges sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagat vizsgalhassak kvantitativ modon [19].
Megkdzelitésiik szerint, ha egy sorozatot pszeudovéletlennek akarunk tekintetni, ak-
kor a sorozat mértékeinek hasonlé6 médon kell viselkedniiik, mint a valodi véletlen
sorozat mértékeinek.

Késébb tobb sorozatot is teszteltek a pszeudovéletlenségi mértékekkel, mint pél-
daul a Legendre szimbolum &ltal generalt sorozatot [9, 19|, a diszkrét logaritmuson
alapulé sorozatot [10, 27|, vagy példaul polinomoknak, illetve polinomok multipli-
kativ inverzének maradékaival generalt sorozatot [18, 20)].

Kideriilt azonban, hogy az eddig vizsgalt sorozatok pszeudovéletlensége, mind a

n = P(F(n))x(G(n)),

fiiggvény erGs pszeudovéletlen tulajdonsagain alapulnak, ahol ¢ additiv, x multipli-
kativ karaktere F,-nek, F,Q € F,(z) pedig racionlis tortfiiggvények.

A 3. fejezetben ezt az altalanos konstrukciot tanulményozom, megkiilonboztet-
ve azt az esetet, mikor a x multiplikativ karakter rendje paros, és az F fiiggvény
konstans, és azt az esetet, mikor az F' fliggvény tetszdleges.

A 4. fejezetben kiterjesztem a konstrukciot tébb dimenziora, és megmutatom,
hogy az igy definialt binaris racs erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezik.

Végiil az 5. fejezetben tanulményozom a fenti konstrukciok elliptikus gorbék
felett definialt megfelelGit. Az 5.2. részben definidlom az altalanos sorozat-kons-
trukciot kiterjesztve Chen [3], Chen, Li és Xiao [4] végiil Liu, Wang és Zhan [17]
konstrukciojat. Az 5.3. részben megmutatom hogyan lehet jo pszeudovéletlen racsot
definialni elliptikus gorbék segitségével.

Megjegyzem végiil, hogy a felhasznalt eszkézoket a 2. fejezetben és az 5.1. rész-

ben foglalom Gssze.
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Summary

Pseudorandom sequences play a crucial role in many areas such as cryptography and
communication systems. There are many definitions to pseudorandomness depen-
ding on specific application. In order to study the pseudorandomness of finite binary
sequences, Mauduit and Sarkézy introduced several measures of pseudorandomness
in [19]. The sequences can be considered as pseudorandom, if its measures behave
as the measures of a real random sequence.

Later several sequences have been tested with this measures, such as the Legendre
symbol sequences [9, 19|, sequences based on the notion of discrete logarithm [10, 27|,
or on residues of polynomial or the multiplicative inverse of a polynomial [18, 20].

However, it turns out that the pseudorandomness of each sequences based on the

pseudorandom behavior of the following function:

n = P(F(n))x(G(n)),

where 1 is additive, x is multiplicative character of F,, F,() € F,(x) are rational
functions.

In Chapter 3, I study this general construction distinguishing the case, when the
function F'is constant and the order of the multiplicative character is even, and the
case, when the function ' is not a constant function.

In Chapter 4, I extend the general construction to several dimension defining
pseudorandom binary lattice, following the approach developed by Hubert, Mauduit
and Sarkozy [14].

Finally, in Chapter 5, I study the application of elliptic curves to generate pseu-
dorandom binary sequences and lattices. In Section 5.2, I define the general const-
ruction of pseudorandom sequences, extend the construction of Chen [3|, Chen, Li
and Xiao [4] and Liu, Wang and Zhan [17]. In Section 5.3, I define a construction
of pseudorandom binary lattice over elliptic curve.

Finally, I remark that I summarize the used tool in Chapter 2 and Section 5.1.
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