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1. fejezetBevezetés
1.1. Véletlen sorozatokVéletlen elemek generálása több alkalmazásban is központi szerepet játszik, különö-sen a kriptográ�ában és a numerikus analízisben.Véletlen bináris sorozatok alkalmazására jó példa a Vernam tipusú titkosítás:Legyen AN = {a1, . . . , aN} ∈ {0, 1}N az üzenet bináris ábrázolása, és legyen EN =

{e1, . . . , eN} ∈ {0, 1}N egy az üzenet hosszával megegyez® hosszúságú véletlen soro-zat. Ezután az AN üzenetet bitenként titkosítjuk úgy, hogy a véletlen EN sorozatmegfelel® elemét hozzáadjuk modulo 2:
AN : {a1, . . . , aN}

⊕ EN : {e1, . . . , eN}
FN : {f1, . . . , fN}Az üzenetet hasonló módon lehet dekódolni. Ha most a titkosított FN üzenethezadjuk hozzá bitenként a véletlen sorozatot, visszakapjuk az eredeti üzenetet:
FN : {f1, . . . , fN}

⊕ EN : {e1, . . . , eN}
AN : {a1, . . . , aN}Ennek a titkosítási eljárásnak az el®nye, hogy mind a titkosítás, mind a dekódo-lás egyszer¶en végrehajtható. A rejtjelezés másik el®nye, hogy tökéletes biztonságotgarantál. Azaz, ha egy véletlen sorozatot 
sak egyetlen üzenet titkosítására hasz-nálunk, akkor bizonyítható, hogy a támadó, er®forrástól függetlenül, nem képessemmilyen informá
iót megtudni a rejtjelezett üzenetr®l.A titkosítási rendszernek ezen er®s tulajdonságát kihasználva, a második világ-háború és a hidegháború alatt el®szeretettel alkalmazták azt. Például a Washingtonés Moszkva közötti forró drótot 1963-tól ezzel a titkosítással védték.3



A rendszer hátránya, hogy megkívánja a véletlen sorozattól, hogy hossza meg-egyezzen az üzenet hosszával. Ez pedig megnehezíti a kul
sok szétosztását és ke-zelését. Annak érdekében, hogy a titkosítást hatékonyabbá tegyük, valódi véletlensorozat helyett pszeudovéletlen sorozatot használhatunk, mely egy valódi ám jóvalrövidebb véletlen sorozatból készül. Pontosabban:1. de�ní
ió. A pszeudovéletlen szám generátor egy olyan determinisztikus algo-ritmus, mely egy adott k hosszúságú valódi véletlen sorozatból egy k-nál hosszabbpszeudovéletlen sorozatot generál.Hogy a titkosítás biztonsága ne 
sökkenjen, megköveteljük, hogy az így legyár-tott pszeudovéletlen sorozatot ne lehessen megkülönböztetni egy valódi véletlen so-rozattól. Persze ezt már feltétel nélkül nem tudjuk garantálni, így bizonyos módonkorlátozzuk a támadót. Természetes feltétel, hogy megköveteljük, hogy a támadó
sak polinomiális er®forrással rendelkezzen.2. de�ní
ió. Egy pszeudovéletlen bit generátor kielégíti a következ®-bit tesztet, hanem létezik olyan polinomiális idej¶ algorimus, amelynek segítségével meg lehetnejósolni az output sorozat els® l bitjéb®l az (l + 1)-ediket 1/2-nél lényegesen nagyobbvalószín¶séggel.A de�ní
iónak több hiányossága is van. Pszeudovéletlen sorozatot nem, 
sakpszeudovéletlen generátort de�niál. Az alkalmazásokban, mikor egy adott, N hosszúsorozattal dolgozunk, nem tudjuk eldönteni, hogy véletlennek tekintsük-e azt, vagyne. Másrészr®l, annak bizonyítása, hogy nem létezik polinomiális algoritmus, szintelehetetlen. Így a de�ní
ió a gyakorlatban alkalmazhatatlan.Egy másik, alkalmazás-orientált megközelítés a lineáris komplexitás:3. de�ní
ió. Egy EN sorozat L(EN ) lineáris komplexitása a legkisebb lineáris feedba
k shift register (lineáris rekurzió F2 fölött) hossza, ami generálja az egész soroza-tot.Valódi véletlen EN sorozatok esetén L(EN ) ∼ N
2
. Tehát egy � jó� pszeudovéletlensorozattól meg kell követelni, hogy nagy legyen a lineáris komplexitása. Azonban ezkoránt sem elégséges feltétel.További hátránya, hogy egy sorozat lineáris komplexitását apriori tesztként 
sakspe
iális esetekben lehet alkalmazni. A gyakorlatban általános sorozatok lineáriskomplexitását aposteriori döntik el (ld Berlekamp-Massey algoritmus [23℄), ami szin-tén felvet alkalmazhatósági kérdéseket .Adódik, hogy újabb, elég er®s de�ni
ióját adjuk a pszeudovéletlenségnek. Az újde�ni
iótól elvárjuk, hogy tesztelhet® legyen sorozatok egy elég nagy 
saládjára4



1.2. Pszeudovéletlenség mértékei1997-ben Mauduit és Sárközy a pszeudovéletlenség új mértékeit vezette be [19℄.A mértékek de�niálásánál a véletlen sorozatok alábbi fontos tulajdonságait vettékalapul:
• számtani sorozatok mentén egyenletes eloszlású (well-distribution);
• kis autokorrelá
ió (
orrelation);
• normalitás (normality).Adott EN = {e1, . . . , eN} ∈ {+1,−1}N bináris sorozat esetén a fenti tulajdonsá-gok �mérésére� a következ® mértékeket vezették be:4. de�ní
ió. Az EN sorozat eloszlás mértéke:

W (EN) = max
a,b,t

|U(EN , a, b, t)| = max
a,b,t

∣

∣

∣

∣

∣

t−1
∑

j=0

ea+jb

∣

∣

∣

∣

∣

,ahol a maximum olyan a, b, t ∈ N számokra fut melyekre 1 ≤ a ≤ a + (t− 1)b ≤ N .Az EN sorozat ℓ-ed rend¶ korrelá
iós mértéke:
Cℓ(EN) = max

M,D
|V (EN ,M,D)| = max

M,D

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

n=1

en+d1en+d2 . . . en+dℓ

∣

∣

∣

∣

∣

,ahol a maximum olyan D = (d1, . . . , dℓ) ℓ-eseken és M ∈ N számokon fut, melyekre
d1 < d2 < · · · < dℓ, M + dℓ ≤ N .Az EN sorozat ℓ-ed rend¶ normalitás mértéke:

Nℓ(EN ) = max
X∈{+1,−1}ℓ

max
0<M≤N+1−ℓ

∣

∣

∣

∣

T (EN ,M,X) − M

2ℓ

∣

∣

∣

∣

,ahol
T (E,M,X) = |{n : 0 ≤ n < M, (en+1, . . . , en+ℓ) = X}|.Megjegyezzük azonban, hogy a korrelá
iós és a normalitás mérték között er®sösszefüggés van, így általában elég az eloszlás és korrelá
iós mértékeket vizsgálni:1. tétel (Mauduit, Sárközy, [19℄). Minden N,EN és ℓ < N esetén

Nℓ ≤ max
1≤t≤ℓ

|Ct(EN )|teljesül. 5



Egy EN sorozatot pszeudovéletlennek tekinthetünk, ha mind az eloszlás, mind akorrelá
iós mértéke (legalább kis ℓ-re) ki
si N függvényében (kívánatosan mindkett®
o(N), ha N → ∞).Ezt a terminológiát támasztja alá a következ® tétel:2. tétel (Alon, Kohayakava, Mauduit, Moreira, Rödl [1℄). kMinden ε1 > 0 számhoz létezik N0(ε1) és δ > 0, hogy N > N0 esetén

δ
√
N < W (EN) <

1

δ

√
N

1 − ε1-nál nagyobb valószín¶séggel.Hasonlóan minden ε2 > 0 számhoz létezik N0(ε2), hogy N > N0 esetén
2

5

√

N log

(

N

ℓ

)

< Cℓ(EN) <
7

4

√

N log

(

N

ℓ

)

1 − ε2-nál nagyobb valószín¶séggel.A tétel alapján tehát a következ®képpen de�niálhatjuk a pszeudovéletlen soro-zatokat:5. de�ní
ió. Egy EN ∈ {−1,+1}N sorozat jó pszeudovéletlen tulajdonságokkal ren-delkezik, ha
W (EN) = N1/2(logN)O(1), illetve Cℓ(EN ) = N1/2(logN)Oℓ(1)legalább kis ℓ értékekre.1.3. Korábbi konstruk
iókRégóta ismert, hogy a Legendre szimbólum er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkalrendelkezik. Mauduit és Sárközy [19℄ a pszeudovéletlenségi mértékek segítségévelkvantitatív módon jellemzték a Legendre szimbólumot. Nevezetesen a Legendereszimbólum segítségével de�niált az 5 de�ní
iót kielégít® sorozatot:1. konstruk
ió (Mauduit, Sárközy). Legyen p egy prímszám és de�niáljuk az

Ep−1 = {e1, . . . , ep−1} sorozatot a következ®képpen:
en =

(

n

p

)

,ahol ( ·
p

) a Legendre szimbólum. 6



Mauduit és Sárkozy bizonyította, hogy az így konstruált sorozatra
W (EN) ≪ N1/2 logN, illetve Cℓ(EN ) ≪ ℓN1/2 logN.Mivel alkalmazásokban nem egy sorozatra, hanem sorozatok egy nagy 
saládjáravan szükség, Goubin, Mauduit és Sárközy [9℄ vizsgálta, milyen módon lehet az 1konstruk
iót kiterjeszteni. Azt találták, hogy ha a sorozat n-edik tagjánál az n-et le
serélik egy alkalmas polinom n helyen felvett értékére, akkor továbbra is jópszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkez® sorozatot kapnak. Pontosabban:2. konstruk
ió (Goubin, Mauduit, Sárközy). Legyen p egy prímszám, f ∈ Fp[x]és de�niáljuk az Ep = {e1, . . . , ep} sorozatot a következ®képpen:

en =







(

f(n)
p

)

, ha p ∤ f(n),

1, ha p | f(n),ahol ( ·
p

) a Legendre szimbólum.Bizonyították, hogy ha az f polinom kielégít bizonyos (könnyen ellen®rizhet®)tulajdonságokat, akkor
W (Ep) ≪ deg fp1/2 log p, illetve Cℓ(Ep) ≪ ℓ deg fp1/2 log p.A számítógépes számelméletben széles körben használják az index (diszkrét loga-ritmus) fogalmát. Az index er®s pszeudovéletlen tulajdonságait használta ki Gyar-mati [10℄ (Sárközy eredményét kiterjesztve [27℄), hogy új pszeudovéletlen sorozatokatde�niáljon:3. konstruk
ió (Gyarmati). Legyen p egy prímszám, f ∈ Fp[x], g primitív gyökmudulo p és legyen ind a g alapú index (diszkrét logaritmus) modulo p. De�niáljukaz Ep = {e1, . . . , ep} sorozatot a következ®képpen:

en =

{

+1, ha p ∤ f(n) és 1 ≤ ind f(n) < p/2,

−1, máskülönben.Gyarmati bizonyította, hogy ha az f polinom kielégít bizonyos feltételeket, akkor
W (Ep) ≪ deg fp1/2(log p)2, illetve Cℓ(Ep) ≪ 4ℓ deg fp1/2(log p)ℓ+1.Oon vizsgálta a 2 és 3 konstruk
iók egy közös általánosítását javasolta:4. konstruk
ió. Legyen p egy prímszám, f ∈ Fp[x], χ multplikatív karakter mudulo

p. De�niáljuk az Ep = {e1, . . . , ep} sorozatot a következ®képpen:
en =

{

+1, ha p ∤ f(n) és arg
(

χ(f(n))
)

∈ [0, π),

−1, máskülönben,ahol arg(z) a komplex z szám argumentumát jelöli.7



Világos, hogy ha χ a kvadratikus karakter, akkor lényegében megkapjuk a 2konstruk
iót. Másrészr®l, ha a χ karaktert úgy választjuk, hogy χ(g) = e
2πi
p−1 , akkora 3 konstruk
iót kapjuk.Oon [25℄ bebizonyította, hogy ha a karakter d rendje nagy (d = Ω(p1/2)), akkorjó pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkez® sorozatot kapunk:

W (Ep) ≪ deg fp1/2(log p)2 +
p

d
, illetve Cℓ(Ep) ≪ ℓ deg fp1/2(log 8p)ℓ+1 + 4ℓ

p

dℓ
.Sajnos a bizonyítás nem fedi a legérdekesebb eseteket, nevezetesen, amikor a karakterrendje ki
si (d = o(p1/2)).Az eddig felsorolt konstruk
iók jó pszeudovéletlen tulajdonsággal rendelkeznek(leszámitva talán a 4 konstruk
ió bizonyos eseteit), azonban az implementá
iójukkomoly problémát okozhat. Ezért a következ® 
él jól számolható konstruk
iók meg-találása volt, esetleg az er®s pszeudovéletlenség gyengítése árán is.Mauduit, Rivat és Sárközy [18℄ el®ször a talán legegyszer¶bben számolható konst-ruk
iót vizsgálták:5. konstruk
ió (Mauduit, Rivat, Sárközy). Legyen p egy prímszám és f ∈

Fp[x]. De�niáljuk az Ep = {e1, . . . , ep} sorozatot a következ®képpen:
en =

{

+1, ha f(n) ∈ {1, 2, . . . , p−1
2
}

−1, máskülönben.Mauduit, Rivat és Sárközy [18℄ bizonyította, hogy a konstruk
ió 
sak er®s meg-szorításokkal mondható pszeudovéletlennek:
W (Ep) ≪ deg fp1/2 log p, illetve Cℓ(Ep) ≪ deg fp1/2(log p)ℓ+1,feltéve, hogy a korrelá
ió rendje ki
si: ℓ < deg f . Megmutatták, hogy ha ez a feltételnem teljesül (azaz ℓ ≥ deg f), akkor Cℓ(Ep) ≫ p.Késöbb Mauduit és Sárközy [20℄ megmutatta, hogy ha az 5 konstruk
ióban po-linom helyett annak multiplikatív inverzével számolunk, elkerülhetjük a fenti, fok-számra vonatkozó er®s feltételt. Az EN = {e1, . . . , ep} sorozatot a következ®képpende�niálták:6. konstruk
ió (Mauduit, Sárközy). Legyen p egy prímszám és f ∈ Fp[x]. De-�niáljuk az Ep = {e1, . . . , ep} sorozatot a következ®képpen:

en =

{

+1, ha f(n) 6= 0 és f(n)−1 ∈ {1, 2, . . . , p−1
2
}

−1, máskülönben,ahol a−1 (a 6= 0) az a ∈ Fp elem multiplikatív inverzét jelöli.8



Mauduit és Sárközy [20℄ megmutatta, hogy ha f kielégít bizonyos tulajdonságo-kat, akkor az így de�niált sorozat jó pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkezik:
W (Ep) ≪ deg fp1/2(log p)2, illetve Cℓ(Ep) ≪ ℓ deg fp1/2(log p)ℓ+1.

9



2. fejezetFelhasznált eszközökA fejezetben a tételek bizonyításához felhasznált eszközöket foglalom össze.2.1. KarakterösszegekA pszeudovéletlen mértékek be
slése különböz® nemteljes karakterösszeg be
slésekrevezethet® vissza, ezért el®ször összefoglalom a véges testek feletti karakter összegbe
sléseket.A fejezet folyamán a következ® jelöléseket fogjuk használni:
Fq egy p karakterisztikájú véges test;
F (x), Q(x) ∈ Fq(x) ra
ionális törtfüggvények;
deg f(x)

g(x)
= deg f(x) + deg g(x);

deg∗ f(x)
g(x)

= deg f(x) − deg g(x);
S F (x) és Q(x) pólusainak és Q gyökeinek halmaza;
ψ additív, χ, γ multiplikatív karakterei Fq-nek;
ψ0, χ0 a f®karakterek;
e(α) = e2πiα, illetve em(a) = e(a/m).6. de�ní
ió. Tekintsük a következ® hibrid karakterösszeget:

S(ψ, F ;χ,Q) =
∑

n 6∈S

ψ (F (n)) · χ (Q(n)) .Azt mondjuk, hogy S(ψ, F ;χ,Q) elfajuló ha
F (x) = Gp(x) −G(x) + bvalamely b ∈ Fq elemre és G(x) ∈ Fq(x) ra
ionális törtfüggvényre és

Q(x) = cHd(x)valamely c ∈ Fq elemre és H(x) ∈ Fq(x) ra
ionális törtfüggvényre.10



Ha az S(ψ, F ;χ,Q) karakterösszeg elfajuló, akkor az összeg összes tagja 1, így azösszeget 
sak a triviális módon tudjuk be
sülni. Másrészr®l Perel'muter bebizonyí-totta, hogy ha S(ψ, F ;χ,Q) nem elfajuló, akkor már lehet az összeget nemtriviálismódon be
sülni:3. tétel (Perel'muter [26℄). Legyen Fq p karakterisztikájú véges test, ψ 6= ψ0additív, χ 6= χ0 d-ed rend¶ multiplikatív karaktere Fq-nak. Legyenek F (x) = f(x)
g(x)

,

Q(x) = q(x)
r(x)

∈ Fq(x) ra
ionális törtfüggvények. Tegyük fel, hogy az S(ψ, F ;χ,Q)nem elfajuló és a következ® feltételek teljesülnek:1. Ha F = f

g
λ1
1 ...gλr

r

, akkor p ∤ λi, ahol λi > 0, i = 1, . . . , r esetén és degF > 0esetén p ∤ degF .2. Ha Q =
q

n1
1 ...qnu

u

r
m1
1 ...rmv

v
, akkor 0 < ni < d, 0 < mi < d minden i-re.Ekkor

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n 6∈S

ψ(F (n))χ(Q(n))

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(

d1 + d2 − 2
)

q1/2 + d1 + d2 + 1 (2.1)ahol
d1 = max{deg f, deg g} + s+ λ, d2 = z + µés s g különböz® gyökeinek számát jelöli, λ = 0 ha deg g ≥ deg f és λ = 1 más-különben, z q és r különböz® gyökeinek száma, végül µ = 0 ha d | degQ és µ = 1máskülönben.A tétel segítségével adható nem triviális korlát nem teljes karakterösszegekre is.4. tétel ([M3℄). Legyen p prímszám, ψ 6= ψ0 additív, χ 6= χ0 d-ed rend¶ mul-tiplikatív karaktere Fp-nek. Legyenek továbbá F = f

g
, Q = q

r
nem nulla ra
ionálistörtfüggvények. Tegyük fel továbbá, hogy

g(x) ∤ f(x) (2.2)vagy
Q(x) 6= bBd(x) bármely b ∈ Fp és B(x) ∈ Fp(x) esetén. (2.3)Ha 1 ≤ N < p, akkor

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤n<N

n 6∈S

ψ(F (n))χ(Q(n))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 9
(

max{deg f, deg g} + s+ z
)

p1/2 log p, (2.4)ahol s g, z q és r különböz® gyökeinek száma.11



Bizonyítás. Ha a (2.3) feltétel teljesül, de a (2.2) feltétel nem, akkor nem teljesmultiplikatív karakter összeg be
slését kapjuk (ld. [19℄).Tekintsük most azt az esetet, amikor a (2.2) feltétel teljesül. A bizonyítás so-rán feltehetjük, hogy az f, g, r, q polinomok p-nél kisebb fokúak (különben a tételsemmitmondó).Mivel a ψ karakter nem a f®karakter, ezért az additív karakterek alapvet® tulaj-donságaiból következik, hogy
N−1
∑

r=0

1

p

p−1
∑

u=0

ψ(u(n− r)) =

{

1 ha 0 ≤ n < N

0 máskülönben.Jelöljük a (2.4)-ben szerepl® összeget SN -nel. Ekkor
SN =

∑

n 6∈S

ψ(F (n))χ(Q(n))
N−1
∑

r=0

1

p

p−1
∑

u=0

ψ(u(n− r)) =

=
1

p

p−1
∑

u=0

(

N−1
∑

r=0

ψ(−ur)
)(

∑

n 6∈S

ψ(F (n) + un)χ(Q(n))

)

=

=
1

p

p−1
∑

u=1

(

N−1
∑

r=0

ψ(−ur)
)(

∑

n 6∈S

ψ(F (n) + un)χ(Q(n))

)

+

+
N

p

∑

n 6∈S

ψ(F (n))χ(Q(n)),ahonnan
|SN | ≤

1

p

p−1
∑

u=1

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

r=0

ψ(ur)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n 6∈S

ψ(F (n) + un)χ(Q(n))

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
N

p

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n 6∈S

ψ(F (n))χ(Q(n))

∣

∣

∣

∣

∣

. (2.5)Rögzített u esetén legyen
Fu(x) = F (x) + ux =

f(x)

g(x)
+ ux.Annak érdekében, hogy megmutassuk, hogy az Fu(x) ra
ionális törtfüggvény kielé-gíti a 3 tétel feltételeit, elegend® megmutatni, hogy Fu(x) nem írható A(x)p −A(x)alakba ahol A(x) ∈ Fp(x). Indirekt tegyük fel, hogy léteznek k(x), l(x) ∈ Fp[x]polinomok, hogy

(k(x), l(x)) = 1 (2.6)és
Fu(x) =

(

k(x)

l(x)

)p

− k(x)

l(x)
. (2.7)12



A nevez®kkel felszorozva kapjuk, hogy
lp(x)(f(x) + uxg(x)) = (kp−1(x) − lp−1(x))k(x)g(x)ahonnan (2.6) miatt

lp(x) | g(x).Mivel deg g < p, az l(x) polinom egy konstans polinom. Tehát
f(x) + uxg(x) = (αkp(x) + βk(x))g(x),illetve
f(x) = (αkp(x) + βk(x) − ux)g(x),valamely α, β ∈ Fp, αβ 6= 0 értékekre. Mivel g(x) ∤ f(x) és

deg(αkp(x) + βk(x) − ux) ≤ pazt kapjuk, hogy (2.7) nem teljesülhet.Mivel F (x) + ux, F (x) és Q(x) kielégíti a 3 tétel feltételét, alkalmazhatjuk atételt (2.5)-beli karakter összegekre:
|SN | ≤ 1

p

(

p−1
∑

u=1

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

r=0

ψ(ur)

∣

∣

∣

∣

∣

+N

)

·

·2
(

max{deg f, deg g} + s+ z
)

p1/2.ahonnan a kívánt be
slés következik a
p−1
∑

u=0

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

r=0

ψ(ur)

∣

∣

∣

∣

∣

<
4

π
p log p+ 0.38p+ 0.64.egyenl®tlenséget felhasználva (1. tétel, [6℄).A következ® tétel általános véges testek fölötti karakterösszegekre ad nemtriviáliskorlátot.5. tétel (Winterhof, [28℄). Legyen p prím, és q = pn, χ d-ed rend¶ multiplikatívkaraktere Fq-nak, f(x) ∈ Fq[x] nem konstans polinom, mely nem d-hatvány és mely-nek m különböz® gyöke van a felbontási testben. v1, . . . , vn ∈ Fq Fq egy Fp fölöttibázisa, t1, . . . , tn ∈ N olyan egészek, melyre 0 < t1, . . . , tn. Legyen

B =

{

n
∑

i=1

aivi : 0 ≤ ai ≤ ti, i = 1, . . . , n

}ekkor
∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B

χ(f(x))

∣

∣

∣

∣

∣

< mq1/2(1 + log p)n.13



Az alábbi két lemma segítségével a sorozat tagjait tudjuk majd felírni karaktereklineáris kombiná
iójaként :7. lemma. Legyen χ d-ed rend¶ multiplikatív karaktere Fp-nek, n 6= 0. Ekkor
2

d

∑∗

γd=χ0

1 − γ̄(g)d/2

1 − γ̄(g)
· γ(n) =

{

+1 ha arg
(

χ (n)
)

∈ [0, π)

−1 máskülönben, (2.8)ahol γ fut azon nemtriviális karaktereken, melynek d-edik hatványa a f®karakter, és
g az a generátor, melyre χ(g) = e(1/d).Bizonyítás. Jelölje rm(c) a c legkisebb nem negatív maradékát modulo m. Ekkor,ha n 6= 0, akkor

χ(n) = χ(gindn) = χ(g)ind n,ahol ind a g alapú diszkrét logaritmus. Ekkor
arg
(

χ (n)
)

∈ [0, π) ⇐⇒ rd(ind f(nG)) <
d

2
.Felhasználva az

1

p− 1

∑

γ

γ(a) =

{

1 ha a = 1

0 máskülönben,összefüggést, azt kapjuk hogy a (2.8) jobb oldala
2
∑

0≤k<p−1
rd(k)<d/2

gk=f(nG)

1 − 1 = 2
1

p− 1

∑

γ

p−1
d

−1
∑

i=0

∑

0≤k<d/2

γ̄(n)γ(gk+id) − 1

= 2
1

p− 1

∑

γ

γ̄(n)

p−1
d

−1
∑

i=0

γ(gd)i
∑

0≤k<d/2

γ(g)k − 1.Mikor γ = χ0, akkor
2

1

p− 1

p−1
d

−1
∑

i=0

∑

0≤k<d/2

1 = 1.Hasonlóan, ha γd 6= χ0, akkor
p−1

d
−1

∑

i=0

γ(gd)i = 0.Végül, ha γd = χ0 (de γ 6= χ0), akkor
p−1

d
−1

∑

i=0

γ(gd)i =
p− 1

d
.14



Végül az állítás következik a
∑

0≤k<d/2

γ(g)k =
1 − γ(g)

d
2

1 − γ(g)összefüggésb®l.Az el®bbi lemma additív analogonja:8. lemma. Legyen m ∈ N. Ekkor
1

m

∑

−[m/2]<k≤[m/2]

vm(k)em(ak) =

{

+1 ha −π
2
≤ arg(em(a)) < π

2

−1 máskülönben,ahol vm(k) egy m szerinti periodikus függvény, melyre
vm(0) = 1,és ha m páratlan, akkor

vm(k) = ik
(

1 + i
(−1)k − cos(πk/m)

sin(πk/m)

)

, ha 1 ≤ |k| < m/2,ha m páros, akkor
vm(k) =







0 ha k páros,
ik
(

2 − 2i cos(kπ/m)
sin(kπ/m)

) ha k páratlan, ha 1 ≤ |k| ≤ m/2.Továbbá mindkét esetben
vm(k) ≪ m

k
ha k 6= 0.Bizonyítás. Páratlan m-re a lemmát Mauduit, Rivat és Sárközy bizonyította [18℄,páros m-re a bizonyítás hasonló.9. lemma. Legyen g az Fq egy generátora. Ekkor

∑∗

χd=χ0

1

|1 − χ(g)| < d log d.Bizonyítás. Abban az esetben, mikor q = p és d = p− 1 a bizonyítás megtalálható[27℄-ben. Az általános eset hasonlóan bizonyítható.15



2.2. Megengedhet®ségAnnak érdekében, hogy leírhassuk azon polinomokat, melyekre az adott konstruk-
ió jó pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkez® sorozatot generál, bevezetjük amegengedhet®ség fogalmát.10. de�ní
ió. Legyen m, d ∈ Z egész számok, A,B ⊂ Zm olyan multihalmazok,hogy az elemek multipli
itása kisebb, mint d, és A minden elemének multipli
itásarelatív prím d-hez. Azt mondjuk, hogy az A,B pár P (d) tulajdonságú, ha az A + Bösszegben minden elem d-szeresen van reprezentálva. Azaz a
a+ b = c, a ∈ A, b ∈ B (2.9)egyenletnek a megoldásszáma minden c esetén osztható d-vel.Jelölje egy adott A multihalmaz különböz® elemeinek a számát |A|.11. de�ní
ió. A (k, ℓ,m) számhármas d-megengedhet® (d-admissible) (k, ℓ < m),ha nem létezik olyan A,B multihalmaz, hogy |A| = k, |B| = ℓ, és A,B P (d) tulaj-donságú.A következ®kben elégséges feltételeket adunk d-megengedhet®ségre.6. tétel ([M7℄). Egy m szám legkisebb prímosztóját jelölje p(m). Ekkor(i) Ha k,m, d ∈ N, k < p(m), akkor a (k, 2, m) hármas d-megengedhet®.(ii) Ha k,m, d ∈ N, k < p(m), továbbá

(4ℓ)k < p(m), (2.10)akkor a (k, ℓ,m) hármas d-megengedhet®.(iii) Ha m egy prímszám, d minden prímosztója primitív gyök modulo m, akkorminden k, ℓ < m esetén a (k, ℓ,m) hármas d-megengedhet®.A következ® lemma miatt elég a tételt abban az esetben bebizonyítani, ha dprímszám. A lemma (és a tétel) bizonyításában egy A multihamaz adott a eleméneka multipli
itását mA(a)-val fogjuk jelölni.12. lemma. Ha d minden p prímosztójára a (k, ℓ,m) hármas p-megengedhet®, akkora (k, ℓ,m) hármas d-megengedhet®.Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik egy P (d) tulajdonságú A,B multihalmaz pár.Legyen d = pα1
1 . . . pαr

r , és legyen pi olyan prímosztó, hogy pαi
i nem osztja azösszes mB(b) multipli
itást. 16



Ha van olyan b ∈ B elem, melyre pi ∤ mB(b), akkor gy¶jtsük A′-be az A elemeit
mA(a) (mod pi) multipli
itással, hasonlóan B′-be a B elemeit mB(b) (mod pi) mul-tipli
itással. Ekkor sem A′, sem B′ nem üres (hiszen nem minden mA(a), mB(b)multipli
itás osztható pi-vel) és az A′,B′ pár P (pi) tulajdonságú.Ha mindenmB(b) multipli
itás osztható pi-vel, akkor legyen βi az a kitev®, melyre

pβi

i || lnko{mB(b) : b ∈ B}.Ekkor βi < αi. Legyen A′ = A és B′ multihalmaza a b ∈ B elemeknek mB(b)p−βi

imultipli
itással. Ezzel a válaszással nem minden mB′(b′) multipli
itás osztható pi-vel (b′ ∈ B′), és az A′,B′ pár P (d/pβi

i ) tulajdonságú. Így az el®z® gondolatmenetalapján létezik olyan A′′, B′′ pár, ami P (pi) tulajdonságú.A 6 tétel bizonyítása. A 12 lemma alapján elég a tételt prím d-re bizonyítani.A 6 tétel (i) pontjának bizonyítása. Az állítást indirekt módon bizonyítjuk. Tegyükfel, hogy léteznek A,B ⊂ Zm multihalmazok, hogy |A| = k, |B| = 2 és minden c ∈ Zesetén a (2.9) egyenlet megoldásszáma d-vel osztható.Legyen a B két különböz® eleme r, r+s (ahol most s 6= 0). A+r minden eleméneklegalább két el®állítása van a (2.9) alakban, tehát {a+r | a ∈ A} = {a+r+s | a ∈ A}mint halmazok. Hasonlóan {a + r | a ∈ A} = {a + r + st | a ∈ A} minden t ∈ Nesetén, azaz A+r tartalmazza Zm egy nemtriviális rész
soportjának mellékosztályát,ami ellentmond a |A| < p(m) feltételnek.A 6 tétel (ii) pontjának bizonyítása. Tegyük fel, hogy k, ℓ,m kielégíti a (2.10) egyen-l®tlenséget, A,B ⊂ Zm olyan multihalmazok, melyekre |A| = k, |B| = ℓ.Ha s ∈ N, (s,m) = 1, akkor a (2.9) és az
sa+ sb = sc, a ∈ A, b ∈ Begyenlet megoldásai megegyeznek, ha c végigfutja Zm elemeit. Tehát elég megmu-tatni, hogy van olyan s ∈ N és c ∈ Zm, hogy (s,m) = 1 és az
sa+ sb = c, a ∈ A, b ∈ B (2.11)egyenlet megoldásszáma nem osztható d-vel.Adott a ∈ Z esetén legyen r(a) a-nak az abszolút legkisebb maradéka modulo

m, azaz
r(a) ≡ a mod m, −m

2
< r(a) ≤ m

2
.A tétel bizonyítása során a következ® lemmát használjuk:17



13. lemma. Ha k, ℓ,m,A eleget tesz a fenti követelményeknek és a1, . . . , ak az Akülönböz® elemei, akkor létezik olyan s szám, melyre (s,m) = 1 és
|r(sai)| ≤

1

2

[m

ℓ

]

i = 1, . . . , k esetén. (2.12)Bizonyítás. Legyen J = {1, . . . , p(m)}. Világos, hogy ha i, j ∈ J , akkor (i−j,m) =

1. Tekintsük a következ® p(m) darab k-ast:
uj = (r(ja1), . . . , r(jak)), j ∈ J . (2.13)Legyen D = 1

2

[

m
ℓ

]

+1 és Z =
[

m
D

]

+1. Ekkor DZ > m, így minden j ∈ J eseténléteznek t1 = t1(j), . . . , tk = tk(j) egészek, hogy
r(jai) ∈

{

−
[m

2

]

+ tiD,−
[m

2

]

+ tiD + 1, . . . ,−
[m

2

]

+ (ti + 1)D − 1
}ahol

ti ∈ {0, 1, . . . , Z − 1} (2.14)
i = 1, . . . , k esetén.A lehetséges (t1, . . . , tk) k-asok száma, melyekre (2.14) teljesül

Zk =
([m

D

]

+ 1
)k

<
(

2
m

D

)k

<

(

2
m

m/2ℓ

)k

= (4ℓ)k < p(m),(2.10) miatt. Tehát létezik legalább két index j1, j2 ∈ J , melyekre
t1 = t1(j1) = t1(j2), . . . , tk = tk(j1) = tk(j2),azaz

−
[m

2

]

+ tiD ≤ r(j1ai), r(j2ai) < −
[m

2

]

+ (ti + 1)Dahonnan azt kapjuk, hogy
|r(j1ai) − r(j2ai)| < D i = 1, . . . , k.Legyen s = |j1 − j2|. Ezzel a választással

|r(sai)| = |r((j1 − j2)ai)| ≤ |r(j1ai) − r(j2ai)| < D.A tétel (ii) pontjának bizonyításához válasszunk egy olyan s elemet, ami kielégíti(2.12)-et. Legyenek b1 . . . , bℓ B különböz® elemei. Legyen i, j olyan indexpár melyre
sbl 6∈ {sbi + 1, . . . , sbj − 1}, l = 1, . . . , ℓ18



(itt az sbl elemeket 
iklikusan, azaz modulo m soroljuk fel). A skatulyaelv miatt amaximális távolság két egymást követ® sbl között legalább [m/ℓ] + 1.Legyen r1, . . . , rk az r(sa1), . . . , r(sak) változók értéke nagyság szerint rendezve:
−1

2

[m

ℓ

]

≤ r1 ≤ · · · ≤ rk ≤ 1

2

[m

ℓ

]

.(2.12) alapján
(sbj + r1) − (sbi + rk) = (sbj − sbi) + r1 − rk ≥

≥
([m

ℓ

]

+ 1
)

− 1

2

[m

ℓ

]

− 1

2

[m

ℓ

]

= 1 > 0.Legyenek u, v azon indexek, melyre r(sau) = r1, r(sav) = rk. Ekkor a
sav + sbi és sau + sbjelemek különböz® reprezentá
ióinak száma a (a, b) = (av, bi) illetve a (a′, b′) =

(au, bj) párok száma, ami mA(av)mB(bi) és mA(au)mB(bj) mely számok nem oszt-hatók d-vel.A 6 tétel (iii) pontjának bizonyítása. Adott C ⊂ Zm multihalmaz esetén de�niáljuka PC(x) ∈ Zd[x] polinomot a következ®képpen:
PC(x) =

∑

c∈C

xrm(c),ahol rm(c) a c legkisebb nem negatív maradékát jelöli modulo m.Megjegyezzük, hogy ha u ∈ Zm, akkor
PC+u(x) ≡ xuPC(x) mod xm − 1.Következésképpen egy A,B pár pontosan akkor P (d) tulajdonságú, ha
PA(x)PB(x) ≡ 0 mod xm − 1

Zd fölött, azaz xm − 1 | PA(x)PB(x).Ha a xm−1+· · ·+1 polinom redu
ibilis Zd[x] fölött, például P1(x)P2(x) = xm−1+

· · ·+ 1, akkor de�niáljuk az A illetve B multihalmazt a P1(x) =
∑

a∈A x
rm(a) illetve

P2(x)(x− 1) =
∑

b∈B x
rm(b) összefüggéssel. Ekkor az A,B pár P (d) tulajdonágú.Megfordítva, ha xm−1 + · · · + 1 irredu
ibilis Zd[x] fölött, és az A,B pár P (d)tulajdonságú, akkor xm−1 + · · · + 1 osztja vagy a PA(x), vagy a PB(x) polinomot,tehát A vagy B tartalmazza Zd-t.Végül megjegyezzük, hogy a [16℄-beli 2.47 tétel alapján az xm−1 + · · ·+1 polinompontosan akkor irredu
ibils Zd[x] fölött, ham prím és d primitív gyök modulom.19



A 6 tétel (iii) pontja nem 
sak elégséges, de bizonyos szempontból szükséges éselégséges feltételt ad számunkra a megengedhet®ségre:14. de�ní
ió. Adott d szám esetén az m ∈ N szám jó, ha minden k, ℓ ∈ N párra,melyre k < m, ℓ < m a (k, ℓ,m) hármas d-megengedhet®.15. Következmény. Az adott d szám esetén az m ∈ N szám pontosan akkor jó, ha
m prím, és d minden prímosztója primitív gyök modulo m.Bizonyítás. Azt kell megmutatni, hogy minden k, ℓ ∈ N pár esetén, melyre a (k, ℓ,m)hármas d-megengedhet®, akkor d minden p prímosztójára és k′, ℓ′ ∈ N párra a
(k′, ℓ′, m) hármas p-megengedhet®.Legyenek A,B multihalmazok, melyek P (p) tulajdonságúak. Ekkor legyen A′ =

A és legyen B′ az a multihalmaz, mely B elemeit tartalmazzamB(b)· d
p
multipli
itása.Ekkor a A′,B′ pár P (d) tulajdonságú.Megjegyezzük, hogy abban a spe
iális esetben, mikor az A, B multihamlazokbaminden elem multipli
itása legfeljebb egy (azaz A és B halmazok), akkor az (i) és(ii) pontokban a megengedhet®ségnél er®sebb dolgot bizonyítunk:16. Következmény. Ha k, ℓ eleget tesz a 6 tétel (i) és (ii) pontjainak feltételének,akkor minden A,B halmaz esetén, melyre |A| ≤ k, |B| ≤ ℓ létezik olyan c ∈ Zmelem, hogy az

a+ b = c a ∈ A, b ∈ Begyenletnek pontosan egy megoldása van.A következ®kben a 16 következmény általánosítását nézzük, mikor a (2.9) egyen-letet tetsz®leges Abel 
soport felett vizsgáljuk.17. de�ní
ió. A (k, ℓ, G) hármas megengedhet®, ha minden A,B ⊂ G halmaz eseténmelyre |A| ≤ k, |B| ≤ ℓ létezik olyan c ∈ G elem, hogy az
a+ b = c a ∈ A, b ∈ Begyenletnek pontosan egy megoldása van.7. tétel ([M6℄). Legyen G ∼= Zd1 ×· · ·×Zds tetsz®leges véges Abel 
soport, és p(G)a 
soport rendjének legkisebb prímosztója. Legyen k, ℓ ∈ N melyek az alábbi feltételekvalamelyikét teljesítik:(i) k < p(G) ℓ = 2;(ii)

4s(k+ℓ) < p(G). (2.15)20



Ekkor a (k, ℓ, G) hármas megengedhet®.Bizonyítás. A tétel (i) pontjának bizonyítása hasonló a 6. tétel (i) pontjának bizo-nyításához, így azt az olvasóra bizom.A (ii) pontjának bizonyításához felhasználjuk a 13 lemma analogonját:18. lemma. Ha d1, . . . , ds ∈ N, p a legkisebb prímosztója a ∏ dj szorzatnak, és
t ∈ N olyan egész, melyre

4st < p, (2.16)akkor adott h1, . . . ,ht ∈ Zn esetén létezik egy olyan 0 < r < p egész, melyre
|mdj

(r · (hi)j)| ≤
dj

4
.Bizonyítás. Adott h ∈ Z esetén legyen yj(h) az a nem negatív egész, melyre h kon-gruens az (yj(h)

([

dj

4

]

+ 1
)

, (yj(h) + 1)
([

dj

4

]

+ 1
)] intervallum valamelyik elemé-vel modulo dj. Ekkor yj(h) ∈ {0, 1, 2, 3} teljesül. Adott u = 1, . . . , p esetén tekintsüka következ® yi(u) =

(

y1 (u · (hi)1)), . . . , ys (u · (hi)s)
)

∈ {0, 1, 2, 3}s s-eseket, ahol
i = 1, . . . , t. A (y1(u), . . . ,yt(u)) ∈ ({0, 1, 2, 3}s)t t-esek száma p, amely a feltételszerint nagyobb az összes különböz® ({0, 1, 2, 3}s)t-beli t-esek számánál. Követke-zésképp a skatulyaelv alapján létezik legalább kett® t-es, melyre

(y1(u), . . . ,yt(u)) = (y1(v), . . . ,yt(v)), u < v.Legyen r = v − u, ekkor a yj

(

u · (hi)j

)

= yj

(

v · (hi)j

) feltételb®l következik, hogy
|mdi

(r · (hi)j)| = |mdi
((v − u) · (hi)j)| ≤ |mdi

((v · (hi)j − u · (hi)j)| ≤
di

4
,minden i = 1, . . . , t és j = 1, . . . , s indexre.A lemma segítségével a következ®képpen bizonyíthatjuk a tétel (ii) pontját: Le-gyen xi(a) az i-edik komponense a-nak a Zd1 × · · · × Zds-beli reprezentá
ióban, ésalkalmazzuk a lemmát a (x1(a), . . . , xs(a)), (a ∈ A) és (x1(b), . . . , xs(b)), (b ∈ B) s-esekre, ahol most t = k+ ℓ. Ekkor a (2.16) feltétel a tételben megfogalmazott (2.15)feltétel miatt teljesül, így a lemma szerint van olyan r egész, melyre 0 < r < p(G)és

|mdi
(r · xi(a))|, |mdi

(r · xi(b))| ≤
di

4
, i = 1, . . . , s, a ∈ A, b ∈ B. (2.17)De�niáljuk most az A,B halmazokat a következ® módon:

A = {(md1(r · x1(a)), . . . , mds(r · xs(a))) : a ∈ A}21



és
B = {(md1(r · x1(b)), . . . , mds(r · xs(b))) : b ∈ B}.Legyen wA és wB az A és B halmazok maximális eleme a lexikogra�kus elrendezésszerint, és legyenek a ∈ A és b ∈ B azon elemek melyekre

wA = (md1(r · x1(a)), . . . , mds(r · xs(a)))és
wB = (md1(r · x1(b)), . . . , mds(r · xs(b))).Ekkor a wA és wB maximalitása miatt a wA+wB összegnek nin
s más el®állításaa

w + w′, w ∈ A, w′ ∈ B. (2.18)formában.A (2.17) miatt az i-edik koordinátája az összegnek a
(

−2

[

di

4

]

, 2

[

di

4

]]

⊂
(

−
[

di

2

]

,

[

di

2

]]intervallumban van. Tehát minden a ∈ A és b ∈ B esetén
(

md1(r · x1(a)), . . . , mds(r · xs(a))
)

+
(

md1(r · x1(b)), . . . , mds(r · xs(b))
)

6=
(

md1(r · x1(a)), . . . , mds(r · xs(a))
)

+
(

md1(r · x1(b)), . . . , mds(r · xs(b))
)

,amib®l következik, hogy
ra+ rb 6= ra+ rb, a ∈ A, b ∈ Bés a (r,

∏

di) = 1 tulajdonságot felhasználva, hogy
a+ b 6= a+ b, a ∈ A, b ∈ B.

22



3. fejezetPszeudovéletlen bináris sorozatokkonstruk
iója véges testek fölöttA fejezetben az 1.2 részben tárgyalt konstruk
iók egy közös általánosítását tanul-mányozom. A 2.1 rész jelöléseit felhasználva a következ® módon de�niálhatjuk azáltalános konstruk
iót.7. konstruk
ió. Legyen p prímszám, ψ additív, χ multiplikatív karaktere Fp-nek,
F (x), Q(x) ∈ Fp(x) ra
ionális törtfüggvények. Ekkor de�niáljuk az Ep sorozatot akövetkez® módon:

en =

{

+1 ha arg
(

ψ (F (n)) · χ (Q(n))
)

∈ [0, π) és n 6∈ S

−1 máskülönben.Világos, hogy ha az F függvényt konstansnak és a χ karaktert a kvadratikuskarakternek választjuk, akkor visszakapjuk a 2 konstruk
iót. Másrészr®l, ha a χkaraktert úgy választjuk, hogy χ(g) = e
2πi
p−1 , ahol g generátor Fp-ben akkor a 3konstruk
iót kapjuk. Végül általános χ multiplikatív karakter esetén a 4 konstruk-
iót kapjuk.Másrészr®l, ha a Q függvény konstans, akkor visszakapjuk az 5 illetve a 6 konst-ruk
iót, amennyiben az F függvény egy polinom vagy annak multiplikatív inverze.Pszeudovéletlen bináris sorozatok konstruk
ióját ilyen általánosságban el®szörOon tanulmányozta [24, 25℄. Vizsgálta a 4 konstruk
iót, és bebizonyította, hogya konstruk
ió jó, ha a karakter rendje nagy: Ω(p1/2). Abban az esetben, amikora karakter rendje ki
si (nagyságrendileg o(p1/2)) és páratlan, akkor nem várhatunknemtriviális korlátot, amit a következ® példa is mutat:1. példa. Ha χ egy harmad rend¶ multiplikatív karakter, és az Ep sorozatot a 423



konstruk
ió de�niálja f(n) = n polinommal, akkor
U(Ep, p, 0, 1) =

p−1
∑

j=0

ej =
∣

∣

∣
|{j : χ(j) = 1}| − |{j : χ(j) 6= 1}|

∣

∣

∣
≫
∣

∣

∣

∣

p

3
− 2p

3

∣

∣

∣

∣

=
p

3
.Ezek alapján külön vizsgáljuk azt az esetet, amikor az F függvény konstans ésa multiplikatív karakter rendje páros illetve azt az esetet, mikor az F függvény nemkonstans.

3.1. Pszeudovéletlen bináris sorozatok konstruk
iójamultiplikatív karakter segítségével8. tétel ([M1℄). Legyen p prím, χ multiplikatív karaktere Fp-nek, melynek d rendjepáros, q ∈ Fp[x] polinom, ami nem d-hatvány. Ha az Ep sorozatot a 4 konstruk
ióde�niálja, akkor
W (Ep) ≤ 36sp1/2 log p log d+ s, (3.1)ahol s az q gyökeinek számát jelöli.Ha továbbá az q minden gyökének multipli
itása vagy relatív prím d-hez, vagyazzal osztható, és az (s, ℓ, p) hármas d megengedhet®, akkor

Cℓ(Ep) ≤ 9 4ℓℓsp1/2 log p(log d)ℓ + ℓs. (3.2)Megjegyezzük, hogy a tétel alkalmazható abban az általános esetben is, mikora multiplikatív karakter argumentumában nem polinom, hanem általános ra
ionálistörtfüggvény szerepel. Adott q/r függvényhez tekintsük a q · rp−1 polinomot. Ekkor(legszámítva r gyökeit) a két függvény minden ponton megegyezik, azonban ebbenaz esetben az s paraméter az q/r gyökeinek és pólusainak számát fogja jelölni.
A 8 tetel bizonyítása. A (3.1) bizonyításához legyenek a ∈ Z és b, t ∈ N olyan szá-mok, melyekre

1 ≤ a ≤ a + (t− 1)b ≤ t.24



Ekkor a 7 lemma alapján
|U(ET , t, a, b)| =

∣

∣

∣

∣

∣

t−1
∑

j=0

ea+jb

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤j<t
q(a+jb)6=0

2

d

∑∗

γd=χ0

1 − γ̄(g)
d
2

1 − γ̄(g)
· γ(q(a+ jb))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ s

≤ 2

d

∑∗

γd=χ0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤j<t
q(a+jb)6=0

γ(q(a+ jb))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

+ s.Mivel q nem d-hatvány, ezért a 4 tétel alkalmazható, így a 9 lemma alapján
2

d

∑

γd=χ0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤j<t
q(a+jb)6=0

γ(q(a+ jb))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 2

d
9sp1/2 log p

∑∗

γd=χ0

2

|1 − γ(g)|

≤ 36sp1/2 log p log d.A (3.2) bizonyításához legyenek M ∈ N és D = (d1, . . . , dℓ) olyanok, hogy 0 ≤
d1 < · · · < dℓ ≤ p−M . Ekkor a 7 lemma alapján

|V (ET ,M,D)| =

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

n=1

en+d1 . . . en+dℓ

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M :
q(n+di)6=0

i=1,...,ℓ

2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

1 − γ̄1(g)
d
2

1 − γ̄1(g)
· γ1(q(n + d1)) · · ·

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

1 − γ̄ℓ(g)
d
2

1 − γ̄ℓ(g)
· γℓ(q(n+ dℓ))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓs

≤ 2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ1(g)
d
2

1 − γ1(g)
. . .

1 − γℓ(g)
d
2

1 − γℓ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

·

·
∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M :
q(n+di)6=0

i=1,...,ℓ

γ1(q(n+ d1)) . . . γℓ(q(n+ dℓ))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓs.Adott γu (u = 1, . . . , ℓ) karakter esetén legyen δu az az egész, melyre
γu = χδu , 0 ≤ δu < d, u = 1, . . . , ℓ. (3.3)25



A jelölést használva kapjuk, hogy
∑

1≤n≤M :
q(n+di)6=0

i=1,...,ℓ

γ1(q(n+ d1)) . . . γℓ(q(n+ dℓ)) =

=
∑

1≤n≤M :
q(n+di)6=0

i=1,...,ℓ

χ
(

qδ1(n + d1) . . . q
δℓ(n + dℓ)

)

.Legyen Fγ1,...,γℓ
(x) = Fδ1,...,δℓ

(x) = qδ1(x + d1) · . . . · qδℓ(x + dℓ). Hogy alkamaznitudjuk a 4 tételt, szükséges, hogy az Fγ1,...,γℓ
(x) polinom ne legyen d-hatvány. Eztgarantálja nekünk a következ® lemma:19. lemma. Legyen p prím, q ∈ Fp[x], mely nem d-hatvány, és minden gyökénekmultipli
itása vagy osztható d-vel, vagy ahhoz relatív prím. Ha s jelöli a q polinomkülönböz® gyökeinek számát, és az (s, ℓ, p) d-megengedhet®, akkor az Fδ1,...,δℓ

(x) =

qδ1(x+ d1) · . . . · qδℓ(x+ dℓ) polinom (0 < δ1 . . . , δℓ < d) nem d-hatvány.A lemma bizonyítása el®tt megmutatom, hogy ez elég a tétel bizonyításához.Valóban, a 4 tétel és a 9 lemma alapján azt kapjuk, hogy
|V (ET ,M,D)| ≤ 2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ1(g)
d
2

1 − γ1(g)
. . .

1 − γℓ(g)
d
2

1 − γℓ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

·

·
∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M :
q(n+di)6=0

i=1,...,ℓ

Fγ1,...,γℓ
(n)

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓs.

≤ 2ℓ

dℓ
ℓsp1/2 log p





∑∗

γd=χ0

2

|1 − γ(g)|





ℓ

+ ℓs

≤ 2ℓ

dℓ
ℓsp1/2 log p(2d log d)ℓ + ℓs

≤ 4ℓℓsp1/2 log p(log d)ℓ + ℓs.Végül a 19 lemma bizonyítása:Bizonyítás. A bizonyításhoz bevezetünk Fp[x]-en egy ekvivalen
ia relá
iót: két po-linomot ρ(x), σ(x) ∈ Fp[x] azonos ekvivalen
ia osztályba sorolunk (ρ(x) ∼ σ(x)), halétezik olyan c ∈ Fp érték, hogy ρ(x) = σ(x+ c).Bontsuk fel a q polinomot irredu
ibilis polinomok szorzatára, és a faktorokat
soportosítsuk az ekvivalen
ia osztályoknak megfelel®en. A q-ra vonatkozó feltételekalapján van legalább egy olyan tényez®je a szorzatnak, mely nem d-hatvány. Legyenez a tényez®:
ρα1(x+ a1) . . . ρ

αt(x+ at),26



ahol d ∤ α1 és t ≤ s.Indirekt tegyük fel, hogy a 19 lemma nem teljesül, azaz az Fγ1,...,γℓ
(x) polinom

d-hatvány. Ekkor, ha ezt a polinomot is hasonló módon felbontjuk, az el®bb kivá-lasztott ekvivalen
ia osztályba pontosan a ρ(x + ai + dj) alakú polinomok fognaktartozni, ahol i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , ℓ.Hogy ellentmondásra jussunk, legyen A az ai (i = 1, . . . , t) elemekb®l álló mul-tihalmaz, ahol az adott ai elem multipli
itása αi, és B a dj (j = 1, . . . , ℓ) elemekb®lálló multihalmaz, ahol most az adott dj elem multipli
itása δj . Ha tehát az adottosztályba es® faktor d-hatvány, minden elem d-szeresen van reprezentálva az
ai + bj , i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , ℓformában, azaz az A,B pár P (d) tulajdonságú.

3.2. Pszeudovéletlen bináris sorozatok általánoskonstruk
iójaAz el®z® részben a 7 konstruk
ió azon spe
iális esetét néztük, mikor az additívkarakter argumentumában a konstans függvény szerepel, és a multiplikatív karakterrendje páros. Ebben a részben azon általános esetet tanulmányozzuk, mikor az Ffüggvény nem polinom, és a multiplikatív karakter tetsz®leges.9. tétel ([M3℄). Legyen ψ 6= ψ0 additív, χ 6= χ0 d-ed rend¶ multiplikatív karaktere
Fp-nek, F (x) = f(x)

g(x)
, Q(x) = q(x)

r(x)
∈ Fp(x) olyan ra
ionális törtfüggvények, melyre

(g(x), f(x)) = 1, (q(x), r(x)) = 1 és sem f -nek, sem g-nek nin
s többszörös gyöke,
Q pedig nem d-hatvány. Ha az Ep sorozatot a 7 konstruk
ió de�niálja, akkor

W (Ep) ≪ (deg∗F + z) · p1/2(log p)2, (3.4)ahol z q és r különböz® gyökeinek számát jelöli.Továbbá, ha ℓ ∈ N teljesíti az alábbi feltételek valamelyikét:(i) ℓ = 2;(ii) (4 · deg g)ℓ < p, (4 · deg∗Q)ℓ < p;(iii) g(x) = (x + a1)(x + a2) . . . (x + ak) ( ai 6= aj, i 6= j ) és ℓ · deg g < p
2
,

(4 · deg∗Q)ℓ < p,akkor
Cℓ(Ep) ≪ (ℓ+ 1)(deg∗F + d · deg∗Q) · p1/2(log p)ℓ+1. (3.5)27



Megjegyezem, hogy hasonló módszerekkel lehet azt az esetet is kezelni, mikor a
Q függvény konstans [M2℄, ekkor a tételben szerepl® korlátok megfelel®i érvényesek.Bizonyítás. A 3.4 bizonyításához legyenek a ∈ Z és b, t ∈ N olyan számok, melyekre

1 ≤ a ≤ a + (t− 1)b ≤ t.Ekkor a 8 lemma alapján
U(Ep, t, a, b) =

t−1
∑

j=0

ea+jb =

=
1

dp

∑

−[dp/2]<h≤[dp/2]

vdp(h)
∑

0≤j≤t−1

a+jb6∈S

ψ (F (a+ jb))h χ (Q(a+ jb))h + O (S)

=
1

dp

∑

−[dp/2]<h≤[dp/2]

h 6=0

vdp(h)
∑

0≤j≤t−1

a+jb6∈S

ψ (F (a+ jb))h χ (Q(a+ jb))rd(h) + O (S) +
t

dp
.Mivel (p, d) = 1, a 0 < |h| ≤ dp/2 feltételb®l következik, hogy h ∤ p vagy h ∤ d(ekkor persze rd(h) ∤ d), így alkamazhatjuk a 4 tételt:

|U(Ep, t, a, b)| ≤ 9 (deg∗F + s+ z)p1/2 log p · 1

dp

∑

−[dp/2]<h≤[dp/2]

h 6=0

vdp(h) + O (S) +
t

dp
,ahol s g különböz® gyökeinek számát jelöli. Itt a 8 lemma miatt

1

dp

∑

−[dp/2]<h≤[dp/2]

vdp(h) ≪
1

dp

∑

0<|h|≤[dp/2]

vdp(h) ≪
1

dp

∑

0<|h|≤[dp/2]

dp

h
≪ log p.A 3.5 bizonyításához legyenek M ∈ N és D = (d1, . . . , dℓ) olyanok, hogy 0 ≤

d1 < · · · < dℓ ≤ p−M . Ekkor az el®z®ekhez hasonlóan
V (Ep,M,D) =

M
∑

n=1

en+d1 . . . en+dℓ
=

=
1

(dp)ℓ

∑

1≤n≤M

n+d1,..., n+dℓ 6∈S

ℓ
∏

i=1

·

·
∑

−[dp/2]<hi≤[dp/2]

vdp(hi) (ψ (F (n+ di))χ (Q(n + di)))
hi +

+ O (ℓS) = 28



=
1

(dp)ℓ

∑

−[dp/2]<h1≤[dp/2]

· · ·
∑

−[dp/2]<hℓ≤[dp/2]

(h1,...,hℓ)6=(0,...,0)

vdp(h1) . . . vdp(hℓ)

∑

1≤n≤M

n+d1,..., n+dℓ 6∈S

ℓ
∏

i=1

(ψ (F (n+ di))χ (Q(n + di)))
hi

+
1

(dp)ℓ
M + O (ℓS)Tekintsük most a legbels® összeget (ahol most nem minden hi = 0), és legyenek

hi1 ≤ · · · ≤ hit a (nem nulla) hi-k (i = 1, . . . , ℓ). Ekkor
∑

1≤n≤M

n+d1,..., n+dℓ 6∈S

ℓ
∏

i=1

(ψ (F (n+ di))χ (Q(n + di)))
hi =

=
∑

1≤n≤M

n+d1,..., n+dℓ 6∈S

ψ

(

ℓ
∑

i=1

hiF (n+ di)

)

χ

(

ℓ
∏

i=1

Q(n + di)
hi

)

=

=
∑

1≤n≤M

n+di1
,..., n+dir 6∈S

ψ

(

r
∑

j=1

hijF (n+ dij )

)

χ

(

r
∏

j=1

Q(n + dij)
rd(hij

)

)

=

=
∑

1≤n≤M

n+di1
,..., n+dir 6∈S

ψ

(

fh1,...,hℓ
(n)

gh1,...,hℓ
(n)

)

χ

(

qh1,...,hℓ
(n)

rh1,...,hℓ
(n)

)

,

(3.6)
ahol

fh1,...,hℓ
(x) =

r
∑

t=1

hitf(x+ dit)
∏

1≤j≤r

j 6=t

g(x+ dij),

gh1,...,hℓ
(x) =

r
∏

j=1

g(x+ dij ),

qh1,...,hℓ
(x) =

r
∏

j=1

q(x+ dij)
rd(hij

),

rh1,...,hℓ
(x) =

r
∏

j=1

r(x+ dij)
rd(hij

),ahol
deg fh1,...,hℓ

≤ deg f + (r − 1) · deg g ≤ deg f + (ℓ− 1) · deg g,

deg gh1,...,hℓ
= r · deg g ≤ ℓ · deg g

deg∗

(

qh1,...,hℓ

rh1,...,hℓ

)

≤
r
∑

j=1

rd(hij )deg∗Q ≤ ℓd · deg∗Q.29



Hogy megmutassuk, hogy a (3.6) karakterösszeg nem elfajuló, két esetet kü-lönböztetünk meg: El®ször tegyük fel, hogy az összes nem nulla hi indexek nemoszthatóak p-vel. Ekkor a következ® lemma alapján a karakter összeg nem elfajuló(7. lemma ld: [M3℄)20. lemma. Ha p, f(x), g(x) és ℓ kielégíti a 9 tétel feltételeit és p ∤ hij , j = 1, . . . , r,akkor gh1,...,hℓ
(x) ∤ fh1,...,hℓ

(x).Ha valamely i-re p | hi, akkor d ∤ hi, így alkalmazható a következ® lemma (8.lemma ld: [M3℄)21. lemma. Ha p, q(x), r(x) és ℓ kielégíti a 9 tétel feltételeit, valamint van olyan jindex melyre d ∤ hij , akkor
qh1,...,hℓ

(x)

rh1,...,hℓ
(x)

= bBd(x)nem teljesül semmilyen b ∈ Fp és B(x) ∈ Fp(x) esetén.Ekkor mindkét esetben
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M

n+di1
,..., n+dir 6∈S

ψ

(

fh1,...,hℓ
(n)

gh1,...,hℓ
(n)

)

χ

(

qh1,...,hℓ
(n)

rh1,...,hℓ
(n)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 9

(

deg∗

(

fh1,...,hℓ
(x)

gh1,...,hℓ
(x)

)

+ deg∗

(

qh1,...,hℓ
(x)

rh1,...,hℓ
(x)

))

p1/2 log p ≤

≤ 9(ℓ+ 1) (deg∗(F (x)) + d · deg∗(Q(x))) p1/2 log p, (3.7)ugyanis
max{deg fh1,...,hℓ

, deg gh1,...,hℓ
} + sh1,...,hℓ

≤ deg f + (ℓ+ 1) · deg g

≤ (ℓ+ 1) · deg∗Fahol sh1,...,hℓ
a gh1,...,hℓ

különböz® gyökeinek számát jelöli.30



Ekkor a (3.4) rész bizonyításához hasonlóan kapjuk, hogy
|V (Ep,M,D)| ≪

≪ 1

(dp)ℓ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

−[dp/2]<h1≤[dp/2]

· · ·
∑

−[dp/2]<hℓ≤[dp/2]

(h1,...,hℓ)6=(0,...,0)

vdp(h1) . . . vdp(hℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M

n+d1,..., n+dℓ 6∈S

ψ

(

ℓ
∏

i=1

hiF (n+ di)

)

χ

(

ℓ
∑

i=1

Q(n + di)
hi

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+ O(ℓ |S|)

≪ 1

(dp)ℓ
(ℓ+ 1) (deg∗F + d · deg∗Q) p1/2 log p





∑

|h|<dp/2

|vdp(h)|





ℓ

+

+ O(|S|ℓ) + O (ℓ · deg f)

≪ (ℓ+ 1) (deg∗(F (x)) + d · deg∗(Q(x))) p1/2(log p)ℓ+1.
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4. fejezetPszeudovéletlen bináris rá
sokAz alkalmazásokban a pszeudovéletlen sorozatok mellet komoly igény mutatkozottpszeudovéletlen rá
sok iránt is, például szteganográ�ában, több dimenziós képektitkosításában, vízjelkészitésben. Ezért Hubert, Mauduit és Sárközy kiterjesztette apszeudovéletlen bináris sorozatok fogalmát több dimenzióra [14℄. Legyen In
N az olyan

n-dimenziós vektorokból álló halmaz, mely vektorok koordinátái a {0, 1, . . . , N − 1}halmazból kerülnek ki:
In
N =

{

x = (x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ {0, 1, . . . , N − 1}
}

.Ekkor a bináris rá
s mint az In
N halmazon értelmezett bináris függvény van de�ni-álva:
η : In

N → {−1,+1}.Az egydimenziós esethez hasonlóan de�niálhatjuk a mértékeket. Ehhez legyenel®ször u1, . . . ,un n darab lineárisan független vektor, melyeknek n−1 koordinátájanulla. Legyenek t1, . . . , tn olyan egészek, melyekre 0 ≤ t1, . . . , tn < N . Ekkor Bn
N(vagy röviden B) tégla rá
sot (box latti
e) a következ®képpen de�niáljuk:

Bn
N = {x = x1u1 + · · ·+ xnun : 0 ≤ xi|ui| ≤ ti, i = 1, . . . , n} .22. de�ní
ió. Az η sorozat ℓ-ed rend¶ véletlenségi mértéke a

Qℓ(η) = max
B,d1,...,dℓ

∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B

η(x + d1) . . . η(x + dℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

,ahol a maximum az összes d1, . . . ,dℓ ∈ In
N és B téglará
sra vétetik, melyre B +

d1, . . . , B + dℓ ⊆ In
N .Huber, Mauduit és Sárközy szintén vizsgálta, hogy hogyan viselkednek ezen mér-tékek a valódi véletlen esetben [14℄: 32



10. tétel (Huber, Mauduit és Sárközy). Ha ℓ ∈ N, ε > 0, akkor létezik olyan
N0 = N0(ℓ, ε) és δ = δ(ℓ, ε) > 0, hogy ha N > N0, akkor

δNn/2 < Qℓ(η) < (81ℓNn logNn)1/2teljesül 1 − ε-nál nagyobb valószín¶séggel.Mauduit és Sárközy [21℄ (kiterjesztve a [14℄-ben található konstruk
iót) példátmutatott jó pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkez® rá
sra:8. konstruk
ió (Mauduit és Sárközy). Legyen q = pn prímhatvány, γ a kvadrati-kus karaktere Fq-nak, f(x) ∈ Fq[x]. Ekkor de�niáljuk az η rá
sot a következ®képpen:
η(x) =

{

γ(f(x1b1 + · · ·+ xnbn)) ha f(x1b1 + · · · + xnbn) 6= 0,

1 máskülönben,ahol b1, . . . , bn Fq egy bázisa Fp fölött és x = (x1, . . . , xn).Bebizonyították továbbá, hogy ha f kielégít bizonyos feltételeket, akkor ez akonstruk
ió jó:
Qℓ(η) < deg f ℓ(q1/2(1 + log p)n + 2).További jó konstruk
iókat ld: [11℄, [12℄, [22℄.Megjegyezem, hogy mind a bináris rá
s fogalmát, mind a mértékeket ki lehetterjeszteni több szimbólumú esetre, ld [M5℄.4.1. Pszeudovéletlen bináris rá
sok konstruk
iójamultiplikatív karakter segítségévelA 4 konstruk
ióhoz hasonlóan kiterjeszthetjük a 8 konstruk
iót általános multipli-katív karakterre:9. konstruk
ió. Legyen q = pn prímhatvány, f(x) ∈ Fq[x], χ multiplikatív karaktere

Fq-nak. Ekkor de�niáljuk az η rá
sot a következ®képpen:
η(x) =

{

+1 ha arg
(

χ(f(x1b1 + · · ·+ xnbn))
)

∈ [0, π),

−1 máskülönben,ahol b1, . . . , bn Fq egy bázisa Fp fölött és x = (x1, . . . , xn).A következ® tétel alapján ez egy jó konstruk
ió:33



11. tétel ([M4℄). Legyen q = pn egy páratlan prímhatvány, χ multiplikatív karaktere
Fq-nak, melynek d rendje páros, f(x) ∈ Fq[x] olyan polinom mely nem d-hatvány, ésminden gyökének multipli
itása vagy osztható d-vel, vagy ahhoz relatív prím. Tegyükfel továbbá, hogy a (deg f, ℓ,Fq) hármas megengedhet®. Ekkor

Qℓ(η) ≤ 4ℓℓ deg f(log d)ℓq1/2(1 + log p)nℓ deg f.1. megjegyzés.. Hasonló módszerekkel kezelhetjük azt az esetet is, mikor a karakterrendje páratlan [M4℄. Ekkor hasonlóan az egydimenziós esethez, a konstruk
ió 
saknagy d-re használható:
Qℓ(η) ≪ℓ deg f(log d)ℓq1/2(1 + log p)n +

q

dℓ
.Bizonyítás. Azonosítsuk az Fn

p vektorteret Fq-val az x ! x = x1b1 + · · · + xnbnmegfeleltetéssel. Ekkor η(x) = η(x).A bizonyításhoz tekintsünk egy B téglará
sot, d1, . . . dℓ ∈ Fq elemeket, hogy
B + d1, . . . , B + dℓ ∈ In

p . Legyen N a lehetséges gyökök halmaza:
N = {x ∈ B : f(x+ d1) · . . . · f(x+ dℓ) = 0}.Ekkor a 7 lemma alapján

∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B

η(x+ d1) . . . η(x+ dℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B\N

2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

1 − γ̄1(g)
d
2

1 − γ̄1(g)
· γ1(f(x+ d1)) · · ·

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

1 − γ̄ℓ(g)
d
2

1 − γ̄ℓ(g)
· γℓ(f(x+ dℓ))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ deg f

≤ 2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ1(g)
d
2

1 − γ1(g)
. . .

1 − γℓ(g)
d
2

1 − γℓ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

·

·
∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B\N

γ1(f(x+ d1)) . . . γℓ(f(x+ dℓ))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ deg f.Ha adott γu (u = 1, . . . , ℓ) karakter esetén δu egészet a 3.3-hoz hasonlóan de�ni-áljuk, akkor
∑

x∈B\N

γ1(f(x+ d1)) . . . γℓ(f(x+ dℓ)) =

=
∑

x∈B\N

χ
(

f δ1(x+ d1) . . . f
δℓ(x+ dℓ)

)

=
∑

x∈B\N

χ(Fδ1,...,δℓ
(x)).A 19 lemmához hasonlóan igazolhatjuk [M4℄:34



23. lemma. Ha a 11 tétel feltételei teljasülnek, és 0 < δ1, . . . , δℓ < d, akkor az
Fδ1,...,δℓ

(x) függvény nem d-hatvány.A lemma alapján a fenti karakterösszeg nem triviális, így alaklmazható az 5 tétel:
∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B

η(x+ d1) . . . η(x+ dℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ1(g)
d
2

1 − γ1(g)
. . .

1 − γℓ(g)
d
2

1 − γℓ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B\N

Fδ1,...,δℓ
(x)

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ deg f

≤ 2ℓ

dℓ
ℓ deg fq1/2(1 + log p)n





∑∗

γd=χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)

∣

∣

∣

∣

∣





ℓ

+ ℓ deg f

≤ 4ℓℓ deg f(log d)ℓq1/2(1 + log p)n + ℓ deg fa 9 lemma miatt.
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5. fejezetPszeudovéletlen bináris sorozatok ésrá
sok elliptikus görbék felettKriptográ�ai alkalmazásokban el®szeretettel használnak elliptikus görbéket, azokvéletlen viselkedése miatt. Elliptikus görbék segítségével el®ször Hallgren de�niáltsorozatot [13℄. Nevezetesen de�niálta az elliptikus görbe fölötti lineáris kongruen
iagenerátort : Adott E elliptikus görbe és P, P0 ∈ E pont esetén a sorozatot az s0 = P0és az
sn = P ⊕ sn−1 = nP ⊕ P0 (5.1)rekurzió de�niálja.Chen [3℄, illetve kés®bb Chen, Li, és Xiao [4℄ tanulmányozta az ebb®l a sorozat-ból származtatható bináris sorozatokat, ahol a bináris sorozatot a Legendre szim-bólum, illetve véges testek fölötti diszkrét logaritmus segítségével származtatták.A fejezetben ezt az elméletet terjesztem ki, illetve vizsgálom az elliptikus görbékalkalmazhatóságát pszeudovéletlen bináris rá
sok generálásra.5.1. Elliptikus görbék és karakterösszegekEbben a részben összefoglalom az elliptikus görbékre vonatkozó alapvet® jelöléseketés karakterösszeg be
sléseket.Legyen p > 3 prímszám, E elliptikus görbe Fp felett, melyet a Weierstrass egyen-let de�niál:

y2 = x3 + Ax+B,ahol A,B ∈ Fp és a diszkrimináns nem nulla (ld [8℄).Az Fp-ra
ionális pontok E(Fp) Abel 
soportot alkotnak, ahol a m¶velet az össze-adás: ⊕ (és ennek inverze: ⊖). Egy R pont esetén nR legyen nR =
⊕n

i=1R.36



E(Fp) mint 
soport izomorf két 
iklikus 
soport direkt szorzatával: E(Fp) ∼=
ZM ×ZL adott L | M egészekre. A P,Q elempár egy bázis, ha P rendjeM , Q rendje
L és minden elem egyértelm¶en írható fel mP ⊕ lQ alakban, ahol 0 ≤ m < M és
0 ≤ l < LLegyen Fp(E) az E függvényteste Fp fölött. Az f ∈ Fp(E) függvény divizora a

Div(f) =
∑

R∈E(Fp)

ordR(f)[R],formális összeg, ahol ordR(f) az f rendje R-ben.Az f gyökeinek és pólusainak halmaza
Supp(f) = {R ∈ E(Fp) | ordR(f) 6= 0}az f divizorának tartója.Az f foka a függvény divizorának nemnegatív együtthatóinak összege:

deg f =
∑

ordR(f)>0

ordR(f).Például deg x = 2, deg y = 3.
τW a W ∈ E(Fp) elemmel történ® eltolás:

τW : E(Fp) → E(Fp),

P 7→ P ⊕W.Az E(Fp), mint Abel 
soport karakterei:
Ω = {ωab : ωab(mP ⊕ lQ) = eM(am)eL(bl) 0 ≤ m < M éa 0 ≤ l < L}ahol P és Q egy �x bázis)Adott χ Fp fölötti multiplikatív karakter, ψ additív karakter, ω ∈ Ω E(Fp) fölöttikarakter és f ∈ Fp(E) függvény esetén legyen:

S(ω, χ, f) =
∑

P∈E(Fp)
f(P )6=0,∞

ω(P )χ(f(P )),és
S(ω, ψ, f) =

∑

P∈E(Fp)
f(P )6=∞

ω(P )ψ(f(P )),illetve adott H ≤ E(Fp) rész
soport esetén legyen
SH(ω, χ, f) =

∑

P∈H
f(P )6=0,∞

ω(P )χ(f(P )).37



és
SH(ω, χ, f) =

∑

P∈H
f(P )6=∞

ω(P )ψ(f(P )).Ha az összeg nem triviális, akkor a karakterösszeg be
sülhet® [3℄:12. tétel. Legyen χ 6= χ0 d-ed rend¶ multiplikatív karaktere Fp-nek, ω ∈ Ω karaktere
E(Fp)-nek. Ha f ∈ Fp(E) nem d-hatvány, akkor

|S(ω, χ, f)| ≤ 2| Supp(f)|√p.A tétel egy következménye [M6℄:24. Következmény. Ha χ, ω és f mint el®bb, H ≤ E(Fp) rész
soport, akkor
|SH(ω, χ, f)| ≤ 2| Supp(f)|√p.Az additív esetben hasonló bizonyítható:13. tétel (Kohel, Shparlinski [15℄). Legyen ψ 6= ψ0 additív karaktere Fp-nek,

ω ∈ Ω karaktere E(Fp)-nek. Ha f ∈ Fp(E) nem konstans, akkor
|S(ω, ψ, f)| ≤ 2 deg(f)

√
p.A fönti eredmények segítségével bizonyíthatunk nem triviális korlátot nemteljeskarakterösszegekre is:25. lemma (Chen, Li, Xiao [4℄). Legyen Q ∈ E(Fp) N-ed rend¶ pont, χ 6= χ0multiplikatív karaktere Fp-nek, f ∈ Fp(E) olyan függvény, melyre f(x, y) 6= zd(x, y)minden z ∈ Fp(E) esetén. Ekkor minden a, b, t ∈ N számra, melyre 1 ≤ a ≤

a+ (t− 1)b ≤ N , a következ® teljesül:
∣

∣

∣

∣

∣

t−1
∑

x=0

χ(f((a+ bx)Q))

∣

∣

∣

∣

∣

< | Supp(f)|p1/2(1 + logN).Illetve az additív esetben:26. lemma (Chen, Xiao [5℄). Legyen Q ∈ E(Fp) N-ed rend¶ pont, f ∈ Fp(E) nemkonstans függvény. Ekkor minden a, b, t ∈ N számra, melyre 1 ≤ a ≤ a+ (t− 1)b ≤
N , a következ® teljesül:

∣

∣

∣

∣

∣

t−1
∑

i=0

ep(f((a+ bi)G))

∣

∣

∣

∣

∣

≪ deg fp1/2 logN.A következ®kben bizonyítom az 5 tétel megfelel®jét. A tétel kimondásához szük-ségünk lesz a gyenge függetlenség fogalmára.38



27. de�ní
ió. A P1, . . . , Pn elemek gyengén függetlenek, ha
a1P1 ⊕ · · · ⊕ anPn = O =⇒ aiPi = O, i = 1, . . . , n.Megjegyezem, hogy ha a P1, . . . , Pn elemek gyengén függetlenek, akkor a P1, . . . ,

Pn, Pn+1 = O is azok, azonban ezt a triviális esetet (amikor valamely elem a O) atovábbiakban kizárjuk.14. tétel ([M6℄). Legyen χ d-ed rend¶ multiplikatív karakter, f ∈ Fp(E), mely nem
d-hatvány Fp(E) fölött. Legyenek P1, . . . , Pn ∈ E(Fp) gyengén független pontok, és
t1, . . . , tn ∈ N olyan egészek, melyekre ti < |Pi|.Legyen

B = {i1P1 ⊕ · · · ⊕ inPn : i1 ≤ t1, . . . , in ≤ tn},ekkor
∑

Q∈B

χ(f(Q)) ≤ 2 · 3n deg(f)p1/2 (log |E(Fp)|)n .A tétel bizonyítása során felhasználom a következ® lemmát:28. lemma ([M4℄). Legyen P ∈ E(Fp) és t ∈ N olyan egész, melyre t < |P |. Ekkor
∑

ω∈Ω

∣

∣

∣

∣

∣

t
∑

i=0

ω(iP )

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 3|E(Fp)| log |E(Fp)|.A 14 tétel bizonyítása. A 
soportkarakterek alapvet® tulajdonságai alapján
∑

Q∈B

χ(f(Q)) =

t1
∑

i1=0

· · ·
tn
∑

in=0

χ(f(i1P1 ⊕ · · · ⊕ inPn))

=
1

|E(Fp)|n
t1
∑

i1=0

· · ·
tn
∑

in=0

∑

ω1,...,ωn

|P1|
∑

j1=1

· · ·
|Pn|
∑

jn=1

χ(f(j1P1 ⊕ · · · ⊕ jnPn))·

· ω1(j1 − i1) . . . ωn(jn − in)

=
1

|E(Fp)|n
∑

ω1,...,ωn

|P1|
∑

j1=1

· · ·
|Pn|
∑

jn=1

χ(f(j1P1 ⊕ · · · ⊕ jnPn))ω1(j1P1) . . . ωn(jnPn)

·
t1
∑

i1=0

· · ·
tn
∑

in=0

ω1(−i1P1) . . . ωn(−inPn) =

=
1

|E(Fp)|n
∑

ω1,...,ωn

|P1|
∑

j1=1

· · ·
|Pn|
∑

jn=1

χ(f(j1P1 ⊕ · · · ⊕ jnPn))ω1(j1P1) . . . ωn(jnPn)

·
n
∏

ν=1

(

tν
∑

iν=0

ων(−iνPν)

)

. 39



Ahonnan a háromszög egyenl®tlenség alapján
∣

∣

∣

∣

∣

∑

Q∈B

χ(f(Q))

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 1

|E(Fp)|n
∑

ω1,...,ωn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|P1|
∑

j1=1

· · ·
|Pn|
∑

jn=1

χ(f(j1P1 ⊕ · · · ⊕ jnPn))ω1(j1P1) · · ·ωn(jnPn)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

·
n
∏

ν=1

∣

∣

∣

∣

∣

tν
∑

iν=0

ων(−iνPν)

∣

∣

∣

∣

∣

. (5.2)Legyen most H ≤ E(Fp) a P1, . . . , Pn elemek által generált rész
soport. Mivel a
P1, . . . , Pn elemek gyengén függetlenek, ezért

ω̃ :

{

H −→ C∗

j1P1 ⊕ · · · ⊕ jnPn 7−→ ω1(j1P1) · . . . · ωn(jnPn)jól de�niált, és ez H egy karaktere. Legyen ω az a karaktere E(Fp)-nek, melyre
ω̃ = ω H− nEzzel a választással

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|P1|
∑

j1=1

· · ·
|Pn|
∑

jn=1

χ(f(j1P1 ⊕ · · · ⊕ jnPn))ω1(j1P1) · · ·ωn(jnPn)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∑

P∈H

χ(f(P ))ω(P )

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2 deg(f)p1/2

(5.3)
a 24 következmény miatt. Az (5.2), (5.3) és a 28 lemma alapján

∣

∣

∣

∣

∣

∑

Q∈B

χ(f(Q))

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2 deg(f)p1/2 1

|E(Fp)|n
n
∏

ν=1

∑

ω

∣

∣

∣

∣

∣

tν
∑

i=0

ω(iPν)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2 deg(f)p1/2 1

|E(Fp)|n
(3|E(Fp)| log |E(Fp)|)n

= 2 · 3n deg(f)p1/2 (log |E(Fp)|)n .5.2. Pszeudovéletlen sorozatok elliptikus görbékfölöttElliptikus görbék felett pontok egy sorozatát a már említett (5.1)-beli lineáris kon-gruen
ia generátor segítségével lehet generálni. Persze, ha ismerjük a sorozat két40



korábbi elemét, akkor könnyen ki tudjuk számítani a rákövetkez® elemeket is, így agyakorlatban még a pontokra egy Fp(E)-beli függvényt is alkalmaznak:
n 7→ f(nP ). (5.4)A sorozat pszeudovéletlenségi tulajdonságainak vizsgálatához, az ebb®l a soro-zatból képzett bináris sorozatokat vizsgáljuk a már eddig is használt mértékekkel.A sorozatot legegyszer¶bben a Legendre szimbólummal tudjuk bináris sorozattátranszformálni:10. konstruk
ió (Chen). Legyen p prímszám, E elliptikus görbe Fp fölött, G ∈

E(Fp) T -ed rend¶ elem, f ∈ Fp(E). Ekkor de�niáljuk az ET = {e1, . . . , eT} sorozatota következ®képpen:
en =







(

f(nG)
p

) ha nG 6∈ Supp(f)

−1 máskülönben.Chen [3℄ vizsgálta a konstruk
ió eloszlás mértékét, illetve lineáris komplexitását.Azonban nyitott probléma maradt, hogy a konstruk
ió korrelá
iós mértéke milyenesetekben lesz ki
si. Amint az alábbi példa mutatja, bizonyos görbék esetén, még alegegyszer¶bb konstruk
ió, mikor f(x, y) = x, is rossz sorozatot generál:2. példa. Tekintsük a következ® elliptikus görbét F19 fölött.
y2 = x3 − 2x.A görbének 20 pontja van, és a G = (2, 2) pont egy generátor. Legyen f(x, y) = x,és tekintsük a 10 konstruk
ió által de�niált sorozatot:

n nG en1 (2,2) -12 (7,14) +13 (15,1) -14 (11,6) +15 (13,10) -16 (5 ,1 ) +17 (10 ,7 ) -18 (16 ,13 ) +19 (18 ,18 ) -110 (0 ,0) -1

n nG en11 (18 ,1 ) -112 (16 ,6 ) +113 (10,12) -114 (5,18) +115 (13,9) -116 (11,13) +117 (15,18) -118 (7,5) +119 (2,17) -120 O -141



A másodrend¶ korrelá
ió nagy:
en · en+10 =

(

f(nG)

19

)

·
(

f((n+ 10)G)

19

)

=

(

f(nG) · f(nG+ 10G)

19

)

=

(

f(nG) · f(nG+ (0, 0))

19

)

=





x ·
(

(

y
x

)2 − x
)

19



 = 1,ugyanis a x · (( y
x

)2 − x
) függvény konstans a görbén.A példában szerepl® sorozat magas korrelá
iójának következménye, hogy már azeredeti f(nG) sorozat sem pszeudovéletlen. Ugyanis, ha ismerjük az els® felét, akkortudni fogjuk, hogy a sorozat második felében mikor kapunk olyan pontot, aminekels® koordinátája kvadratikus maradék, és mikor nem.A 4 konstruk
ióhoz hasonlóan általánosíthatjuk a 10 konstruk
iót:11. konstruk
ió. Legyen p prímszám, E elliptikus görbe Fp fölött, G ∈ E(Fp) T -edrend¶ elem, f ∈ Fp(E), χ d multiplikatív karaktere Fp-nek. Ekkor de�niáljuk az

ET = {e1, . . . , eT} sorozatot a következ®képpen:
en =

{

+1, ha nG 6∈ Supp(f) és arg
(

χ(f(nG))
)

∈ [0, π),

−1, máskülönben.Hasonlóan a korábbiakhoz, ha χ a Legendre szimbólum, akkor visszakapjuk a 10konstruk
iót, másrészr®l, ha χ p − 1-ed rend¶ karakter, akkor megkapjuk Chen, Liés Xiao diszkrét logaritmuson alapuló konstruk
ióját [4℄.15. tétel ([M7℄). Legyen p prímszám, χ olyan d-ed rend¶ multiplikatív karaktere
Fp-nek, melynek rendje páros, E elliptikus görbe Fp fölött, f ∈ Fp(E) olyan függvény,mely nem d-hatvány Fp(E)-ben. Ha G T -ed rend¶ pont, és az ET = {e1, . . . , eT}sorozatot a 11 konstruk
ió de�niálja, akkor

W (ET ) ≤ 4| Supp(f)|p1/2(1 + log T ) log d+ | Supp(f)|. (5.5)Továbbá, ha f gyökeinek és pólusainak multipli
itása vagy d-vel osztható, vagyahhoz relatív prím, ℓ ∈ N olyan egész, melyre a (| Supp(f)|, ℓ, T ) hármas d-megen-gedhet®, akkor
Cℓ(ET ) ≤ 4ℓ| Supp(f)|p1/2(1 + logT )(log d)ℓ + ℓ| Supp(f)|. (5.6)2. megjegyzés.. Abban az esetben, mikor a karakter rendje páratlan, a következ®korlátokat lehet bizonyítani:

W (ET ) ≪ℓ,f p
1/2 log T log d+

T

d
, Cℓ(ET ) ≪ℓ,f p

1/2 logT (log d)ℓ +
M

dℓ
.42



Bizonyítás. Legyen g Fp egy olyan generátora, melyre χ(g) = e(1/d). Ekkor a 7lemma alapján
en =

2

d

∑∗

γd=χ0

1 − γ̄(g)d/2

1 − γ̄(g)
· γ(f(nG)).

Legyen a ∈ Z és b, t ∈ N olyan egészek, melyekre
1 ≤ a ≤ a+ (t− 1)b ≤ T, b < T.

Ekkor
|U(ET , t, a, b)| =

∣

∣

∣

∣

∣

t−1
∑

j=0

ea+jb

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤j<t
a+jb∈N

2

d

∑∗

γd=χ0

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)
· γ̄(f((a+ jb)G))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ | Supp(f)|

≤ 2

d

∑∗

γd=χ0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤j<t
a+jb∈N

γ(f((a+ jb)G))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

+ | Supp(f)|.

Mivel f nem d-hatvány, a 9 és 25 lemmák alapján
2

d

∑∗

γd=χ0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤j<t
a+jb∈N

γ(f((a+ jb)G))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 2

d
| Supp(f)|p1/2(1 + log t)

∑

γ 6=χ0

2

|1 − γ(g)|

≤ 2| Supp(f)|p1/2(1 + log t) log d.Hasonlóan, az (5.6) bizonyításához legyen M < T és D = (d1, . . . , dℓ) olyanok,43



hogy 0 ≤ d1 < · · · < dℓ ≤ T −M . Ekkor
|V (ET ,M,D)| =

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

n=1

en+d1 . . . en+dℓ

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M :
n+di∈N
i=1,...,ℓ

2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

1 − γ1(g)
d
2

1 − γ1(g)
· γ̄1(f((n+ d1)G)) · · ·

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

1 − γℓ(g)
d
2

1 − γℓ(g)
· γ̄ℓ(f((n+ dℓ)G))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ| Supp(f)|

≤ 2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ1(g)
d
2

1 − γ1(g)
. . .

1 − γℓ(g)
d
2

1 − γℓ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

·

·
∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M :
n+di∈N
i=1,...,ℓ

γ1(f((n+ d1)G)) . . . γℓ(f((n+ dℓ)G))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ| Supp(f)|.Adott γu karakter esetén (u = 1, . . . , ℓ) de�niáljuk a δu egészeket a (3.3)-hozhasonlóan. így
∑

1≤n≤M :
n+di∈N
i=1,...,ℓ

γ1(f((n+ d1)G)) . . . γℓ(f((n+ dℓ)G)) =

=
∑

1≤n≤M :
n+di∈N
i=1,...,ℓ

χ
(

f δ1((n+ d1)G)) . . . f δℓ((n+ dℓ)G)
)

=
∑

1≤n≤M :
n+di∈N
i=1,...,ℓ

χ
(

f δ1 ◦ τd1G(nG) . . . f δℓ ◦ τdℓG(nG)
)

.

Legyen Fγ1,...,γℓ
= Fδ1,...,δℓ

= f δ1 ◦ τd1G · . . . · f δℓ ◦ τdℓG. Ekkor elég megmutatni akövetkez® lemmát:
29. lemma. A 15 tétel feltételeinek teljesülése esetén a Fδ1,...,δℓ

függvény nem d-havány. 44



Valóban, a 9 és 25 lemmák alapján
|V (ET ,M,D)| ≤ 2ℓ

dℓ

∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ1(g)
d
2

1 − γ1(g)
. . .

1 − γℓ(g)
d
2

1 − γℓ(g)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

1≤n≤M :
n+di∈N
i=1,...,ℓ

χ (Fδ1,...,δℓ
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+ ℓ| Supp(f)|

≤ 2ℓ

dℓ
ℓ| Supp(f)|p1/2(1 + logM)





∑

γd=χ0

2

|1 − γ(g)|





ℓ

+ ℓ| Supp(f)|

≤ 2ℓ

dℓ
ℓ| Supp(f)|p1/2(1 + logM)(2d log d)ℓ + ℓ| Supp(f)|

≤ 4ℓ| Supp(f)|p1/2(1 + logM)(log d)ℓ + ℓ| Supp(f)|.Végül a 29 lemma bizonyítása:Bizonyítás. Megmutatom, hogy az Fδ1,...,δℓ
függvény divizorának nem mindenegyütthatója osztható d-vel. Ha R egy mellékosztálya 〈G〉-nek E(Fp)-ban, akkor

R = {S ⊕ aG | a = 1, . . . , T}valamely S ∈ R esetén. Bontsuk fel f divizorát a mellékosztályoknak megfelel®en:
DivR(f) =

∑

R∈R

ordR(f)[R],ahol
Div(f) =

∑

R

DivR(f).Ha R ∈ R egy gyöke vagy egy pólusa f -nek, akkor az összes gyöke és pólusa
Fδ1,...,δℓ

-nek R-ben R ⊕ aG ⊖ diG alakú (a ∈ {1, . . . , T}, i ∈ {1, . . . , ℓ}). Ekkor
Fδ1,...,δℓ

divizorának R-be es® része
DivR(Fδ1,...,δℓ

) = DivR(f δ1 ◦ τd1G . . . f
δℓ ◦ τdℓG) =

∑

R∈R

ℓ
∑

i=1

δi ordR(f)[R⊖ diG]

=
T
∑

a=1

ℓ
∑

i=1

δi ordS⊕aG(f)[S ⊕ aG⊖ diG],ahol S R egy rögzített eleme.Rögzítsünk most egy R mellékosztályt, mely tartalmaz f -nek45



legalább egy olyan gyökét vagy pólusát, melynek rendje relatív prím d-hez. Le-gyen A az a elemekb®l álló multihalmaz (a = 1, . . . , T ), ahol minden elem multipli-
itása ordR⊕aG(f) modulo d, és legyen B a −di elemek multihalmaza, ahol mindenelem multipli
itása δi (i = 1, . . . , ℓ). A minden elemének multipli
itása relatív prim
d-hez, A különböz® elemeinek száma legfeljebb | Supp(f)|, B különböz® elemeinekszáma legfeljebb ℓ, a (| Supp(f)|, ℓ, T ) hármas d-megengedhet®, így létezik olyan Qelem, mely multipli
itása A + B-ben nem osztható d-vel. Így ennek az elemnek azegyütthatója Fδ1,...,δℓ

divizorában nem osztható d-vel.
Az eddig használt eszközökkel az (5.4) sorozatnak nem 
sak a multiplikatív, deaz additív tulajdonságait is vizsgálni tudjuk. Másszóval a sorozatot nem 
sak a 11konstruk
ió segítségével tudjuk bináris sorozattá transzformálni, hanem a következ®módon is:12. konstruk
ió. Legyen p prímszám, E elliptikus görbe Fp fölött, G ∈ E(Fp) T -ed rend¶ elem, f ∈ Fp(E). Ekkor de�niáljuk az ET = {e1, . . . , eT} sorozatot akövetkez®képpen:

en =

{

+1, ha f(nG) ∈ {0, 1, . . . , p−1
2
},

−1, máskülönben.Ezt a konstruk
iót el®ször Chen és Xiao vizsgálta abban a spe
iális esetben, mikor
f(x, y) = x, y, x/2 vagy y/2 [5℄. Késöbb Liu, Wang és Zhang [17℄ kiterjesztettea konstruk
iót arra az általánosabb esetre, mikor f polinom (amikor a függvényegyetlen pólusa O), vagy mikor f egy polinom multiplikatív inverze. Azonban mintaz alábbi példa mutatja, könny¶ olyan egyszer¶ ra
ionális törtfüggvényeket adni,mikor a konstruk
ióval kapott bináris sorozat nem pszeudovéletlen. Így érdemesvizsgálni, hogy a konstruk
ió mikor terjeszthet® ki ily módon és mikor nem.3. példa. Tekintsük a 2 példában használt ellipttikus görbét, és legyen megint G =

(2, 2) a generátor. Legyen f(x, y) = 9x + 1
x
és tekintsük a 12 konstruk
ió általde�niált sorozatot: 46



n nG f(nG) en1 (2,2) 9 +12 (7,14) 17 -13 (15,1) 16 -14 (11,6) 11 -15 (13,10) 6 +16 (5 ,1 ) 11 -17 (10 ,7 ) 16 -18 (16 ,13 ) 17 -19 (18 ,18 ) 9 +110 (0 ,0) ∞ -1

n nG f(nG) en11 (18 ,1 ) 9 +112 (16 ,6 ) 17 -113 (10,12) 16 -114 (5,18) 11 -115 (13,9) 6 +116 (11,13) 11 -117 (15,18) 16 -118 (7,5) 17 -119 (2,17) 9 +120 O ∞ -1Amint látszik, en = en+10, azaz a C2(E20) másodrend¶ korrelá
ió nagy.16. tétel ([M8℄). Legyen p > 3 prímszám, G ∈ E(Fp) T -ed rend¶ elem, f ∈
Fp(E) nem konstans függvény. Ha az ET = {e1, . . . , eT} sorozatot a 12 konstruk
ióde�niálja, akkor

W (ET ) << deg f p1/2 log p logT.Ha feltesszük továbbá, hogy(i) deg f < p(T ) és ℓ = 2;(ii) deg f < p(T ) és (4 deg f)ℓ < p(T ),ahol p(T ) a T legkisebb primosztója, akkor
Cℓ(ET ) << ℓ deg fp1/2(log p)ℓ logT.Bizonyítás. Legyen
N = {n : 1 ≤ n ≤ T : f(nG) = ∞},és tekintsünk a, b, t ∈ N olyan egészeket, melyekre
1 ≤ a ≤ a+ (t− 1)b ≤ T, b < T. (5.7)A 8 lemma alapján

U(ET , t, a, b) =

t−1
∑

j=0

ea+jb =

=
1

p

∑

|h|<p/2

vp(h)
∑

0≤j≤t−1
a+jb6∈N

ep (hf((a + jb)G)) + O









∑

0≤j≤T
a+jb∈N

1









. (5.8)47



Ha h 6= 0, akkor alkalmazhatjuk a 26 lemmát:
|U(ET , a, b, t)| ≪ |vp(0)| + 1

p

∑

1<|h|<p/2

|vp(h)| deg fp1/2 log T + deg f. (5.9)Mivel
|vp(h)| ≪

p

hminden h 6= 0 esetén, így
|U(ET , a, b, t)| ≪ deg fp1/2 log T

∑

1<|h|<p/2

1

h
+ deg f ≪ deg fp1/2 log p logT.A második rész bizonyításához legyen D = (d1, d2, . . . , dℓ) és M olyanok, hogy

0 ≤ d1 < d2 < · · · < dℓ ≤ p−M . Ekkor szintén a 8 lemma alapján
V (ET ,M,D) =

M
∑

n=1

en+d1 . . . en+dℓ
=

=
1

pℓ

∑

1≤n≤M
n+d1,...,n+dℓ 6∈N

ℓ
∏

i=1

∑

|hi|<p/2

vp(hi)ep (hif((n+ di)G))+

+ O







∑

1≤n≤M
n+d1∈N

1 + · · ·+
∑

1≤n≤M
n+dℓ∈N

1






.A h1 = · · · = hℓ = 0 f®tagot leválasztva

V (ET ,M,D) =
1

pℓ
(M + O(ℓ deg f))+

+
1

pℓ

∑

|h1|<p/2

· · ·
∑

|hℓ|<p/2

(h1,...,hℓ)6=(0,...,0)

vp(h1) . . . vp(hℓ)·

·
∑

1≤n≤M
n+d1,...,n+dℓ /∈N

ep (h1f((n+ d1)G) + · · ·+ hℓf((n+ dℓ)G))+

+ O(ℓ deg f)

=
1

pℓ

∑

|h1|<p/2

· · ·
∑

|hℓ|<p/2

(h1,...,hℓ)6=(0,...,0)

vp(h1) . . . vp(hℓ)·

·
∑

1≤n≤M
n+d1,...,n+dℓ /∈N

ep (h1f((n+ d1)G) + · · ·+ hℓf((n+ dℓ)G))+

+ O(ℓ deg f). (5.10)48



Tekintsük most a legbels® tagot, és jelöljék a nem nulla hi együtthatókat a hi1 ≤
· · · ≤ hir számok. Ekkor

∑

1≤n≤M
n+d1,...,n+dℓ /∈N

ep (h1f((n+ d1)G) + · · ·+ hℓf((n+ dℓ)G))

=
∑

1≤n≤M
n+d1,...,n+dℓ /∈N

ep (hi1f((n+ di1)G) + · · · + hirf((n+ dir)G))

=
∑

1≤n≤M
n+di1

,...,n+dir /∈N

ep (hi1f((n+ di1)G) + · · ·+ hirf((n+ dir)G)) + O (ℓ deg f) .Legyen Fh1,...,hℓ
= hi1f ◦τdi1

G+· · ·+hirf ◦τdir G. Ekkor ez nem konstans függvény:30. lemma. Ha a 16 tétel feltételei teljesülnek, és (h1, . . . , hℓ) 6= (0, . . . , 0), akkoraz Fh1,...,hℓ
függvény nem konstans.A lemma alapján az el®z® összeg be
sülhet® a 26 lemma segítségével:

∑

1≤n≤M
n+d1,...,n+dℓ /∈N

ep (h1f((n+ d1)G) + · · ·+ hℓf((n+ dℓ)G))

≤ degFh1,...,hℓ
p1/2 log T + O (ℓ deg f)

≪ ℓ deg fp1/2 log T.

(5.11)
A 8 lemma, és az (5.10), (5.11) alapján

V (ET ,M,D) ≪ 1

pℓ

∑

|h1|<p/2

· · ·
∑

|hℓ|<p/2

(h1,...,hℓ)6=(0,...,0)

|vp(h1)| . . . |vp(hℓ)|ℓ deg fp1/2 log T

+ O (ℓ deg f)

≤ ℓ deg fp1/2−ℓ logT





∑

|h|<p/2

|vp(h)|





ℓ

+ (ℓ deg f)

≪ ℓ deg fp1/2−ℓ log T



1 +
∑

0<|h|<p/2

p

h





ℓ

+ (ℓ deg f)

≪ ℓ deg fp1/2 log T (log p)ℓ.Végül bebizonyítom a 30 lemmát:Bizonyítás. Megmutatom, hogy az Fh1,...,hℓ
függvénynek legalább egy pólusa van.A 29 lemmához hasonlóan tekintsük 〈G〉 mellékosztályait E(Fp)-ban.49



Legyen R = {S + aG : a = 1, . . . , T} egy olyan mellékosztály, mely tartalmazza
f legalább egy pólusát, és legyen A azon a elemek halmaza, melyre S ⊕ aG pólusa
f -nek, és legyen B a −dij számok halmaza. S ⊕ aG ⊖ dijG (a ∈ A, −dij ∈ B) az
Fh1,...,hℓ

összes R-be es® pólusa. Másrészr®l
|A| ≤ deg f és |B| = r ≤ ℓ,így a 16 következmény miatt létezik olyan c, melynek pontosan egy el®állítása van a
a− dij = c, a ∈ A,−dij ∈ B.formában. Ezen a és dij számokra S⊕aG pólusa hijf ◦τdij

G-nek, de nem a hilf ◦τdil
G(j 6= l) tényez®knek, így ez valóban pólusa Fh1,...,hℓ

-nek.5.3. Pszeudovéletlen rá
sok elliptikus görbék felettEbben a részben a 11 konstruk
ió többdimenziós változatát vizsgálom.13. konstruk
ió. Legyen p prímszám, χ multiplikatív karaktere Fp-nek, E elliptikusgörbe Fp fölött, f ∈ Fp(E) és P1, . . . , Pn ∈ E(Fp) olyan gyengén független pontok,melyek rendje nem nagyobb N-nél. Ekkor de�niáljuk a η : In
N → {−1,+1} rá
sot akövetkez® módon:

η(x1, . . . , xn) =















+1 ha x1P1 ⊕ · · · ⊕ xnPn 6∈ Supp(f)és arg
(

χ(f(x1P1 ⊕ · · · ⊕ xnPn))
)

∈ [0, π),
−1 máskülönben.17. tétel ([M6℄). Legyen p > 3 prímszám, χ d-ed rend¶ multiplikatív karaktere Fp-nek, melynek rendje páros, E elliptikus görbe Fp fölött. Legyen továbbá f ∈ Fp(E),mely nem d-hatvány Fp(E)-ben, és az f gyökeinek és pólusainak rendje vagy osztható

d-vel, vagy d-hez relatív prím. Legyenek N ∈ N, P1, . . . , Pn ∈ E(Fp) olyan gyengénfüggetlen pontok, melyek rendje nem nagyobb N-nél. Ha az η : In
N → {−1,+1}rá
sot a 13 konstruk
ió de�niálja, és a (| Supp(f)|, ℓ, E(Fp)) hármas megengedhet®,akkor

Qℓ(η) ≤ 2 · 3n(2d)ℓℓd deg(f)p1/2(log |E(Fp)|)n(log d)ℓ + ℓ| Supp(f)|.3. megjegyzés.. Ha a karakter rendje páros, akkor a Qℓ mértékre a következ® korlátadható:
Qℓ(η) ≪n,ℓ d deg(f)p1/2(log |E(Fp)|)n(log d)ℓ +

|E(Fp)|
dℓ50



Bizonyítás. A tétel bizonyításához legyenek ui (i = 1, . . . , n) az n dimenziós egy-ségvektorok, b1, . . . , bn ∈ F∗
p, d1, . . . ,dℓ ∈ Fn

p nem nulla vektorok, és t1, . . . , tℓ olyanpozitív egészek, melyekre
B = {x = j1b1u1 + · · ·+ jnbnun : 0 ≤ ji ≤ ti, i = 1, . . . , n}esetén

B + d1, . . . , B + dℓ ⊆ In
N .Legyen di = (d

(i)
1 , . . . , d

(i)
n ) és

N = {x = (x1, . . . , xn) : x1P1 ⊕ · · · ⊕ xnPn ∈ Supp(f)}A 7 lemma alapján x 6∈ N esetén
η(x) =

2

d

∑

γd=χ0
γ 6=χ0

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)
· γ̄(f(x1P1 ⊕ · · · ⊕ xnPn)).

Legyen
Ω(η, B,d1, . . . ,dℓ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

x∈B

η(x + d1) · · ·η(x + dℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

,Ekkor ha j1b1u1 + · · · + jnbnun + di 6∈ N (i = 1, . . . , n), akkor az általános tag azösszegben a következ® módon írható:
η(j1b1u1 + · · · + jnbnun + d1) · · · η(j1b1u1 + · · ·+ jnbnun + dℓ) =

= η
(

(j1b1 + d
(1)
1 , . . . , jnbn + d(1)

n )
)

· · · η
(

(j1b1 + d
(ℓ)
1 , . . . , jnbn + d(ℓ)

n )
)

=

(

2

d

)ℓ ℓ
∏

i=1

∑∗

γd
i =χ0

1 − γi(g)
d
2

1 − γi(g)
· γ̄i

(

f
(

(j1b1 + d
(i)
1 )P1 ⊕ · · · ⊕ (jnbn + d(i)

n )Pn

)

)

.51



Így megkapjuk, hogy
Ω(η, B,d1, . . . ,dℓ) =

≤
∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

j1=0

· · ·
tn
∑

jn=0

j1b1u1+···+jnbnun+di 6∈N
i=1,...,ℓ

(

2

d

)ℓ ℓ
∏

i=1

∑∗

γd
i =χ0

1 − γi(g)
d
2

1 − γi(g)
· γ̄i

(

f
(

(j1b1 + d
(i)
1 )P1 ⊕ · · · ⊕ (jnbn + d(i)

n )Pn

)

)

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ| Supp(f)|

≤
(

2

d

)ℓ
∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

ℓ
∏

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γi(g)
d
2

1 − γi(g)

∣

∣

∣

∣

∣

·

·
∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

j1=0

· · ·
tn
∑

jn=0

j1b1u1+···+jnbnun+di 6∈N
i=1,...,ℓ

ℓ
∏

i=1

γi

(

f
(

(j1b1 + d
(i)
1 )P1 ⊕ · · · ⊕ (jnbn + d(i)

n )Pn

))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ| Supp(f)|. (5.12)De�niáljuk a δi számokat a 3.3-hoz hasonló módon. Ekkor
ℓ
∏

i=1

γi

(

f
(

(j1b1 + d
(i)
1 )P1 ⊕ · · · ⊕ (jnbn + d(i)

n )Pn

))

=

ℓ
∏

i=1

χδi
(

f
(

(j1b1 + d
(i)
1 )P1 ⊕ · · · ⊕ (jnbn + d(i)

n )Pn

))

= χ

(

ℓ
∏

i=1

f δi
(

(j1b1 + d
(i)
1 )P1 ⊕ · · · ⊕ (jnbn + d(i)

n )Pn

)

)

.Legyen most Q = j1b1P1⊕· · ·⊕jnbnPn az általános pont, ami a B′ = {i1(b1P1)⊕
· · · ⊕ in(jnPn) : i1 ≤ t1, . . . , in ≤ tn} halmazon fut végig. Mivel

bν ≤ tνbν ≤ N ≤ |Pν |,így a (b1P1), . . . , (bnPn) pontok szintén gyengén függetlenek, ezért az (5.12)-beliabszolútérték a következ®képpen írható:
∣

∣

∣

∣

∣

∑

Q∈B′

∗
χ

(

ℓ
∏

i=1

f δi(Q⊕ d
(i)
1 P1 ⊕ · · · ⊕ d(i)

n Pn)

)∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∑

Q∈B′

∗
χ

(

ℓ
∏

i=1

(

f ◦ τ
d
(i)
1 P1⊕···⊕d

(i)
n Pn

)δi

(Q)

)∣

∣

∣

∣

∣

,52



ahol az összeg minden olyan Q ∈ B′ elemre vétetik, melyre Q⊕ d
(i)
1 P1 · · · ⊕ d

(i)
n Pn 6∈

Supp(f). Legyen Fγ1,...,γℓ
= Fδ1,...,δℓ

=
∏ℓ

i=1

(

f ◦ τ
d
(i)
1 P1⊕···⊕d

(i)
n Pn

)δi. Ekkor az (5.12)a következ®képpen írható:
(

2

d

)ℓ
∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

ℓ
∏

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γi(g)
d
2

1 − γi(g)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

Q∈B′

∗
χ (Fγ1,...,γℓ

(Q))

∣

∣

∣

∣

∣

+ ℓ| Supp(f)|. (5.13)A következ® lemma miatt a fenti kifejezésben szerepl® karakterösszeg nem trivi-ális:31. lemma. Ha f , ℓ, és χ kielégíti a 11 tétel feltételeit, és ha nem minden δi nulla,akkor az Fγ1,...,γℓ
nem d-hatvány.A lemma segítségével a következ®képpen fejezhetjük be a bizonyítást:

(

2

d

)ℓ
∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

ℓ
∏

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γi(g)
d
2

1 − γi(g)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

Q∈B′

∗
χ (Fγ1,...,γℓ

(Q))

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2 · 3n deg(Fγ1,...,γℓ
)p1/2(log |E(Fp)|)n

∑∗

γd
1=χ0

. . .
∑∗

γd
ℓ =χ0

ℓ
∏

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γi(g)
d
2

1 − γi(g)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2 · 3nℓd deg(f)p1/2(log |E(Fp)|)n





∑∗

γd=χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γi(g)
d
2

1 − γi(g)

∣

∣

∣

∣

∣





ℓ

,

(5.14)
ahol





∑∗

γd=χ0

∣

∣

∣

∣

∣

1 − γ(g)
d
2

1 − γ(g)

∣

∣

∣

∣

∣





ℓ

=





∑∗

γd=χ0

2

|1 − γ(g)|





ℓ

≤ (2d log d)ℓ, (5.15)Az (5.13), (5.14) és (5.15)-ból következik, hogy
Ω(η, B,d1, . . . ,dℓ) ≤ 2 · (2d)ℓ 3nℓd deg(f)p1/2(log |E(Fp)|)n(log d)ℓ + ℓ| Supp(f)|.Végül a 31 lemma bizonyítása:Bizonyítás. A bizonyítás lényegében megegyezik a 29 lemma bizonyításával, azzala különbséggel, hogy nem a 〈G〉, hanem a 〈P1, . . . , Pn〉 mellékosztályai szerint kellfelbontani a függvények divizorát.
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ÖsszefoglalóVéletlen elemek generálása több alkalmazásban is központi szerepet játszik, különö-sen a kriptográ�ában és a numerikus analízisben.1997-ben Mauduit és Sárközy pszeudovéletlenség új mértékeit vezette be, hogyvéges sorozatok pszeudovéletlen tulajdonságát vizsgálhassák kvantitatív módon [19℄.Megközelítésük szerint, ha egy sorozatot pszeudovéletlennek akarunk tekintetni, ak-kor a sorozat mértékeinek hasonló módon kell viselkedniük, mint a valódi véletlensorozat mértékeinek.Kés®bb több sorozatot is teszteltek a pszeudovéletlenségi mértékekkel, mint pél-dául a Legendre szimbólum által generált sorozatot [9, 19℄, a diszkrét logaritmusonalapuló sorozatot [10, 27℄, vagy például polinomoknak, illetve polinomok multipli-katív inverzének maradékaival generált sorozatot [18, 20℄.Kiderült azonban, hogy az eddig vizsgált sorozatok pszeudovéletlensége, mind a
n 7→ ψ(F (n))χ(G(n)),függvény er®s pszeudovéletlen tulajdonságain alapulnak, ahol ψ additív, χ multipli-katív karaktere Fp-nek, F,Q ∈ Fp(x) pedig ra
ionális törtfüggvények.A 3. fejezetben ezt az általános konstruk
iót tanulmányozom, megkülönböztet-ve azt az esetet, mikor a χ multiplikatív karakter rendje páros, és az F függvénykonstans, és azt az esetet, mikor az F függvény tetsz®leges.A 4. fejezetben kiterjesztem a konstruk
iót több dimenzióra, és megmutatom,hogy az így de�niált bináris rá
s er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkezik.Végül az 5. fejezetben tanulmányozom a fenti konstruk
iók elliptikus görbékfelett de�niált megfelel®it. Az 5.2. részben de�niálom az általános sorozat-kons-truk
iót kiterjesztve Chen [3℄, Chen, Li és Xiao [4℄ végül Liu, Wang és Zhan [17℄konstruk
ióját. Az 5.3. részben megmutatom hogyan lehet jó pszeudovéletlen rá
sotde�niálni elliptikus görbék segítségével.Megjegyzem végül, hogy a felhasznált eszközöket a 2. fejezetben és az 5.1. rész-ben foglalom össze.
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SummaryPseudorandom sequen
es play a 
ru
ial role in many areas su
h as 
ryptography and
ommuni
ation systems. There are many de�nitions to pseudorandomness depen-ding on spe
i�
 appli
ation. In order to study the pseudorandomness of �nite binarysequen
es, Mauduit and Sárközy introdu
ed several measures of pseudorandomnessin [19℄. The sequen
es 
an be 
onsidered as pseudorandom, if its measures behaveas the measures of a real random sequen
e.Later several sequen
es have been tested with this measures, su
h as the Legendresymbol sequen
es [9, 19℄, sequen
es based on the notion of dis
rete logarithm [10, 27℄,or on residues of polynomial or the multipli
ative inverse of a polynomial [18, 20℄.However, it turns out that the pseudorandomness of ea
h sequen
es based on thepseudorandom behavior of the following fun
tion:
n 7→ ψ(F (n))χ(G(n)),where ψ is additive, χ is multipli
ative 
hara
ter of Fp, F,Q ∈ Fp(x) are rationalfun
tions.In Chapter 3, I study this general 
onstru
tion distinguishing the 
ase, when thefun
tion F is 
onstant and the order of the multipli
ative 
hara
ter is even, and the
ase, when the fun
tion F is not a 
onstant fun
tion.In Chapter 4, I extend the general 
onstru
tion to several dimension de�ningpseudorandom binary latti
e, following the approa
h developed by Hubert, Mauduitand Sárközy [14℄.Finally, in Chapter 5, I study the appli
ation of ellipti
 
urves to generate pseu-dorandom binary sequen
es and latti
es. In Se
tion 5.2, I de�ne the general 
onst-ru
tion of pseudorandom sequen
es, extend the 
onstru
tion of Chen [3℄, Chen, Liand Xiao [4℄ and Liu, Wang and Zhan [17℄. In Se
tion 5.3, I de�ne a 
onstru
tionof pseudorandom binary latti
e over ellipti
 
urve.Finally, I remark that I summarize the used tool in Chapter 2 and Se
tion 5.1.
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