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1. Bevezetés

Véletlen elemek generalasa tobb alkalmazasban is kézponti szerepet jatszik, kiilono-
sen a kriptografidAban és a numerikus analizisben. Mivel valodi véletlen elemek soro-
zatdnak el6allitasa koltséges, igy a gyakorlatban nem valédi, hanem pszeudovéletlen
is adtak.

1997-ben Mauduit és Sarkozy [11] a valodi véletlen sorozatok alapvetd tulajdon-
sagait alapul véve, egy 1j, kvantitativ kdvetelményrendszert allitott fel sorozatok
véletlenségének vizsgalatahoz. Nevezetesen bevezették a véletlenség kiilonbo6zé mér-
tékeit:

1. Definicio. Adott Ex = {e1,...,en} € {+1, =1} sorozal eloszlis mértéke:

E €a+jb

ahol a mazimum olyan a,b,t € N szdmokra fut, melyekre 1 <a <a+ (t—1)b < N.

Y

W(EyN) = m3X|U(EN,a b,t)| = max

a,b,t

Az En sorozat l-ed rendd korreldcios mértéke:

M
Co(En) = r]{l/[ax \V(En, M, D)| = IijljaB( Zl Cntdy Crtds - - - Entdy | s
ahol a mazimum olyan D = (dy,...,dy) l-eseken és M € N szamokon fut, melyekre

di <dy <---<dy, M+d, <N.

Ha Ey egy valodi véletlen sorozat, akkor mértékei kicsik (W (Ey) < /Nlog N,
illetve Cy(Ex) < /I Nlog N, 1d. [1]). Igy egy Ex sorozatot jo pszeudovéletlen tu-
lajdonsagokkal rendelkez6 sorozatnak tekinthetiink, ha mértékeire log N hatvanytol
eltekintve hasonl6 korlat adhato, legalabb kis ¢ korrelaciés rendekre.

Goubin, Mauduit és Sarkozy [4] a Legendre szimbolum segitségével definialt jo

pszeudovéletlen sorozatot (kiterjesztve Mauduit és Sarkozy [11] konstrukeiojat):

1. Konstrukcié (Goubin, Mauduit, Sarkézy). Legyen p egy primszam, [ €

F,[z] és definidljuk az E, = {e1, ..., e,} sorozatot a kévetkezdképpen:
(£22), hapt fin),
€n =
L haplf(n),

ahol <5> a Legendre szimbolum.

Késébb Mauduit, Rivat és Sarkozy [10] konnyen szamolhaté konstrukeiot vizs-

galt:



2. Konstrukcié (Mauduit, Rivat, Sarkdzy). Legyen p egy primszam és f €

F,[x]. Definidljuk az E, = {ei,...,e,} sorozatot a kivetkezdképpen:

+1, ha f(n) € {1,2,..., 2}
€n =
—1, mdskilonben.

Megmutattak, hogy a konstrukcié csak erés megszoritasokkal mondhatd pszeudo-
véletlennek. Nevezetesen, ha a polinom foka nagyobb, mint a korrelacié rendje,
akkor a korrelacios mérték lehet nagy. Ezt a hianyossagot kiiszobolte ki Mauduit és

Sarkozy, lecserélve az f polinomot annak multiplikativ inverzével:

3. Konstrukcié (Mauduit, Sarkodzy). Legyen p egy primszam és f € Fy[z]|. De-

finidljuk az E, = {eq, ..., ey} sorozatot a kivetkezdképpen:

. :{ +1, ha f(n) £0és f(n)t €{1,2,..., 25}

—1, madskiilonben,

ahol a™' (a #0) az a € F, elem multiplikativ inverzét jeloli.

2. Pszeudovéletlen binaris sorozatok altalanos konst-
rukcioja

Az eddig felsorolt konstrukcidkat mind a kovetkezd altalanos konstrukcié specialis

eseteiként kapjuk:

4. Konstrukcid. Legyen p primszdm, 1 additiv, x multiplikativ karaktere Fp-nek,
F(z), Q(z) € Fy(x) raciondlis tirtfiggvények. Ekkor definidljuk az E, sorozatot a

kovetkezd modon:

. :{ +1 h,aarg(@/J(F(n))-X(Q(n))) €l0,7) ésngsS

—1 mdskilonben.

Vilagos, hogy ha az F' fiiggvényt konstansnak és a y karaktert a kvadratikus
karakternek valasztjuk, akkor visszakapjuk az 1. konstrukciot. Mésrészrél, ha a y
karaktert agy valasztjuk, hogy x(g) = ej%il, ahol g generator F-ben akkor Gyarmati
[5] és Sarkozy [16] diszkrét logaritmus segitségével definialt konstrukciojat kapjuk.

Tovabba, ha a @ fiiggvény konstans, akkor visszakapjuk a 2. illetve a 3. konst-
rukciot, amennyiben az F' fiiggvény egy polinom vagy annak multiplikativ inverze.

Pszeudovéletlen binaris sorozatok konstrukcidjat ilyen altalanossagban el6szor
Oon tanulményozta [14, 15]. Vizsgélta a 4. konstrukcio azon specidlis esetét, mikor

az F fiiggvény konstans. Bebizonyitotta, hogy a konstrukcié jo, ha a karakter rendje
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nagy: Q(p'/?). Abban az esetben, amikor a karakter rendje kicsi (nagysagrendileg
o(p'/?)) és paratlan, akkor nem varhatunk nemtrivialis korlatot (1d 3. fejezet 1.
példa).

El6szor azt vizsgaltam, hogy lehet-e j6 korlatot adni abban az esetben, mikor a
karakter rendje kicsi (nagysagrendileg o(p'/?)) és paros.

A megfelel§ tétel kimondasa el6tt definidlni kell a megengedhet&ség fogalmat,

amely karakterizalja, mely @) fiiggévnyek esetén adhato jo fels§ korlat a mértékekre.

2. Definicié. A (k,¢,m) szdmhdrmas d-megengedhetd (k,¢ < m), ha nem létezik a
kovetkezd kovetelményeknek eleget tevd A, B multihalmaz:
(i) 1Al = b, |B| = ¢
(i) A és B minden elemének multiplicitdsa kisebb, mint d, és A minden elemének
multiplicitdasa relativ prim d-hez;

(iii) az A+ B dsszegben minden elem d-szeresen van reprezentdlva, azaz az
a+b=c, a€AbeB

egyenletnek a megolddsszdma minden c esetén oszthato d-vel.
(Itt |A| az A multihalmaz kilonbézd elemeinek a szamdt jeldli.)
Tovibbd a (k,¢,G) hdrmas megengedhetd, ha minden A, B C G halmaz esetén,
melyre |A| < k, |B| < € létezik olyan ¢ € G elem, hogy az

a+b=c ac€ A beB
eqyenletnek pontosan eqy megolddsa van.

3. Tétel ([M1]). Ha az E, sorozatot a 4. konstrukcid definidlja, ahol a x multip-
likativ karakter d rendje pdros, @ € F,[x] polinom, ami nem d-hatvdny, és az F

figguény konstans, akkor
W(E,) < 36sp'/?logplogd + s,

ahol s a Q) gyékeinek szamdt jeldls.
Tovabbd ha a Q) minden gyokének multiplicitdsa vagy relativ prim d-hez, vagy

azzal oszthatd, és az (s,{,p) hdrmas d-megengedhetd, akkor
Ci(E,) < 94%sp'*log p(log d)* + {s.
Ha az F fiiggvény nem konstans, akkor a y karakter rendje lehet paratlan is:

4. Tétel ([M3]). Legyen 1p # 1y additiv, x # xo d-ed rendd multiplikativ karaktere

F,-nek, F(x) = %, Q(x) = 38 € F,(x) olyan raciondlis tirtfigguények, melyekre
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(9(x), f(z)) =1, (q(z),r(x)) =1 és sem f-nek, sem g-nek nincs tébbszoros gyike,
Q) pedig nem d-hatvdny. Ha az E, sorozatot a 4. konstrukcio definidlja, akkor

W(E,) < (deg*F + 2) - p/*(log p)?,

ahol z jeloli g és r kilonbozd gyokeinek szamdt.
Tovdbbd, ha { € N teljesiti az aldbbi feltételek valamelyikét:

(i) € =2;

(i) (4-degg)’ <p, (4-deg"Q)" < p;
(i) g(r) = (x +a)(x +a2)...(x +ar) (a;i # aj, 1 # j ) és L-degg < 5,

(4-deg"Q)" < p,
akkor
Cy(E,) < (L+1)(deg™F +d - deg*Q) - p'/*(log p) .

Hasonléan bizonyithato az az eset is, mikor a @ fiiggvény konstans [M2]. Ekkor

a tételben szerepl6 korlatok megfelel6i érvényesek.

3. Pszeudovéletlen binaris racsok

Az alkalmazasokban a pszeudovéletlen sorozatok mellet komoly igény mutatkozott
pszeudovéletlen racsok irant is. Ezért Hubert, Mauduit és Sarkozy kiterjesztette
a pszeudovéletlen binaris sorozatok fogalmat tébb dimenziora [9]. Legyen I} a

koévetkez6 halmaz:
Iv=A{x=(z1,...,20) s @1,...,2, € {0,1,...,N — 1} }.
Ekkor a binéris racsot mint az I3, halmazon értelmezett binaris fiiggvényt definialjuk:
n: Iy — {-1,+1}.

Az egydimenziés esethez hasonloan definidlhatjuk a mértékeket. Ehhez legyen
elGszor uy, . .., u, n darab linearisan fiiggetlen vektor, melyeknek n—1 koordinatéja
nulla. Legyenek t;,...,t, olyan egészek, melyekre 0 < ¢;,...,t, < N. Ekkor BY
(vagy roviden B) tégla rdcsot (box lattice) a kovetkezdképpen definialjuk:

By ={x=zu+- - +xu,: 0<zwy <t,i=1,...,n}.

5. Definicié. Az n sorozat (-ed rendi véletlenségi mértéke a

Qi(n) = max ZU(X+d1)~--77(X+de),

BJdi,....d
! ¢ xeB

ahol a mazimum az dsszes dy,...,dy € I}, és B téglardcsra ful, melyre B +d,, . ..,
B+d,CIy.



Huber, Mauduit és Sarkozy szintén vizsgalta, hogy hogyan viselkednek ezen mér-
tékek valodi véletlen esetben. Bebizonyitottak, hogy ha n: Iy — {—1,+1} egy va-
16di véletlen récs, akkor Q.(n) < /¢ N*log N™ (Id. [9]). Ezek alapjan egy n racsot
jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkez6 racsnak tekinthetiink, ha mértékeire
nagysagrendileg hasonlé korlat adhato, legalabb kis ¢ rendekre.

Mauduit és Sarkozy [13] példat mutatott jo pszeudovéletlen racsra:

5. Konstrukcio (Mauduit és Sarkdzy). Legyen ¢ = p" primhatvdny, v a kvad-
ratikus karaktere Fy-nak, f(z) € F,[z]. Ekkor definidljuk az n rdicsot a kivetkezd-
képpen:

X) =
1(x) 1 mdskiilonben,

{ V(F(a1by + -+ 2obn))  ha F(21by + -+ 20by) £ 0,

ahol by, ..., b, F, egy bdzisa F, folott és x = (xq,...,x,).

Bebizonyitottik, hogy ha f kielégit bizonyos feltételeket, akkor ez a konstrukcioé
jo:
Qe(n) < deg f£(¢"/(1 + logp)" +2).
Megjegyezem, hogy mind a binaris racs fogalmét, mind a mértékeket ki lehet
terjeszteni tobb szimbdlumu esetre, 1d. [M5].

Az 5. konstrukciot a sorozatokhoz hasonldan kiterjeszthetjiik altalanos multip-

likativ karakter segitségével:

6. Konstrukcié. Legyen ¢ = p" primhatvdny, f(x) € F,[z], x multiplikativ karak-
tere Fy-nak. Ekkor definidljuk az n rdcsot a kovetkezdképpen:

n(x) = { +1 ha arg (X(f(z1by + - + b)) € [0,7),

—1 mdskiilonben,

ahol by, ..., b, F, egy bdzisa F, folott és x = (xq,...,xy).
A kovetkezd tétel alapjan ez egy jo konstrukcio:

6. Tétel ([M4]). Definidlja az n ricsot a 6. konstrukcid. Legyen a x multiplikativ
karakter d rendje pdros, f(x) € F,[z] olyan polinom mely nem d-hatviny, és minden
gyokének multiplicitdsa vagy oszthato d-vel, vagy ahhoz relativ prim. Teqyiik fel
tovdbbd, hogy a (deg f,¢,F,) hdrmas megengedhetd. Ekkor

Qe(n) < 4°deg f(logd)‘q"/*(1 +log p)"¢ deg f.



4. Pszeudovéletlen binaris sorozatok és racsok ellip-

tikus gorbék felett

Kriptografiai alkalmazésokban elGszeretettel hasznalnak elliptikus gorbéket, azok
véletlen viselkedése miatt. Elliptikus gérbék segitségével elGszor Hallgren definiélt
sorozatot a kovetkezé modon [8]: Adott £ elliptikus gorbe és P, Py € € pont esetén
legyen sg = Py és
Sp=P®s,_.1=nP&F.

Chen [2], illetve késGbb Chen, Li, és Xiao [3] tanulmanyozta az ebbdl a sorozatbol
szarmaztathato binaris sorozatokat, ahol a bindris sorozatot a Legendre szimbolum,
illetve véges testek folotti diszkrét logaritmus segitségével szarmaztattak.

Az altalanos konstrukciot a kovetkezSképp definialhatjuk:

7. Konstrukcioé. Legyen p > 3 primszdm, & elliptikus gorbe ¥, folott, G € E(F,)
T-ed rendd elem, f € F,(E), x d-ed rendd multiplikativ karaktere F,-nek. Ekkor

definidljuk az Ep = {ey, ..., er} sorozatot a kivetkezdképpen:
]+ hanG ¢Supp(f) és arg (x(f(n@))) € [0,7),
" —1, madskilonben.

Hasonloan a korabbiakhoz, ha x a Legendre szimbolum, akkor visszakapjuk Chen
konstrukeiojat [2]. Masrészrol, ha x p—1-ed rend karakter, akkor megkapjuk Chen,

Li és Xiao diszkrét logaritmuson alapuld konstrukciojat [3].

7. Tétel ([MT]). Ha az Er = {ey,...,er} sorozatot a 7. konstrukcid definidlja,
ahol a x karakter rendje pdros, f € F,(E) nem d-hatviny F,(E)-ben és G T-ed

rendi pont, akkor
W(Er) < 4| Supp(f)[p"*(1 +log T) log d + | Supp(f)|.

Tovabbd, ha f gydkeinek és polusainak multiplicitdsa vagy d-vel oszthato, vagy
ahhoz relativ prim, ¢ € N olyan egész, melyre a (| Supp(f)|,¢,T) hdrmas d-megen-
gedhetd, akkor

Ce(Br) < 4°| Supp(f)|p'/*(1 +log T)(log d)* + €| Supp(f)|.
Tovabbi jo konstrukciot definialhatunk racionals tortfiiggvény maradékaval is:

8. Konstrukcioé. Legyen p > 3 primszdm, & elliptikus gorbe F, folott, G € E(F,)
T-ed rendi elem, f € F,(E). Ekkor definidljuk az Ex = {e1,...,er} sorozatot a

kovetkezdképpen:

{ +1, ha f(nG) € {0,1,...,22},
en =

—1, madskiilonben.



8. Tétel ([M8]). Legyen p > 3 primszam, f € F,(E) nem konstans fiiggvény. Ha

az Ep = {eq,...,er} sorozatot a 8. konstrukcio definidlja, akkor
W(Er) << deg f p**logplog T.

Ha feltessziik tovdbbd, hogy

(i) deg f < p(T) és l = 2;

(it) deg f < p(T) és (4deg f)* < p(T),
ahol p(T) a T legkisebb primosztdja, akkor

Cy(Ep) << (deg fp*?(logp)‘logT.

Végiil megmutatom, hogy elliptikus gorbék segitségével jo pszeudovéletlen racs

is definialhato.

9. Konstrukcid. Legyen p > 3 primszdm, x multiplikativ karaktere Fp-nek, £ el-
liptikus gorbe ¥, folott, f € F,(E) és Py,..., P, € E(F,) olyan gyengén figgetlen
pontok, melyek rendje nem nagyobb N-nél. Ekkor definidljuk azn: Iy — {—1,+1}

racsot a kovetkezd mdodon:

+1 hax1 P @ @z, P, & Supp(f)
n(xy, ..., o) = és arg (X(f(z1 P @ - ® 2, Py))) € [0,7),

—1 maskilonben.

9. Tétel ([M6]). Legyen p > 3 primszam, x d-ed rendd multiplikativ karaktere
F,-nek, melynek rendje pdros. Legyen tovibbd f € F (&), mely nem d-hatvdiny
Fp(é')—ben, és az f gyokeinek és polusainak rendje vagy oszthaté d-vel, vagy d-hez
relativ prim. Ha az n : Iy — {=1,+1} rdcsot a 9. konstrukcid definidlja, és a
(| Supp(f)],€,E(F,)) hdrmas megengedhetd, akkor

Qe(n) < 2-3"(2d)"0d deg(f)p"/*(log |E (F,,)|)" (log d)* + | Supp(f)].

5. Megengedhetiség

A kovetkez6kben elégséges feltételeket adok d-megengedhet@ségre, illetve megenged-

hetGségre.

10. Tétel ([M7]). Egy m szdam legkisebb primosztdjat jelolje p(m). Ekkor
(i) Ha k,m,d € N, k < p(m), akkor a (k,2,m) hdrmas d-megengedhetd.
(ii) Ha k,m,d € N, k < p(m), tovdbbd (40)F < p(m), akkor a (k,¢,m) hdrmas
d-megengedhetd.



(11i) Ha m egy primszdm, d minden primosztdja primitiv gyok modulo m, akkor

minden k,{ < m esetén a (k,{,m) hdrmas d-megengedhetd.

11. Tétel ([M6]). Legyen G = Zg, X - -+ X Zq, tetszdleges véges Abel csoport, és
p(G) a csoport rendjének legkisebb primosztdja. Legyen k.0 € N melyek az aldbbi
feltételek valamelyikét teljesitik:

(i) k<p(G), {=2;

(ii) 450+0 < p(@).
Ekkor a (k,¢,G) hdrmas megengedhetd.
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