Az informaciészamitas néhany fontos fogalma és eredménye.

1. Az entrépia és feltételes entrépia fogalma és tulajdonsagai.

Annak érdekében, hogy megértsiik az entrépia fogalmat és azt, hogy milyen problémak
vezettek annak megalkotasahoz tekintsiik a kovetkezd kérdést. Tudunk-e nyerni a
totén, ha jél ismerjiik a totéban szerepld csapatok erejét, és ezért nagy valdszintiséggel
meg tudjuk tippelni a mérkézések eredményét? Mivel igazan nagy nyereményt csak
telitalalatos szelvénnyel lehet nyerni, foglalkozzunk azzal a kérdéssel, hogy hany szel-
vényt kell kitolteni a telitalalat elérése érdekében annak, aki ért és annak aki nem ért
a futballhoz. Azt varjuk, hogy egy futballhoz értének sokkal jobbak a nyerési esélyei.
Ez igy is van. De ahhoz, hogy ezt jobban megértsiikk és a problémat alaposabban
vizsgalhassuk eloszor meg kell fogalmazni a kérdést pontosabban.

Ha biztos telitaldlatot szeretnénk elérni, akkor hidba tudjuk az eredményeket nagy,
de nem 100 szazalékos biztonsaggal eltalalni, célunkat csak 1gy érhetjiik el, ha minden
lehetséges kimenetre fogadunk. Ebben az esetben tehat nem tudunk mést tenni, mint
egy olyan fogadd, aki semmit sem tud az egyes mérkézések valdszini eredményérol. Mas
azonban a helyzet, ha megelégsziink azzal, hogy nagy, mondjuk 0.95 valdszinliséggel
nyerjink. Ekkor a futballhoz érté hatarozott elényben van a futballhoz nem értével
szemben. Neki sokkal kevesebb szelvényt kell kitolteni e cél elérése érdekében, mint a
méasiknak. Masrészt elképzelhetd, hogy érdemes totézni, ha 10000 szelvény kitoltésével
tudjuk biztositani a majdnem biztos nyerést, de nem érdemes akkor, ha ehhez 100000
szelvényt kell kitolteniink.

A fenti kérdés természetesen elvezet a kovetkezd problémahoz. Tegyiik fel, hogy
n mérkozés van, ezek eredménye egymastol fliggetlen, és meg tudjuk itélni, hogy a
palyavélaszté py, a vendégcsapat po valdszinliséggel nyer, és ps valdszinliséggel lesz
az eredmény dontetlen. Tegyiik fel, hogy ezek a pi, po és ps valdszintiségek mind-
egyik talalkozon ugyanazok a szamok, és az egyes mérkozések eredményei egymastol
fiiggetlenek. Jeloljiik a palyavalasztd nyerésének bekovetkeztét 1-gyel, a vendégesapatét
2-vel, a dontetlen eredményt pedig x-szel, gy ahogy az a totéban szokas. Arra vagyunk
kivancsiak, hogy hany tippet, hany n hosszisagu 1, 2, x sorozatot kell megadnunk ahhoz,
hogy p valészintiséggel ezen tippek valamelyike tartalmazza az 6sszes mérkézés helyes
végeredményét. A p szdm egy az 1 szamnal kicsit kisebb rogzitett (azaz a mérkézések
n szamatol nem fiiggd) szdm, és minket az érdekel, hogy koriilbeliil hany tippet kell
megadnunk célunk elérése érdekében akkor, ha n, azaz a mérkozések szdma nagyon
nagy. Vildgos, hogy ez a szdm fiigg a p1, po és p3 szamoktdl, azaz attdl, hogy milyen
biztonsaggal tudjuk megtippelni az eredményeket. Az, hogy semmit nem tudunk a
lehetséges végeredményrdl azt jelenti, hogy p1 = pe = p3 = %

El6szor pongyolan fogalmazom meg az eredményeket, és azokra egy heurisztikus

indoklast adok, majd megadom az allitasok és felhasznalt fogalmak pontos megfogal-
mazasat az altalanos esetben, és ismertetem a preciz bizonyitasokat.

Meg tudjuk mondani, hogyan kell kitolteni a szelvényeket, ha pontosan k tippet
tehetiink, és az a célunk, hogy a lehet6 legnagyobb valdszintiséggel legyen telitalalatunk.
Ha k£ = 1, akkor a mérkozéssorozat legvalésziniibb eredményére érdemes tippelni. Ha
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k = 2, akkor a két legval6sziniibb eredményre tippeljiink, és dltalanos k esetén a legjobb
stratégia a k legvaldsziniibb eredményre fogadni. Ezutan ha meghatarozzuk, hogy
melyik az a legkisebb k = k(n) szdm, amelyre a k legvaldsziniibb eredmény valame-
lyike legaldbb p valdszintiséggel bekovetkezik, akkor megoldjuk a feladatot. Ennek a
k = k(n) szdmnak a pontos meghatarozasa azonban nehéz. Ennél sokkal egyszeriibb az
alabbi érvelés, amely a nagy szamok (gyenge) torvénye segitségével j6 kozelits értéket
ad a keresett k = k(n) szamra.

Be fogjuk latni, hogy akkor érheté el, hogy majdnem 1 valdszintiséggel lesz telita-
lalatunk n mérkézés tippelése soran, ha koriilbeliil 2™ szelvényt toltiink ki alkalmas
modon, ahol H egy a p1, po és p3 valoszintiségektol fiiggd szam. Azaz, exponencialisan
sok szelvényt kell kitolteni, de az hogy milyen H egyiitthatd szerepel a kitevoben attol
fiigg, hogy milyen biztonsdggal tudjuk eltaldlni a mérkozések eredményét. Ennek a H
szamnak a kiszamitasa vezet el az entrépia fogalmanak bevezetéséhez.

A mérkézéssorozat eredménye egy n hosszisagu véletlen 1, 2 és x jelekbdl allo
sorozat, ahol mindegyik jel a tobbiektol fliggetleniil p; valdszintiséggel vesz fel 1 po
valoszintiséggel 2 és ps valdszintiséggel = értéket. Célunk viszonylag kevés sorozat
kivalasztasa gy, hogy annak valdsziniisége, hogy a megjelend véletlen sorozat ezen
sorozatok valamelyike legyen majdnem 1. Vegyiik észre, hogy a nagy szamok (gyenge)
torvénye szerint majdnem minden sorozat olyan, hogy koriilbeliill np; darab 1 értéket,
nps darab 2 értéket és nps darab x értéket tartalmaz. Nevezziink egy ezzel a tulaj-
donsaggal rendelkez6 sorozatot tipikusnak. Nagy n szamra elég a tipikus sorozatokra
tippelni, mert annak a valészintisége, hogy valamelyik nem tipikus sorozat jelenik meg
majdnem nulla. Ezért azt kell meghataroznunk, hogy hany tipikus sorozat van.

A tipikus sorozatok szamat a kovetkezo heurisztikus érvelés segitségével hataroz-
hatjuk meg. Egy rogzitett tipikus sorozat megjelenésének a valdszintisége koriilbeliil

P17 pa?pyP? | a tipikus sorozatok sszvaldszintisége majdnem 1, ezért a tipikus sorozatok

szama koriilbeliil W = 2"H ahol H = —p; log p1 —p2 log ps — p3 log ps. Itt és a
1 2 3
tovabbiakban is a log jel 2-es alapu logaritmust fog jelenteni. A természetes logaritmust
az In kifejezés fogja jelolni.
Megfogalmazom és bebizonyitom a fenti heurisztikus érvelés segitségével kapott
eredmény egy természetes altalanositasat. El6tte ismertetem az eredményben megjeleno
entrépia fogalmat.

Entroépia definicidja. Legyen & eqy értékeit eqy véges vagy megszamldalhatoan végtelen

X = {z1,22,...} halmazon felvevd valosziniiségi vdltozo, amelyre P(§ = ;) = p(x;),
J=1,2,..., ahol Y p(z;) = 1. A £ valdoszinidségi valtozd entropidja a

J

H(¢) == pla;)logp(x;)
J
esetleg végtelen értéket felvevd mennyiség, ahol log a 2-es alapi logaritmust jeloli.
1. Megjegyzés. Kényelmi okokbol megengedjik, hogy az entrépia fenti definicidjaban
P(¢ = x;) = 0 legyen bizonyos x; értékekre. Annak érdekében, hogy a definicié ebben
az esetben is értelmes legyen bevezetjik a 0log0 = 0 konvenciot.
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2. Megjegyzés. Ha tobb &1,...,&k véges vagy megszdmldlhato sok értéket felvevd
valészintiségi vdltozonk van, akkor ezek egyiittes H(&1,...,&k) entropidjat ugy defini-
aljuk, hogy a &1,...,& valosziniségi vdltozo sorozatot természetes modon azonositjuk
a (&1,-..,&) véletlen vektorral, és annak entrépidjat definidljuk, mint a H (&1, ..., &)
entropidat. Természetesen a tekintett véletlen vektor eloszldasdt a

P&, &) = (@), al))) = P(a =l 6 = al)))

M o

i sorozatra.
k

képlet definidlja minden x

Vegyiik észre, hogy egy £ valdszintiiségi valtozé entropidja nem fligg attdl, hogy &
milyen értékeket vesz fel. Az csak a valdsziniiségi mezonek a £ valdszintiségi valtozo
altal meghatarozott particigjatol fiigg, azaz attol a particiotél, amelynek elemei a &
valoszintliségi valtozo nivéhalmazai, vagyis azok a halmazok, ahol £ valamilyen rogzitett
értéket vesz fel. Hasonld megjegyzés érvényes a késébb bevezetendo feltételes entropiara
is.

A kovetkez6 eredményt fogjuk bizonyitani.

Tétel fiiggetlen valdsziniliségi valtozokbdl allé tipikus sorozatok szamarol.
Legyen & egy értékeit valamely véges X = {x1,x2,...,2,} halmazon filvevd valoszi-
niséqr valtozo, &1, .. .,&, pedig figgetlen, a & valoszinidségi vdltozoval azonos eloszlasiu
valdsziniségi vdltozok sorozata. Ekkor minden € > 0 és § > 0 szdmhoz létezik olyan
no = no(g, d) kiiszébindex, hogy n > ng esetén minden a P((&1,...,&,) € A) > 0 feltételt
teljesité A = {(l'glf), e ,:L';i)), 1 <k <L} X halmazbeli n-hosszusdgu sorozatokbdl dllo
halmaz L elemszdma teljesiti az L = |A| > 20=)"HE) egyeniitlenséget.

Megforditva, létezik olyan A = {(xglf), . ,xéi)), 1 <k <L} L darab X halmaz-
beli n-hosszisdgu sorozatbdl dllé halmaz, amelyre P((&1,...,6,) € A) > 1-6, és az
A halmaz L elemszima teljesiti az L = |A| < 20+)nHE) egyeniftienséget. A fenti

egyenldtlenségekben H (&) a & valdsziniségi vdltozé entropidjat jeloli.

Megjegyzés. A fenti tétel akkor is érvényes, ha a £ valdszintiségi valtozo nem csak véges
sok, hanem megszamlalhatéan végtelen sok értéket is felvehet. Egy kiegészitésben is-
mertetem ennek az altalanosabb eredménynek a bizonyitasat. Ez a bizonyitas néhany
1j gondolatot igényel. Egy késobb targyalandé hires eredménynek, az tgynevezett
Shannon—McMillan—Breiman tételnek egy specidlis és egyszeriien igazolhatd esetét fog-
juk felhasznalni.

Bizonyitds. Jelolje B az osszes olyan X-beli elemekbdl allé n hosszusaga xj,, ..., ,
sorozatok halmazat, amely sorozatok legaldbb np(xx)(1 — £/2) multiplicitassal tartal-
mazzdk az xj jelet minden 1 < k < r indexre, ahol p(xx) = P(§ = z1). A nagy szdmok
gyenge torvénye szerint P((&1,...,&,) € B) > 1— &, ha n > ng(e,d) alkalmas no(e, )
kiiszobindexszel. Ezért P((&1,...,&,) € ANB) > &, ha P((&,....&,) € A) > 6. Elég
beldtni, hogy az AN B halmaz szdmossaga nagyobb, mint 271~ H (&) Ennek érdekében
definidljuk a kovetkezé mennyiségeket. Legyen s(k,z(™) az 2™ = (x,,,...,z;, ) so-
rozatban levé xj jelek szama minden 1 < k& < r indexre. Ekkor minden (M =
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(zj,,---,24,) € AN B, illetve altalanosabban minden ™ = (z,,,...,7;, ) € B so-
rozatra

P((€1>"'7€n) = (le,...,l’jn))

. s(k,z(™ n(l—e T1 n(l—e T —n(l—e
= T () ®) < plarg )2 O=2/200) (i yu1=e/2p(ee) — gn(1=e/2)H(E)
k=1

és mivel P((&,...,&,) € ANB) > g, az A N B halmaz szamossiaga nagyobb, mint
g2”(1_5/2)H(5) > on(1=e)H(&) ha az ng(e, §) kiiszobindexet elég nagyra valasztjuk.

Olyan A halmazt, amelyre P((¢1,...,&,) € A) > 1 — 4§, és elemszédma teljesiti
a kivant fels6 becslést valaszthatuk 1gy, mint az Osszes olyan n hosszisdgi X-beli
elemeket tartalmazoé (xj,,...,x;, ) sorozatbdl all6 halmazt, amely sorozatok legfeljebb
np(zy)(1+¢) multiplicitassal tartalmazzék az z, jelet minden 1 < k < r indexre. Ismét a
nagy szamok gyenge torvényére hivatkozva kapjuk, hogy P((£1,...,&,) € A) > 1—4, ha
n > no(e, §) alkalmas ng (e, §) kiiszobindexszel. Masrészt minden (™ = (z;,,...,2;,) €
A sorozatra,

P((&1, -5 8n) = (@050 25,))

s(k,z(™) n e)p(z n e)p(x, —-n 15
= Hp(a:k) (k™) > p(z1) (1+e)p( ”---p(ﬂ?r) (I+e)p(zr) — 9—n(1+ )H(g)’

és mivel az ilyen sorozatok Osszvaloszintisége kisebb vagy egyenld mint 1, innen kovet-
kezik, hogy az A halmaz szdmosséga kisebb, mint 2(1+)H (&)

A fent bizonyitott eredményt a kovetkez6 moédon is interpretalhatjuk. Tekintsiik
egy & valdszinliségi valtozoval azonos eloszlasi, fliggetlen valdszintliségi valtozok n-
hossziisagu sorozatait, és valasszuk ki e véletlen sorozatok p-ed részét alkalmas mddon,
ugy hogy csak viszonylag kevés sorozatot kelljen kivalasztanunk. A p-ed rész kife-
jezés itt azt jelenti, hogy a kivalasztott sorozatok Osszvaldsziniisége legaldbb p. Az
ebben a feladatban szereplo p szam teljesiti a 0 < p < 1 egyenldtlenséget, egyébként
tetsz6legesen vélaszthatjuk. Azt lattuk be, hogy célunkat elérhetjitk 277 (&)+o(n) alkal-
masan valasztott sorozat megadéasaval, de kevesebbel mar nem. Ennek az eredménynek
megfogalmazhatjuk az aldbbi kovetkezményét. Ha a tekintett véletlen sorozatok nagy
részét meg akarjuk jelolni kiilonb6z6, de azonos hosszisagu véletlen 0-1 sorozatokkal,
ahol a ‘nagy részét’ kifejezés azt jelenti, hogy a sorozatok kis (alkalmasan valasztott) &
valészintiiségi részét figyelmen kiviil hagyhatjuk, akkor az egyes sorozatokat koriilbeliil
nH(§) hosszisagu 0-1 sorozatokkal kell megjeldlniink. Ezt szokds dgy interpretélni,
hogy a tekintett véletlen sorozat egyes tagjainak a megnevezéséhez H (&) bit sziikséges,
azaz ennyi informacio kell annak megismeréséhez.

Olyan problémat tekintettiink, amelynek vizsgdlataban természetes modon megje-
lent az entrépia fogalma. Tekintsiik ennek a problémanak egy olyan valtozatat, ahol az
elobb targyalt feladathoz hasonléan egy véletlen sorozatot akarunk nagy valdszintiséggel
eltalalalni, de rendelkeziink bizonyos plusz informéciéval. Nevezetesen ismerjiik egy
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masik, a minket érdekl6 véletlen sorozattal kapcsolatban levé véletlen sorozat értékeit,
és ezt a plusz informéciét is fel kivanjuk hasznalni. A probléma jobb megértése érdeké-
ben tekintsiik a koraban vizsgalt totdzasrél szolo feladat egy olyan valtozatat, amelyben
ilyen kérdés meriil fel.

A kovetkezo feladatot vizsgaljuk. Megint egy mérkézéssorozat eredményeire aka-
runk jol tippelni a totén. Viszont a mérkdzések el6tti napon az egyes talalkozokon
résztvevo egyilittesek ifjusagi csapatai is jatszanak egymas ellen, és annak eredményét
megismerhetjiik a totdszelvény kitoltése elétt. Az, hogy az ifjusagi csapatok milyen
eredményt érnek el, hogy vannak felkésziilve, informéaciét ad a nagy csapatok felkésziilt-
ségérol is, és ez megvaltoztatja megitélésiinket a lehetséges végeredmények valdszintisé-
gérol. A totdszelvények kitoltésénél érdemes ezt az informaciot is figyelembe venni. A
kérdés az, hogy hogyan vegyiik ezt figyelembe, és ezen plusz informaciok felhasznalasa
esetén hany szelvényt kell kitolteniink annak érdekében, hogy nagy valészintiséggel
telitalalatot érjiink el.

Fogalmazzuk meg a feladatot pontosabban. Tekintsiik n mérkézéspar eredményeit,
amelyeket jeloljiink a (&, m;), 1 <1 < n, jelparokkal. (Az I-ik mérk6zéspéar eredménye a,
totd [-ik forduldjaban szerepld felnétt és a nekik megfeleld ifjusagi csapatok mérkozésé-
nek az eredménye, amelyeket £;-lel illetve n;-lel jeloliink.) Tegyiik fel, hogy ezek a (&, m;)
vektorok egymastol fliggetlenek, és azonos eloszlasiak, tovabba ezt az eloszlast ismerjiik.
Vezessiik be az r(i, j) = P(& = i,m = j) valészintliségeket, ahol az i és j véltozok az 1, 2
és x értékeket veheti fel. A kérdés az, hogy ismerve az ny,...,n, valészinliségi valtozok
értékeit, hany n hosszisagu 1, 2, x sorozatot kell (alkalmasan) a totészelvanyen megadni,
ha azt akarjuk elérni, hogy ezen tippsorozatok valamelyike majdnem 1 valdszintiséggel
megegyezzen a véletlen &1, ..., &, sorozattal. Most is feltessziik, hogy a mérkézések n
szama nagy.

Eloszor a feladat heurisztikus megoldasat ismertetem, majd megfogalmazok egy
altalanosabb eredményt, és megadom annak a bizonyitasat.

Jelolje p(i) = r(i,1) +r(i,2) + r(i,z) a & és q(§) = r(1,5) +r(2,7) + r(z,j) az
valészintliségi valtozdk eloszlasat, ahol i és j az 1, 2 és x értékeket veszi fel, és jelolje

r(ij) = % = P(&§ =i|lm = j) a & valdsziniiségi véltozé feltételes eloszlasat feltéve
az 1 valészinliségi valtozé értékét. Tekintsiik az olyan y,,, ..., Yy, sorozatokat, ame-

lyek koriilbeliil ng(j) darab j jelet tartalmaznak, ahol j = 1, 2 vagy z. Ha az n,

., Ny, sorozat, azaz az ifjusdgi mérkoézések eredményeinek a sorozata ilyen ardanyban
veszi fel ezeket az értékeket, akkor tippeljiink gy, hogy az 0sszes olyan tippet megad-
juk, amelyekben azon koriilbeliil ng(j) mérkézés koziil, amelyeknek ifjisdgi mérkozés
megfelel6jében az n; = j eredmény sziiletett koriilbelil nq(j)r(i|j) = np(i, j) mérkozés
eredményét tippeljik i-nek, i = 1,2 vagy . Ha az n;, 1 <1 < n, mérkézések eredményei
nem teljesitik a kivant feltételt, akkor a totdszelvényeket tetszolegesen kitolthetjiik,
csupan arra tigyelve, hogy ne toltsiink ki tul sok szelvényt.

A nagy szamok torvényébol kovetkezik, hogy az adott médon kitoltve a szelvényeket
majdnem egy valészintiséggel lesz telitalalatunk. Azt kell még megbecsiiliink, hogy hany
szelvényt toltottiink ki. Ezt az el6z6 feladatban alkalmazott heurisztikus érveléshez
hasonléan tehetjiik meg. Elég csak azokat az eseteket nézni, amelyekben az ny,...,n;
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valésziniiségi valtozok altal felvett y,,,...,y,, eredmények koriilbeliil ng(j) szdmu j

eredményt tartalmaznak, 7 = 1,2 vagy x. Ebben az esetben egy olyan & = =z,
.y &n = x,, eredménynek, amelyre tippeltiink a feltételes valészintisége a P(:|n; =
Yvis- M = Yo, ) feltételes eloszlas szerint koriilbelil — [] [T (i)™, és

mivel annak feltételes valdszintisége a tekintett feltételes valdszintiség szerint, hogy lesz
telitaldlatunk majdnem 1, ezért a kitoltott szelvények szama koriilbeliil

I II raper =20,

1€{1,2,x} je{1,2,z}

ahol H = — Y S r(i,5) log “82) | Tehst kériilbeliil 277 szelvény kitoltésével
. ‘ @)
7’6{1727m} je{1727w}

tudunk majdnem biztosan telitaldlatot elérni.

Annak érdekében, hogy a fenti heurisztikus targyalasban kapott eredményt pon-
tosabban megfogalmazhassuk vezessiik be a kovetkezd fogalmat.

A feltételes entropia definicidja. Legyen adva két & és n wvaldsziniségi vdltozo,
amelyek értékeiket egy véges vagy megszamldlhatdan végtelen X = {x1,x2,...} illetve
Y = {y1,y2,...} halmazon veszik fel, és egyiittes eloszlasuk valamely r(x;,y;) = P({ =

ri,m=vy;), x; € X, y; €Y, fligguény. Vezessik be a q(y;) = Pm=1y;) = > (i, y;)
r, €X
valdsziniségeket is minden y; € Y értékre. A & valdsziniségi valtozo feltételes entropidja

az 1 valdszinilségi valtozora vonatkozolag a
1 ( Ly, y])
5’77 Z Z x“y] Og ( )
r,€X y; €Y

esetleg végtelen értéket felvevd mennyiség, ahol log a 2-es alapi logaritmust jeloli. A
fenti definioban megengedjik az r(xz;,y;) = 0 lehetdséget bizonyos (x;,y;) pdrokra.
Annak érdekében, hogy a fenti osszeget ekkor is értelmezhessiik bevezetjik a 0log0Q =
Olog% = 0 konvenciot.

Megjegyzés. Abban az esetben, ha H(n) < oo, érvényes a

H(En) == > > rlwy)logr(zi,y;) + Y ay;)logalyy) = H(&,n) — H(n)

z,€X y; €Y Y; €Y
az0nossdg.

A kovetkezd tétel megfogalmazdsanak érdekében vezessiink be néhdny jelolést.
Legyen adva egy X = {x1,...,z,} halmaz, és jelolje X™ az X halmazbeli elemekbél

allé n hosszuségu (z;,,...,x;, ) sorozatok halmazat, ahol xz;, € X minden 1 < k < n
indexre. Hasonldan, legyen adva egy Y = {y1,...,ys} halmaz, és jelolje Y" az y;, €Y,
1 < k < n, elemekbdl allé n hosszisagu (yj,,.-.,y;,) sorozatok halmazat. Tovabba,

jelolje X™ x Y™ az (x(”),y(”)) = ((ziy, -y mi)s Wiys -5 Y50)), ™ e X, y(”) cyn
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sorozatok halmazat. Adva egy A C X" x Y™ halmaz és egy (y;,,...,Y;,) € Y sorozat
legyen A(yj,,...,y;,) az A halmaz metszete az X" x {(vy;,,...,y;,)} halmazzal, azaz

A(yj17“'7yjn) = {(xiw'”a‘rin): ((mi17'"7xin)7(yj17"‘7yjn)) S A}

Jelolje |A| egy (véges) A halmaz elemszamat.

Az alabb megfogalmazott tétel jobb megértése érdekében leirom elébb annak heu-
risztikus tartalmat. A kovetkez6 problémaval foglalkozunk. Ha adva van filiggetlen,
egyforma eloszlést (&;,7;), 1 < j < n, véletlen vektorok egy sorozata, akkor az n(™ =
(11, ..., M) sorozat ismeretében meg akarunk adni egy olyan viszonylag kevés z(™) ¢ X"
sorozatbdl all6 halmazt, amely nagy valészinfiséggel tartalmazza az €™ = (&1,...,&,)
véletlen sorozatot. Ez azt jelenti, hogy olyan A C X™ x Y” halmazt akarunk definialni,
amelyre a P(£™ ¢ A(y™)|n(™ = y(™) feltételes valészintiség viszonylag nagy, és
az A(y™) halmaz |A(y™)| szdmossaga viszonylag kicsi az y(™) € Y™ sorozatok nagy
részére, azaz az y(™) sorozatok egy olyan alkalmas B C Y halmazéra, amelyre P(n(”) €
B) majdnem 1-gyel egyenld. A tétel azt allitja, hogy ahhoz, hogy a tekintett feltételes
valésziniiségek teljesitsék a kivant feltételt az A halmazt ugy kell vélasztani, hogy
|A(y™)| > 200=e)nH (&) Jegyen minden y™ € B sorozatra. Mésrészt meg lehet adni
a kivant tulajdonsdggal rendelkezé A halmazt tgy, hogy az |A(y(™)| < 2(t+e)mHEln)
egyenlbtlenség teljesiiljion minden y(™) € B sorozatra.

Tétel fliiggetlen valdszintiiségi valtozokbdl allé és egy masik fiiggetlen valdszi-
niségi valtozokbdl allé véletlen sorozat szerint tipikus sorozatok szamardl.
Legyen adva egy (£,m) véletlen vektor, amelynek koordindtdi kézil & értékeit eqy X =
{z1,...,2.} n pedig equ Y = {y1,...,ys} véges halmazon veszi fel. Legyen adva figget-
len és a (§,n) pdrral azonos eloszlasi ((€1,m), - .., (§n, Nn)) véletlen vektorok egy soroza-
ta. Ekkor minden 0 < e, < 1 szampdrhoz van egy olyan ng = ng(g,d) kiszébindex, hogy
minden n > ng szdmra igaz a kévetkezd dllitds. Ha A C X" XY™ olyan halmaz, amelyre
P(((&15---58n), (M, mm)) € Alm = Yjys- s = Yyj,) > 0 minden (y;,,...,Y;,) €
Y™ sorozatra, akkor van olyan By C Y™ halmaz, amelyre P((n1,...,m,) € Bg) > 1 -4,
és az A(yj,,---,y;,) halmaz szdmossdga teljesiti az |A(yj,,...,y;,)| > 2r0—HEM)
egyenldtlenséget minden (yj,, . ..,y;,) € Bo sorozatra.

Igaz a kévetkezd forditott irdanyu egyenlétlenség is. Léteznek olyan A C X™ x Y™
és By C Y™ halmazok, amelyekre P((n1,...,mn) € B1) > 1 -4,

P(((£17'"7571)7(”17"'7”71)) EA|771 :ij"'?n’n :y]n) 21_6

minden (yj,,...,Y;,) € B1 sorozatra, és az A(yj,,...,y;,) halmaz szamossdga teljesiti
az |A(yjy, - y5,)| < 2nOFHE eqyenidtienséget minden (y;,, - .. ,y;,) € B1 sorozat-
ra. A fenti egyenldtlenségekben H(E|n) a & wvaldsziniségi vdltozd feltételes entrdpidjat
jeloli az m valosziniségi valtozora vonatkozolag.

Feladat: Bizonyitsuk be a fenti tétel olyan élesebb formdjdt, amelyben megengedjiik azt
18, hogy az X és'Y halmazok megszimlalhatoan végtelen szamossaguak legyenek.
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A tétel bizonyitdsa. Vezessikk be az r(x;,y;) = P(§ = xi,n = y;), q¢(y;) = P(n =
T

yj) = er(mi,yj) és r(wily;) = P(€ = miln = yj) = "8 1 <i<r 1<) <,
1=

mennyiségeket. Adva egy y™ = (y;,,...,y;,) € Y™ vektor, jelolje s(y(™,j) az y™

sorozatban szerepld y; elemek szdmat, 1 < j < s, és definidljuk a By € Y™ halmaazt,

mint

= {y™ = W), 5): Y™ €Y (™) > (1 - $)ngly)
minden 1 < j < s indexre}.

Ekkor a nagy szdmok térvénye szerint P((n1,...,m,) € Bg) > 1 —4, han > ng egy elég
nagy no = ng(e, ) kiiszobindexszel Definidljuk az £(x(™,y(™) i, j) mennyiséget minden
(™, y ™Y = (i), 2i)s (Yjrs -5 Y5,)) € X" XY™ sorozatraés 1 <i<r,1<j<s
indexekre tigy, mint az (z(™, y(™)) vektorban szereplé olyan (@i Vi), 1 < k <mn, parok
szamat, amelyek egyenléek az (z;,y;) parral. Adva egy y™ = (yj,,...,y;,) € Y
vektor definidljuk a kovetkezé C(y™) C X™ halmazt.

Cly™) = {2 = (z,,...,2; ) (™, y™) e X" x Y™,

o(z™,y™ i 5) > (1 - S)nr(zs,y;) minden 1 <4 <r, 1 <j <s parra}.
Megmutatom a nagy szamok torvénye segitségével, hogy

n 4 n
P((gl,---,gn) EC(y( ))|771 :ij"'?nn:yjn) 21_57 hay( ):(yj17-"7yjn> EBO‘

Ennek érdekében el6szor rogzitek egy ¢ és j szamot, és megmutatom, hogy az n, =
Yjrs---»Mn = Y4, feltétel mellett, ahol y™ = (Yjys---+Yj,) € Bo, annak feltételes

val6szintisége, hogy a (£1,...,&,) sorozat olyan (™ = (x;,,...,x; ) értéket vesz fel,
amelyre az (2™, y(™) vektornak legaldbb n(1 — 5) koordlnataja egyenl$ az (z;,y;)
parral, nagyobb, mint (1 — —) Valéban, ha y(™ € By, akkor e feltételes valészintiség

feltételében s(y™,j) > nq(y;)(1 — £) olyan k index van, amelyre m, = y;. A &
valoszintliségi valtozok egylittes eloszlasa ezen k indexekre a tekintett feltételes eloszlas
szerint megegyezik s(y(™,j) > (1 — $)nq(y;) fiiggetlen, r(-|y;) eloszlédsd valészintisé-
gi valtozo egyiittes eloszladsaval. Ezért ez a sorozat a nagy szamok torvénye szerint
tobb, mint (1 — 52) valészinfiséggel tartalmaz legaldbb s(y(™,j)(1 — £)r(z;,y;) >
n(1 — £)%q(y;)r(zily;) > n(l — 5)r(zs,y;) szdmi z; elemet minden 1 < ¢ < r in-
dexre, ha n > ng(e,d). Mivel ez az egyenl6tlenség minden (7,5), 1 <i<r, 1 <j <s
parra érvényes, innen kovetkezik a bizonyitani kivant egyenldtlenség is.

A most bizonyitott egyenlétlenséghdl és a tétel feltételeibol kovetkezik, hogy tet-

széleges y™) = (yj,,...,y;j,) € By vektorra

VIS

P(((&1-2&n), M1y m0)) € A, (&1, &) €CW ™) = Yjrs -y = yj,) >

Y

ami ugy is irhato, hogy

P((él,,fn)GC( )mA( ))|n1:yjlav77n:yjn)2

Y

IS T



ahol A(y(™) = A(yjy,---,Y;, ). Felhasznalva ezt az egyenl6tlenséget és a C(y™) halmaz
elemeinek a tulajdonsigait belatjuk, hogy |A(y™) N C(y(™)| > 2r(1=e)HEM)  Ennek
érdekében vegyiik észre, hogy tetszéleges y™ = (yj,,...,v;.) € Bo és (ziy,...,2i,) €
C(y™) vektorokra

:L‘(n) i.d
P(é-l:xil;-.-ygn:xin|’r]1:yjl,..,, _y]n HH x2|y] e( 77])
1=175=1
< H H r(wgly;) 1=/ @) = g=n(i=e/2)H(Elm)
i=1j=1

Az utolso két egyenl6tlenségbol kovetkezik, hogy
A o330 > Al 93,) O] > m=e/DHED > p0-omteln),

ha y™ = (yj,,---,¥;,) € Bo.
A masik irdnyd becslést az alkalmas By C Y™ és A C X" x Y™ halmazok definici6-
javal hasonléan bizonyithatjuk. Legyen

=" =W,y 9™ e Y™, s(y™,5) < 1+ S)nalyy)
minden 1 < j < s indexre},

és
A={@"™y") = (@i i) g y5))0 (@™ yM) € X7 x Y™, 4™ e By,
f(ac(”),y(”),i,j) < (1 +e¢)nr(x;,y;) minden 1 <i <r, 1 <j<s parra}.

Az el6z6 eset érveléséhez hasonléan bizonyithatjuk a nagy szamok torvénye segitségével,
hogy P((n1,...,mn) € B1) > 1—9, han > ng, és

P(((flv-"7£n)7(7717"'a77n)> €A|?71 :yj1a"'777’n:yjn)
:P«glv"'vgn)veA<yj17"':yjn)|771 =Yj1s--5Tn :yjn) >1-9

minden (yj,,...,y;,) € By sorozatra. Tovabba
(n)
P(Sl :$1177£n:xln|n1 :yj17"'7 yjn HH ml|y] E(CC 7y 7%])
1=175=1
> H H (1+€)nr(:ruyj) = o~ n(1+e)H(En)
i=1j=1

ha (yj,,...,95,) € B1 és (xiy,...,xi,) € A(y;,--.,Yj,). Felhaszndlva a (trivilis)

P((&1,..,8n) € AWy ¥i)lm = Yjys- M = Yj,) < 1 egyenlétlenséget innen
kapjuk, hogy |A(yj,,...,y;.)| < on(1+e)H(Eln) minden (Yjys---+Yj,) € By sorozatra.
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A most bizonyitott eredményt az el6z0 eredményhez hasonléan a koévetkezoképp
is interpretalhatjuk. Legyen adva egy véges sok értéket felvevs (£,7n) véletlen vek-
tor (valéjaban az alabb megfogalmazott allitds akkor is igaz, ha ez a véletlen vektor
végtelen sok értéket is felvehet, de ezt nem bizonyitottuk be), és fliggetlen véletlen vek-
toroknak egy ezzel a véletlen vektorral azonos eloszldsd, n-hosszisaga (&1,m1), ...,
(&n,mn) sorozata. Ismerve az ny,...,n, valésziniiségi valtozok értékeit, ki akarunk
valasztani viszonylag kevés sorozatot 1gy, hogy ezek egyike majdnem biztos megegyez-
zék a &1, ...,&, véletlen sorozat értékével. A majdnem biztos kivalasztas itt azt jelenti,
hogy rogzitiink egy kis e > 0 szdmot, megadjuk az (ny,...,n,) sorozatok lehetséges
értékeinek egy legaldbb 1 — & mértékii halmazat, és amennyiben az (11, ...,n,) sorozat
ezek valamelyikével egyenlo, akkor kijeloljitk n hosszisidgi sorozatok egy viszonylag
kevés elembdl 4116 halmazét gy, hogy annak a val6szintisége, hogy a (&1, .. ., &,) véletlen
sorozat megegyezik ezek valamelyikével legaldbb 1 —e. A kivélasztott sorozatok hal-
maza fiigghet az (n1,...,n,) vektor értékétél. Azt lattuk be, hogy ezt megtehetjiik
onH(En)+o(n) glkalmasan vélasztott sorozat segitségével, de kevesebbel mér nem. En-
nek az eredménynek megfogalmazhatjuk az alabbi kovetkezményét.

Meg akarjuk nevezni a (&1,...,&,) sorozatokat az ny,...,n, sorozat ismeretében
m = m(n) hosszusagi az ny, ..., n, sorozattdl fliggd vélasztassal 0—1 sorozatokkal tgy,
hogy 1—e¢ valdszintiséggel egy (&1, . .., &, ) sorozatot megneveziink, és rogzitett ny, ..., n,
sorozat megjelenése esetén két kiillonbozo &1, ..., &, sorozat elnevezése kiilonbozo. Ez
lehetséges m = nH (&|n) + o(n) hosszisdgi 0-1 sorozatokkal, de révidebb sorozatokkal
nem. Ezt szokds ugy interpretalni, hogy az ny,...,n, sorozat ismeretében a &1,...,&,
sorozat egyes tagjainak a megnevezéséhez H(&|n) bit sziikséges, azaz az n véaltozok
értékének az ismeretében ennyi informacié kell az egyes & véletlen valtozdk megis-
meréséhez.

Megfogalmazom és bebizonyitom az entrépiaval és feltételes entropiaval kapcsolatos
legfontosabb egyenlétlenségeket. Ezek mindegyike heurisztikus szinten ‘nyilvanvald’
kovetkezménye az entropia és feltételes entropia szemléletes tartalmanak.

Tétel az entréopiaval és feltételes entropiaval kapcsolatos fontos egyenlotlen-
ségekrol. Legyenek &, n és ¢ véges vagy megszamlalhato sok értéket folvevd valosziniiségi
vdltozok. Ezek teljesitik a kovetkezo egyenliotlenségeket:

al.) H(§) >0, és egyenldség akkor és csak akkor érvényes, ha a & valdsziniiségi vailtozd
eqy valosziniséggel eqy konstanssal eqyenlo.

a2.) Ha a £ wvaldsziniségi vdltozé n értéket vesz fel, akkor H(§) < logn. Egyenldség
akkor €s csak akkor érvényes, ha a & valdsziniségi vdltozo dltal felvett xq,...,x,
értékekre P({ = x1,) = 1 minden 1 < k < n indexre.

b.) H(&,n) < H(&) + H(n), illetve kissé daltaldnosabban H(&|n) < H(E). Egyenldség
akkor és csak akkor teljestil a masodik, dltaldnosabb egyenlotienségben, ha £ és n
fiiggetlenek, vagy H(&|n) = oco.

c.) H(n) < H(,,n), illetve kissé dltaldnosabban H(&|n) > 0. Egyenldség akkor és csak
akkor teljesiil a mdsodik, dltaldnosabb egyenldtlenségben, ha & = f(n) valamely f(-)
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fugguénnyel, azaz €& az n fligguénye.

d.) H(|n, () < H(&|n). Abban az esetben, ha létezik olyan a (§,7n) véletlen vek-
tortdl figgetlen Z wvaldszindiségi vdltozo, amelyre ¢ = h(n, Z) valamely alkalmas
h fiigguénnyel, akkor eqyenldséq dall fenn.

Megjegyzés. A feltételes entrépiardl szlé b) és ¢) pontban megfogalmazott egyenlétlen-
ségek akkor is érvényesek, ha H(n) = co. Ebben az esetben ezek az allitdsok tobbet
mondanak, mint a nekik megfeleld az entrépiarél megfogalmazott egyenlétlenségek.

Kovetkezmény.

a.) H(f(§)) < H(E) tetszdleges f(-) figguényre. Vegye fel eqy & valdsziniiségi valtozo
értékeit eqy végtelen X = {x1,x2,...} halmazban, legyen H (&) < oo, és definidljuk
minden K > 1 szdmra egy olyan €5 | valdszindségi vdltozét, amelyre & = x; esetén
) = zj, ha j < K, és ¢E) = o valamely x* # x5, 1 < s < K, értékkel, ha
j > K. Ezzel a vdlasztdssal H(E5)) < H(E), és minden € > 0 szdamhoz létezik
olyan Ko = Ko(e) index, hogy H(¥)) > H(¢) — ¢, ha K > K.

b.) Ervényesch a H(€,n|C) = H(nlé,C) + H(EIC) és H(€,m) = H(nl€) + H(€) azonos-
sagok. Tovabbd H(&,n|C) > H(&|C), és egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha

vagy n = f(&,C) alkalmas f figgvénnyel vagy H(&|¢) = oo. Tovabbd H(&,n|¢) <
H(£[¢) + H(n|¢)-

A kévetkezmény bizonyitdsa. Az a) rész bizonyitdsa: H(§) = H(E, f(§)) > H(f(E))
a tétel c¢) pontja szerint. Innen kovetkezik a H(£(5)) < H(£) egyenlbtlenség, az X
téren definidlt f(z;) = x;, ha j < K, és f(x;) = ¥, ha j > K vélasztassal. Legyen

plx;) = P& = xj), 5 = 1,2,.... A H() = — ) plxj)logp(xr;) < oo feltételbdl
j=1
K,
kovetkezik, hogy létezik olyan Ky = Ky(¢) index, hogy — ZO p(z;)logp(x;) > H(E) —e.

j=1
Ilyen Ko = Ky(e) vélasztéssal igaz az a) rész utolsé allitasa is.

A kovetkezmény b) részében szerepld els6 azonossig kovetkezik a H(E,n|¢) =
> P& =i,n = j,¢ = k)log PEFIE=E 6s H(n|¢, Q) + H(E|Q) = X P(§ =iy =

0,5,k i,5,k
4, ¢ = k)(log P(E’Tgi}z':cjfk:)k) +log P(Ii(:gf,;’“)) relacidkbol. A mésodik azonossag hasonléan
indokolhat6. A b) rész tovabbi allitasa kovetkezik a H(E,n|¢) = H(nl&, ¢) + H(&|C)

azonossagbdl és a tétel c) illetve d) részének az allitasabdl.

Ertsiik meg, hogy az elébb megfogalmazott tétel egyenlotlenségei az entropia és
feltételes entropia szemléletes tartalméanak megfelelé tulajdonsagokat fejeznek ki. Az
al) tulajdonsag azt mondja, hogy a £ valdszintiségi valtozé altal felvett érték megismeré-
séhez pozitiv informacié sziikséges, kivéve azt az elfajulé esetet, amikor £ értéke (ismert)
konstans, és ezért nulla informacié is elegend6. Az a2) allitas szerint egy n értéket felvevd
valészintiségi valtozd értékének a megismeréséhez akkor kell a legtobb informacio, ha
minden értéket egyforma valdszintiséggel vesz fel, amit gy is interpretalhatunk, hogy
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azonkiviil, hogy tudjuk, hogy & n értéket vesz fel, semmilyen plusz informéciénk nincs
annak viselkedésérol.

A b) tulajdonsdg azt fejezi ki, hogy egy n valdszintiségi véltozé értékének az is-
merete csokkentheti egy & valdszintiségi valtozd értékének megismeréséhhez sziikséges
informaciot. Akkor nincs csokkenés, ha £ és n fliggetlenek, és ezért n ismerete sem-
milyen értékes informaciét nem ad & viselkedésérdl. A c) tulajdonsdg szerint egy &
valészintiségi valtozo értékének a megismeréséhez pozitiv informacio sziikséges egy n
valésziniiségi valtozo értékének az ismeretében is. Akkor elég nulla informécié, ha £ az
1 ismert fiiggvénye.

A d) tulajdonsag jelentése az, hogy egy £ valdszintliségi valtozd értékének a megis-
meréséhez kevesebb informacié sziikséges, ha egy 7n valdszinliségi valtozoé értékén kiviil
egy masik ¢ valészinliségi valtozd értékét is ismerjitk. Semmilyen nyereséget nem je-
lent viszont ( ismerete, ha az a mar ismert 7 és egy mind a ¢ mind az n valésziniiségi
valtozotol fiiggetlen valdszintiségi valtozd fliggvénye.

A tétel bizonyitasaban fontos szerepet jatszik egy egyszeru allitas, amelyet a bi-
zonyitas jobb attekinthetésége érdekében kiilon lemmaban fogalmazok meg.

Lemma az zlogz fiiggvény viselkedésérdl. A g(z) = zlogz, ha x > 0, g(0) =
fliggvény egy a [0, 00) félegyenesen folytonos, szigorian konvex fiigguény, amelyre g(0)
g(1) = 0.

A lemma bizonyitdsa. Konnyen ldthatd, hogy g(x) folytonos fliggvény a [0, c0) félegye-
nesen, és ¢g(0) = g(1) = 0. Ezenkiviil ¢"(z) = 10% > 0 minden x > 0 szdmra, ahonnan
kovetkezik, hogy g(x) szigoruan konvex fliggvény.

0

A tétel bizonyitisa. Jeldlje X = {x1,z9,...} a &, Y = {y1,92,...} az n és Z =
{z1,22,...} a ( valdszinliségi véltoz6 értékeit. Az a) b) és c) részben haszniljuk a
p(z;) = P(§ = x;), q(y;) = P(n = y;) és r(z;,y;) = P(§ = zi,m = y;) jelolést. Az al)
allitas nyilvanval6, mert —p(z;)logp(z;) > 0, ha 0 < p(z;) < 1, és 0log0 = 1log1 = 0.
Az a2) &llitas kovetkezik a

—”Z ) > ng (%ép(xi)):ng(%):—logn

egyenl6tlenségbdl, ahol g(z) a lemmadaban szereplé konvex fliggvény. Mivel a g(-) fligg-
vény szigorian konvex egyenléség csak a p(x;) = %, 1 <4 < n, esetben lehetséges.

A b) allitds bizonyitdsa érdekében irjuk fel a

H(¢|n) = Zq 2327]?% log (i, y;) _ _Z ZQ(yj)g (r(a:i,yj))

q(y;) ~\5 q(y;)

<=3 {0 St ) ) = = stte) = (0

% 7
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egyenl6tlenséget. E szamoldsban felhasznaltuk a g(z) = xlog x fiiggvény konvexitasat a

a(y;), a(y;) > 0, 3" q(y;) = 1, sdlyokkal, azaz azt, hogy > q(y;)g(u;) < g | > q(yj)ug-))
J J J

minden u; > 0, ug > 0, ... szadmsorozatra, és a » r(z;,y;) = p(z;) azonossigot.
J

Felhasznélva a g(-) fiiggvény szigoru konvexitasat kapjuk, hogy egyenléség akkor és csak

akkor lehetséges, ha vagy H(&|n) = oo vagy bérmely rogzitett i indexre reiys)

valamely «; szdmmal minden j indexre. Ez azt jelenti. hogy r(x;,y;) = a;q(j), és ezt

az azonossagot Osszegezve a j valtozdéra azt kapjuk, hogy p(x;) = > r(zi,y;) = o,
J

azaz r(z;,y;) = p(x;)q(y;) minden i és j indexre, tehdt a £ és n valdsziniiségi valtozok

fiiggetlenek.

A c¢) allitas bizonyitasa érdekében vegyiik észre, hogy a

H(El) = = Y r(ziry;) log T’(qf’?(_yjy)ﬂ

r@iYi) < 1 relacié
(y])

miatt. Innen kovetkezik, hogy H({|n) > 0. (A fenti Gsszeg tagjainak azonos eldjelét
implicite a b) rész bizonyitdasaban is felhasznaltuk. Ez feljogositott minket arra, hogy a

bizonyitasban vizsgélt 6sszeget a szamunkra megfelel6 médon dtrendezziik.) Egyenloség
r(%i,Y5)
q(y;)

azonossag jobboldaldn csak nem-pozitiv tagok szerepelnek a 0 <

csak akkor lehetséges, ha mindegyik = tag vagy nullaval vagy eggyel egyenls. Ez

azt jelenti, hogy létezik egy olyan i(j) index, hogy %y;’)yj) =1, azaz P(§ = z;(;)|n =

y;) = 1. Ezért egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha £ = f(n) valamely alkalmas
f fiiggvénnyel.

A d) rész allitasanak vizsgalataban vezessiik be a p(z;) = P(§ = ;) és q(y;) =
P(n = y;) mennyiségek mellett az u(z;,y;) = P(§ = zi,n = y;), v(y;j,2x) = P(n =
Yj, ¢ = z) valamint a t(x;,y;,2x) = P(§ = 3,1 = y;,( = 2,) mennyiségeket is.
Ezekkel a jelolésekkel felirhatjuk, hogy

Mm@ == 2t zts T
- 5 (S, )
o (S (523
E (2 )
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== P({=uain=y;)log P—(;:

Zi,Yj

E szdmoldsokban felhasznaltuk azt, hogy a g(-) fliggvény konvex, Z ”(qy(fy’j)’“) = 1,

és Z t(w;’(zj’zk) = “f}“g;?; ). A kapott egyenlStlenségben azonossigot 1rhatunk abban
J J

a spe(nahs esetben, ha %’—Jig“) = «(i,j), azaz, ha ez a tort csak az csak az x;

és y; valtozotdl fligg. Ez az egyenléség teljesiil abban a specidlis esetben, ha ( =

Z, ahol Z a (&,m) vektortdl fiiggetlen valdsziniiségi valtozd, mert ekkor W—JZ:;“) =

P =T;,N= j,Z:Z . P =T;,N= j P Z:Z _ . . . . .
(gp(nzzjz:zh) B = “P(njngcz(m ) a(i,j). Ha ¢ = h(n,Z) egy ilyen tulaj-

donsigu Z valdszintiségi valtozoval, akkor a mar bizonyitott allitasok alapjan felirhatjuk,

hogy H(&|n) = H(Eln, Z) = H(E[n, Z,¢) < H(Eln,¢) < H(E|n). Ezért az utolsé formu-
lasorozatban mindeniitt egyenldség van, és H(&|n, () = H(&|n).

Feladat:

Legyen &1,...,&, egy Markov ldnc. Bizonyitsuk be, hogy H({,|6n—1,...,&1) =
H(&n‘gn—l)-

t(zi,Y;5,2k)

v(Y;,2k)
got, ahol a t(z;,y;, 2x) és v(y;, z) fliggvényeket a kovetkezo &, n és ¢ valdsziniiségi
valtozdk segitségével definidljuk: & = &, 1 = {1, ¢ = (&n_a,...,&1). A kivant
azonossag kovetkezik a Markov tulajdonsagbodl.

Segitség: Lassuk be a d) rész bizonyitasaban szerepld = a(i, j) azonosséa-

Kiegészités: Figgetlen, értékeiket esetleg végtelen halmazban felvevd valdsziniiségi vdl-
tozokbol allo tipikus sorozatok szamdnak a becslése.

A fiiggetlen valdsziniiségi vdaltozokbdl dallo tipikus sorozatok szdmdrdl szol6 tételben becs-
lést adtunk arra, hogy hany tipikus sorozatot tartalmaz egy £ valdszintliségi valtozoval
azonos eloszlasu fliggetlen valdszintiségi valtozok &1, ..., &, sorozata. Pontosabban fo-
galmazva azt becsiiltiik meg, hogy rogzitve egy kis ¢ > 0 szdmot koriilbeliil hany
sorozatot tartalmaz a (&,...,&,) véletlen sorozatok egy 1 — ¢ mértékii alkalmasan
vélasztott részhalmaza. A vélasz a £ valdszinliségi valtozé H(&) entrépidjatol figg.
Ezt az eredményt csak abban az esetben lattuk be, ha a & valdszintliségi valtozd csak
véges sok értéket vehet fel. Ugyanakkor természetes azt varni, hogy a tétel allitasa
érvényes megszamlalhatoan végtelen sok értéket felvevo & valdszintiségi valtozd esetén
is. Belatjuk, hogy ez tényleg igy van. Az egyszerii fogalmazas érdekében feltessziik, hogy
H(§) < oo, hiszen minket valéjdban csak ez az eset érdekel. A kovetkezd eredményt
fogom bebizonyitani.

Tétel fiiggetlen, véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok értéket felvevo
valoszintiségi valtozokbol allé tipikus sorozatok szamardl. A fiiggetlen vald-
sziniségr valtozokbol dllo tipikus sorozatok szamarol megfogalmazott tétel allitdsa akkor
15 érvényes, ha az abban szereplo & wvaldsziniiségi vdltozo értékeit valamely véges vagy
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végtelen X = {x1,x2,...,} halmazon veszi fel, és minddssze annyit teszink fel rola,
hogy H (&) < oo.

A tétel bizonyitdsa. Definidljuk a p(zx) = P(§ = xy), k = 1,2,..., figgvényt, és
adva fiiggetlen a & valdszinliségi valtozéval azonos eloszlasu, fiiggetlen valdszintiségi
valtozoknak egy &1,. .., &, sorozata vezessiik be a (; = —logp(§;), 1 < j < n, valdszi-
niiségi valtozékat. Vegyiik észre, hogy E(; = H(§), és a nagy szamok (gyenge) torvénye
alapjan

1 n
EZQ = H(¢), han— oo,
j=1

ahol = sztochasztikus konvergenciat jeldl. Jelolje ni(n) a &, ..., &, sorozatban szereplé
z elemek szamat. Ekkor az elébb felirt formula ekvivalens a kovetkezo allitdssal:

%Z(nk(n) —np(xy))logp(zr) = 0, han — oo, (A1)
k

Megmutatom, hogy a (A1) relaciébdl kovetkezik a tétel allitasa. E célbdl valasszunk
olyan g, — 0 és 9,, — 0 sorozatokat, amelyekre

P ( > " (ne(n) — np(y)) log p(a) | > nen> < by (A2)
k
Ez az (A1) reldcié érvényessége miatt megtehets. Adva egy (™ = (jy,...,mj,) € X
sorozat jelolje s(k:,ac(”)) azon 7, 1 < r < n, indexek szdmdt, amelyekre x; = z.
Definidljuk minden n = 1,2, ... indexre az

Ai(n) = {x(") = (xj,,...,25,): ™ e X" Z(s(k,x(")) —np(zk))logp(zy) < nsn}

k=1

és

As(n) = {x(”) = (xj,,...,25,) ™ e xm Z(s(k,m(”))—np(mk))logp(xk) > —nen}
k=1

halmazokat, ahol &,, megegyezik az (A2) formuldban szerepl§ ¢,, szdmmal. Vegyiik észre,
hogy mivel (& (w),...,&n(w)) = (), .-, 35, ), o™ = (z,,...,2;,)) esetén nx(n)(w) =
s(k, ™). Ezért az (A2) formula alapjan P((&1,...,&,) € Aj(n)) > 1 -6, >1—6/2
mind j = 1 mind j = 2 indexszel, ha n > ng(d, ) alkalmas ng kiiszobindexszel. A
f6 részben ismertetett bizonyitast alkalmazhatjuk a most targyalt esetben is minimalis
valtoztatdsokkal, ha megmutatjuk, hogy egy (™ = (j,,...,25,) € X" vektorra

P((€1,. ., 60) = (zj,,...,x5,)) <27"U=HE - ha o) — (g, x;) € Ay(n).
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P((&1,. . 60) = (zj,, ... xj,)) > 27" UHHE - ha o) — (g5 0 x;) € Ag(n),

feltéve, hogy n > ng(e,d) egy alkalmas ng kiiszobindexszel. Ezekbél az egyenl6tlensé-
gekbdl ugyanis a f6 részben ismertetett bizonyitas modszerével kovetkezik a szamunkra
sziikséges becslés az A;(n) illetve az Ay(n) halmaz elemszamara.

A kivant becslések bizonyitdsdnak az érdekében irjuk fel az aldbbi azonossagot
minden 2" = (z;,,...,7;,) € X" vektorra,

P((fla--'agn) = (le,...,illjn))

Ol s(k,xz(™ 1 np (z Ol s(k,x(™)—npy (z
— Hp(l'k:) (k™) — Hp(l“k) pr () Hp(-rk) (k,2'™) —npi(z)
k=1 k=1

oo

= exp {@ > nplax) 10gp(fck)} exp { . > (s(k,a™) = np(xy)) logp(xk)} :
k=1

log 2 —

Innen kovetkezik, hogy

P((&1,. . 60) = (T, .., x5,)) < 27HE)  gnen > 9=n(l=¢/2)H(S)
minden (") = (x;,,...,2;,) € Ai(n) vektorra, és

P((&1,...,60) = (zj,,...,xj,)) > 2 HE . gmnen > g—n(l+e)H()

minden (™) = (z;,,...,2; ) € As(n) vektorra, ha n > ng(e,§). Innen kévetkezik, hogy
az Ai(n) és Ap(n) halmazok elemszama, teljesiti az [A1(n)| > 21— H(E) &5 |Ay(n)| <
2n(14e)H(E) egyenlbtlenségeket. S6t az is igaz, hogy amennyiben B C X" olyan halmaz,
amelyre P((£,...,&,) € B) > 6, akkor |A;(n) N B| > 2r(1—2)H(E),

2. Forraskddolas és dekddolas.

Az informacidelmélet egyik legfontosabb problémaja a kovetkez6 kédolasi problémanak
nevezett kérdés. Legyen adva valdszinliségi valtozok valamely &1,&s,... véges vagy
végtelen sorozata, amelynek tagjai értékiiket valamely X véges vagy megszamlalhatéan
végtelen szamossidgli halmazban veszik fel. A &;,&> ... sorozatot forrdsnak, a &; va-
16szintiségi valtozok &altal felvett értékek X halmazéat pedig (forrds) ABC-nek szokdas
nevezni az irodalomban. Ennek a &1,&; ... sorozatnak az értékeit szeretnénk kozolni
valakivel, akit felhasznalénak neveziink. E cél elérése érdekében bizonyos jeleket le-
adunk a felhasznalonak, aki ezeket a jeleket, esetleg némi hibaval, megkapja. Azt az
apparatust, amely ezeket a jeleket tovabbitja csatornanak nevezziik. A felhaszndlo, a
csatornan keresztiil megkapott jelek segitségével megprébalja rekonstrualni az eredeti
£1,&, ... lizenetet. Tegylik fel, hogy a kiinduld &71,&s,... sorozat egymas utani jelei
megérkeznek bizonyos sebességgel, és mi le tudjuk adni a csatornan a jeleinket a fel-
hasznalénak bizonyos sebességgel. A kérdés az, hogy mikor tudjuk egy a felhasznaloval
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korabban egyeztetett modszer segitségével elérni, hogy 6 a kapott jelsorozat segitségével
viszonylag kis hibaval rekonstrudlni tudja az eredeti &1, &, ... forrast.

Az elobb megfogalmazott kddoldsi probléma egy tipikus esete az, ha egy szoveg
egymas utdni betiii érkeznek (a szokozi sziineteket kiilon jelnek tekintjiik), és ezt a
folyamatosan érkezo szoveget akarjuk kozolni egy téliink tavol levo ismerosiinknek. En-
nek érdekében le tudunk adni egymas utan 0 és 1 jeleket egy tavirén. Azt akarjuk elérni,
hogy ismerdsiink, aki e jeleket megkapja képes legyen viszonylag pontosan rekonstrualni
az eredeti szoveget még akkor is, ha a jeltovabbitasban idénként hibak lépnek fel. Azt
vizsgaljuk, hogy ez mikor lehetséges. Célszerli az egyes betliknek bizonyos jelsorozatot
(kédot) megfeleltetni. Ugy kivénjuk ezt tenni, hogy ismerésiink képes legyen a kapott
jelsorozat segitségével viszonylag pontosan rekonstruélni (dekédolni) az eredeti soroza-
tot még akkor is, ha a leadott jelsorozat egyes jelei hibdsan érkeznek meg hozza.

Célunkat elérhetjiik példaul ugy, hogy mindegyik betiinek ugyanolyan hosszi és
egymastodl kiillonbozo kodszot feleltetiink meg, és mindegyik kddszét egymas utan szaz-
szor kiildjiik el a csatornan. Ekkor kicsi annak a valdszintisége, hogy egy ilyen 100-szor
elkiildott jel az esetek tobbségében helyteleniil érkezik, igy ismerdsiink nagy valdszinti-
séggel rekonstrudlni tudja az eredeti tlizenetet. A probléma az, hogy ilyen modszerrel
az lzenet tovabbitasa tulsdgosan sok idot vesz igénybe, és ezért esetleg nem tudjuk
kovetni az eredetileg érkezé jelsorozat sebességét. Célunk tehat az, hogy egy olyan
modszert dolgozzunk ki, amelynek segitségével az eredeti hirforrast viszonylag gyorsan
és pontosan meg tudjuk ismertetni a felhasznaloval. A moédszer kidolgozasandl érdemes
figyelembe venni azt, hogy a (véletlen) &1, &,, ... forrds milyen valdszintiségi torvénynek
tesz eleget, illetve, hogy milyen valésziniiséggel kovetkeznek be bizonyos hibak, amikor
a jeleket leadjuk a csatornan.

Az elébb megfogalmazott kodolasi problémét érdemes két probléma vizsgalatanak
a segitségével megoldani. Az els6 probléma a kovetkezd. Adva egy rogzitett n szam, és
egy rogzitett V- = {vq, vq, ... } véges vagy megszamlilhatéan végtelen halmaz, tekintsiik
a

Eint1s > &inr1)s 1=1,2,...,
blokkokat. Valaszuk ki ezenkiviil a V' halmazbeli elemeket tartalmazd n-hosszisagu
sorozatoknak egy alkalmas A = A(n) C V" részhalmazat. (Itt, és a tovabbiakban,
V™ jeloli a V' halmazbeli, és X™ az X halmazbeli elemeket tartalmazé n hosszisagu
sorozatok halmazat.) Olyan f: X™ — A(n) és g: A(n) — X" fliggvényeket keresiink,
amelyekre

P(g(f(&nt1s -5 €a+1n)) = (Eny1s - €ut1)n)) =1 —€  minden [ =0,1,... indexre

(2.1)
egy kis fix e > 0 szdmmal. Ha taldlunk ilyen f,g) fiiggvénypart akkor f(-) fiiggvényt
kédfiiggvénynek, az f(zp1),...,Tpm)) sorozatot az xp(1),...,Tp) sorozat kédjanak

nevezzik, a g(-) fiiggvényt pedig dekédolé fiiggvénynek hivjuk. Ebben az esetben azt
mondjuk, hogy e-nal kisebb hibdval kédoltunk.Olyan A(n) C V™ halmazt és a (2.1) for-
mulat teljesité f(-), g(-) fiiggvénypart szeretnénk talalni, amelyekre az n blokkhossztdl
fiiggé A(n) halmaznak viszonylag kicsi az elemszama. E feladat megoldédséat nevezziik
forras kédolasnak és forras dekodolasnak.
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A masodik feladat arrdl szol, hogy amikor a forras kodolasaként kapott sorozat
értékét alkalmas csatorna esetleg hibas kozvetitése segitségével kozoljiik a felhasznaloval,
akkor 6 hogyan tudja viszonylag kis hibaval rekonstrudlni a csatornan keresztiil elkiildott
sorozatot. FEzt a feladatot, amelyet csatorna kdédolasnak és dekddoldsnak neveznek a
kovetkezo fejezetben fogom targyalni, és magat a feladatot is csak ott fogom pontosan
megfogalmazni.

E fejezet témaja a forrdas kodolas és dekodolas. Csak azzal az esettel fogok foglal-
kozni, amikor a &1,&s, ... forras fiiggetlen és egyforma eloszlasu véges vagy megszamlal-
hatéan végtelen sok értéket felvevo valdszinliségi valtozok sorozata. Ebben az esetben
egy jo forras kodolas és dekddolas megtaldlasa viszonylag egyszerii feladat, az konnyen
megteheto az el6z6 fejezet eredményeinek a segitségével. Targyalni fogom tovabba ennek
a feladatnak egy onmagaban is érdekes véltozatat, amelyben egy véletlen sorozatot
akarunk viszonylag rovid sorozattal tigy kodolni, hogy az hibatlanul dekédolhato legyen.
A kédolt sorozat hossza fiigghet a véletlentol, és e véletlen szohossz varhatd értékét
szeretnénk kicsivé tenni.

Megfogalmazom ezt a mddositott feladatot pontosabban. Legyen adva egy & va-
16szintliségi véltozo, amely értékeit egy véges X = {z1,...,xp} halmazban veszi fel,
és amelynek ismert a P(§ = z;) = p(i), 1 < i < M, eloszlasa. (Az egyszerliség
kedvéért feltettem, hogy a & valdszinliségi valtozd X értékkészlete egy véges halmaz,
bar tobb alabb ismertetendd eredmény akkor is érvényes, ha az X halmaz szamossiga
megszamldlhatéan végtelen is lehet.) Legyen adva egy véges d-elemt Y = {y1,...,yq4}
halmaz, amelyet a tovabbiakban ABC-nek fogunk nevezni, és a £ valészintiségi valtozo-
val azonos eloszlasu &1, ..., & valdszinliségi valtozdéknak egy sorozata. Nevezziik az Y
halmaz elemeibdl all6 véges y;,, ..., y;, sorozatokat szavaknak. Minden z; € X elemnek
meg akarunk feleltetni egy u(x;) = y](.?, - ;i)(i)
allé sorozatot, amelyet az x; sorozat nevének fogunk nevezni. Ugy kivanjuk ezt a
megfeleltetést csindlni, hogy ha egymds utan felsoroljék nekiink egy z;,, ..., z;, sorozat
elemeinek u(x;, ), ..., u(x; ) neveit, akkor képesek legyiink ennek alapjén az z;,, ..., z;
sorozatot egyértelmtien rekonstrudlni. Az ilyen z; — u(x;), x; € X, leképezéseket
egyértelmien dekddolhatéd kdédolasoknak fogjuk nevezni. Ennek pontos definicidjat
alabb ismertetem. Azzal a kérdéssel fogunk foglalkozni, hogy milyen kicsivé tudjuk
tenni egy egyértelmiien dekédolhaté x; — w(x;), 1 < i < M, kédolas n(i) hosszanak a

n(7) hosszisigi Y halmaz elemeibdl

M
vérhaté értékét, azaz a »_ p(i)n(i) mennyiséget.
i=1

Az egyértelmiien dekédolhaté kédolas definicidja. Legyen X = {x1,z2,...}
eqy véges vagy megszdmldalhatoan végtelen szamossdgu halmaz és'Y = {y1,...,ya} egy
mdsik d elemszami halmaz (ABC). Eqy az X halmaz elemeit az Y halmaz elemeibdl
dll6 véges elemszdmi u(w;) =y .. .y§j3(i)
nak az'Y ABC szavaival végzett egyértelmiien dekddolhatd kodoldsanak nevezink, ha
minden T, ..., 2, | = 1,2,..., 2;, € X, 1 < j <1, sorozatnak az u(x;)), ..., u(x;)

sorozatot megfeleltetve teljesil az u(xi,),...,u(x;, ) # u(xgl),...,u(a:;b) reldacid, ha

sorozatokba képezd leképezését az X halmaz-

Tiyyeens Tiy F Tipsee ,xélZ. (Megjegyzem, hogy az u(x;) sorozat n(i) hossza figghet az
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x; € X elemtdl.)

El6szor az eredeti kédolasi feladattal foglalkozom. Megfogalmazom azt az eredményt,
amely megadja, hogy milyen N(n) elemszami A(n) C V™ halmaz segitségével lehet
megadni valamely fiiggetlen, egyforma eloszlasi &1, .. ., &, valdsziniiségi valtozokbdl allo
forrasnak egy e-nal kisebb hibaju, azaz a (2.1) relaciét teljesité f(-) kédolasat és g(-)
dekddoldsat. A most ismertetett tétel valdjaban az el6zo fejezet bizonyos eredményeinek
egyszerli kovetkezménye.

Tétel fiiggetlen, egyforma eloszlast valdszintliségi valtozokbol allé forras kis
hibaju kdédolasardl és dekodolasarol. Legyen £ egy értékeit valamely véges vagy
megszdmldalhatéan végtelen szamossdgi X = {x1,xa,...} halmazon félvevd valdszind-
ségi wvdltozo, &1,...,&, pedig flggetlen, a & wvaldsziniségi valtozoval azonos eloszldsi
valdszinidségi vdltozok sorozata. Legyen ezenkivil adva eqy V- = {v1,vs,...} halmaz.
Jelolje X™ az X halmazbol, V" a V halmaz elemeibdl dallo n hosszusagu sorozatok
halmazat. Vidlasszunk eqy N = N(n) elemszdimi A = A(n) C V™ halmazt. Min-
den ¢ > 0 és 0 > 0 szdmhoz létezik ng = no(e,d) kiiszobindex gy, hogy ha n > ng
és N(n) > 20+0HEn = gkkor léteznek olyan f: X" — A(n) és g2 A(n) — X"
fliggvények, amelyekre P(g(f(&1,y...,&n)) = (&1,...,&)) = 1 —e.  Megforditva, ha
N(n) < 20=0HEn ésn > ng(e,d) akkor minden f: X™ — A(n) és g: A(n) — X
fiigguénypdrra P(g(f(&1,---,&n)) = (€15---,&n)) < €.

Bizonyitds. Lattuk a fliggetlen valdszintiségi valtozokbdl all6 tipikus sorozatok szamarol
sz616 tétel bizonyitasiban (ha megszdamldlhatéan végtelen szamossdgu halmazokkal aka-
runk dolgozni, akkor e tételnek a kiegészitésben targyalt altaldnositasat kell tekin-
teniink), hogy n > ng(g,d) esetén létezik olyan B C X™ halmaz, amelyre az B halmaz
kevesebb, mint 201+ H (O glemet tartalmaz, és P((&1,...,&,) € B) > 1—e¢. Vélasszunk

egy ilyen B halmazt, és soroljuk fel az elemeit, mint B = {x@ , xén), e a:g\?()n)

N(n) < 20+9nHE) szammal. Soroljuk fel az A(n) halmaz elemeit is, mint A(n) =
{vgn),v("),...,vﬁ()n)}. Ha N(n) > 20+)HEn 45 n > ny(e,§) akkor N(n) < N(n).
Definidljuk ebben az esetben az f(z) fiiggvényt egy olyan =z = (z1,...,z,) € X"

} valamely

elemre, amelyre x € B, és ezért felirhaté = = :cén), 1 < k < N(n), alakban, tgy
mint f(x) = f(:c](cn)) = v,in). Ha z ¢ B, legyen f(z) = v\™. Definidljuk a g(v,(cn)))
fliggvényt, mint g(vlin)) = xé”), ha k < N(n). Ha N(n) < k < N(n), akkor a g(vlgn))
fiiggvényt tetszéleges médon definidlhatjuk. Ilyen vélasztéssal P(g(f(&1,...,&)) =

(&,--2 &) = P((&,....&) €B) > 1—¢.

A tétel masodik felének bizonyitdsaban azt hasznaljuk ki, hogy n > ng esetén
létezik olyan B C X" halmaz, amelyre P(((1,...,&,) € B) > 1 — 5, 6sa B halmaz
elemei viszonylag nagy valésziniiséggel jelennek meg. Pontosabban, P(({1,...,&,) =
(24, 25,)) <27 DHOM a7 (2. . ;) € B vektorokra. Ha N(n) < 2(=0)H(n
esetén is lenne olyan f(-), g(-) fiiggvénypar, amelyre P(g(f(&1,---,&n)) = (§1,.-.,&n)) >
g, akkor létezne olyan By C X™ halmaz, amelyre P(({1,...,&,) € By) > ¢, és az Osszes
r = (z;,,...,xj,) € By vektor f(x) € A(n) képe kiilénboz6 lenne. (A By halmazt
ugy vélaszthatjuk, mint azon = € X" vektorok halmazdit, amelyekre g(f(z)) = x.)
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Ekkor az is igaz lenne, hogy P((&1,...,&,) € BoN B) > 5, és minden x € By N B
vektorra P((§1,...,&n) =) < 2-(1=HEn Innen kévetkezne, hogy az By N B halmaz
elemszdma nagyobb, mint %2(1*%”{(5)” > 2= H(En ha n > ng(e,§). Ez ellentmond
annak, hogy minden = € By N B vektor f(x) € A(n) képe kiillonb6z8, mert az A(n)
halmaz elemszéama N (n) < 20-9)H(En

Megjegyzés. Mivel a tekintett &1,&s,... sorozat fiiggetlen és egyforma eloszlasu valo-
szintiségi valtozokbdl &ll, ezért az el6zo tétel eredményét alkalmazhatjuk nemcsak a
(§1,...,&n) hanem a (§nq1, - .-, €4+1)n) sorozatra is minden [ = 1,2, ... indexre. Ezért
a (2.1) relécié is teljesiil egy alkalmas f(-), g(-) fiiggvényparral, ha az A(n) halmaz N (n)
elemszdmara N (n) > 20+DHEON 65 > ng(e,8). Tovabbd P(9(f (Entts-- -+ Euriyn)) =
($int1s -+ > &a+1)n)) < e minden [ = 0,1,... indexre és f,g fiiggvénypérra, ha N(n) <
2U=NHEON ¢5 n > ng(e, ).

Ratérek az egyértelmiien dekddolhaté kédok vizsgalatara. Azt vizsgaljuk, hogyan lehet
egy M elembdl all6 X = {z1,...,zp} halmaz elemeit, pontosabban ezen elemekb6l
allé sorozatokat hibatlanul kédolni és dekdédolni viszonylag rovid kédokkal egy d elemii
Y = {y1,...,ya} ABC segitségével. Az altaldnossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy Y = {1,...,d}. Erdemes bevezetni a kivetkezs fogalmat.

Prefix kédok definiciéja. Legyen adva eqgy X = {x1,...,xzp} halmaz, és eqgy Y =

{1,...,d} ABC. Feleltessiink meg minden x; € X elemnek egy u(z;) = jii), . .jfli()i),

1< js(z) <d, 1< s <n(i), sorozatot. Azt mondjuk, hogy ez a megfeleltetés az X halmaz
elemeinek prefix kédja, ha nincs olyan x, € X, x, € X pdr, amelyre az u(x,) sorozat
az u(xy) sorozat megszoritdsa annak elejére, azaz semmilyen x,, x, pdrra nem lehet
megkapni az u(x,) sorozatot gy, hogy alkalmas szami jelet letorlink az u(xq) sorozat
vEGETol.

Fontos lesz szamunkra az alabbi lemma&aban megfogalmazott egyszeri észrevétel.

Lemma a prefix kédok egy tulajdonsagardl. Minden prefix kod egyértelmiien de-
kédolhato kad.

Bizonyitds. Ha egy x1,...,x, sorozatnak egy wu(zi),u(z2),...,u(x,) prefix kod felel
meg, akkor a prefix tulajdonsag alapjan meg tudjuk allapitani, hol fejezodik be e sorozat-
ban az u(xy), sorozat, és igy azonosithat6 az x; jel. Ezutan rekurziv médon meg tudjuk
hatarozni egymés utan az xo, xs, ... értéketet is.

Léteznek nem prefix, de egyértelmiien dekddolhaté kédok. Példaul, ha X két elemi
halmaz, és D = {1,2} vélaszthatjuk z; kédjdnak az 1, xo kédjanak az 1,2 sorozatot.
Vagy z; kdédjanak az 1, xo kédjanak az 1,...,1,2 sorozatot, ahol az 1 jeleknek egy
n hosszisagu sorozatat vettiik a 2 jel el6tt egy tetszOleges (ismert) pozitiv egész n
szammal. Fzek egyértelmiien dekddolhatd, de nem prefix kodok. Viszont, mint latni
fogjuk, minden egyértelmiien dekédolhaté kddhoz lehet talalni egy legalabb ugyanolyan
jo prefix kodot, ezért figyelmiinket koncentralhatjuk a prefix kodokra. Ezeknek meg-
van az az elonyiik is, hogy gyorsan dekddolhatéak. Ha egymadas utan megérkeznek
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az Tj,, Tj,,--., jelek prefix kdédjai, akkor mihelyt megérkezett egy jel kdédja, azonnal
dekodolhatjuk azt. Nem prefix, de egyértelmiien dekddolhaté kodok esetében a helyzet
bonyolultabb. Példaul, ha a két elem X halmaz x; elemének a kddszava 1, az x5 elem
kédszava 1,...,1,2, (n darab 1 jellel), akkor egy 1 jel megérkezése utan lehet, hogy
még n jel megérkezését is meg kell varni, és csak azutan tudjuk eldonteni, hogy ez az
1-es jel az x1 kddszava vagy az xo kddszavanak az elsé eleme volt-e. Egyébként 1étezik
egy mddszer annak eldontésére, hogy mikor dekddolhaté egy kod egyértelmiien, (lasd
(Robert Ash: Information theory, Theorem 2.2.1), de erre a meglehet&sen bonyolultan
bizonyithaté eredményre nem lesz sziikségiink. Ezért azt nem targyalom.

A kovetkezd eredményben, amelyet Kraft—egyenlotlenségnek is hivnak az irodalom-
ban, megadjuk, hogy milyen hossziak lehetnek egy prefix kéd kédszavai.

Tétel egy prefix kéd szavainak lehetséges hosszardl. (Kraft egyenlGtlenség.)
Legyen X = {x1,...,xp} egy M elemi halmaz, és legyen u(x;), 1 <i < M, e halmaz
egy prefix kédja azY = {1,...,d} d-elemi ABC-vel. Jeldlje n(i) az u(x;) sz6 kédhosszat.

M
Ekkor teljesiil a Y d=™%) < 1 egyenlbtlenség. Megforditva, ha az n(i), 1 < i < M,
i=1

M .
pozitiv egész szamok sorozata teljesiti a d—™) <1 egyenlbtlenséget, akkor létezik az

=1
X halmaz elemeinek olyan u(x;), 1 < i < M, prefiz kédja azY = {1,...,d} d-elemi
ABC-vel, amelyre az u(x;) $z6 kédhossza n(i).

Bizonyitas. Feltehetjik, hogy az x; € X elemek tgy vannak indexelve, hogy n(1) <
n(2) <--- <n(M). Ha adva van egy u(xz;), 1 < i < M, prefix kéd, akkor minden egyes
u(z;) kédszonak feleltessiik meg az Gsszes olyan n(M) hosszisagu, az Y = {1,...,d}
halmaz elemeibdl all6 sorozatok halmazat, amely sorozatok az u(x;) kédszé folytatdsai.
Az u(x;) kédszénak d»M)=m() ilyen folytatdsa van, és az u(-) kéd prefix tulajdonsiga
miatt {ly médon csupa kiillonboz6 n(M) hosszisagi az {1,...,d} halmaz elemeibél allé

M .
sorozatot kapunk. Mivel ésszesen d™(M) ilyen sorozat van, ezért > M) —n(i) < gn(M)
i=1

M .
Innen d™™)-mel osztva megkapjuk a > d—™) < 1 egyenlbtlenséget.
i=1

M .
Ha adva van egy 1 < n(l) <n(2) <---<n(M)a ), d—"(") < 1 egyenlétlenséget
i=1
teljesito sorozat, akkor a kovetkez6 médon tudunk a kivant hossziusiagu kodszavakbol allo

prefix kédot konstrudlni. Legyen u(zq) tetszéleges n(1) hosszisigi az Y = {1,...,d}
halmaz elemeibdl &ll6 sorozat. Az i valtozd szerinti indukciéval definidljuk az wu(x;)
kédszavakat ugy, hogy az u(xy),...,u(r;) kédszavak az X; = {x1,xs,...,2;} halmaz
prefix kodjat alkossdk. Ha az 7 — 1 indexre talaltunk ilyen kédszavakat, akkor a prefix
tulajdonsig megérzéséhez az indukcié i-ik 1épésében elég olyan n(i) hosszisagu u(z;)
kédszoét taldlni, amely nem folytatdsa egyik u(x;), 1 < j < i — 1, kédszénak sem. Ez
azt jelenti, hogy az d™®) darab n(i) hossziisigl, az Y = {1,...,d} halmaz elemeibdl

i—1 ) )
all6 sorozat kozill S d*()—"0) sorozat vélasztdsa van tiltva. Akkor tudunk egy kivant
Jj=1
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7;_1 . . .
tulajdonsagi u(z;) sorozatot (kédszét) valasztani, ha S d*®="0) < d™¥  azaz, ha
j=1
Z;;ll d—"9) < 1. Az adott feltétel mellett ez a tulajdonsig minden 2 < i < M indexre
teljestil. Ezzel belattuk a tétel masodik allitasat is.

A kovetkezé eredmény azt allitja, hogy adott szohosszisagu kodszavakkal ren-
delkez6 prefix kodok létezésének ugyanaz a feltétele, mint annak, hogy létezzen ilyen
hossziisagu kédszavakkal rendelkezo egyértelmiien dekddolhatd kod.

Tétel egyértelmiien dekddolhaté kodok létezésének sziikséges feltételérol.
Legyen X = {x1,...,xp} eqy M elemi halmaz, és legyen u(x;) e halmaz eqy egyértel-
mien dekédolhato kddja azY = {1,...,d} d-elemid ABC-vel. Ekkor az u(x;) kédszavak

M .
n(i) kédhosszai teljesitik a > d~™) < 1 egyenlétlenséget.
i=1

Bizonyitds. Jelolje wj azon z; € X, 1 < ¢ < M, pontok szdmat, amelyek u(z;)

M .
kédszavanak a hossza n(i) = j, és legyen r = sup n(i). Ezzel a jeloléssel 3 d—™() =
1<i<M i=1
r . T .
> wjd™?, és a bizonyitandé egyenlétlenség > w;jd™? < 1 alakban is irhaté. Ezen
j=1 Jj=1
egyenlotlenség igazolasa érdekében vegyiink egy pozitiv egész p szamot, és irjuk fel a
p

r pr

ij'd_j = (wld_l + -+ wrd_T)p = Zde_k

j=1 k=p
azonossagot, ahol

Ny = Z Wiy - Wiy, p<k<pr

(il,...,ip): i1+ Fip=k

Azt allitom, hogy teljesiil az N, < d* egyenl6tlenség minden p < k < pr indexre.
Valéban, az w;, ...w;, szorzat azon u(z;, ), ..., u(r;,) kédszésorozatok szamaval egyenld,
amelyekre n(ly) = i1, ..., n(lp) = ip. Ezért Ny egyenld azon u(xy,),. .., u(z;,) kédszo-
sorozatok szamaval, amelyek Osszhossza k-val egyenld. Az egyértelmii dekédolhatdsag
miatt az Osszes el6bb felsorolt kddszdsorozat kiillonbozo, ezért szamuk kisebb, mint az
Osszes lehetséges k hossziusagi az Y = {1,...,d} halmaz elemeit tartalmazé sorozat
szama. Ezért N, < d*, amint allitottuk.

A fenti Osszefliiggésekbol kovetkezik, hogy

p
T pr
dowid | <Y dbdF = (p(r—1)+1) <pr,
=1 k=p

ezért

T
ijd*j < (pr)"/? minden p =1,2,... szdmra.
j=1
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Innen p — oo hataratmenetet véve azt kapjuk, hogy

A7 < i 1/p _
;w]d < pli)rgo(pr) 1,

ahonnan kovetkezik a tétel allitasa.

A bizonyitas gondolatanak jobb megértése érdekében érdemes megjegyezni, hogy a
P
r .
S wid=7 | kifejezés becslésében felhasznalt Ny < d* egyenldtlenség indokldsa azon
Jj=1

alapult, hogy a k < pr hosszisdgu kddszavak egyértelmiien dekédolhatoak. A tekintett
kod egyértelmii dekddolhatosagat, azt, hogy a hosszu i, ..., ;, sorozatok kdédjai is
egyértelmiien dekédolhatok a p — oo hataratmenet alkalmazasakor hasznaltuk ki.

Legyen adva egy & valdsziniiségi valtozd, amely értékeit egy X = {x1,..., 25/} halmazon
veszi fel, és P(§& = ;) = p(i), 1 < i < M. Legyen u(z;), z; € X, az X halmaz
elemeinek egy olyan kédja, amelyre u(z;) egy n(i) hosszisdgi az Y = {1,...,d} halmaz
elemeibdl 4ll6 sorozat. Jeldlje |u(€)| a € valészintiségi valtozo u(§) kédjanak a hosszat,
azaz, ha £ = x;, akkor bevezetve az |u(x;)| = n(i) jeldlést azt irhatjuk, hogy u(§) =
u(x;), és |u(€)] = n(i). Az u(§) véletlen kédszé |u(€)| hosszanak a varhatd értéke

M
Elu(§)] = > p(i)n(i). Az u(€) véletlen kédszd hosszanak a vérhaté értékére kivanunk
i=1

jo also becslést adni, ha u(z;), x; € X prefix, illetve dltaldnosabban, ha az egyértelmiien
dekodolhato kod. Ezenkiviil jé felsé becslést is akarunk adni egy jol valasztott prefix
koéd hosszanak a varhatéd értékére.

Tudjuk, hogy akkor és csak akkor 1étezik n(i), 1 <i < M, hosszi, azY = {1,...,d}
ABC-t hasznélé kédszavakkal rendelkezd prefix, illetve altalanosabban egyértelmiien

M .
dekddolhat6 kéd, ha teljesiil a > d—™ < 1 egyenlStlenség. Ezért probléménk ahhoz
=1
' M
az egész-értékil szélséérték feladathoz vezet, hogy keressiik meg a > p(i)n(i) kifejezés
i=1

M
(majdnem) optimumat a > d~™%) < 1 feltétel mellett. Ezen optimalizaciés probléma
i=1
vizsgalatdaban hasznos az alabbi becslés, amelyet I-divergencia tipusu becslésnek fogok
hivni. Ugyanis, mint egy megjegyzésben elmagyardzom, ez a becslés tekinthetd, ugy
mint az informaciéelmélet egyik fontos, a késébb bevezetend6 I-divergenciardl szold
becslésének a specidlis esete.

Egy [-divergencia tipusu becslést megfogalmazé lemma. Legyen aq,asz,... €és
b1,bs, ... két véges vagy végtelen, ugyanannyi elemet tartalmazo sorozat, amelyekre a; >
0, b; > 0 minden i indexre, és a =Y a; <00, 0 <b= > b; < oco. Ekkor

i i

a; a
Zai logg > alog 7
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Egyenlé’ség akkor és csak akkor érvényes, ha elhagyva azon (a;,b;) pdrokat amelyekre
=b; =0 3* = ¢ minden i indexre. (Ezen egyendtlenségben az x - log ==0, hax >0,
ésx-log§ = =00, ha x> 0 konvencidt alkalmazzuk.)

Bizonyitds. Fel fogjuk hasznalni, hogy az els6 fejezetben bevezetett és vizsgilt g(x) =
xlogx, x > 0, fliggvény konvex. A g(z) fliggvény a konvexitasit az u; = Z— koordinatak,

és p; = fb = b gilyok vélasztdsdval fogom alkalmazni. (Nyilvan p; > 0, és > p(i) =
3

1.) Ag(z ) fiiggvény konvexitasat felhasznalva azt kapjuk, hogy

Zaz log = przg u;) > by (me) (%) = alog%-

A g¢(+) szigori konvexitdsabdl kovetkezik, hogy egyenléség csak a lemmaban megadott
esetben van.

Megjegyzés. A fenti lemmat konnyen redukdlni lehet arra a specialis esetre, amikor
>;ai = > .b; = 1. (Azt hasznalhatjuk ki, hogy a bizonyitandé egyenlStlenség két
oldalanak kiilonbsége az « illetve 8 paraméter homogén fiiggvénye, ha az a; szamokat
aa; vagy a b; szamokat Bb; szamokkal helyettesitjiik valamely a > 0 és § > 0 szdmmal.)
Ebben az esetben az egyenl6tlenség jobboldaldan 0 all. Ez a redukdlt egyenlotlenség
felfoghaté az alabbi egyenlétlenség specidlis esetének. Legyen p és v két valdszintiségi
mérték ugyanazon az (X, X ) mérhetd téren, és legyen a v mérték abszolit folytonos

a pu mértékre nézve. Jelolje —Z a v mértéknekek a p mérték szerinti Radon-Nikodym

derivéltjat. Ekkor [, log @( x)dv(z) > 0. Ez az egyenlStlenség tekinthet6 gy, mint a
késobb bevezetend6 [-divergencia egy fontos tulajdonsaga. Egyébként ez az egyenlGt-
lenség a lemma&hoz hasonléan bizonyithaté.

A most ismertetett lemma segit az aldbbi eredmény bizonyitasaban.

Tétel egyértelmiien dekddolhaté és prefix kédok hosszanak varhatd értéké-
r6l.  Vegye fel egqy & wvaldszindiségi vdltozo értékeit eqy X = {x1,...,xp} halmazon,
amelynek az eloszldasdt a P(§ = x;) = p(i), 1 <1 < M, képlet adja meg. Legyen u(z;),
x; € X, az X halmaznak egy az Y = {1,...,d} halmaz segitségével definidlt prefiz,
vagy dltaldnosabban, egyértelmien dekddolhats kddja, és jeldlje n(i) az u(x;) kddszo
szohosszdt. Ekkor az u(§) 3 | u(&)| hosszdnak a varhato értéke teljesiti az

~—

\%

Blu©)] = Y plin(i) = 1

egyenlotlienséget. Megforditva, létezik az X halmaznak olyan prefix kodja, amelyre

M
_H
Elu(€) Z < log + 1.
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Bizonyitds. Legyen u(z;), 1 < ¢ < M, az X halmaznak az Y = {1,...,d} ABC
segitségével definidlt egyértelmiien dekédolhaté kodja, és legyen n(i) az u(x;) kédszd
M
kédhossza. Tudjuk, hogy ekkor > d~"() < 1. Alkalmazzuk az el6z6 lemméban bi-
i=1
zonyitott egyenl6tlenséget a; = p(i) és by = d~"(), 1 < i < M, vélasztassal. Ekkor
M M

a=>Y a;=1,éb= > b <1, ahonnan
i=1 i=1

M M
N1 NdM ) = dog 2> qlog 2 > 0.
;p(w og(p(i)d™?) = "a;log y Zalogy >

i=1
M M

Tehat logd - > n(i)p(i) > — > p(i)logp(i), azaz logd - Elu(§)| > H(E), és ezt kellett
i=1 i=1

belatni.

Lattuk, hogy a tétel masodik felének igazoldsa érdekében olyan n(i), 1 < i <

M
M, pozitiv egész szamokat kell taldlnunk, amelyekre > d=™%) < 1, és az E|u(f)| =
=1

Z p(i)n(i) varhaté érték viszonylag kicsi. Természetes olyan n(i) szdmokat vélasztani,

amelyekre az E|u(§)| varhat6 értékre adott alsé becslés bizonyitdsaban felhaszndlt I-
divergencia tipusu becslést megfogalmazé lemmaban szerepld egyenlétlenség majdnem
egyenldséggel teljesiil. Ezért valasszunk olyan n(i) egész szdmokat, amelyekre d—"(%) <
p(i), és a d~™% szadm olyan kozel van a p(i) szimhoz, amennyire ez a feltétel megengedi.
Ennek alapjdn a kovetkezd valasztast tessziik. Legyen minden 1 < i < M indexre n(i) az

az egész szam, amelyre 7% < d™" < p(i). Ekkor Z d=—" < Z p(i) = 1, azaz létezik
i=1 i=1

a kivant hosszﬁségﬁ kédszavakkal rendelke26 prefix k(’)d Miésrészt n(i) < —% +1,
és ezért E|u(&)| = z p(i)n(i) < z plplog (D) z p(i) = 5 + 1, tehdt e prefix

kéd hosszanak a Varhato értéke telJesm a kivant egyenlotlenseget

Az egyértelmilen dekédolhaté és prefix kédok hosszanak varhaté értékérol szélo
tétel felsé becslésének bizonyitasaban definidlt prefix kéd hossza kozel van az opti-
mumhoz, de nem feltétleniil egyenl6 vele. Ugyanakkor ismert az optimalis, igynevezett
Huffman kéd konstrukcidja is. (Lasd Robert Ash: Information Theory, Lemma 2.6.2),
amely eléggé bonyolult. Ezért e kod tulajdonsigai nehezen vizsgalhatdak, és jelentosége
korlatozott. Emiatt mi a Huffman kédot nem targyaljuk.

Hasonlé jelenséggel talalkoztunk, amikor fiiggetlen valdszintiségi valtozok n hosszu-
sagu sorozataibol all6 viszonylag kis elemszamui majdnem 1 valdszinliségi, alkalmasan
definialt halmazok elemszamat becsiiltiik. Ott sem az optimalis halmaz elemszamat
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becsiiltiik. Ez a legvalésziniibb sorozatok alkalmas elemszamu halmaza lett volna. Ehe-
lyett egy olyan csak aszimptotikusan optimalis halmazt tekintettiink, amelynek elem-
szamat a nagy szamok torvénye segitségével jol tudtuk becsiilni.

Megjegyzés. A most bizonyitott eredmények viszonylag rovid, hibatlanul dekédolhatéd
forraskddolast biztositanak prefix kodok segitségével. Gyakorlati szempontbdl azon-
ban a most ismertetett prefix kédok eredeti formajukban nem jol hasznalhatéak. A {6
probléma az, hogy ha egy prefix kod dekddolasa soran egyszer hibaztunk, akkor ennek
a hibanak a kovetkeztében az Osszes tovabbi lizenet dekddoldsa hibas lehet. Ugyan-
is nem tudjuk, hogy az iizenet tovabbi dekddolandé jelei hol kezdodtek. Az ilyen
problémak lekiizdésére érdemes olyan kissé lassiibb modszereket kidolgozni, amelyekbe
bizonyos javitasi lehetOségeket épitenek be. Az ilyen, ugynevezett ‘error correcting
codes’ modszereknek kiilon elmélete van. Ezzel azonban itt nem foglalkozunk.

3. Csatorna koédolas és dekodolas.

E fejezet {6 témédja az a kérdés, hogy hogyan lehet egy a jeleket esetleg hibaval kozvetito
csatornan keresztil viszonylag biztosan és gyorsan iizeneteket atadni. A kovetkezo
fejezetben targyalom azt a kérdést, hogy az ebben és az el6z6 fejezetekben bizonyitott
eredmények segitségével hogyan lehet egy hirforrds kozvetitését egy csatornan keresztiil
jol tovabbitani.

Egy tizenetnek egy (hirkozlési) csatorna segitségével végrehajtott tovabbadasa azt
jelenti szemléletesen, hogy a csatorna bemeneti végén leadnak egy jelet, és ennek ha-
tasara valamilyen masik jel jelenik meg a csatorna masik, kimeneti végén. A kimeneti
jel értéke fiigghet a véletlentol, és az, hogy a kimeneti oldalon milyen valészintiséggel
milyen jel jelenik meg, attél fiigg, hogy mi volt a bemeneti jel. Egy felhaszndlé, aki a
kimeneti jelet megismeri, megprobal ennek alapjan visszakovetkeztetni a leadott be-
meneti jelre. Olyan eljarast akarunk kidolgozni a csatorna tulajdonsidgainak az is-
meretében, amely lehet6vé teszi, hogy a felhasznalé viszonylag nagy valdszintiséggel
helyesen kovetkeztessen a leadott bemeneti jelre akkor is, ha a bemeneti jelek szdma
viszonylag nagy. Fogalmazzuk meg ezt a vazlatosan leirt problémat pontosabban. En-
nek érdekében bevezetem el6szor a (hirkozlési) csatorna fogalmét.

(Hirkozlési) csatorna és e csatorna altal 6sszekapcsolt valészintiségi valtozok
definiciéja. Legyen adva két V = {vy,vs,...} és V. = {¥1,79,...} véges vagy meg-
szamldlhatoan végtelen halmaz. Egy p(v,|v;), v € V, 0; € V, dtmenetvaldsziniség
fligguényt a V' és V halmaz kézétti csatorndnak nevezink. Az, hogy a p(v;lv;), vi € V,
v; €V fﬂggvény~dtmenetvalo”sz{ml'ség fligguény azt jelenti, hogy p(v;|v;) > 0 minden
v; €V ésv; €V parra, és ) p(vj|v;) = 1 minden v; € V elemre. AV halmazt
ﬁjeV

a csatorna bemeneti, a V' halmazt a csatorna kimeneti oldaldnak fogjuk hivni, a v; €
V' pontokat bemeneti, a v; € V pontokat pedig kimeneti jeleknek fogjuk nevezni. Azt
mondjuk hogy két n és 1 valdszinidségi vdltozo Gssze van kapcsolva a p(v;|v;), v; € V,
v; € V, csatorndval ha n(w) € V, n(w) € V minden w elemi eseményre, és P(1 =
0j|n = v;) = p(0;|v;) minden v; € V és v; € V elempdrra.
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Ha egy csatornan leadunk valamely v; € V' bemeneti jelet, akkor a felhasznald
p(0;|v;) valészintiséggel kapja a ©; kimeneti jelet. Ezen kimeneti jel segitségével prébélja
megtaldlni a bemeneti jel értékét. Ennek érdekében természetes a kovetkezo tipusu
eljaras alkalmazasa. A bemeneti oldalon alkalmas moédon kivalasztunk néhany v;, € V,

., Uiy €V elemet bizonyos N elemszammal, és ezen jelek valamelyikét adjuk le a
csatornan. Ezeknek a bemeneti jeleknek a kivalasztasat nevezziik csatorna kddolasnak.
Ugy kivanjuk ezt a kivalasztast végrehajtani, hogy az egyes kivalasztott elemeket a
csatornan leadva, azok nagy valdszintiséggel kiilonboz6 halmazokba essenek. Ez a
kovetkez6t jelenti. Ha egy v; € V jelet leadunk a csatornan, akkor jeldlje az 7(v;)
valdszintiségi valtozé a kimend jel értékét. Olyan v, € V, ..., v;, € V elemeket
akarunk a kédoldsban valasztani, amelyekhez taldlhatéak olyan diszjunt By C V, ...,
By C V diszjunkt halmazok, amelyekre a P(7j(v;,) € By) valészintiségek minden
1 < k < N indexre viszonylag nagyok. Ha a kimeneti oldalon egy olyan v; jel je-
lent meg, amelyre v; € By, akkor tekintse a felhaszndld a v;, jelet a bemeneti jelnek.
A By, 1 <k < N, halmazok kivalasztasat és a By, — v;, leképezés megadasat csatorna

N
dekédodoldsnak nevezziik. E definiciét igy adtam meg, hogy amennyiben v; ¢ J By

i=k
akkor az itt ismertetett eljards szerint nem dekdédoljuk a v; kimenetet. Az azonban,

hogy ezt az elvet kovetjiik-e, vagy olyan eljarast adunk, amelyikben mindig tudunk
dekédolni csak apré izlésbeli kérdés. A By halmazok kiterjesztésével ugyanis azt is
elérhetjiik, hogy ezek a halmazok ne csak diszjunktak legyenek, hanem egyben a V
halmaz egy particiéjat is szolgdltassdk. Ilyen valasztassal minden kimenetet tudunk
dekodolni, és az eljarasban a jo dekddolas valdszinlisége a By halmazok kiterjesztése
altal nem csokkent. Célunk viszonylag sok kodszo kivalasztasa gy, hogy a dekddolas
nagy valdsziniiséggel jé legyen. A kés6bbi eredmények pontos megfogalmazéasanak az
érdekében vezessiik be a kovetkezod definicidt.

Egy csatorna altal A megkiilonboztethet6 elemekbdl allé6 halmaz definicigja.

Legyen adva két V. = {vi,va,...} és V = {01, 0a,...} véges vagy megszimldlhatéan
végtelen halmaz és koztik egy p(v;|vi), v; €V, 9; € V csatorna. Ha egy vy, €V, ...,
viy € V sorozat elemeihez léteznek olyan By C V, ... By C V diszjunkt halmazok,
amelyekre

P(Bg|v;,,) = Z p(0jlvi,) > 1 =X minden 1 <k < N indezre,
JEBk

akkor azt mondjuk, hogy az A = {v;,,...,v;\ } halmaz elemei \ megkiilonbéztethetdek.

Megjegyzés. Az el6bbi definiciéban felirt egyenl6tlenséget tgy is megfogalmazhatjuk,
hogy amennyiben 1 és 7] két a csatornaval osszekapcsolt valészintliségi valtozé, akkor

P(n € Bkln=w;,)>1—X minden 1 <k < N indexre.

A kés6bbiekben tobbszor ezt a jellemzését fogjuk haszndlni az egy csatorna altal A
megkiilonboztethet6é elemekbdl 4ll6 halmazoknak.
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Egy az elobb leirt médon definialt jo, azaz kis hibaju csatorna kédolas, dekddoléas
definiciéja egy A megkiilonboztetheté elemekbdl allé v;, € V, ..., v;, € V sorozat
megadasat jelenti kis A > 0 paraméterrel az e sorozatokhoz tartozéo By C vV, ...,
By C V halmazokkal egyiitt. A minket érdekls feladatokban valéjéban nem egy jelet,
hanem egy jelsorozat elemeit adjuk le egymdas utdn a csatornan, és célunk ennek a
jelsorozatnak a minél pontosabb azonositasa. Minket az az eset érdekel elsGsorban,
amikor a jelsorozat egyes jelei egymastol fiiggetleniil, és ugyanolyan torvényszertiségek
szerint mennek at a csatornan. Ebben a jegyzetben csak ezt az esetet fogom targyalni.
A probléma pontos megfogalmazasa érdekében bevezetem az emlékezet nélkiili csatorna
fogalmat.

Emlékezet nélkiili csatorna definiciéja. Legyen adva két V. = {vi,vs,...} és
V = {01, 02,...} véges vagy megszdmldlhato halmaz, és kozottik egy p(v;|vi), vi € V,

v; € V, dtmenetvaldsziniségekkel definidlt csatorna. Az e csatorna dltal definidlt
n hosszusdgu emlékezet nélkili csatorna olyan csatorna, amelynek bemeneti jelei a V™,
kimeneti jelei a V"™ halmaz elemei, azaz az n hosszisdgi v;, illetve v;,, 1 < k < n,

elemekbdl dllo sorozatok, dtmenetvaldszindisége pedig p((Vj, ..., 05, )|(Viy, ... vi,)) =
n ~

I1 p(9, |vi),) tetszdleges v = (viy,...,v;,) € V™, és ¥ = (V5,,...,04,) € V" soroza-
k=1

tokra.

Az emlékezet nélkiili csatorna természetes megfeleléje a fiiggetlen, egyforma el-
oszlasu valdszintiségi valtozok sorozatainak. Azt a kérdést fogjuk vizsgalni, hogy egy
n hosszusagu emlékezet nélkiili csatorna bemeneti oldaldn aszimptotikusan hany a
csatorna altal A megkiillonboztethet6 elemet tartalmazo halmazt lehet kivalasztani nagy
n és rogzitett 0 < A < 1 szdm esetén. Be fogjuk latni, hogy nagyon altaldnos feltételek
mellett ez a szam 2¢7(+°(1) ahol a C' szdm, amelyet csatorna kapacitdsnak fogunk
hivni, a csatorna tulajdonsagaitol fiigg. Ahhoz, hogy az eredményt pontosan megfogal-
mazzam definidlni kell a csatorna kapacitast. Ennek érdekében bevezetem elOszor két
valészintiségi valtozo kolesonos informaciéjanak a fogalmat.

A kolcsonos informacié fogalma. Legyen n és 1) két értékeiket eqgy V = {vi,va,...}
illetve V = {01, 0a, ...} véges vagy megszdmldlhaté halmazon felvevd valdsziniségi vdl-
tozd, és jelolje (vi, 9j) = P(n = vy, il = v;), v; € V, ¥; € V, az egyiittes eloszldsukat.
Vezessiik be a p(v;) = P(n = v;) = Y (v, 05) €s q(0;) = P(7 = v;) = Y, r(vi,v5),

ﬂjV v; €V
v; € V, 95 € V, mennyiségeket is. Ezzel a jeloléssel az n és 1 valdsziniségi valtozok
kolcsonos informdcioja az

Imam) =Y T(vi,@j)log<M)

’UiGV,’f)jGV p(vl)q(vj)

kifejezéssel egyenld. Az I(n A @) kdlesonos informaciot kifejezéd dsszegben csak olyan
(vi, Dj) pdrokra dsszegeziink, amelyekre r(v;,v;) > 0.
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Megjegyzés. Az I(n A7) kdlesonos informéciot kifejezé 6sszeg mindig értelmes, mert az
Osszeg negativ értékili tagjainak az 6sszege mindig konvergens. Ugyanis

nni = 3 pwnmang(lﬁﬁﬁﬁl)

v EV,5;EV p(vi)q(vj)

ahol g(x) = xlog z, és egyrészt ez a g(x) fiiggvény alulrdl korldtos a [0, 00) intervallum-
ban, mésrészt > p(v;)q(0;) = 1.

Tétel a kolcsdnos informacié viselkedésérdl. Ervényes az I(n A i) > 0 egyen-
lGtlenség, és egyenldség akkor és csak akkor dll fenn ebben a formuldban, ha n és n
fliggetlenek.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az r(v;,v;) = P(n = v, = 0;), és p(v;) = >, r(vi, 05),
27]'6‘7
q(v;) = > r(vi,05) v; € V, 95 € V, jeloléseket. Azt kapjuk, felhasznalva a g(z) =
v, €V
x log x fiiggvény szigoru konvexitasat, hogy

A= Y T(%@j)bg(w): > p(vi)q(ﬁj)g<M>

i plvialty) )~ p(v:)q(v;)

Zg Z T(”iaﬁj) :g(l) :07
v EV, 5, €V
Ebben a szamoldsban a g(x) fiiggvény konvexitasat alkalmaztuk a p(v;)q(0;) silyfiigg-
vénnyel. Vegyiik észre, hogy  >.  p(vi)q(9;) = 1, és p(v;)q(?;) > 0 minden i és
v, EV, B,V
j indexre. Tovébba felhasznéltuk azt is, hogy mivel a g(x), x > 0, fiiggvény alulrdl
korlatos, ezért jogunk van a bizonyitasban hasznalt konvexitasi tulajdonsagot akkor is
hasznalni, ha végtelen sok osztépontot tekintiink. Egyenléség a g(z) fliggvény szigoru

1% = o egy az i és j indext6l nem fiiggd

a szammal minden ¢ és j indexre. (Ha p(v;)q(9;) = 0, akkor r(v;,9;) = 0, és ekkor ezt

a tortet tetszéleges médon definidlhatjuk.) De mivel ) p(v;)q(7;) = > r(v;,75) =1,
U-L',’T)j 'Uz'/ljj

ez csak akkor lehetséges, hogy a = 1, azaz az n és 1) valészintliségi valtozok fliggetlenek.

konvexitasa miatt csak akkor teljesiil, ha

1. megjegyzés. Ha az 1) valdszinliségi valtozd entrépidja teljesiti a H (7)) < oo feltételt
(vagy H(n) < o0), akkor az n és 7 valésziniiségi véaltozdk kolesonos informécidja egysze-
riibben is kifejezheto, és az el6z6 tétel allitasa kovetkezik az entropia mar bizonyitott
tulajdonsagaibdl is. Ekkor

Imai)y =) T(Ui,ﬁj)log(—r(vi’ﬂj))

v; €V, ev p(vz)Q(Uj)
N 7T(Vi, U; - N
= Z 7(vi, 0;) log ﬁ - Z r(vi, 05)log q(v;)
v EV,5;EV ‘ v €V, €V
= H(n) — H(7ln),
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ahonnan (In A7) = H(7) — H(f|n) > 0, és egyenldség csak akkor all fenn, ha n és i
fiiggetlen valdsziniiségi valtozok. Ha a H(n) < oo feltétel is teljesiil, akkor I(n A7) =
H(n) + H(n) — H(n,n) = H(n) — H(nln) = H(7) — H(5ln).

2. megjeqyzeés. Erdemes felidézni az elsé fejezetben targyalt eredményeket és targyalni
azok kapcsolatat a kolcsonos informacio fogalmaval. El6szor azt a példat targyaltuk,
hogy ha egy mérkézéssorozat &1, ...,&, eredményei egymastdl fliggetlen és egy & va-
16szintiségi véltozéval azonos eloszldsi valészintiségi valtozdk, akkor koriilbeliil 27H ()
szelvényt kell kitolteni annak érdekében, hogy majdnem biztosan legyen telitalalatunk.
Ha ismerjiik egy masik mérkézéssorozat 1y, . .., 7, eredményeit, és a (£1,11), ..., (§n, Tn)
eredményparok egymastol fiiggetlen, és egy (£,n) véletlen vektorral azonos eloszlasi
valoszintliségi valtozok, akkor az 1y, ..., n, mérkozéssorozat eredményeinek ismeretében
koriilbeliil 277 &M gzelvényt kell kitolteniink a majdnem biztos telitaldlat eléréséhez,
tehat koriilbeliil 2-(HE-HEm) = 9=nI(€A)_gzoros4t annak amennyi szelvényt akkor
kell kitoltentink, ha az 7y, ...,n, mérkézéssorozat eredményeit nem ismerjik.

Ezt az eredményt heurisztikusan gy is interpretalhatjuk, hogy az 7; valészinliségi
véltozé ismerete I (£ An)-vel csokkenti a £; valészinliségi valtoz6 megismeréséhez sziiksé-
ges informaciot. Az I[(§An) = H(§)—H (&|n) = H(n)—H (n|§) azonossag azt jelenti, hogy
a kolesonos informéacionak ebben az interpretaciéjaban a & és n valdszintiségi valtozok
szerepe felcserélheto.

Bevezetem a csatorna kapacitas fogalmaét.

A csatorna kapacitas fogalma. Legyen adva kétV = {v1,vq,...} ésV = {01, 72,...}
véges vagy megszamldalhato halmaz, és kozottik egy p(v;|vi), vi € V, 0; € V, dtmenet-
valoszinidségekkel definidlt csatorna. A csatorna kapacitdasdt a

C =supl(nAn)
7

képlet adja meg, ahol a szuprémumban az dsszes a csatorna dltal dsszekapcesolt (n, 1)
valosziniséqgi vdltozo part tekintyik.

Megjegyzés. Lattuk, hogy egy csatorna kapacitdsa mindig nagyobb vagy egyenl6, mint
nulla. S6t, jellemezni lehet azt az esetet is, amikor a csatorna kapacitas nullaval egyenlo.
Ez akkor kovetkezik be, ha barmely két a csatornaval osszekapcsolt 1 és 7 valészintiségi
valtozo fiiggetlen. Nem nehéz belatni, hogy ez akkor és csak akkor lehetséges, ha
a csatornat meghatérozé p(v;|v;) dtmenetvaldsziniiségek nem fiiggnek a v; bemeneti
jel értékétol. Ez azt jelenti, hogy barmely bemeneti jel leadasa esetén ugyanolyan
valoszintiséggel kapjuk barmely kimeneti jelet. Ekkor a kimeneti jel ismerete semmilyen
informaciot nem nyujt arrél, hogy milyen bemeneti jelet adtak le.

E fejezet f6 eredményei arra adnak becslést, hogy, milyen nagy, azaz hany A megkii-
lonboztetheto elemet tartalmazé halmazt lehet konstrudlni egy n hosszisiagu emlékezet
nélkiili csatorna bemeneti oldalan. A kovetkez6 eredményeket fogom belatni.
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Csatorna kédolasi tétel. Legyen adva adva két V = {vy,vy,...} és V = {01,7y,...}
véges vagy megszamldalhato halmaz, és kozottik egy p(v;lvi), vi € V, 95 € V, dtmenet-
valosziniségekkel definialt C' < oo csatorna kapacitisi csatorna. Tekintsunk egy ezen
csatorna dltal definidlt n hosszusdgu emlékezet nélkili csatorndt. Minden 0 < A < 1 és
e > 0 szdmhoz létezik olyan ng = no(e, A) kiiszébindex gy, hogy amennyiben n > nyg,

akkor létezik N > 200=9)C" n hosszisdgi (Uj(-f),...,vj(-lz)) e V" 1 <k <N, alaki A
megkilonboztetheto sorozatot tartalmazo halmaz ennek azn hosszisdagu emlékezet nélkuli

csatornanak a bemeneti oldalan.

A fenti eredmény megforditasat, azaz egy A megkiilonboztetheté halmaz elemsza-
mara adott fels6 becslést csak véges allapotterii csatorndkra fogom bizonyitani. Egy
csatornat véges allapotteriinek nevezek, ha mind a bemeneti jelek V' mind a kimeneti
jelek V halmaza véges elemszamu.

A csatorna kédolasi tétel megforditasa. Legyen adva két V. = {v1,...,vp} és
V= {01,...,0,} véges halmaz, és kizottik eqy p(v;lv;), vi €V, U5 € V, dtmenetvaldszi-
niségekkel definidlt véges dllapotteri C' < oo csatorna kapacitasi csatorna. Tekintsink
eqy ezen csatorna dltal definidlt n hosszisdgu emlékezet nélkili csatorndt. Legyen A
a V" halmaz eqy N megkilonboztetheto sorozatokat tartalmazo részhalmaza valamely
0 < A < 1 szdmmal. Ekkor létezik olyan ng = no(e, \) kiszébindex, hogy amennyiben
n > ng, akkor az A halmaz elemszdma kisebb, mint 201)C™ 6t igaz a kovetkezd
élesebb becslés. Mindenn > 1 szamra az adott tulajdonsdgiu A halmaz elemszdma kisebb,
mint %QC"JFK v/ VI=X eqy alkalmas, a csatorna tulajdonsdgaitol fiiggé K konstanssal.

Megjegyzés. Az elébb megfogalmazott eredményt az irodalomban gyakran a a csatorna
kédolasi tétel erds megforditasanak hivjak. E tétel bizonyitasaban ki fogjuk hasznalni,
hogy a tekintett csatorna véges allapotterti. Altaldnos, nem feltétleniil véges allapottert
csatornak esetében csak egy gyengébb allitast tudnak bizonyitani, amelyet a csatorna
kodolasi tétel gyenge megforditasanak neveznek. Mi ezzel az eredménnyel nem fo-
gunk foglalkozni. Megelégsziink a csatorna kodolasi tétel erdés megforditdasanak a bi-
zonyitasaval abban a specialis esetben, amikor a csatorna véges allapotterti.

Mielott ratérnék a fenti tételek bizonyitasara, heurisztikus magyarazatot adok arra,
hogy miért természetes ilyen eredményeket varni.

Ha adva van egy csatornat meghatdrozé p(v;lv;), v; € V, 0; € V, dtmenetvalé-
szintiség fliggvény, akkor tekintsiink egy ehhez az adtmenetvaldszintiséghez adaptalt p
mértéket a V x V halmazon, azaz egy olyan v valészintiségi mértéket, amelyre egy u
eloszlast (n,7) véletlen vektor teljesiti a P( = 0;|n; = v;) = p(¥;|v;) azonossigot
minden v; € V és 0; C V pontra. Vélasszuk ezt a p mértéket gy, hogy egy u
eloszlasi (n,n) parra I(n A7) = C, vagy legaldbbis I(n A 77) nagyon kozel van a C
csatorna kapacitdshoz. Tekintsiik a g mérték p” n-ik hatvanyat a V" x V" szorzattéren,
és jelolje v és vy a p™ mérték vetiiletét a V'™ illetve V" térre. Préobaljunk a A
megkiilonboztetheté v1 € V", vy € V,, ..., sorozatokat a v]' mérték szerint tipikus
sorozatok koziil kivalasztani, és valasszuk a v, vektornak megfelel6 By halmazt ugy,
mint a " (-|vg) feltételes mérték szerinti tipikus sorozatok halmazat, illetve ezen hal-
maz kis modositasat. Ezt a modositast a By halmazok diszjunktsaganak a biztositasa
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érdekében tessziik. Annak érdekében, hogy megbecsiiljikk hany ilyen (vy, By) part
tudunk valasztani becsiiljitk meg a By, halmazok v§ mértékét. Az elso fejezet eredményei
alapjan a By, halmaz kériilbeliil 277 (1) sorozatbél 4ll, és az egyes sorozatok v§ mértéke
koriilbeliil 2-"# (1) Ezért vy (By,) ~ 2rHOm=nH@) = g=nI(A0) - &g koriilbeliil 27! (1/7)
By halmaz fedi le a V" teret. Viszont, ha ennél sokkal kevesebb, nevezetesen csak
on(1=e)C  9(=e)nl(n1) gz4mi By, halmazt vélasztunk, akkor bizhatunk abban, hogy
ily modon egy a csatorna kédolasi tételt teljesité rendszert kapunk. A csatorna kédolasi
tétel bizonyitasa tekinthet6 gy, mint a fenti heurisztikus okoskodés rendbe tétele.

Arra, hogy a fenti médon végzett konstrukcié éles eredményt ad csak kevésbé
meggy6z0 heurisztikus érvet tudok adni. Mindenesetre jegyezziikk meg, hogy bar a
vy sorozatokat és a By hozzatartozé halmazokat ebben a konstrukciéban egy véletlen
szorzatmérték szerint valasztottuk ki, ez a valasztas kevésbé specialis, mint ahogy az
elso pillanatban latszik. A fliggetlenségbdl csak azt hasznaltuk ki, hogy a (v;, 0;) parok
relativ gyakorisaga el van irva, és a tekintett u mérték megvalasztasaval ezt a relativ
gyakorisagot irtuk el6. Ha jol irjuk el6 a kivalasztand6 vy vektorokban szereplo jelek
relativ gyakorisagat akkor ezzel a megszoritassal nem csokkentettiik lényegesen a kere-
sett A megkiilonboztetheto sorozatokbdl allé A halmaz nagysagat. Ezért szép esetekben
a véletlen valasztds j6 eredményt ad.

A csatorna kédolasi tétel bizonyitasa két lemman alapszik. Az els6 az emlékezet
nélkiili csatorna kapacitasarol szol.

Lemma az emlékezet nélkiili csatorna kapacitasardl. Legyen adva adva két
V ={v,va,...} és V= {01,0q, ...} véges vagy megszamldlhatdan végtelen szamossdigu
halmaz, és kézottik egy p(vjlvi), vi € V, ¥; € V, dtmenetvaldsziniségekkel definidlt
C < oo csatorna kapacitasi csatorna. Adva két olyan n és 1 valdsziniségi vdltozo,
amelyek dssze vannak kapcsolva ezzel a csatorndval, tekintsiik figgetlen, az (n,n) pdrral

azonos eloszldsu véletlen vektorok egy (n1,7), ..., (Mn,Nn) Sorozatdt, és definidljuk

az Ltk = tpoaiy, 1 <k < n, valdszindségi vdltozokat a kovetkezd képlet segitségével:

1, = log %, ha n = v; és M, = v, ahol q(v;) = P(7 = v;). Minden ¢ > 0
J

szamhoz megadhatoak olyan a csatorndval 6sszekapesolt n €s 1 valosziniségi vdltozok,

n n

amelyekre L 3" 1y =1 37 1 a5, = I(nAR), ahol = sztochasztikus konvergencidt jeldl,
k=1 k=1

ésI(nAn)>(1—¢e)C.

Ha feltessziik, hogy a tekintett csatorna olyan, hogy barmely e csatorndval dsszekap-
csolt n és 7 valdszindségi vdltozo pdrra teljesil a H(7) < oo reldcid is, akkor az is igaz,
hogy eqy az e csatorna dltal definidlt n hosszusagu emlékezet nélkili csatorna csatorna
kapacitasa nC-vel egyenlo.

Megjegyzés. Valdjaban, e lemmanak csak az els6, konnyen bizonyithatd részére lesz
szitkségiink. A masodik részben megfogalmazott eredmény targyaldsanak inkabb elvi
okai vannak. Ezen eredmény szemléletes tartalma az, hogy egy emlékezet nélkiili
csatorna kapacitasat, azaz két ezen csatornaval 0sszekapcsolt valészintiségi valtozo kol-
csOnos informéciéjat nem lehet blokkositassal novelni. A legjobb, amit tenni tudunk
az, hogy az egyes koordinatdknak megfelel6 bemeneti és kimeneti jeleket egymastol

32



fiiggetleniil optimdélisan valasztjuk. Ez egyébként azt is jelenti, hogy nem lehet a
kédolasi tétel becslését trividlis blokkositassal javitani. A csatorna kédolasi tétel megfor-
ditasanak altalunk megfogalmazott és késobb bizonyitandoé alakjabdl kévetkezik, hogy
ez nem lehetséges véges allapotterli csatorndkban. A fent megfogalmazott lemma ered-
ménye kizarja az ilyen tipusu javitas lehetdségét altalanosabb csatorndk esetében is. A
H (1) < oo feltétel szerepeltetésének e lemma megfogalmazésaban technikai okai vannak.
E feltétel teljestilése vizsgalatainkat egyszeriibbé teszi, mert ekkor elkeriiliink bizonyos
nem feltétleniil abszolit konvergens sorok atrendezésével kapcsolatos kényelmetlen sza-
molasokat.

Bizonyitds. Véalasszunk olyan a csatornaval osszekapcsolt n és 1) valészintiségi valtozokat
amelyekre I(n A7) > (1 —€)C, ahol C a csatorna kapacitdsa. Ekkor

_ =00 =D op(ﬁjwi): r(v;, U, OM
Eu =Y P(n=v;,ij=;)log q(0;) Z (i, 9)1 ® p(w)a(5y)

Vi,V

Ui,ﬁj

ahol r(v;, ;) = P(n = v, 7 = ¥;), p(v;) = P(n = v;), és q(v;) = P(7 = v;). Ezért a

n
nagy szdmok gyenge térvénye alapjan = > vy = I(n A7), ha n — oo, és I(n A 7j) >
=1
(1—-¢)C.
Egy n hosszisigi emlékezet nélkiili csatorna kapacitdsanak a kiszamolasa érdeké-

ben tekintsiink két ezen emlékezet nélkiili csatorna altal dsszekapcesolt n = (91,...,7,)
ésn = (m,...,Mn) véletlen vektort, és becsiiljik meg az I(n A7) kdlesonos informécidt.

x>

n
Ennek érdekében el6szér megmutatom, hogy H(7|n) = > H(7k|nk). (Nem tettem fel,
k=1
hogy az 7 illetve 77 vektor koordinatéi fliggetlenek.)

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

p(v’i17"'7vin) :P(T]l =Vi1y---5Mn :,U’L'n)a

q(ﬁjw“'?ﬁjn) :P(ﬁl :77j1='--777n:1~}jn)7

T(Uil,...,Uin,’f)jl,...,@jn) = P(Ul = Vi;y---5Mn :Uin,ﬁl :77]'1;---77771 = ﬁjn)
Ezekkel a jelolésekkel r(vi,, ..., vi,,0jy,. .., 05,) = P(Viy, ..., 0;,) ﬁ p(0j, |viy, ), €s
k=1
n
H(ﬁ’n)z Z r(vil,...,vin,ﬁjl,...,ﬂjn)log (Hp(ﬁjkwlk))
(vil,...,vin),(ﬁjl,...,ﬂjn) k=1
n
- Z T(Uil,...,Uin,@jl,...,@jn) <Zlogp(@jk|vik)>
(Vig yoosVig, )5 Ty 5evns Ty ) k=1
n
:Z Z r(vil,...,vin,f}jl,...,f)jn)logp(f)jk]vik).
k=1 (Uil ,...,’Uin),('f)jl NI
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Vezessiik be a kévetkez6 mennyiségeket is: 7y (vi, , 05,.) = Pk = vi,, Mk = 05,,), 1 <k <
n. Azt allitom, hogy ezzel a jeloléssel az utolsé azonossag jobb oldalan 1év6 kifejezés
belso Osszegét a kovetkezdé médon irhatjuk fel rogzitett k indexre:

Z r(vi17"'7Uin7/l7j17"'7/l7jn)]'0gp(ﬁjk|vik)

(vil 7“"Uin)7(ﬁj1 ,.4.7’[’53'”)

= Z rk(vik76jk)logp(,&jk|v’i}€)'

(Uik ’ﬁjk)

Valéban, rogzitve a tekintett osszegzésben a v;,, és v, argumentumokat, és Osszegezve
az Osszes tobbi argumentum szerint az r(v;, , 0, ) log p(0;, |vs,, ) kifejezést kapjuk, majd
ezekre az argumentumokra is Osszegezve megkapjuk az elébb felirt azonossigot. Ezt
az azonossagot Osszegezve a k valtozo szerint, és felhaszndlva az el6z6 azonossiagot azt
kapjuk, hogy

Z Z k (Vi Uj, ) og p(0j [viy,) ZH Tk 7K

k=1 (v, ,05,)

amint azt allitottam.

n
Vegyiik észre, hogy feltételeink teljesiilése esetében H(7) < > H(7) < oo, ezért
k=1

n

I(n A7) = H(n) — H(ijln) < Z( (k) — H (7 |ne)) = kZlf(nk A 7). Tovébbd, ha
az n = (M,...,Mn) és 7 = (771, e ,nn) véletlen vektorok az emlékezet nélkiili csatorna
szerinti Osszekapcsolt valdszintiségi valtozdok, akkor ezek (nx, 7k ), 1 < k < n, koordinatéi
osszekapcsolt valdszintiségi valtozok azon kiinduld csatorna szerint, amelynek a segit-
ségével az emlékezet nélkiili csatorndt definidltuk. Ezért I(np A ) < C, és a bi-
zonyitott egyenlStlenséghdl az is kovetkezik, hogy I(n A7) < nC. Mivel ez tetszbleges
az emlékezet nélkiili csatorna szerint Gsszekapcsolt 7 és 7 véletlen vektorokra igaz, in-
nen kovetkezik, hogy egy n hosszisagi emlékezet nélkiili csatorna csatorna kapacitasa
kisebb vagy egyenld, mint nC'.

Annak érdekében, hogy beldssuk, hogy az n hosszisdgi emlékezet nélkiili csatorna
kapacitasa valgjaban egyenl6 az nC' mennyiséggel tekintsiink egymastoél fiiggetlen, és az
emlékezet nélkiili csatorndt meghatérozé csatornaval 6sszekapesolt (ng, k), 1 < k < n,
valésziniiségi parokat. Ekkor az n = (n1,...,n,) és 7 = (71,... ,ﬁn) véletlen vektorok

osszekapcesoltak az emlékezet nélkiili csatorna éltal, és I(n A7) = Z I(mk A T). Mivel

minden € > 0 szadmra az (1, ;) parokat gy is vélaszthatjuk, hogy az [ (A7) > C—e
relacié teljesiiljon, innen kovetkezik, hogy egy n hosszisdgu emlékezet nélkiili csatorna
csatorna kapacitasa nagyobb vagy egyenld, mint nC. A lemmat belattuk.

A kovetkez6 lemméaban olyan alsé becslést adunk egy alkalmasan konstrualt A
megkiilonboztetheté halmaz elemszamardl, amely lehetové teszi, hogy az el6z6 lemma
segitségével bebizonyitsuk a csatorna kodolasi tételt.

34



Alsé becslés alkalmasan konstrualt \ megkiilonboztethet6 elemeket tartal-
maz6 halmaz elemszamardl. Legyen adva adva két V. = {vy,vs,...} és V =
{91, g, ...} véges vagy megszamldlhatd halmaz, és kozottiik egy p(v;]v;), v; €V, 0 € V,
atmenetvalosziniségekkel definidlt csatorna. Legyen m és 11 két e csatorndval dsszekap-

csolt valdszintiségi vdltozo, és vezessik be a iyn; valdszinidségi vdltozot is a kovetkezo
ps;)(ﬂu;)7 ha n = v;, és 1 = v;, ahol q(v;) = P(7 = v;).
Tetszoleges z > 0 és 0 < A < 1 szamokra létezik a bemeneti jelek V' halmazdnak olyan A
megkulonboztetheto elemekbol allo részhalmaza, amelynek N elemszdma teljesiti az

képlet segitségével: 1yn; = log

N > 22()\ — P(lﬂn/\f] < Z))
egyenlotlenséget.

Mielétt lefrnam a bizonyitast ismertetem annak {6 gondolatat. Egy {vi,, ..., vy} A
megkiilonboztetheto elemekbol all6 halmazt keresiink viszonylag nagy N elemszammal,
valamint a v;, pontokhoz olyan diszjunkt Bj halmazokat akarunk tarsitani, amelyekre

> p(@lvi,) > 1= A Erdemes olyan By, halmazokat vélasztani, amelyekre a P(n e
’l~)j €Byg
Bir) = Y q(?;) valészintiségek kicsik. Mivel > p(9;|v;,) > 1—A. (egy heurisztikus
’l~1j € By 1~)j € By
okoskodasban feltehetjiik, hogy az utolsé képletben egyenlség van,) ez azt sugallja, hogy
a v, elem megvélasztdsa utdn olyan By halmazt érdemes definidlni, amelynek v; € By,

900, _ Kicsi. Ezért a By halmazt By = V \ {9;: (%'v”“) < 27} alakban

p(0;]viy,) q(7;)
keressiik, ahol a z szamot a tekintett csatorna tulajdonsigaitol fliggben alkalmasan
valasztjuk meg. Ugy akarjuk a A megkiilonboztetheté v;, € V pontokat valasztani,

hogy a v;, pont a neki megfelelé By halmazzal egyiitt teljesitse a ) p(7;]vi,) >

elemeire

1~)j € By
1 — X egyenlGtlenséget. Valgjaban kissé méasképpen kell eljarni annak érdekében, hogy
diszjunkt Bj halmazokat valasszunk. Ha a v;,, ..., v;,_, pontokat és Bi,...,Bi_1

halmazokat mér kivalasztottuk, akkor prébalunk olyan v; € V pontot és hozzatartozé

By, = (V\ U B)\{i;: p“’J'”%) < 22} halmazt talalni, amelyekre > p(#;|vs, ) > 1—A.
@j €By

Ezt az eljarast addig folytatjuk szukcesszive, amig meg nem akadunk. A lemma arrol

sz0l, hogy ilyen médon mekkora A\ megkiilonboztethetd elemekbdl 4ll6 halmazt tudunk

konstrualni.

A lemma bizonyitdsa. Definidljuk a W C V x V halmazt, mint

W = {(Uz'a@j)i (v, ) €V XV, (qv(jTLU)Z) = 22}’

és ennek a halmaznak a metszeit a {v;} x V halmazzal minden v; € V pontra, mint

Wvi = {0;: 5, €V, (vi,0;) € W}, v €V,

Egy olyan v;; € V pontot vélasztunk, amelyre P(7) € f/~\ Wvir|n = wv;,) > 1=\, feltéve,
hogy ilyen pont létezik. Ebben az esetben legyen B; = V'\ W1 . Ha nincs ilyen v;, € V
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pont, akkor a procedurat befejezziik egyetlen pont kivalasztasa nélkil. A v;, € V, ...,
v, € V pontokat szukcesszive valasztjuk egymas utdn, és a v;, ponthoz tdrsitott B,
halmazt a

p—1

B1:‘~/\Wm, Bp:<ﬂinl>\inp’ P=23,....
=1

képlettel definidljuk. Ezek a Bj, Ba,... halmazok diszjunktak. Ha a v;, € V, ...,
v;;, € V pontok mdr ki vannak vdlasztva, akkor a k + 1-k lépésben olyan v;, ., € V

k
pontot keresiink, amelyre P <77 = <ﬂ W”n) \ Wikt
=1

n= Uig-n) > 1-— /\7 ugyan-

is ez jelenti azt, hogy P(7 € Biyiln = vi,,,) = 1 — A Ha ez a feltétel teljesiil,
akkor védlasztunk egy kivant tulajdonsagi v, € V pontot, ha nem teljesiil, akkor
a v;, pontok valasztdsit a k-ik lépésben befejezziik. A lemméban szereplé N szdmot
valaszthatjuk ugy, mint a legnagyobb olyan k szamot, amelyre valasztottunk v;, pon-
tot. Ugyanis az A = {v;,,...,v;, } halmaz pontjai a By, ..., By halmazokkal egyiitt A
megkiilonboztetheté pontok.

Azon k index nagysagara kell tehat jo alsé becslést adni, amelyikre még tudjuk
folytatni az algoritmusunkat, és megfelel6 tulajdonsidgi v;, € V pontot taldlni. A k-ik

1épés utdn akkor és csak akkor tudunk megfelelé tulajdonsdgi v;,, , € V' pontot taldlni,
~ ~ ~ ko
n=wv;) <A ahol V(1) =V, é& V(k)= J(V\W"), k=
1=1
1,2,.... Az alabbi becslések segitségével meg tudjuk mutatni, hogy ez az egyenlétlenség
teljestil bizonyos szamunkra érdekes esetekben.

ha UlrelE/ P(ne V(k)uWwv

nf P € V(k) UW" | =v;) < ;VP(” = ) P(fi € V(K)UW" | = v;)
=Y Pin=wvi, i € V(k)UW") = P((n,7) € (V x V(k)) UW)
v, €V
< P(ij € V(k)) + P((n,7i) € W).

=1 =1 f)j:p(:fﬁ‘:;l) >9:
k k k
<> > 27l <)Y 2 p(Glvi,) =Y 277 = k27
=1 5 p(:gﬁl:;l)zw =1 ﬁ]ev =1

A fenti becslésekbdl kovetkezik, hogy

ullrelﬁ/ PneV(k)uw?

n=uv;) < Pligry < 2) + k277,
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ezért inE/P(ﬁ e V(k) U wv
S

n =) < A hak < 2°(X — P(tyriy < 2)). Ez azt

jelenti, hogy a kivant tulajdonsigi v;, € V pontok valasztdsat tudjuk folytatni a k =
[22(A— P(tnai < 2))]+1 értékig, ahol [z] az = szdm egész részét jeloli. Innen kovetkezik
a lemma allitasa.

A csatorna kddoldsi tétel bizonyitisa. Valasszunk olyan (n',7) valészintiségi valtozé
part, amelynek tagjai 6ssze vannak kapcsolva az emlékezet nélkiili csatornat meghataro-
z6 csatornaval, és [ (n’ A7) > (1—-5)C, ahol C ennek a csatorndnak a kapacitdsa. Legyen
(m,m), (n2,M2)y -« (M, 7n) fliggetlen, az (n',7") véletlen vektorral azonos eloszlésﬁ
véletlen vektorok sorozata és a 1 valoszinliségi valtozét definidlja a 1, = log
ha n, = v;, és M = U; képlet. Vezessiik be az n = (n1,...,1,) és ) = (nl,...,nn)
véletlen vektorokat, és definidljuk segitségiikkel a ¢, valoszinliségi valtozét Ggy, mint

az Also becslés alkalmasan konstrudlt N megkilonboztethetd elemeket tartalmazo hal-
n

maz elemszdmdrdl eredmény megfogalmazdsaban tettiik. Ekkor t,n5 = kzl g, ezért az
emlékezet nélkiili csatorna kapacitdsardl szol6 lemma (els6) eredménye alapjdn létezik
olyan ng kiiszobindex, amelyre igaz, hogy P(iyng < (1 — 5)Cn) < %, ha n > ng. Ezért
alkalmazva az Also becslés alkalmasan konstrudlt A megkiilonboztethetd elemeket tartal-
maz6 halmaz elemszdmdrdl nevii lemma eredményét z = (1 — §)Cn valasztassal azt
kapjuk, hogy N > 2%(X — P(iyag < 2)) > 20176/20n2 > 21=2)0n ha n > ny(e, N). A
tétel bizonyitasat befejeztiik.

Megjegyzés. Véges allapotterii csatorndk esetén érvényes a csatorna kdédoldsi tétel
becslésének a kovetkezd a csatorna kodoléasi tétel megforditasaban szerepld becsléshez
hasonlé élesitése. Az n hosszisdgi emlékezet nélkiili csatornanak létezik olyan \ meg-
kiilénboztethetd sorozatokbdl 4116 halmaza, amelynek N = N(n) elemszdméra teljesiil
az N > %20”4( v/ egyenlotlenség alkalmas K > 0 szammal, ahol C' a csatorna
kapacitasa.

Valéban, ebben az esetben, mint latni fogjuk, létezik olyan (n,7’) a csatornédval
osszekapcesolt valdszinliségi valtozé par, amelyre I(n' A7) = C, éshan = (n1,...,0)
és = (M1,-.,Mn), ahol (g, Mk), < n < k, az (n,n") valésziniliségi valtozé par fiiggetlen
példanyai, akkor nem nehéz belatni a Csebisev egyenlGtlenség segitségével — felhasz-

n

nalva az tyni = kz Ly nii, @zonossagot, — hogy létezik olyan K > 0 szdm, amelyre
1

Piyng < Cn — K\/_ =P (Z (tnpnie — Elpgni,) < —K\/E> < % Ezért az Also

becslés alkalmasan konstrudlt N megkilonboztetheto elemeket tartalmazo halmaz elem-
szamarodl eredményébol az emlitett egyenlotlenséget kapjuk z = Cn— K % valasztassal.

A csatorna kodolasi tétel megforditasanak a bizonyitasa véges allapotterii csator-
nakra azon alapul, hogy ebben az esetben a csatorna kapacitast definidlé szuprémum
felvétetik, és explicit mdédon lehet jellemezni azokat a csatornaval osszekapcsolt vald-
szinliségi valtozd parok eloszlasat, amelyek kolcsonos informécidja egyenld a csatorna
kapacitdssal. Az alabbi eredményt fogom bebizonyitani.
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Tétel véges allapotterii csatorna optimalis bemenetének a jellemzésérol. Le-
gyen adva két V. = {vy,...,om} és V. = {01,...,0n} véges halmaz, és kiozottik egy
p(v;lvi), vi € V, 0, € v, atmenetvalosziniiségekkel definidlt véges dllapotteri C < oo
csatorna kapacitisi csatorna. Létezik olyan e csatorndval osszekapcesolt n, 1 valdszi-
niiségi vdltozé pdr, amelyre I(n A7) = C. Egy e csatorndval dsszekapesolt n, 7 va-
l6szindiségi vdltozo pdrra akkor és csak akkor igaz az I(n A7) = C egyenldség, ha a
p(vi) = P(n =), v; €V, és q(v;) = P(7 = 9;), v; € V, valdszintiségek teljesitik a

Z p(0;|v;) log p(0y]v:) < C minden v; € V pontban (3.1)
q(0;)

o EV

egyenldtlenségeket, és ha p(v;) > 0, akkor a v; pontnak megfeleld reldcic élesithetd, és
egyenloséget is irhatunk az egyenlotlienség helyett.

Megjegyzés. A (3.1) képlet ugy értendd, hogy p(9;|v;) log ((;Ei}w;) 0, ha p(9;|v;) =0. A
tétel azt is éllitja, hogy ¢(;) > 0, ha p(9;|v;) > 0 valamilyen v; bemend allapotra (egy az
I(nn7q) = C feltételt teljesitd a csatornaval dsszekapcesolt 7, 77 par dltal definidlt ¢(9,) =
P(77 = ©;) valészintiségre). Ellenkez6 esetben nem teljesiilne a (3.1) egyenlétlenség,
p(T4vi)

(%)

mert annak baloldala co lenne, mivel tartalmazna egy p(v;|v;) log = oo alaku

osszeadandot. Igaz a

Z p(0;]v;) log p(%5vi) >0 minden v; € V pontban
q(v;)

o ev
egyenlotlenség is. Ez kovetkezik példaul a masodik fejezetben bizonyitott Fgy I-diver-
gencia tipusi lemmdbol az a; = p(U;|v;) és bj = q(U;) szereposztéssal felhasznalva az
A= > p@vi) =1é B= 3 q(9;) =1 relacidkat.

f)jEV 17]'6‘7

A tétel bizonyitasa két fiiggvények konvexitasival (vagy konkavitdsaval) kapcso-
latos eredményen alapul. Az els6 lemma arrdl szdl, hogy egy fliggvény, amely a kolcsonos
informaciot definidlé fliggvény természetes kiterjesztésének tekintheto a pozitiv ortansra
konkav.

Lemma egy fliggvény konkavitasardl. Legyenek adva bizonyos p(i,j), 1 <i < M,
1 <j < N szamok, amelyekre 0 < p(i,7) < 1 minden 1 <i < M és1 < j < N indexre,
N
és > p(i,j) =1 minden 1 < i < M indexre. Definidljuk segitségiikkel az
j=1

F(uy,.. ZZuzp 1,7 log P, J ), u; > 0 minden 1 <1< M indexre
=1 j=1 Yi
figguényt, ahol y; = y;(u1,...,upm) = Z p(i,j)u;. Az F(uy,...,upn) fligguény folyto-
nos és konkav az A = {(uy,...,upn): uZ > 0, 1 <i < M} halmazon.

38



1. megjegyzés. Az F fiiggvényt definidlé Gsszeg tgy értendd, hogy csak azon (i,7)

p(m ) — 0 konvenciét

parokra Osszegziink, amelyekre p(i,7) > 0. Tehat az u;p(i,j) log 522
fogjuk alkalmazni a p(4, j) = 0 esetben akkor is, ha y; = 0. Szukseges még definialni az
wip(i, j) log 252

Ebben az esetben az u;p(i, ) log

Y ) kifejezést akkor, ha az u; = 0, mert ekkor is eléfordulhat, hogy y; = 0.

p(” ) =0, ha u; = 0 konvenciét fogjuk alkalmazni. A

kovetkez6 szamolasokban az egyszerubb jelolés kedvéért a log természetes és nem 2 alapi
logaritmust fog jelolni, de ennek nincs nagy jelentésége. A természetes logaritmusrdl a
2 alapu logaritmusra val6 attérés csak log, e-vel vald szorzast jelent.

2. megjeqyzés. Ertsiik meg, miért hasznos szdmunkra a fenti lemma. Célunk egy véges
allapotterii csatorna csatorna kapacitdsanak a meghatarozasa. A lemmaban szereplo
F(uy,...,up) segitségével ezt a problémét természetes médon &t tudjuk fogalmazni egy
feltételes szélséérték feladatta, ahol az F(uq,...,up) fliggvény maximumat keressiik a

M
> u; = 1 feltétel mellett.
i=1

Val6ban, tekintsiink egy olyan csatorndt, amelyre p(v;|v;) = p(3, j), és legyen n egy
M

olyan valészintiségi véltoz6, amelyre P(n = v;) = u;, 1 < i < M, (> u; =1). Ha 7
=1

olyan valdszintliségi valtozo, amelyre n és 1 0ssze vannak kapcsolva ezzel a csatornéval,
akkor P(n = 0;) = y;, 1 < j < N, és F(uy,...,up) = I(n A 7). Innen lathatd,
hogy a csatorna kapacitds meghatarozasa valéban a fent emlitett feltételes széls6érték
feladathoz vezet. Ilyen tipusu feladatokat érdemes az ugynevezett Kuhn—Tucker tétel
segitségével vizsgalni, és mi is ennek az eredménynek egy egyszerii specidlis esetét fogjuk
alkalmazni. Ahhoz azonban, hogy ezt megtehessiik, tudnunk kell, hogy a lemméban
definialt F' fliggvény konkav.

A lemma bizonyitisa. Az F figgvény folytonos, ha azt a hatdron dgy definidljuk,
ahogy az els6 megjegyzésben tettiik. Ezen allitas egyetlen részletesebb indoklast igénylo
része az, hogy az olyan (i,j) indexparokra, amelyekre p(i,j) > 0 az u;p(i, ) log p(”)
fiiggvény folytonos az olyan u pontokban is, amelyek i-ik koordinataja u; = 0. Azt kell

ellendérizni, hogy ha ugn) — 0, akkor ugn)p(i,j)log p;f,’g) — 0. De ekkor 1’;—’3) < (n),

(n)

p(i,7) log% < uz(-n)p(i,j) log (ln) — 0, és ezt kellett beldtni. Ha u; > 0
J

(és p(i,j) > 0), akkor y; > 0, és az w;p(i, j)log

ezért u,

p(m ) fliggvény folytonossaga konnyen

lathaté.
Az F figgvény konkavitasanak bizonyitasdhoz elég megmutatni, hogy a <%>,
1 < k,l < M, métrix negativ szemidefinit minden (uq,...,up), u; > 0,1 <i < M

pontban. (Mivel az F fliggvény folytonos elég csak azokat a pontokat tekinteni, amelyek
koordindtéi szigorian pozitivak.) Szamoljuk ki e matrix elemeit. Felirhatjuk, hogy

M .
oF _ > ok j)logp(k,i)— Y plkj)logy;—Y > uip(%lj)@-

J: p(k,j)>0 J: p(k,j)>0 =1 j: p(k,j)>0
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Az utolso kifejezésben szereplo kettos szumma valéjaban konstans. Ugyanis

Z Z uip(i,j)p(];,.j) = Z p(k7.j) (Zum(z,y)) - Zp(k,j)yi: =1

i=1 j: p(k,j)>0 J §: p(k,5)>0 Yi i=1 j=1 Yi
Innen oF (&)
. PR, )]
87 = Z p(kaj) log ] - 17 (32)
M jip(k,g)>0 7
és mivel y; > 0 az {(u1,...,unm): u; > 0,1 < i< M} halmazon
O°F ) (v = p(k, j)p(l, )
=—— k, 7)1 ] =— ’ I
St = B j;p( ) logy, ; »

Az F fiiggvény konkavitasanak a bizonyitasahoz azt kell belatni, hogy tetszéleges
((a(1),...,a(M)) vektorra

k=1 1=1
Viszont
M M 9 M M N . .
staa() = - Y- 3 3 A g gaq
k=11=1 k=11=1 j=1 J
N o M M N o (M 2
= — — p(k,7)p(l, 7)a(k)a(l) = — — p(k,j)a(k <0.
> =3 ok, j)p(l, j)alk)a(l) ZyZ()()
j=177 k=11=1 j=177 \k=1

Sziikséglink lesz még az el6z6 lemma egy kiegészitésére is, amelyik a g—:; (u) parcialis
derivalt viselkedését olyan u vektorokra is leirja, amelyeknek van 0 koordinatdja. Ami-
kor a k-ik koordinata szerinti parcidlis derivéaltat tekintjiik meg kell kiilonboztetniink
azt az esetet, amikor az u vektor uy koordinataja az up > 0 és amikor az uj = 0 relaciét
teljesiti. Be fogjuk latni, hogy az elsé esetben a parcialis derivalt folytonos, és teljesiti
a (3.2) formuldt. A maésodik esetben azt allitom, hogy ekkor is létezik (az egyoldali)
parcialis derivalt, és az egyenlo a parcidlis derivalt iranymenti hatarértékével. Ez az
irAnymenti hatarérék azonban végtelen is lehet.

Az, hogy a g—i(u) fiiggvénynek létezik irdnymenti hatérértéke az u = (uq,...,uns)

. OF ~ ‘ P
tgr&_ 8—uk(u+tu) esetleg végtelennel egyenld

pontban azt jelenti, hogy létezik a G (u) =
hatarérték minden olyan @ = (@, . .., @y ) vektorra, amelynek k-ik koordinataja ay, = 1,
és u+tu € A elég kis t > 0 szamokra. Tovabba ez a hatarérték nem fiigg az u vektor

valasztasatol. A tliI(])aJr azt jelenti, hogy szigorian pozitiv ¢ > 0 szamokkal tekintjiik ezt a
4)
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limeszt. (A most bevezetett irdnymenti hatarértékhez hasonlé fogalommal talalkoztunk
a komplex fiiggvénytanban is, amikor egy hatvanysor esetleges folytonossagat vizsgaljak
a hatvanysor konvergenciakorének egy pontjaban.) Nem nehéz megmutatni, hogy ha

a Gp(u) irdnymenti hatarérték létezik egy olyan w = (ui,...,ups) pontban, amelyre
ur = 0, akkor Gi(u) = g—qf;(u), ahol g—fk(u) a megfelel§ féloldali parciélis derivéltat
jeloli.

Kiegészités az egy fuggvény konkavitasarol szolé lemmahoz. A lemmdban te-
kintett F fuggveny parczalzs derivdltja folytonos fligguény az

A = {(ul, cooupr): up >0 minden 1 <4 < M indexre, és up, > 0}
halmazon minden 1 < k < M indexre, és teljesiti a (3.2) formuldt.
Ha az u = (u1,...,up) € A pontban up = 0, akkor is létezik a —( ) fliggvény

u

Gr(u) iranymenti hatarerteke az u pontban. Ha az ilyen u pontokban a g £ (u) parcidlis

derivdltat ugy definidljuk, mint ezen irdnymenti hatarértéket, akkor a (5’ 2) formula
érvényes lesz minden u € A pontban. Ez az irdanymenti hatdrérték akkor és csak akkor
véges, ha az y; = y;(u) szamra y; > 0 minden olyan j indexre, amelyre p(k,j) > 0.

Bizonyitas. Mivel ug, > 0 egy u = (u1,...,ur) € A pontra, ezért az Ay halmaz pont-
jaiban y; = y;(u) > ugp(k,j) > 0 minden olyan j indexre, amelyre p(k,j) > 0. Ezt
felhasznalva kapjuk, hogy a (3.2) formula, illetve az ezen azonossdg bizonyitasdban
felhaszndlt formuldk az v € Ay pontokban is érvényesek. Ezutan a (3.2) formula
segitségével az is konnyen ldthato, hogy a 5. parmahs derivalt folytonos az Ay halmaz
pontjaiban.

Hau = (uy,...,up) € Aolyan pont, amelyre uy = 0, és az & = (@, . .., Uy ) pontra
up = 1, és u+tu € A elég kis t > 0 szamra, akkor az u + tu € Ay relacié is teljestl
kis ¢ > 0 szamokra. Ezért a 5— (u + tu) kifejezésre érvényes a (3.2) formula, és a 5971«;
derivalt irdnymenti hatarertekenek létezéséhez az u pontban azt kell ellendrizni, hogy
az e formula jobb oldalan szerepl6 kifejezésnek van az @ vektortdl fiiggetlen hatarértéke,
amely egyenl a (3.2) formula jobboldaldn levé kifejezés értékével az u pontban. Ez
azonban konnyen lathaté felhasznalva, hogy 711_1)1% yj(u+tu) = y;(u) minden 1 < j < M

indexre. Tovabba ez a limesz akkor és csak akkor végtelen, ha létezik olyan j index,
amelyre p(k,j) > 0, és y; = 0.

A masik lemma, amely hasznos lesz az egy véges allapotterii csatorna optimalis
bemenetének a jellemzésében az tgynevezett Kuhn—Tucker tételnek egy specialis és
egyszeribben bizonyithaté esete. A Kuhn-Tucker tétel a konvex programozas egyik
alapveto eredménye. Bar a Kuhn—Tucker tétel altalanos alakjara nem lesz sziikségiink,
roviden, bizonyitas nélkiil ismertetni fogom ezt az eredményt is. A bizonyitas meg-
talalhat6 példaul Jiri Matousek és Bernd Gartner Understanding and Using Linear Pro-
gramming cim{ kényvében (Proposition 8.7.2). Bizonyitani csak a kovetkezé eredményt
fogom.

A Kuhn—Tucker tétel egy specialis esete. Legyen adva egy folytonos és konkdv
F(uy,...,upn) fliggvény az A = {(u1,...,upr): u; >0, 1 < i < M} halmazon, amely-
re a g—i parcidlis derivdlt létezik és folytonos az Ay = {(u1,...,up): u; > 0, 1 <
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i < M, ésur > 0} halmazon minden 1 < k < M indexre, tovabbd létezik a gTi
parcidlis derivdlt irdnymenti hatdrértéke azon u = (uq,...,up) € A pontokban is, ame-
lyekre uy, = 0. Definialjuk a gTi parcialis derivdltat ezekben a pontokban, mint ezt az

M
irdnymenti derivaltat, és keressik az F(uq,...,up) fligguény mazimumdt a » u; = 1
i=1

M
feltétel mellett, azaz az AN B halmazon, ahol B = {(uy,...,un): Y, u; = 1}. Egy
i=1

u=(Uy,...,up), uw € AN B, vektor akkor és csak akkor megolddsa ennek a szélséérték
feladatnak, ha létezik olyan D < oo konstans, amelyre —( )< D minden 1 <i< M
indexre, és ebben a reldcioban egyenldség all azon i mdexek:re amelyekre u; > 0.

Bizonyitds. Legyen u = (uq,...,up) a szélséérték feladat megolddsa. Valasszuk ki e
vektor két @; és u; koordinatat ugy, hogy w; > 0. Jeldlje u(i,j) azt az M-dimenzids
vektort, amelynek az i-ik koordinatdja —1, a j-ik koordindatdja 1, és az Osszes tobbi
koordinatdja 0. Ekkor az u(v¥) = u + Yu(i,j) vektorra u(d) € AN B, sét u(d) €
A;NA;N B, haav >0 szam elég kicsi. Innen azt kapjuk, hogy a g(¥) = w
fiiggvény kis ¥ > 0 paraméterrel teljesiti a

dF(u(9))

0> g(0) = @) = (Gt Vali) + g+ )

relaciét alkalmas 0 < ¥ < ¢ szdmmal. A 9 — 0 hataratmenetet alkalmazva ebben a
képletben azt kapjuk, hogy gu (u) < 8F( ). Legyen D = ( ). Ekkor 8—F( ) <D

minden 1 < j < M indexre. De mivel a fenti érvelésben tetszoleges olyan 7 indexet

valaszthatunk, amelyre @; > 0 innen az is kovetkezik, hogy D = 85:_ (u) minden olyan i
indexre, amelyre u; > 0.

Megforditva, legyen 4 = (uy, ..., upr ) € ANB olyan vektor, amelyikre 1étezik olyan

D < oo szam, amelyre 8—F( ) < D mlnden 1 <i < M indexre, és ebben a relaciéban

egyenl6ség van azon 1% 1ndexekre, amelyekre u; > 0. Ekkor, mivel F' konkav fiiggvény
Fu+ (1 —9)u) > 9F(u) + (1 —9)F(a)
minden u € AN B vektorra és 0 < ¢ <1 szamra, ami tgy is irhatd, hogy
F(a+9Y(u—1u))— F(a)
9
Mésrészt, az F(s) = F(u + s(u —u)), 0 < s < 1, fiiggvény segitségével azt irhatjuk,
hogy

Fla+9u—a)—-F@ 1 [%d /

> F(u) — F(q).

3% (@ + s(u—u))(u; — uy)ds.

Innen ¥ — 0 hataratmenettel kapjuk felhasznalva parmahs derivaltak folytonossagi
tulajdonsagait az u pontban, hogy

M OF
8ui

(@)(wi — ;) = F(u) = F(a).

1=
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M
Azt allitom, hogy >~ 29X (@)(u; — @;) < 0. Valéban, abban a specilis esetben, amikor
. 1 T

1=

gf_ () = D minden 1 < i < M indexre ez a relacié egyenléséggel is érvényes, mert
M M

Su; = Y u; = 1azu € Bésu € B feltétel miatt. A 25 (w) < D szigord
i=1 i=1 ¢

e?gyenlétlenség csak olyan 7 indexekre érvényes, amelyekre u; = 0. Ezenkiviil u; > 0
az u € A reldcié miatt, ezért ebben az esetben %(ﬂ)(ui —u;) < D(u; — w;). In-

M M
nen Y. %(ﬂ)(ui —u;) < > D(u; —u;) = 0, amint &llitottam. Azt kaptuk, hogy
i=1 i=1
F(u) — F(u) < 0 minden u € AN B vektorra, tehat a @ pont a vizsgélt széls6érték
feladat megoldasa. A tételt belattuk.

Megfogalmazom a Kuhn-Tucker tétel eredeti alakjat.

Kuhn—Tucker tétel. Tekintsik a

min f(z1,...,zN)
Ax* =b*
z; > 0 minden 1 <1 < N indexre

optimalizdcios feladatot, ahol f(x1,...,xN) egy mindenditt differencidlhatd, konvex figg-
vény, b= (by,...,bar) € RM, A eqy N x M méreti mdtriz, x* az x vektor transzpondltjdt
jeloli, és x = (v1,...,2N). Egyx = (Z1,...,Zn) € RN, 2, > 0,1 <i < N, Az* = b*,
vektor akkor és csak akkor megolddsa ennek az optimalizdcios feladatnak, ha létezik

olyan m = (my,...,myr) € RM wvektor, amelyre
of _ B =0 hai:j>0
G @) + ) { 2 o

ahol a; az A madtriz j-ik oszlopdt, és (x,y) az x ésy vektorok skaldrszorzatdt jeloli.

Az el6zoleg targyalt konkdav fiiggvény maximalizacids probléméaja atfogalmazhaté
ilyen konvex optimalizacidos problémava —1-gyel valdé szorzas segitségével. Az opti-
malizacié ott kimondott feltétele is atfogalmazhatd az e tételben kimondott alakra.
Ebben az esetben az 1 x N méretii A matrix szerepét a csupa 1 szamot tartalmazo vek-
tor jatssza, és az 1 dimenziés m vektor —D-vel egyenld, a tételben szerel6 D szammal.
Az e jegyzetben bizonyitott tétel, — ha eltekintiink az F' fiiggvényre tett simasagi
feltételekt6l — a Kuhn—Tucker tétel specialis esetének tekinthet6 ezzel a szereposztassal.

A Kuhn—Tucker tétel lényeges tjdonsiga az altalunk targyalt eredményhez képest
az, hogy tobb linearis feltétel megkovetelése esetén is jellemzi az optimélis megoldaso-
kat. A bizonyitas lényegesen 1ij gondolatok felhasznalasat igényelte. A tétel igazolasanak
f6 nehézsége a benne szereplo feltétel sziikségességének, vagyis annak a ténynek a bi-
zonyitdsa, hogy ha egy x = (21, ..., xy) vektor megolddsa a minimum feladatnak, akkor
az teljesiti a megadott egyenloségekbol és egyenlétlenségekbol allé feltételt. Kiilonosen
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fontos a feltételben szereplé m vektor megtaldlasa. Ezt meg lehet tenni a linearis prog-
ramozas dualitas tételének a segitségével. Az eredeti optimalizacids feladat megoldasa
teljesit egy linedris optimalizacids feladatot (implicit médon definidlt egyiitthatékkal),
és az m vektor e linearis programozasi feladat dudljanak a megoldasa.

Maga a Kuhn—Tucker tétel jellege hasonlit a Lagrange-féle multiplikator médszerre.
A lényeges kiilonbség a két eredmény kozott az, hogy a Kuhn—Tucker tétel az nemcsak
sziikséges, hanem elégséges feltételét is ad arra, hogy egy vektor az optimalizaciés feladat
megoldéasa legyen, és az optimum keresésekor a tartomany hatarpontjait is figyelembe
veszi. Ennek viszont az az ara, hogy csak viszonylag specidlis problémékat lehet ezzel a
modszerrel vizsgalni. fgy példaul a problémaban szerepld kényszer feltételek linearisak.

Az el6zoleg igazolt eredmények segitenek az alabbi bizonyitasban.

A véges dllapotteri csatorna optimdlis bemenetének a jellemzésérdl szolo tétel bizonyitd-
sa. Ha egy a a csatornédval 6sszekapcsolt 7, 77 valdsziniiségi valtozo par p(v;) = P(n = v;)
p(v;]v;) dtmenetvalészintiségeit az e lemmaban szerepld p(i,j) szdmokkal azonositjuk,
akkor ¢(9;) = P(f = 0;) = y; a szintén e lemmdéban szerepl6 y; szdamokkal. Tovabba,
ha n és 7 két a csatorndval Osszekapcsolt valdsziniiségi véltozd, és P(n = v;) = u;,
1 <i< M, akkor I(n A7) = F(uy,...,up) a lemméban definidlt F(-) fliggvénnyel.
Ezért egy olyan n,n a csatornéval osszekapcsolt valdszintiségi valtozd par eloszlasanak
a jellemzése, amelyre I(n A7) = C, ahol C a csatorna kapacitdsa, ekvivalens azzal
a feladattal, hogy taldljuk meg a lemméban definidlt (konkav) F'(uq,...,unr), u; > 0,

M
1 <i < M, figgvény maximumat a Y u; = 1 kényszerfeltétel mellett. E feladatban egy
i=1
folytonos fiiggvény maximumat keressiik egy kompakt halmazon, tehat ez a maximum
létezik.

A keresett maximum megtaldlasa érdekében alkalmazhatjuk a A Kuhn—Tucker tétel
egy specidlis esete néven megfogalmazott allitast, mert a minket érdeklé feladatban e
tétel feltételei teljestilnek. Tovabbd a (3.2) formuldban kiszdmoltuk a g—:; parcidlis
derivaltakat. E képlet és az elobb emlitett tétel azt adjak, hogy egy a csatornaval
Osszekapcsolt 7, 77 valdsziniiségi valtozo parra akkor és csak akkor teljesiil az I(nAf) = C
relacid, ha az 7 valészinliségi valtozé q(0;) = P(1 = 0;), 1 <j < N, eloszldsa teljesiti a

q(9;)

8 p(05]vg)
p(Vj]vg) log === < D, hap(vg) =0
’ q(v;)

N ~
S p(ilo) 1og P _ b s gy > 0,
j=1

(3.3)

M-

<
Il
—

relaciét valamilyen D < oo szdimmal minden 1 < k < M indexre. (A (3.3) formuldban
szerepl Osszegek gy értenddek, hogy p(v;|vy) log p(qv(jleU)’“) =0, ha p(7;|vy) =0.) A k-ik
egyenletet vagy egyenlGtlenséget megszorozva p(vy)-val egyenléséget kapunk minden &
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indexre. Ezeket Osszeadva azt kapjuk, hogy

ahol r(vg,v;) = P(n = vg, 7 = 0;), 1 <k < M,1<j < N. Ennek az egyenletnek a
baloldala egyenl6 az I(n A7) = C szdmmal. Tehat egy a csatorndval &sszekapcesolt 1, 7
valésziniiségi valtozo parra akkor és csak akkor érvényes az I(n A7) = C reldcid, ha az
7 valészintiségi valtozé q(v;) = P(1 = 7;), 1 < j < M, eloszlasa teljesiti a (3.3) relacidt
a D = C szammal. A tételt belattuk.

Megfogalmazok egy lemmat, amely segit a csatorna kédolési tétel megforditasanak
a bizonyitasaban.

Fels6 becslés egy A\ megkiilonboztetheto elemeket tartalmazé halmaz elem-
szamardl. Legyen adva adva két V = {vi,va,...} és V = {01,02,...} véges vagy
megszamldlhato halmaz, és kozottik egy p(v|vi), vi € V, 0, € V, dtmenetvaldszindisé-
gekkel definidlt csatorna. Legyen n és 1 két e csatorndval dsszekapcesolt valdsziniségi
vdltozo. Vezessik be a q(0;) = P( = 0;), U € V, valdszintiségeket és az

A(Ui):{ﬁjl %EV, p(UJ—JUZ)ZQﬁ}, 'UZ‘GV,
q(v;)

halmazokat eqy alkalmasan vdlasztott ¥ paraméterrel. Tegyiik fel, hogy teljesiil a

P(ij € A(vi)|n = v;) = > p(v5lv:) < (3.4)

05: p(Bj|vi)>2%q(D;)

egyenliotlenség valamely v < 1 szammal minden v; € V' pontra. Legyen v+ A < 1

valamely A > 0 szammal. Ekkor tetszdleges A = {v;,,...,viy } CV X megkiilonboztet-
heto pontokbol allo halmaz N elemszamdra N < %

1. megjegyzés. A (3.4) formulaban szerepld feltételes valoszintiséget az ott felirt Gsszeg-
ként definidljuk abban az esetben is, ha P(n = v;) = 0. Az A(v;) halmaz definiciéjdban
nem egyértelmi, hogy azok a ©; € V pontok, amelyekre mind a p(%;|v;) = 0 mind a
q(?;) = 0 azonossag teljesiil beletartoznak-e az A(v;) halmazba. Ennek azonban nincs
jelentOsége, mert az ilyen ¥; pontok hozadéka nulla a (3.4) képletben szerepl6 Gsszegben.
Kényelmi okokbdl azt fogom feltételezni, hogy az ilyen pontok nincsenek benne az A(v;)
halmazban.

2. megjegyzés. Mind itt, mind a csatorna koédoléasi tételben tekintettiink egy a csa-
tornaval Gsszekapcsolt (n,7) valdszintiségi valtozé part. A csatorna kédoldsi tételben
olyan (v, A(v;)), v; € V, A(v;) C V pérokat kerestiink, amelyekre A(v;) = A(v;, ) =
{0;: pgéfljgi) < 29} egy kis ¥ szdmmal, és a P(ij € A(v;)|n = v;) feltételes valdszintiség
nagy. Igy tudtunk ugyanis olyan (v;, B;) parokat taldlni alkalmas, (diszjunkt) B; C

45



A(v;) halmazokkal, amelyekre P(77 € B;|n = v;) > 1 — A, és a B; halmazok kicsik
abban az értelemben, hogy a P(77 € B;) val6sziniiségek kicsik. A fenti, a csatorna
kodolasi tételt elokészité eredményben azt allitjuk, hogy ha egy ellenkez6 iranyd tu-
lajdonsdg érvényes, nevezetesen, ha a P(7 € A(v;,¥)|n = v;) feltételes valdsziniiségek
kicsik minden v; € V feltétel esetén még viszonylag nagy ¥ szamokra is, akkor csak
viszonylag kevés A megkiilonboztethetd v; € V' elem 1étezik. (Ez az éllitds kissé eltéré,
de ekvivalens formdban van megfogalmazva a fenti eredményben.) Ennek oka, mint a
bizonyitasbol 1atsz6dni fog, az, hogy ebben az esetben minden olyan B C V halmazra,
amelyre P(7) € Bln =wv;) > 1 — X\, a P(] € B) valdszinliség is nagy.

Bizonyitds. Adva egy A = {vj,,...,v;y} C V X megkiilonboztetheté pontokbél &ll6

halmaz vélasszunk olyan By € V, ..., By € V diszjunkt halmazokat, amelyekre P(7 €
Bi|n =v;,) > 1 — X minden 1 <k < N indexre. Ekkor
1—)\—7SP(ﬁGBk\A(Uzk”n:Uu): Z p(@J|U1k)
Uj: 0;€Brk, p(;]viy, ) <27 q(7;)
<2’ > q(9;) = 2" P() € By, \ A(vy,)) < 2" P(7] € By)

051 05 € By, p(9j|viy ) <2%q(7;)

minden 1 < k < N indexre. Osszegezve ezeket az egyenlStlenségeket minden 1 < k < N
indexre és felhaszndlva, hogy a By halmazok diszjunktak azt kapjuk, hogy

N(1—-X—7)<2%
A lemmaéat belattuk.

A csatorna kddoldsi tétel megforditisinak a bizonyitdsa. Legyen n' és 7' két olyan
egy V véges és C' kapacitasi csatornaval 6sszekotott valdszinliségi valtozo, amelyekre
Im'A') = C. Legyen (n1,M),- -, (M, 7n) az (n',7") véleten vektorral azonos eloszldst,
fiiggetlen véletlen vektorok sorozata, amelyeket a V' altal meghatérozott V" emlékezet
nélkiili csatorna kot Gssze. Vezessiik be az n = (n1,...,n,) és 7= (71,...,7,) jelolést.
A csatorna kodolasi tétel megforditasanak a bizonyitasaban az el6bb bizonyitott felsd
becslés eredményét fogom alkalmazni eqy A megkilonboztethetd elemeket tartalmazo hal-
maz elemszdmardl az n,n valdszinliségi valtozd parra és V™ csatorndra a ¢ = Cn +

K \/\1/% paraméterrel, ahol K egy a csatornatol fiiggo elég nagy szam.

Ezen becslés alapjan a csatorna kodolasi tétel megforditasanak a bizonyitasdhoz
elég megmutatni, hogy

1—A

P((ﬁl; e 77771,) € A(('Ui17 e 7'Uin))|7]]_ = Vi3 Mn = Uin) S T (35)
minden (v;,,...,v;,) € V" vektorra, ahol
A((Uha s avin))
=0 W,y 03,)1 (g0, 05,) € VT, B > O RVRVIZA
IT a(@;,)
k=1
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egy elég nagy K > 0 konstanssal, mely képletben p(;|v;) jeloli az emlékezet nélkiili
csatornat meghatdrozé csatorna dtmenetvaldszintségeit, és ¢(0;) = P( = 0;). Ugyan-

NG
VA

is, ha ez az egyenlotlenség igaz, akkor az elobb emlitett felsé becslés ¥ = Cn + K

és v = % szereposztassal a tételben megfogalmazott eredményt szolgaltatja.

A bizonyitandé egyenlétlenségnek megadjuk egy jobban vizsgalhatd, ekvivalens
atfogalmazasat. Ennek érdekében rogzitiink valamilyen v;; € V, ..., v; € V pontokat,
és olyan (1(vi,), - .., Cu(v;,) fliggetlen valdszintiségi véltozdkat definidlunk, amelyekre
a Cx(vi,) valészinfiségi valtozé eloszlasit a P(Cx(vi,) = 0;) = p(9|vs, ), 9 € V, képlet
adja meg minden 1 < k < n indexre. Mivel P(((i(vi,),...,Cn(vi,)) = (04y,...,05,.)) =
P((M,.--ym) = (954,---,05,))m = viyy...,Nn = v;,) minden (9,,,...,0;,) vektorra
ezzel a jeloléssel a (3.5) egyenl6tlenség a kovetkez6 alakban {rhaté:

P((C(vir)s -5 Gn(vi,)) € Al(viys -5 03, )

Hp gk Vi, |vlk) > 20n+K\/ﬁ/m < u
Ck U%k 2

Az utols6 formuldban a valészintiségen beliil logaritmust véve azt kapjuk, hogy a

P(Ck(viy ) viy) Ky\/n 1—)
(Zl B oy 2T _1_A> < — (3.6)

egyenl6tlenséget kell bizonyitanunk minden (v;,,...,v;, ) € V™ vektorra.

Vegyiik észre, hogy a (3.6) formula szumméjaban szerepld tagok varhaté értéke

Blog PG lin) _ s~ o b0l

q(Ce(viy))  ~ q(7;)

v;€V

Tovébba, mivel I(n’ A 7') = C, ahol C az emlékezet nélkiili csatorndt meghatérozoé
csatorna csatorna kapacitasa, ezt az egyenletet Osszehasonlitva a lemma az emlékezet
nélkili csatorna kapacitdsdrdl eredményében szerepld (3.1) képlettel azt kapjuk, hogy
a tekintett varhaté érték kisebb vagy egyenld, mint C', és a C' szammal egyenlé azon
v, € V pontokra, amelyekre P(n’ = v;, ) > 0. Tovabba létezik olyan D < oo konstans,
amelyre

PGk (vin)[Vin) 2— 0;|v; o p(0;]vin) i minden v; ontra
B 1og P ) = X piee) (105" )< D minden v €V pontra

v;eV
mert a fenti kifejezésben egy olyan véges tagszamu Osszeg szerepel, amelynek mindegyik

tagja véges. (Tudjuk, hogy ha p(v,|v;) > 0, akkor ¢(7,) > 0, és csak véges sok kiilonb6zd
Osszeget kell tekinteniink.)
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A most bizonyitott Osszefiiggések és a Csebisev egyenlotlenség a kovetkezd becslést
adjéak (3.6) képletben szerepld fliggetlen valdszintiségi véltozok Osszegének az eloszlasara.

Ck 1k ‘ Zk) K\/ﬁ
(Zl W20n+ﬁ>
SP(; - Tom ar o) )Zm)

Dn(1—X) _1-2)
< )
- K?2n - 2

ha a K konstanst elég nagynak (K2 > 2D) valasztjuk. Igy a (3.6) formulét, és ezzel a
tételt is bebizonyitottuk.

Erdemes lehet heurisztikus szinten attekinteni, hogy milyen gondolatokra épiil a
csatorna kodolasi tételnek illetve e tétel megforditasanak a bizonyitasa.

Legyen (n,7) olyan a csatornaval sszekapcsolt valészintiségi valtozé pér, amelyre
I(n A7) = C, ahol C a csatorna kapacitasa, vagy ha ilyen par nincs akkor az I(n A7)
szam nagyon kozel van ehhez a C' értékhez. Annak bizonyitasa, hogy alkalmas feltételek
mellett mind a két tétel érvényes azon allitas igazolasan alapul, hogy egy n hosszusagu
emlékezet nélkiili csatorndban az

A(v)={v—(vh,.. [ 0;,) € Vi HLU;k)Nzcn}

halmaz teljesiti a P((71,...,7m) € A@)|(n1,...,mm) = v) ~ 1 reldciot tipikus v =
(Viyy...,v;,) € V™ pontokban, ahol (n1,71), ..., (Wn,7n) az (n,7) parral azonos el-
oszlasu, fiiggetlen véletlen vektorok sorozata, és ¢(v;,) = P(n = 9;). (A csatorna
kédolési tétel bizonyitdsdban a ~ 2¢" kifejezés helyett > 26m(1—o())_t 4 csatorna
kédolési tétel megforditdsanak a bizonyitasdban pedig < 2¢7(+e() et érdemes {rni
az A(v) halmaz definici6jdban.) A most haszndlt ‘tipikus’ kifejezés elsé kozelitésben
azt jelenti, hogy a relaci6 igaz a v = (v;,...,v;,) € V" vektorok majdnem egy
valésziniiségi halmazéra azon valdsziniiségi mérték szerint, amelyet az (11,...,7n,) vek-
tor eloszldsa hataroz meg. A bizonyitas részletesebb vizsgalata soran a ‘tipikus’ sz6
jelentését pontositani kell. Erdemes megjegyezni, hogy az A(v) halmazra felirt relacié
n ~
Ugy is frhatd, hogy > log % ~ Cn majdnem 1 valdészintiséggel ha (71,...,7,)
k=1

n
eloszlasat a P(1 = 0j,,...,Mn = 0j,) = H p(vi, )p(Vj, |vi, ) képlet adja meg. Tovabba

P Vi, v _ 4
E log P = ZP( Mk = Vi, Tk = va)log P(n(:km)zj(ka S5 = T0m A i) = C. Brért o

elobb felirt relamo olyan tényt fejez ki, hogy fiiggetlen valdszinliségi valtozok Osszege
kozel van az 0sszeg varhato értékéhez.
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Az A(v) halmazra megfogalmazott tulajdonsdg egyik kovetkezménye az, hogy egy
tipikus v € V™ pontra

vEA(v) vEA(V) q(v) p(v|v)
—Cn _ p(ofv —Cn ~ —Cn
-2 S @B =2 3 a2
vEA(v) q vEA(v)

ahol ¢(9) = [ q(@;,), és p(t|v) = [ p(#;,|vi,). Ha egy olyan B(v) C V™ halmazt
k=1 k=1

keresiink egy v € V" ponthoz, amelyre P((71,...,7,) € B(v)|(N1,...,0n) =v) > 1= A
valamely kis A > 0 szamra, akkor a B(v) halmaz az el6bb definidlt A(v) halmaz kis
modositdsa a P(-|(n1,...,nn) = v) mérték szerint. S6t, néhany szamunkra nem lényeges
feltétel teljesiilése esetén az is igaz, hogy az A(v) halmazhoz hasonléan a B(v) halmaz
teljesiti a P((71,...,7n)) € B(v)) ~ 27"C reldciét. Ezért, ha olyan (v, BM) ...
(o), BN ) ¢ y» B ¢ V" minden 1 < k < N indexre, parokat keresiink,
amelyekre P((7j1,...,7,) € B®|(n1,...,n,) = v®) > 1 — X\ minden k indexre, és a
B*) halmazok diszjunktak, akkor legfeljebb N = 2¢7(1+o(1)) {lyen part valaszthatunk,
és ezt mondja ki a csatorna kodolasi tétel megforditasa. A csatorna kodolasi tétel viszont
az 4llitja, hogy ennyi (v(®), B*)) part ki is lehet vélasztani.

Természetesen, az elébb vazolt gondolatmenetek pontos kidolgozasa az érvelés fi-
nomitasat igényli tobb ponton. Ezek részleteit azonban itt nem targyalom, mert a
mar lefrt bizonyitas tartalmazza azokat. Csak egy figyelemre mélté részletet emlitek. A
csatorna kédolasi tétel megforditasaban az A(v) halmazokra felirt aszimptotikus relaciot
nem elegendo csak ‘tipikus’ v € V™ pontokra belatni, azokat minden v € V" pontra iga-
zolni kell. Ez okozza a {6 nehézséget e tétel bizonyitasaban. E probléma lekiizdésében a
véges dllapotteri csatorna optimdalis bemenetének a jellemzésérol szolo tétel eredménye
segit. Ez teszi lehetévé a vizsgalando feltételes valdszintiség becslését minden v € V™
vektorra.

4. Kis hibaju és viszonylag gyors informacié tovabbitas a forras és csatorna
kodolasi tétel segitségével.

E fejezetben a kovetkezo problémaval fogunk foglalkozni. Legyen adva egy informécio
forras, azaz legyen adva egy értékeit egy véges vagy megszamlalhatéan végtelen X =
{z1, 22 ...} halmazon felvevé ¢ valdsziniiségi véltozd, és legyen &;,&o,... fliggetlen,
és a & valdszintiségi valtozoval azonos eloszldsi valészintliségi valtozdk sorozata, amit
informaci6é forrasnak fogunk nevezni. Legyen ezenkiviil adva egy emlékezet nélkiili
csatorna, amelyet egy olyan csatorna hatdroz meg, amely valamely V = {vy,vq,...}
bemeneti jelek halmazét atviszi kimeneti jelek valamely V = {0y, s, ... } halmazéba, és
p(¥;]v;) annak a feltételes valészintisége, hogy a csatorna ¢; kimeneti jelet kozli, feltéve,
hogy a v; bemeneti jelet adtuk le. A forras jeleit akarjuk kozolni a felhasznéaléval gy,
hogy az (emlékezet nélkiili) csatornan leadjuk bemeneti jelek egy sorozatdt, aminek
hatasara a felhasznalé kimeneti jelek valamilyen sorozatat kapja, és ennek alapjan
prébélja rekonstrudlni az informacio forras &1, &s, ... értékeit.
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Tegytiik fel, hogy az informacio forras &1, &, . .. jelei egységnyi sebességgel érkeznek,
és mi is egységnyi sebességgel tudjuk tovabbitani a v; jeleket a csatornan keresztiil.
Olyan modszert szeretnénk kidolgozni, amely lehetové teszi, hogy a felhasznalé a forras
minden jelét e-nal kisebb hibaval rekonstrualni tudja, ahol ¢ > 0 egy eldre rogzitett
nagyon kicsi szam. Emellett azt szeretnénk, hogy a felhasznalé minden jelet annak
megérkezése utan véges idén beliill megismerjen. Pontosabban megfogalmazva azt ko-
veteljik meg, hogy barmilyen nagy n szamra a felhasznalé az n-ik idépontban ismerje
az 0sszes 1 < j < n — K iddintervallumban leadott &; jelet, ahol K egy rogzitett szam,
amely fligghet az ¢ hibakorlattol, de nem fiigg az n idéponttdl.

A kovetkezd két a forras és csatorna kédolasrol szélo eredményeken alapuld tételben
azt mutatom meg, hogy ilyen informacié tovabbitas lehetséges akkor, ha a csatorna
kapacitasa nagyobb, mint a forras entrépidja, de nem lehetséges akkor, ha a forras
entrépidja nagyobb, mint a csatorna kapacitasa.

Tétel a jé informacié tovabbitas lehet6ségérol, ha a csatorna kapacitasa na-
gyobb, mint a forras entrépiaja. Legyen adva egy értékeit egy véges vagy meg-
szamldlhatéan végtelen X = {x1,25 ...} halmazon felvevd & valdsziniiségi vdltozé és e
& waldszintségi vdltozoval azonos eloszldsi, figgetlen &1,&s, ... wvaldszintlségi vdltozok
egy sorozata. Legyen ezenkivil adva eqy emlékezet nélkili csatorna, amelyet egy olyan
csatorna hatdroz meg, amely valamely V = {vy,va, ...} bemeneti jelek halmazdt dtviszi
kimeneti jelek valamely V. = {1,0q,...} halmazdba, és p(v;|v;) annak a feltételes
valdszinisége, hogy a csatorna a kimeneti oldalon a v; jelet kézli, feltéve, hogy v; volt
a bemeneti jel. Tegyiik fel, hogy a csatorna C csatorna kapacitdisa nagyobb, mint a
& waldszindiségi vdltozé H(E) entrépidja. Egy régzitett € > 0 szdamra alkalmazzuk a
kovetkezo maodszert annak érdekében, hogy megismertessik a &1,&2,... sorozat jeleit a
felhasznaloval.

Aze > 0 szamhoz vdlasszunk eldszor egy ng = ng(e) kiszébindezet, majd definidljuk
az emlékezet nélkili csatorna ny hossziusagu bemeneti jeleibol allo V™ halmaznak egy
A = A(ng) = {v™)(1) = (vi(1),...,v5,(1)), 1 <1 < N(ng)} C V™ részhalmazdt
valamely N = N(ng) elemszdmmal, és minden v(") (1) € A(ng) vektorhoz adjunk meg
az ng hosszusagu kimenets jelek eqy eqy alkalmas By C Vo részhalmazdt ugy, hogy ezek a
B;, 1 <1< N(ng), halmazok a V™ halmaz egy particidjdt adjdk. Definidljunk ezenkiviil
eqy f:X™ — A(ng) fligguényt, amelyet kodolo, és eqy g: A(ng) — X" fiiggvényt,
amelyet dekodolo fiigguvénynek fogunk nevezni.

Tekintsik a &1,&2, ... sorozat egymdst kovetd diszjunkt ng hosszisagu Eng+1, - - -
§(1+1)n, blokkjait mindenl =0,1,2,... szamra. Helyettesitsik be az l-ik blokk értékeit az
f () kédfigguénybe, azaz tekintsik a (véletlen) f(&ngt1s---5&u+1)no) € A(no) sorozatot
minden | = 1,2,... indexre, és kuldjik a felhaszndlonak a csatorndn keresztil ezt a
sorozatot. O végezze a kapott (véletlen) (Vjyy o3 05,,) € V™o sorozat dekédoldsdt a
kovetkez6 médon. Vilassza ki azt a By € V™ halmazt, amelyre (Vj,, ... ,f)jno) € By, és

vegye a neki megfeleld vl(no) = (vi, (1), -, vi,, (1)) € A(no) sorozatot. Alkalmazza erre a

sorozatra a g(-) dekédold fiigguényt, azaz vegye a g(vi, (1), ..., v, (1)) € X" sorozatot,
és valassza ezt a &ng+1y- -+ §(14+1)n, SOTOZAENAK.
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Az ng kiiszébindexet, az A = A(ng) C V™ részhalmazt, a V"o halmaznak a
v(™)(1) € A(ng) vektoroknak megfelelé B;, 1 < | < N(ng), particidjdt, valamint az
f: X" — A(ng) kédold és a g: A(ng) — X™ dekddold figgvényt alkalmasan valasztva
elérhetjik, hogy a felhaszndlo ezen eljards segitségével legaldbb 1 — e wvaldsziniséggel a
forrds dltal leadott &ng11, - - -, §(14+1)n, SOTOZALOL vdlassza a leadott sorozat I-ik blokkjd-
nak, azaz az l-ik blokkot legaldbb 1 — € wvaldsziniséggel jol dekodolja.

A tétel bizonyitdsa. Ha a csatorna kapacitdsa nagyobb, mint a forras entrépiaja, akkor
létezik olyan 6 > 0 szam, amelyre C' > H({) + 2§. Valasszunk egy ilyen 6 > 0
szdmot. Ekkor a csatorna kédoldsi tétel alapjan van olyan ng = ng(e,d) kiiszobindex,
hogy minden n > ng indexre létezik egy 2(C=d)n > N(n) > 2(H(E)+0)n olemszamu

A(n) C V" halmaz, valamint a V" halmaznak egy olyan By, ..., Bn) particidja,
amely teljesiti a P(Bjlo™ (1)) = Y p@™[(0™(l)) > 1 — £ egyenldtlenséget a
() eB;

v (1) = (v;,(1),...,v;, (1)) € A(n) vektorra és a neki megfelels B; € V" halmazra
minden 1 < | < N(ng) indexre, ahol p(2(™|(v(™ (1)) az emlékezet nélkiili csatorna

dtmenetval6szintisége, azaz p(0( (v (1)) = ] p(3;,|vi, (1)) a 8™ = (3),,...,7;,) és
k=1

V(1) = (v5,(1),...,vs, (1) jeloléssel. Tovabba, mivel N(n) > 2HE+0n 3 misodik
fejezetben bizonyitott fiiggetlen, egyforma eloszldsiu valosziniségi valtozokbaol allo forrds
kis hibdji kédoldsdrdl és dekddoldsdardl szol6 tétel alapjan van olyan f: X™ — A(n), ké-
dol6 és g: A(n) — X™ dekédol6 fiiggvény, amelyre P(g(f(&1,...,&n)) = (&1,---,&n)) =
1 — 5, han >mng(e,§) egy esetleg nagyobb ng kiiszébindexszel.

Vélasszunk egy olyan ng indexet, amelyre létezik a kivant tulajdonsiagi A(ng) C
V™ halmaz a V" halmaz hozzdtartozé By, ... , BN (ny) particidjaval egyiitt, valamint
létezik a megfelel6 tulajdonsagu f kédold és g dekddold fiiggvény is. Ezzel a vélasztassal
a tételben leirt dekodolasi eljaras hibaja kisebb, mint €. Valdéban, tekintsiik az in-
formécié forras éltal leadott {ing41s- - -5 &(41)ne S0r0Zat f(&ingt1s- -+ E1+1)n0) = V' €
A(ng) kédjat. A felhaszndld legalabb 1— £ valészintiséggel azonositani fogja ezt a jelet a
csatornan keresztiil kapott jel segitségével. Ezutéan a g(-) dekédolé fiiggvény segitségével
végzett dekddolds is legfeljebb § valészintiséggel fogja dontése hibdjat novelni.

A miésodik tételt, amely azt allitja, hogy ha C < H({) akkor nem lehetséges az
adott mdédon kis hibajui, gyors adatatvitelt bizositani csak abban az esetben bizonyitom,
ha a tekintett csatorna véges allapotter(i, mert csak ebben az esetben bizonyitottam a
csatorna kédolasi tétel megforditasat, amely fontos szerepet jatszik ezen allitas iga-
zoldsdban. Olyan allitdst fogok bizonyitani, amely szerint a C' < H(§) esetben minden
1 > & > 0 szdmhoz megadhaté egy olyan ng = ng(e) kiiszobindex, hogy egy n > ng
hosszisagu blokknak tetszéleges a csatornan keresziil torténd tovabbitasanak a hibéja
legaldbb 1 — . Azutdn egy kovetkezményben megmutatom, hogy a viszonylag rovid
blokkoknak is barmely a csatornan keresztiil torténo tovabbitasanak a hib&ja alulrol
becsiilheto egy a forrastol és a csatornatol fiiggd pozitiv szammal.

A tétel pontos megfogalmazédsa érdekében el6szor azt definidlom, hogy mit jelent
egy m hosszisagu sorozat tovabbitdsa a csatorndn keresztil. Az egyszeriibb jelolés
érdekében csak a &,...,&, sorozat csatornan keresztil torténé tovabbitasardl fogok
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beszélni, bar a fogalmat hasonléan definidlhatnank és a megfelel6 eredményt hasonléan
bizonyithatnank tetszoleges &41,...,&4n, [ =0,1,2,..., sorozatra is.

Az &, ...,&, sorozat egy a csatornan keresztiil torténd tovabbitasat a kovetkezo
mennyiségek segitségével fogjuk definidlni. Vezessiink be egy f: X" — V"™ kédfigg-
vényt, amely az n hosszusagi (x1,...,x,) € X" sorozatokat képezi a csatorna bemeneti
jeleinek (vy,...,v,) € V™ sorozataiba. Definidljuk a csatorna V kimeneti jeleinek n
hossztiségu sorozataibdl 4ll6 V™ halmaznak egy N = N (n) elemit By,...,ByN par-
ticidjat. Ezenkiviil rendeljiik hozzd e particio mindegyik B;, 1 < [ < N, eleméhez
az X" halmaz valamely 2™ (1) = (z;,(I),...,2;, (1)) € X" elemét tgy, hogy a par-
ticié kiilonboz6 elemeihez kiilonbézé sorozatot rendeliink hozzé, azaz (™ (1) # (™ (1),
ha [ # I’. Alkalmazzuk a kovetkezd informécié tovabbitasi és dekddoldsi eljarast. Ha

megérkezik a forrasbdl a &1, . . ., &, sorozat, akkor alkalmazzuk ré az f kédfiiggvényt. fgy
egy f(&1,--,6n) = (Viy, .-, v,) € V" sorozatot kapunk. Ezt dtengedjiik az emlékezet
nélkiili csatornan és kapunk egy (v;,,...,9;,) € V" sorozatot, amelyet tartalmaz a

By, ..., By particié egyik eleme. Ha (0j,,...,9;,) € B;, 1 <1 < N, akkor legyen a
dekédolt sorozat a B; halmaznak megfeleltetett (™ (1) = (x4, (), ..., 2;, (1)) sorozat.
Jeloljiik ezt az (™ (1) ‘dekddold’ (véletlen) sorozatot (Ci,...,(n)-nel. Akkor tekintjiik
az informécié tovabbitasi és dekédoldsi eljarast jénak, ha (£1,...,&,) = (Ciy. .., Cn).

A kovetkez6 tételt fogom bizonyitani.

Tétel a jo informacié tovabbitas lehetoségeinek a korlatairdl, ha a csatorna
kapacitasa kisebb, mint a forras entropiaja. Legyen adva eqy értékeit eqy véges
vagy megszamldlhatdan végtelen X = {x1,x2...} halmazon felvevd & waldsziniiségi
valtozo és e & valosziniségi vdltozoval azonos eloszldsu, figgetlen &1,&s, ... valosziniségi
vdltozok eqy sorozata. Legyen ezenkivil adva eqy emlékezet nélkili csatorna, amelyet egy
olyan csatorna hatdroz meg, amely valamely V- = {v1, v, ...} bemeneti jelek véges hal-
mazdt dtviszi kimeneti jelek valamely V. = {01, 7a,...} véges halmazdba, és p(v;|v;)
annak a feltételes valdsziniisége, hogy a csatorna kimeneti jele a v; pont, feltéve, hogy a
bemeneti jele v; volt. Tegyiik fel, hogy a csatorna C csatorna kapacitdsa kisebb, mint a
& wvaldsziniiségi valtozé H (&) entrdpidja. Ekkor minden régzitett € > 0 szamhoz létezik
olyan ng = ng(e) kiszobindex, amelyre igaz a kévetkezd dllitds.

Adva eqy n > ng szam, tekintsink egy f: X" — V"™ kddfigguényt, és vegyiik
a V" halmaznak eqy N = N(n) elemi By,...,Bn particidjit. Ezenkivil rendeljik
hozzd e particié mindegyik B;, 1 < 1 < N, eleméhez az X™ halmaz egyik (™ (1) =
(25, (1), ..., 2, (1)) € X™ elemét tgy, hogy ™ (1) # =™ ('), hal # 1. Alkalmazzuk az
ezen f kddfiigguény, By, ..., By particid és By — X" megfeleltetés dltal meghatdrozott
az e tétel eldtt leirt informdcio tovdbbitdsi és dekodoldsi eljarast. FEzen informdcio
tovabbitdsi és dekddolasi eljards hibdja legaldbb 1 — e, ha n > ng = ng(e), ami azt

jelenti, hOgy P((&lv <o 7571) = (417 SR Cn)) <e.

A tétel bizonyitisa. Azt éllitom, hogy ha H(§) > C, akkor minden & > 0 szdmhoz
létezik olyan ny = ng(e) kiiszobindex, hogy ha az elébb leirt eljarast alkalmazzuk n >
ng hosszusagi sorozatokra, akkor barhogy is valasztjuk az f(-) kédold fliggvényt, a
V"™ halmaz Bi,..., By particiéjat és barhogy is adjuk meg a B; halmaz elemeinek a
By — z™(l) = (z5,(1),...,z;, (1)) hozzarendelését az X" halmaz valamely eleméhez,
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a dekddolas legfeljebb e valdszintiséggel ad helyes eredményt, azaz P((&1,...,&,) =
€1y s G)) < e

A bizonyitast indirekt moédon végzem el. Feltételezem, hogy van olyan n > ng szam
barmely ng kiiszobindexre, amelyre 1étezik olyan f(-) kédfiiggvény, a V" halmaz olyan
Bi,..., By particiéja, illetve e particicknak olyan B; — x(™ (1) = (x4, (1),...,z;, (1))
megfeleltetése, amelyre a tétel megfogalmazasa el6tt leirt médon konstrudlt ((y, ..., )
sorozatra P((&1,...,&) = ((1,.-.,(n)) > . Megmutatom, hogy e feltevésbél kovetke-
zik egy olyan allitas, ami ellentmond a csatorna kdédolési tétel megforditasaban megfo-
galmazott eredménynek. Olyan nagy N szamra fogok N darab v(™) (1) € V pontot és
diszjunkt, a p(B(u(l)|v(")(l)) > ¢ tulajdonsagot teljesité B, ) € V,1 <1< N, halmazt
konstrudlni, amekkora N szam esetén ez az emlitett eredmény szerint ez nem lehetséges.

Mivel H(¢) > C, vélaszthatunk olyan § > 0 szdmot, amelyre H(£)(1 — §)* > C.
Elészor azt mutatom meg, hogy feltevésiinkb6l kovetkezik, hogy ha n > ng = ng(e, 9)
valamely ng kiiszObindexszel akkor létezik Ny = Ni(n) > 9(1=8)*H(&)n darab olyan
(1) = (x;,(1),..., 2, (1)) € X™ sorozat, amelyekre

minden 1 <[ < Nj indexre.

P((§1s -+ 6) = (s Gl (61, 6n) =2 (1) 2 2

Ezt igazolando, vegyiik észre, hogy ha definidljuk az

A=AMn) ={(xi,...,zi,): (Tiy,...,2z;,) € X",

P((E1s e r€0) = (oo s Gl (€1 s En) = (e sz )) 2 2} OV

}

N|m

halmazt, akkor P(({1,...,6,) € A) > 5. Ugyanis feltevésiink szerint

e < P((€ o 60) = (G G)) S P11 60) € A) o S(1= P((E1, 01 6n) € A)),

ahonnan kovetkezik ez az allitas. Viszont innen az is kovetkezik, hogy ha n > o egy
elég nagy ng szammal, akkor az A(n) halmaz elemszdma nagyobb, mint 2(1=9)"H(&n
Valéban, vezessiik be az

Al = Al(n) = {(2131'1,. . ~,£Cin)1 (.’Bil,. .. ,.Z’in) € )(n7
P((€17 s 7£n> = (1'@'1, R 7$@n)) < 2—(1—5)H(£)n}

halmazt. Lattuk kordbban, hogy P(({1,...,6n) € A1) > 1 — 5. Ezért P((&1,...,&) €
AN A;) > %, ahonnan az AN Ay, kovetkezésképpen az A = A(n) halmaz elemszdma
nagyobb, mint 22(1_5”}(5)” > 2(1_5)2H(5)", és valéjaban az A halmaz elemszamara ilyen
alsé becslést kivantunk adni.

Tekintsiik a (4.1) formuldban definidlt A(n) halmazt, és soroljuk fel az elemeit
A(n) = {z(™(), 1 < I < N(n)} alakban. Lattuk, hogy N(n) > 20=9*H©n  Fe
leltessiink meg mindegyik z(™)(I) € A(n) vektornak azt a (v(™(l), B,q)) part, amely-
re v(™(1) = f(z(™ (1)) € V™ a tekintett modellben szereplé f(-) kédfiiggvénnyel, és

53



Buq) C V() o V() halmaz Bi,..., By particiéjanak az a B, eleme, amelyre a tekin-
tett modellben adott megfeleltetésben a B, — 2(™) (1) reldcié teljesiil. (Létezik egy ilyen

B, halmaz a P(((1,...,C0) = 2™ )|(&,. .., &) = 2™ (1)) > 0 tulajdonsig miatt.)
Vegyiik észre, hogy

n ~(n n €
p(Buplo™ W)= Y p@™ @) > 3
ﬁ(n)eBu(l)

ahol p(2(™|v(™ (1)) az emlékezet nélkiili csatorna dtmenetvaldszintisége, azaz

n

p(@ [ (D) = [T p(@) v (1)),

k=1

ha o™ = (3;,,...,9;,), és v (1) = (v, (1),...,v;,(1)). A felirt egyenltlenség azért
igaz, mert annak a valdszintiségét tekintettiik, hogy ha egy x(™(I) € A(n) soroza-
tot vesziink, tekintjitk annak az f(-) leképezés szerinti v(™ (1) = f(2(™ (1)) képét, azt
atengedjiik a csatornan, majd a kapott jelet az dltalunk leirt médon dekodoljuk, akkor a
kapott ((1,...,¢,) sorozat teljesiti a (C1,...,¢,) = 2™ (1) azonossdgot. Ennek valdszi-
niisége pedig legaldbb §. Vegyiik észre azt is, hogy bar lehetséges, hogy v (1) = v™(1)
akkor is, ha [ # I', azaz lehet két kiilonbozé 2™ (1) € A(n) és 2™ (I') € A(n) vektor,
amelyekre [ # I, és f(z(™ (1)) = f(z™(1")), viszont barmely v(™ € V™ vektorra az
f(z™ (1)) = v™ relacié legfeljebb 2 kiilénboz6 | indexre dllhat fenn. Valéban, mivel a
B,,(1) halmazok diszjunktak kiilonboz6 | indexekre, ezért

>, pBupl™®)=p U Bu[v™ | <1,
L f (xt) (1) =v () L f (2 (1) =v(™)

és az Osszeg mindegyik tagjanak az értéke legaldbb 5. Ezért igaz ez az llitds.

Tekintsiik a C = C(n) = {v™ (1) = f(=™(1)): ™ (1) € A(n)} halmazt, ahol
v (1) = v (I') esetén e két vektor koziil csak az egyiket soroljuk fel a C' = C(n)
halmaz definiciéjdban. Tarsitsuk mindegyik v("™ (1) € C vektorhoz a neki megfelels By
halmazt a V™ halmaz B, ..., By particiéjabol. Lattuk, hogy p(Bu(l)|v(")(l)) > 5, ami

azt jelenti, hogy a C' halmaz elemei a csatornara nézve § megkiilonboztethetd elemek.

Masrészt azt is lattuk, hogy a C halmaz elemszdma nagyobb, mint %2(1_5)2H En >

9(1=0)*H(&)n > 26n/(1=0) "ha n > ng. Ez viszont ellentmond a a csatorna kédolasi tétel
megforditasdnak. Ezért ilyen tulajdonsigu legalabb € pontossdgu informécié tovabbitas
és dekddolds nem 1étezhet, ha n > ng(e) egy elég nagy ng szammal.

Kovetkezmény. Tekintsik azt az esetet, amikor teljesiiljenek a jo informdcio tovabbi-
tas lehetdségeinek a korldtairol szolo tétel feltételei, specialisan H(§) > C. Rogzitsiink
eqy tetszéleges n > 1 szamot, definialjunk egy f: X™ — V™ kodfiigguényt, és vegyiik
a V" halmaznak egqy N = N(n) elemi By,...,By particidjit. Ezenkivil rendeljik
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hozzd e particio mindegyik By, 1 < [ < N, eleméhez az X™ halmaz egyik x(”)(l) =
(z5,(1),..., 2, (1)) € X" elemét dgy, hogy ™ (1) # =™ ('), ha | # I'. Alkalmaz-
zuk azt az ezen f kddfigguény, Bi,..., By particid és B; — X" megfeleltetés dltal
meghatdrozott informdcio tovdbbitdsi és dekodoldsi eljardst, amelyet az elébbi tétel meg-
fogalmazdsa eldtt vezettem be. Létezik olyan a forrdstol és csatorndtol fiiggd, de az n
szamtol fiiggetlen o > 0 szdm, hogy ezen informdcio tovdabbitdsi és dekddoldsi eljards
hibdja legaldbb o, azaz P((&1,...,6) = ((1y-- 03 Cn)) <1 —a.

A kévetkezmény indokldsa. Azt kell megindokolni, hogy a H(£) > C esetben kis n
szamokra sem lehet n hosszisagu blokkok segitségével nagyon jo informacio tovabbitast
elérni. Belattuk, hogy ha H(() > C, akkor minden ¢ > 0 szadmhoz létezik olyan
no = no(e) kiiszobindex, hogy az n > ngy szdmokra minden n hosszisagu blokkokon
alapul6 informacié tovabbitas és dekddolas hibdja legalabb . Ezt az eredményt fogjuk
alkalmazni ¢ = % valasztdssal. Tekintsiik az ng = no(%) kiiszobindexet. Azt allitom,
hogy az n < ng hosszisagui blokkokon alapulé informacié tovabbitas és dekddolés hibéja

nagyobb vagy egyenld, mint ﬁ Innen adédik a Kovetkezmény allitasa.

A bizonyitas alapgondolata az, hogy ha létezne olyan médszer, amely ﬁ—nél kisebb
dekddolési hibat biztosit, akkor ezt alkalmazva ng egymdas utdni blokkra olyan in-
formacié tovabbitasi és dekddolasi eljarast kapnank valamely ng-nal hosszabb blokkra,
amelynek a hibéja kisebb, mint % Viszont tudjuk, hogy ez nem lehetséges.

Valoban, rogzitsiink egy n < ng szamot. Egy n hosszisagi blokkokon alapuld
informécié tovabbitast és dekédoldst egy f: X™ — V™ kédolé fiiggvény, a V" halmaz
egy Bi,..., By particiéja valamint e particié elemeinek egy B; — z(™ (1), 1 <1 < N,
leképezése az X" térbe hataroz meg. Definidljunk e mennyiségeknek megfelelé ob-
jektumokat az ngn hosszisagi sorozatok terén a kovetkezd médon. Definidljuk az f
kédoldsi fiiggvényt, amely az X™7" teret a V™" térbe képezi az f(x1,...,Tpgn) =
(f(Tknt1s-- s Tkt1)n)s B = 0,...,m9 — 1) képlet segitségével, a V7on halmaz N™
elemi particiéjat pedig a kovetkezé médon: E particié elemei a B(l;1), .- -, litn,)) =
By, X X Bluno) halmazok, ahol 1 < i(j) < N minden 1 < j < ng indexre. Végiil
e particié B(li1y, ..., li(ny)) elemének a x(”)(li(l)) X e X x(”)(li(no)) € X" vektort
feleltetjiilk meg.

Nem nehéz belatni, hogy ha az eredeti n hosszisagu blokkokon alapulé informéacio
tovdbbitasban és dekdédoldsdban a &pi1, - -+, §(141)n, 0 < I < ng, blokkok hibds dekodo-
lasdnak a valdszintisége kisebb, mint ﬁ, (a dekddolas hibdja nem fiigg az [ szamtdl),
akkor az ngn hosszisagu sorozatok ‘szorzatterében’ az 1j objektumok altal meghataro-
zott informacié tovabbitas és dekddolas hibdjanak a valészinlisége kisebb, mint noﬁ =
%. Ugyanis a ‘szorzattérben’ az 1j dekddolds valdjaban ugy miikodik, hogy az egyes
kn+1 <n < (k+1)n blokkokat, k = 0,...,ng—1, egyméstdl fiiggetleniil az n hossziisdgi
blokkokon érvényes szabaly szerint tovabbitjuk a csatornan keresztiil, majd dekédoljuk
Oket. Ha ezen ng blokk dekddolasa mindegyik k-ra kevesebb, mint ﬁ valészintiséggel
hibas, akkor igaz az emlitett becslés. De mivel az ngn hosszi sorozatokkal végzett
dekédolasok hibaja legaldbb i, innen kovetkezik az n < ng hosszi sorozatok hib&jardl

29
megfogalmazott allitas.
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5. Az entropia fogalmanak Kolmogorov-féle altalanositasa és e fogalom al-
kalmazasa egy probléma vizsgalataban.

Ebben a fejezetben egy olyan problémat fogok targyalni, amelynek latszélag nincs koze
az informacidelmélethez. Mégis, meglepé6 mddon, e probléma megoldasaban kulcs-
szerepet jatszik az entrépia, pontosabban e fogalom egy alkalmas &ltalanositasa. A
vizsgalando kérdés megfogalmazasdnak érdekében eloszor felidézem a valdszinliségsza-
mitasban gyakran hasznalt Bernoulli rendszer definiciéjat.

A Bernoulli rendszer definiciéjanak megadédsa el6tt ismertetem annak informaélis
leirdsét. Vesziink egy (92, A, P) valdszinliségi mezot, és azon egy véges sok, mondjuk az
1,2,...,r értékeket felvevo & valdszinliségi valtozot. Minden egész [ szamra tekintjiik
ennek a rendszernek egy ezzel az [ szdmmal indexelt példanyat, és vessziik ezek direkt
szorzatat. Ezutan definialjuk azt az eltolast ezen a szorzattéren, amelynek hatasara a &
valészintiségi véaltozo a &1 valtozéba megy at. Alabb egy olyan rendszert definidlunk,
ahol ilyen valdszintiségi valtozdkat és azok eltoltjait természetes mdédon be lehet vezetni.

Bernoulli rendszer definiciéja. Legyen adva egy r > 2 egész szdm, és olyan p; > 0,
T
1 < j < r, szdmok, amelyekre Y p; = 1. Azr > 2, ésp;, 1 < j < r, szamok
j=1
daltal meghatdrozott Bernoulli rendszeren az alabbi (2, A, P) valdsziniiségi mezdt és az
Q halmazon definidlt T dgynevezett shift (eltolds) transzformdcidt értjik. Az Q0 halmaz
elemei azon w = (...,x_1,%0,21,...) Sorozatok, amelyekre z; € {1,...,r}, minden
—00 < j < oo indexre. Az A o-algebra az alabbi A(k, j_k,...,jk) C Q dgynevezett
hengerhalmazok dltal generdlt legsziikebb o-algebra:

Ak, joky - ygi) ={w=(..,2_1,20,%1,...): Ts = Js, —k < s <k},

ahol k tetszbleges pozitiv egész szam, és js € {1,...,r} minden —k < s < k indexre. A
k
hengerhalmazok P valosziniségét a P(A(k, j—k,...,jx) = 1] pj, képlet adja meg, és

s=—k
a P mérték e valosziniiség kiterjesztése a A o-algebrdra. Végil egy

w=(..,0_9,T_1,%0,%1,...) €S
elemi esemény Tw shiftje (eltoltja) a
Tw=(...,2_1,20,71,Z2...) € Q

sorozat, azaz az w-t definidlo sorozat xs, s-ik koordindtdjdt eggyel eltoljuk balra. Ez azt
jelenti az x5 szdm a Tw-t definidlo sorozat s — 1-ik koordindtdjdban jelenik meg.

Megjegyzés. A Bernoulli rendszerek definicigjaban nem jelentek meg az e fogalom in-
formalis ismertetésében emlitett &, [ = 0,+1,..., fiiggetlen és egyforma eloszlasu va-
16szintliségi valtozok. De ilyen valdszintliségi valtozokat egyszerti és természetes modon
definidlhatunk egy Bernoulli rendszerben. Nevezetesen, legyen &(w) = x;, 1 =0,+1,.. .,
ha w = (...,a:_l,ajo,xl,...).
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Azzal a kérdéssel fogunk foglalkozni, hogy két kiilonb6z6 Bernoulli rendszer mikor
izomorf egy alabb ismertetend6 természetes izomorfia fogalom szerint, mely izomorfia
szemléletesen a két dinamikus rendszer hasonlésagat fejezi ki. Erdemes ezt a kérdést
altaldnosabban megfogalmazni. Bevezetem az (invertalhaté shift transzformaciéval ren-
delkez6) dinamikus rendszerek fogalmdat, és definidlom ezek izomorfidjat. A minket

érdeklo kérdés arrdl szol, hogy bizonyos specialis dinamikus rendszerek mikor izomor-
fak.

(Invertalhatd) dinamikus rendszerek definiciéja. Egy (€2, A, P) valésziniségi me-
z0t, €s eqy az 2 halmazt onmagdba képezd, mérhetd T leképezést dinamikus rendszernek
neveziink, ha T mértéktarté transzformdcio, azaz P(T71(A)) = P(A) minden A € A
halmazra. Egy dinamikus rendszert invertalhatonak nevezink, ha a T transzformdcio
automorfizmus, azaz minden w € ) pontra pontosan eqy olyan @ € ) pont van, amelyre
Tw =w.

Nem nehéz belatni, hogy egy Bernoulli rendszer (az ott definidlt) shift transz-
formaciéval invertdlhaté dinamikus rendszer. A jobb érthetdség kedvéért mutatok egy
a Bernoulli rendszerhez hasonlé nem invertalhaté dinamikus rendszert, amelyet féloldali
Bernoulli rendszernek fogok nevezni.

Féloldali Bernoulli rendszer definicidja. Legyen adva eqy r > 2 egész szam,
T

és olyan p; > 0, 1 < j < r, szdmok, amelyekre Y p; = 1. Azr > 2, és p;j,
j=1

1 < j <r, szdmok dltal meghatdrozott féloldali Bernoulli rendszeren az aldbbi (£2, A, P)

valdszinidségi mezbt és az  halmazon definialt T ugynevezett shift (eltolds) transz-

formdcidt értjik. Az Q halmaz elemei azon w = (xg,x1,...) sorozatok, amelyekre
1 <z < r, ésx; egész szam minden 0 < j < oo indexre. Az A o-algebra az €
halmaz az alabbi A(k, jo,...,jx) tdgynevezett hengerhalmazok dltal generdlt o-algebra:

Ak, joy-- k) = {w = (xg,x1,22,...): s =75, 0< s <k}, k=1,2,...,1<j,<r
minden 0 < s < k indexre. A hengerhalmazok P valdsziniiségét a P(A(k, jo,...,Jk) =
k

II pj. képlet adja meg, és a P mérték e valdsziniség kiterjesztése a A o-algebrdra.
s=0

Végil eqy w = (xo,z1,x2,...) € Q elemi esemény Tw shiftie a Tw = (x1,x2,T3,...) €
Q sorozat, azaz az w-t definidlo sorozat x4, s-ik koordindtdjdt eggyel eltoljuk balra, és az
xo koordindta ‘elveszik’.

Legyen adva két (Q, A4, P,T) és (Q, A, P,T) dinamikus rendszer. Természetesnek
latszana ezek valamely ¢ izomorfidjat gy definidlni, mint az {2 halmaznak olyan kolcso-
nosen egyértelmi, mértéktarté ¢ leképezését az 0 halmazba, amely a T shift transzfor-
maciét a T shift transzforméciéba viszi, azaz p(Tw) = Tp(w) minden w € Q pontban.
Mint a kovetkezo példa mutatja, érdemes ezt a definiciot kissé finomitani. Lehetséges
ugyanis, hogy valamelyik dinamikus rendszernek van egy olyan rossz null mértéki
részhalmaza, amely kizarja az ilyen értelemben vett izomorfiat, de ha ezt a null mértéki
halmazt elhagyjuk akkor minden rendben lesz.

Tekintsiik a kovetkezd példat. Vegyiik azt az (2, A, P) valdszin{iségi mez6t, amely-
re Q = {1}, A az Q halmaz 6sszes részhalmaza, (ez valéjaban az {1} halmaz és az iires
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halmaz), és P({1}) = 1. Definidljuk a T shift transzforméciét az {2 halmazon, mint
az identitds transzformaciot. Vezessik be az (Q A, ]5) valészinliségi mezdt, amelyre

= {0,1}, A az Q halmaz 6sszes részhalmaza, P({1}) = 1, és P({0}) = 0. Definidljuk
a T shift transzforméciét az € halmazon, mint az 1dent1tas transzforméciét. Ekkor,
mind (Q, A, P,T) mind (Q, A, P,T) dinamikus rendszer egy invertdlhat6 shift transz-
forméciéval. A két rendszer nem izomorf az el6bb vézolt értelemben, mert Q egy, Q
pedig két elembdl 4ll. Viszont a Q halmazbdl kihagyva a null mértéki {0} halmazt
mar két izomorf dinamikus rendszert kapunk. Ezért érdemes dinamikus rendszerek
izomorfidjat az aldbb megadandé mddon definidlni, mert az jobban kifejezi két di-
namikus rendszer hasonlésagat. A definicié szemléletes tartalma az, hogy két dinamikus
rendszert akkor tekintiink izomorfnak, ha egy rossz null mértékdi halmazt kihagyva mind
a két dinamikus rendszerbdl olyan rendszereket kapunk, amelyek az el6bb jelzett erésebb
értelemben is izomorfak.

Dinamikus rendszerek izomorfidjdnak a definiciéja. Legyen adva két (2, A, P,T)
és (0, A, P,T) dinamikus rendszer. A két rendszer izomorf, ha létezik két olyan Qo € A
és Qo € A halmaz és eqy (mérhetd) kolcsondsen egyértelmi ¢:Qy — Qo leképezés,
amelyekre

1.) P(Q) =1, P(Q) = 1, az Qo, és Qo halmazok invaridnsak o T illetve T shift
tmnszformaczom azaz QO C T71Q, és Qo C T71Qy. Ez ekvivalensen gy is
megfogalmazhatd, hogy TRy C Qg, és Ty C Q.

2.) A p: Qo — Qo leképezés mértéktartd, azaz ha A C Qy, A C Qq, és A = ©(A),
akkor A € A akkor és csak akkor, ha A € A, és ebben az esetben P(A) = P(A).

3.) A o leképezés felcserélhetd a T, T shift pdrral, azaz o(Tw) = Ty(w) tetszbleges
w € Qg pontra.

Ha a fenti tulajdonsagok tel]esulnek valamely 2o, Qo pdrral és @ leképezéssel, akkor
azt mondjuk, hogy az (Q, A, P,T) é s (Q, A, P,T) dinamikus rendszerek izomorfak az
(Q0,Q0, @) hdrmason keresztil.

Megjegyzés. Tetszoleges dinamikus rendszerek izomorfidjat definialtuk, de a f6 ered-
ményekben csak invertalhaté dinamikus rendszerek izomorfidjat fogjuk vizsgdlni. A
minket érdeklé Bernoulli rendszerek invertalhaté dinamikus rendszerek, és vizsgalataink
bizonyos részeiben ezt ki fogjuk hasznalni.

Ha két rendszer izomorfidjat akarjuk vizsgalni valamilyen izomorfia fogalom sze-
rint, akkor természetes az izomorfia invaridnsait, azaz olyan tulajdonsagokat és meny-
nyiségeket keresni, amelyek nem véltoznak akkor, ha egy rendszerbdl egy masik vele
izomorf rendszerbe tériink at. Minél tobb invarianst ismeriink annél jobban tudjuk az
izomorfiat vizsgalni.

Tekintsiink invertalhaté dinamikus rendszereket, és vizsgdljuk ezek el6bb bevezetett
izomorfidajat. Eloszor a kovetkezd nem trividlis az izomorfidra invarians tulajdonsagot
taldltdk. Adva egy (92, A, P,T) invertalhat6 dinamikus rendszer, természetes médon
definidlhatjuk a koévetkezo Hilbert teret és rajta definidlt unitér operatort. Alljon a
Hilbert tér az (2, A, P) téren értelmezett négyzetesen integralhaté fiiggvényekbdl a
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szokasos Ly normaval, és vezessiik be e téren az alabbi U operétort. Ha [ f?(w)P(dw) <
oo, akkor definidljuk az f fiiggvény U f képét az U f(w) = f(Tw) képlettel. Nem nehéz
belatni, hogy (a T shift transzformécié mértéktarté tulajdonsaga és invertalhatsdga mi-
att) az el6bb definidlt U operator unitér. Tovabbd, ha két invertdlhaté dinamikus rend-
szer izomorf, akkor a nekik megfelel6 Hilbert tér a rajtuk definialt U unitér operatorral
izomorf. Felmeriilt a kérdés, hogy ez a tény milyen informaciét ad két Bernoulli rendszer
izomorfiajaroél.

Kideriilt, hogy barmely két Bernoulli rendszerhez tartoz6 az el6bbi médon beveze-
tett Hilbert tér a rajta definidlt unitér operatorral egyiitt izomorf. Ezen eredmény bi-
zonyitasat ismertetem e fejezet kiegészitésében. Sokdig azt hitték, hogy ez az a lényeges
izomorfidra invarians tulajdonédg, amely eldonti, hogy két Bernoulli rendszer izomorf-e.
Ezért tobben azt sejtették, hogy barmely két Bernoulli rendszer izomorf. S6t, Paul
Halmos bebizonyitotta, hogy ezen sejtés igazolasahoz elegend6 lenne azt belatni, hogy
az r =3, p1 = py = p3 = % illetve r = 4, p1 = py = p3 = pg = i paraméterekkel
meghatarozott Bernoulli rendszerek izomorfak. Késébb Kolmogorov bebizonyitotta,
hogy ez a sejtés hamis, mert létezik olyan tovabbi a dinamikus rendszerek izomorfidjara
invaridns mennyiség, amelynek létezésébol kovetkezik példaul, hogy a fent emlitett
Bernoulli rendszerek nem izomorfak.

Kolmogorov bevezette a Shannon-féle entrépia egy természetes altalanositdsat.
Definidlta dinamikus rendszerek entrépidjat, és megmutatta, hogy egymassal izomorf
dinamikus rendszerek entrépiaja egyenld. Ezenkiviil olyan eredményt bizonyitott, amely
segitett az entrépia kiszdmoldsdban bizonyos esetekben. Specidlisan megmutatta, hogy
egy r, pi,...,pr, paraméterekkel meghatarozott Bernoulli rendszer entropidja H =

T
— Y pjlogpj, és az altala bevezetett entrépia tekintheté dgy, mint a Shannon-féle
j=1
entrépia altalanositasa. Késébb David Ornstein egy mély eredményben bebizonyitotta,
hogy két Bernoulli rendszer, amelyeknek megegyezik az entrépidja, izomorf.

Ebben a fejezetben Kolmogorov eredményét és annak bizonyitasat ismertetem.
Nem fogom targyalni Ornstein eredményének a bizonyitasat. Természetesen Bernoulli
rendszerek izomorfidjanak a problémaéaja csak egy specidlis, bar fontos része annak a
kérdéskornek, hogy két dinamikus rendszer mikor izomorf. Altaldnos dinamikus rend-
szerek izomorfidjanak a kérdésével azonban ebben a jegyzetben nem foglalkozom.

Kolmogorov eredményeinek targyalasa el6tt ismertetek néhany a dinamikus rend-
szerek izomorfidjaval kapcsolatos tényt.

Eszrevétel. Dinamikus rendszerek izomorfidja ekvivalencia reldcio.

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy egy dinamikus rendszer onmagaval izomorf, azaz az
izomorfia reflexiv. Ugyancsak konnyen lathaté, hogy az izomorfia szimmetrikus tulaj-
donsig. Ha (Q, A, P,T) izomorf egy (Q, A, P,T) dinamikus rendszerrel egy (Qo, Qo,¢)
hiarmason keresztiil, akkor (Q,A,Is,f ) izomorf az (2, A, P,T) dinamikus rendszerrel
az (Qo,ﬂo,go_l) héarmason keresztiil. Be kell még latni, hogy az izomorfia tranzitiv
tulajdonsag.

Azt kell megmutatni, hogy ha (Q, A, P,T) izomorf egy (9, A, P,T) dinamikus
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rendszerrel egy (Q, Q0. ¢), és (Q, A, P,T) izomorf egy (', A, P',T") dinamikus rend-
szerrel egy (€1, 94, 1)) harmason keresztiil, akkor az (Q, A, P,T) és (', A, P',T") di-
namikus rendszerek is izomorfak. Ennek érdekében el0szor megmutatom azt, hogy az
izomorfidkat biztosité harmasok vélaszthatéak (Qa,Qs, p2) és (Qa,Q, y) alakban al-
kalmas €29, Qg, Q, o és 1o mennyiségekkel. A lényeges pont ebben az allitdsban az,
hogy a két hdrmasban ugyanaz az (), halmaz szerepel.

Legyen Qo = Qo N Q. Ha Q, = o Qg, p2 a p fliggvény megszoritdsa az 1y hal-
mazra, akkor (Q, A, P,T) izomorf az (Q, A, P, T) dinamikus rendszerrel az (Q2,Qy, ©2)
harmason keresztiil is. Hasonléan, legyen Q = ¥y, és 1y a 1 fliggvény megszoritdsa
az QQ halmazra. Ekkor (Q, A, P,T) izomorf az (', A, P’,T") dinamikus rendszerrel
az (Qg, 0, 1hy) hirmason keresztiil. Ezt felhasznélva kapjuk, hogy az (Q, A, P,T) és
(Q, A’, P',T") dinamikus rendszrek izomorfak az (s, %, p) hdrmason keresztiil, ahol
p(w) = P2(p2(w)) minden w € Qs pontban. (A p fiiggvény definicidjaban hasznaltuk ki
az (ly halmaz fent emlitett tulajdonsigat.)

Sziikségiink van még a kovetkezo eredményre is.

Lemma izomorf dinamikus rendszerek tulajdonsagairél. Legyen (2, A, P,T) és
(Q, A, P,T) két izomorf dinamikus rendszer eqy (o, o, p) harmason keresztil. Ekkor

o(T"w) =T"p(w) mindenn =1,2,...szamra, és minden w € Qo pontban. (5.1)

Legyen adva k darab /Nlj halmaz, amelyekre flj C Qo, és flj eA 1< Jj <k, ésn; >0,
1 < j <k, nem negativ egész szamok eqy sorozata. Ekkor

P(T ™Mo Y A)N---NT "™ (A)) = P(T"™ A N---NT ™ A). (5.2)

A fenti lemma azt mondja ki, hogy bar dinamikus rendszerek izomorfidjanak a
definiciojaban megengedtiik bizonyos null mértéki halmazok kihagyasat, a T illetve T
shift operatorok hatvanyai ugy viselkednek, mint abban az egyszeriibb esetben, amikor
a null mértékl halmazok ezen kihagyasat nem engedjiik meg, azaz, ha y = €, és

Qo = 0.

A lemma bizonyitdisa. Az (5.1) formuldt n szerinti teljes indukciéval lathatjuk be. n =
l-re a formula igaz, és ha igaz n-re, akkor (T""'w) = @(T"(Tw)) = Tro(Tw) =
T™(T(p(w)) = T o (w).

Az (5.2) reldcié igazoldsa érdekében eldszor mutassuk meg, hogy amennyiben Ae
Qo, akkor minden n > 0 szémra T "¢ '(A) N Qy = ¢ 1(T* (A) N Q). Valéban,
w e T e (A) N Qy akkor és csak akkor, ha w € T "p 1(A) és w € , tehst
T"w e o1 (A) és w € N, azaz o(T"w) € A, és w € .

Masrészt w € o~ (T~ (A) N Q) azzal ekvivalens, hogy ¢(w) € T~™(A) N Qo, azaz
Trp(w) € A és p(w) € Qo. Ez viszont az (5.1) relacié szerint azzal ekvivalens, hogy
o(T"w) € A és w € Q. A felirt azonossig tehat érvényes.
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Alkalmazva ezt az azonossagot mindegyik flj, 1 < j <k, halmazra n; paraméterrel,
és véve az azonossag két oldaldn 1év6 halmazok metszetét azt kapjuk, hogy

T Y AN NT ™o Y AN = HT ™A N---NT™ A4, N Q).

(Jegyezziik meg, hogy a ¢ fiiggvény ¢! inverzére p' (A)Np~1(B) = ¢ 1 (ANDB).) Ezért
a fenti azonossig két oldaldn levé halmaz P valészintlisége egyenld. Az (5.2) azonossag
kovetkezik ebbdl az azonossagbdl és a kovetkezo két észrevételbol.

P(T ™o Y ANN---NT ™ Y A) NQ) = P(T"™Me Y (A) N---NnT ™o Y (Ay)),
mert P(Qy) = 1. Mésrészt

Plo Y T™™A n---NT ™A, NQ))
=P(T ™A N---NT™A,NQ) =P(T ™A N---NT "™ Ay)

a  transzformacié mértéktartd tulajdonsaga és a P(QO) = 1 relacié miatt.

Bevezetem egy invertalhaté dinamikus rendszer entropiajajanak a fogalmat. De ezt
csak invertalhato dinamikus rendszerek esetében fogom megtenni. A definicié bevezetése
érdekében el6szor bebizonyitok egy egyszerii lemmat. A lemma megfogalmazasaban
hasznalni fogom a kovetkezo jelolést. Legyen (2, A, P,T) egy invertdlhaté dinamikus
rendszer. Egy e dinamikus rendszerben definidlt £ valészintiségi valtozo T™¢ eltoltjan
aT"¢(w) = &£(T"w) valdszinliségi valtozot értjilk minden n = ..., —1,0,1,... indexre.
(Specidlisan T°¢(w) = £(w).)

Lemma az entrépia egy tulajdonsagdrdl. Legyen (2, A, P,T) invertdlhaté di-

namikus rendszer, és legyen £(w) egy A mérhetd véges vagy megszamldlhatdan végtelen
sok értéket felvevd valosziniiségi valtozo. Ekkor létezik az

lim H(ET, ..., T7"). (5.3)
n—oo
hatarérték. Ha H(§) < oo akkor ez a hatdrérték véges, és
1
lim HE|T™Y, ..., T7™¢) = lim —H(¢,TE, ..., T" )
n—00 n—oo N

_ 5
e o — 1

H(T ", .. T 6,T¢,..., T 1¢).

Bizonyitds. Az elsé fejezet eredményeibdl kivetkezik, hogy a H(E|T~E, ..., T—F¢) fel-
tételes entropia sorozat a k paraméter monoton csokkené fiiggvénye. Ezért 1étezik a

Tim H(ETE,..., T7)

61



hatarérték, és az véges, ha H (&) < oo. Ebben az esetben felirhatjuk a

n—1
Yaere. o= LS nargrte. L rog + 9
k=1
n—1
=S nEre e+ T
= n

azonossagot. E formula elsé azonossagaban felhasznaltuk az entrépia és feltételes entro-
pia elsé fejezetben bizonyitott tulajdonsagait, a masodik azonossdgban pedig azt a tényt,
hogy a (T*¢, TFYE, ... ¢€), illetve (€, T, ..., T~F¢) vektorok azonos eloszlastak,
ezért H(TFE|TH1¢, ..., TY¢) = H(E|TE, ..., T7%¢) minden k = 0,1,... indexre. In-
nen azt kapjuk, hogy

n—1
li, ~H(E, €, 7€) = lim (i S H(ET . TR + (5>>
k=1

n—oo N n—00 n

- nli—>H;O H(£|T_1€7 c 7T_1£? ctt T_ng)

azaz igaz az (5.4) formula elsé azonossdga.
Mivel

H(T ", TN, 6 T¢,..., T ) = H(ETE, ..., T*"2%)

igaz az (5.4) formula mésodik azonossdga is.

Invertalhaté dinamikus rendszer entrépiajanak a definicidja. Legyen adva egy
(Q, A, P,T) invertdlhato dinamikus rendszer, és tekintsink ezen egy olyan A mérhetd
véges vagy megszamldlhatoan végtelen sok értéket felvevd & wvaldsziniiségi vdltozot. A &
valosziniségi vdltozo T shift transzformdcio szerinti entropidja a

H(T,€) = lim H(E|TE,..., T"¢) (5.5)

hatarérték. (Az elézé lemma szerint ez a hatdrérték létezik, és véges, ha H(§) < o00.) A
T shift transzformdcio entropidja a
H(T) = sup H(T, €) (5.6)
3
kifejezéssel eqyenld, ahol a szuprémumot az 6sszes A mérhetd és véges sok értéket felvevd
& wvaldsziniségi valtozora vesszik.

Megjegyzés. Lattuk, hogy a H (&) < oo esetben a H (T, &) mennyiséget a

H(T, &) = lim lH(Tog, LT

n—oo n
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képlet segitségével is kifejezhetjiik.

Egy invertalhaté dinamikus rendszer shift transzformécidjanak az entrépidjat az
irodalomban gyakran kissé mas, de ekvivalens médon irjak le. Ismertetem ezt a definiciot
is. El6tte emlékeztetek arra, hogy egy (véges vagy megszamldlhaté értéket felvevo)
valoszinliségi valtozd természetes modon meghatirozza a valdszinliségi mezo egy par-
ticigjat. Nevezetesen, e particié elemei a valdszinliségi mez6 azon (nivé)halmazai, ahol
a valészinliségi véltozd egy eloirt értéket vesz fel. Tovabba a valdszinliségi valtozo
entrépidja csak ezen particiotdl fiigg. Masrészt egy (€2, A, P) valészinliségi mezé min-
den A mérhet6é halmazokbdl all6 particiéjahoz létezik olyan A mérheté & valdszintiségi
valtozo, amely ezt a particiét hatarozza meg. Ez lehetové teszi, hogy egy dinamikus
rendszer shift transzformécidéjanak az entréopiajat ne valészintiségi valtozok, hanem par-
ticidk segitségével definidljuk, és az irodalomban gyakran ezt teszik. Megadom ezt a
definiciét is, illetve ismertetem kapcsolatat az elobb leirt definicidval. Az egyszertiség
kedvéért csak olyan & valdszintiségi valtozokkal, illetve nekik megfelelé B particiokkal
fogok foglalkozni, amelyekre H(£) < oo.

Legyen adva egy (2, A, P,T) invertalhaté dinamikus rendszer. Vegyiik észre, hogy
amennyiben egy A mérhet6 & valésziniiségi valtozonak az €2 halmaz egy B particidja felel
meg, akkor a T"¢ valészintiségi valtozénak a B particionak az e particié B; halmazainak
a T™ transzformdcié szerinti T~ " B; 6sképeibdl 4116 T~ "B particicié felel meg. Ha adva
vannak az {2 halmaz valamely Cy, ..., C; particidi, akkor jelolje C; A - - - A Cy e particidk
ko6z0s finomitasat. Ez az 6sszes Cj, (1)N- - -NCY, (k) alakd halmazbdl all, ahol C;_(s) € Cs,
1<s<k.Haa¢, H(§) < oo, valésziniiségi valtozd a B particiét hatdrozza meg, akkor
ezzel a jeloléssel a (T™¢, ..., T" &) vektornak a T~™ BA--- AT "3 particié felel meg.

Ha adva van az ) halmaz egy olyan B = {Bj, Ba,...} particija, amelyet egy
& valdszintiségi valtozo hataroz meg, akkor természetes a B particio T shift szerinti
entrépidjat a
1
H(T,B) = lim —H(BA---AT~""YB)

n—oo M
és
HBA--- AT DB) = H(ETE,...,.T" ') =~ Y g(P(B;,n---nT-""VB; )
J1s--3dn

képletek segitségével definidlni, ahol g(x) = zlogz. Ekkor a

H(T) :s%pH(T,B)

képlet, ahol a szuprémumot az €2 halmaz 6sszes véges és A mérheté particidjara vessziik
a T shift transzformacié el6bb bevezetett entrépiajat adja.

Megfogalmazom az entrépia invarians tulajdonsagéarol szolé eredményt.

Tétel izomorf dinamikus rendszerek entrépidjanak egyenl8ségérdl. Legyen
(A, PT) és (A, P,T) két izomorf invertdlhaté dinamikus rendszer. Ekkor a T és
T shift transzformdcick entropidja egyenld, azaz H(T) = H(T).
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Bizonyitds. A jobb megértés érdekében tekintsiik eloszor azt a specialis esetet, amikor
a két dinamikus rendszer az (€, €, ¢) harmason keresztiil izomorf, ahol ¢ az Q halmaz
egy alkalmas kolcsonosen egyértelmii leképezése a Q halmazba. Azaz azt az esetet
tekintjiik, amikor az izomorfia definiciéjat biztosité (Qo, o, ¢) hdrmasban Qy = Q és
Qo = Q halmazokat valaszthatunk.

Ebben az esetben az 2 halmaz egy A mérheté B = {By, ..., B, } véges particidjanak
feleltessiik meg az Q halmaz A mérheté B = {p(B1),. ..,gp( »)} mérheté particigjat.
Az izomorfia tulajdonsdgai miatt ekkor tetsz6leges n szamra és 1 < js <r, 1 <s<mn
indexekre P(T~°B;, NT~'B;, N---NT~"B; )= P(T °B;,,nNT~'B;,N---NnT""B;,).
Innen kévetkezik, hogy tetsz()'leges A mérhetd (véges sok értéket felvevd) f valészintiiségi
véaltozéhoz létezik olyan A mérhetd  (véges sok értéket felvevd) n valésziniiségi valtozo,
amelyre H(¢,T¢,...,T"¢) = H(n, Tn,.. T”n) minden n-re, ezért H(T,¢) = H(T n)-
Hasonlé allitas érvényes akkor is, ha az Q halmaz és A mérhetd particidk illetve a Q
halmaz és A mérheté particidk szerepét felcseréljitk. Ezért H(T) = H(T).

Az &ltalanos esetben a fenti érvelést kissé finomitani kell. Szimmetria okokbdl
elég azt beldtni, hogy H (T) < H(T), és ehhez elég azt bebizonyitani, hogy ha n egy
az 0 halmazon definidlt véges sok értéket felvevé A mérhetd valdszintiségi valtozo,
akkor létezik olyan az 2 halmazon definidlt véges sok értéket felvevé A mérheto &
val6szintiségi valtozo, amelyre H(T,§) = H (T,n). S6t azt is feltehetjiik, hogy az n
valoszintliségi valtozo nlvohalmazal az Q) halmaznak egy olyan {Bl, ..., By, B,11} par-

ticiéjat adjdk, amelyre U Bj = Q, és Bry1 = Q\ Qo. Vezessiik be az Q halmaz-
j=1

nak azt a {Bi,...,B,,B,1} partici6jat, amelyre B, = ¢ '(B,), ha 1 < s < r, és

B,11 = Q\ Q. Legyen £ egy olyan valészintiiségi valtozd, amelynek nivéhalmazai ezek

a Bs, 1 < s < r+ 1, halmazok. Azt éllitom, hogy H(T §) = H(T,n). Sét, az is

igaz, hogy tetszéleges n szamra H (&, TE, .. T”&) H(n,Tn,...,T";). Ehhez azt kell

észrevenni, hogy az (5.2) azonossdg miatt

Pl (Ci)NT Yo 1 (Ci )N NT "1 (C},)) = P(CjynT'Cj,N---NT"Cy,),

ha 1 < js < r minden 1 < s < n indexre, és a bizonyitandé azonossdgban szereplo két
entrépia ezen valdsziniiségek fiiggvénye. (Azokat a tagokat, amelyekben a é’r“ vagy
C,4+1 események szerepelnek elhagyhatjuk a megfelel6 entrépidk kiszdmoldsaban, mert
ezaltal nulla valdszintliségli események fiiggvényeit hagyjuk ki a megfeleld entrépidkat
kifejez6 Osszegekbol. A tételt belattuk.

Annak érdekében, hogy a fenti tételt alkalmazni tudjuk sziikségiink van olyan
eredményre, amely lehetové teszi azt, hogy egy invertalhaté dinamikus rendszer shift
transzforméciéjanak az entrépidjat kiszamoljuk. Egy ilyen eredmény megfogalmazasa-
nak az érdekében bevezetem a kovetkezd definiciét.

Egy valdszintiségi valtozo eltoltjai altal generalt o-algebra definicidja. Legyen
(Q, A, P,T) egy invertilhaté dinamikus rendszer, és & eqy A mérhetd valdsziniiségi
vdltozé. A € valdsziniiségi viltozé és a T shift dltal generdlt o-algebrdn a T7¢, —oo <
j < 00, valdsziniiségi viltozok dltal generdlt o(T,&) = o(T7¢, —oc0 < j < o0), o-algebrdt
értjik.
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Tétel egy dinamikus rendszerben definialt valdsziniiségi valtozdk entrépia-
jénak az 6sszehasonlitasardl. Legyen (0, A, P,T) invertdlhaté dinamikus rendszer,
& és m pedig két olyan A mérhetd valdsziniségi vdltozo, amelyek kézil & véges sok, n
véges sok vagy megszamldlhatéan végtelen sok értéket vesz fel, H(n) < oo, és & o(T,n)
mérhetd valdsziniségi valtozo. Ekkor H(T,&) < H(T,n).

Kovetkezmény. Legyen adva egy (2, A, P,T) invertdilhaté dinamikus rendszer, és

legyen m olyan az ) halmazon definidlt véges sok értéket felvevd valosziniiségi vdltozo,
amelyre o(T,n) = A. Ekkor H(T) = H(T,n). Specidlisan, ha (2, A, P,T) eqy r > 2

T
egész szammal ésp; > 0,1 < j <r, > p; =1, paraméterekkel meghatdrozott Bernoulli
j=1
T
rendszer, akkor H(T) = — ) p;logp;.
j=1

A kévetkezmény bizonyitasa. A tétel feltételeinek teljesiilése esetén H(T,€&) < H(T,n)
minden véges sok értéket felvevd és A mérhetd & valdszintiségi valtozéra. Ezért a H(T)
entrépidnak az (5.6) formuldban megadott definiciéja szerint H(T,n) = H(T). Egy

Bernoulli rendszer esetében definidljuk az n(w) = xp, ha w = (..., x_1,%0,21,...)
képlettel megadott valészintiségi valtozét. Ekkor o(T,n) = A, ezért H(T) = H(T,n).
Tovabba a Bernoulli rendszer definiciéja miatt a T~ "n, n = 0,%1,..., valdészintiségi

valtozok fiiggetlenek (és egyforma eloszlasiak), ezért H(n|Tn,...,T~"n) = H(n), és
H(T)=hT,n)=H(n) = — 3_ pjlogp;.

J=1

A fent megfogalmazott eredményekbol kovetkezik, hogy két r, és pq,...,p, illetve 7

és p1, ..., paraméterekkel definialt Bernoulli rendszer csak akkor lehet izomorf, ha az
T T
entrépidjuk egyenld, azaz, ha ) p;jlogp; = > p;logp;. Késébb be fogom bizonyitani

a kovetkezmény egy olyan altalanositasat, amely lehetové teszi a Bernoulli rendszerek
izomorfidjardl szolo eredmény altalanositasat olyan dinamikus rendszerekre is, amelyeket
a Bernoulli rendszerekhez hasonléan definidlunk, de megengedjiik azt is, hogy a benne
szerepl6 r paraméter r = oo legyen. Ezelott azonban a shift transzformacié altal generalt
o-algebrardl szélé tétel bizonyitdsat ismertetem.

El6szor értsiik meg e tétel szemléletes tartalmat. Az entrdpia szemléletesen azt
adja meg, hogy egy valoszinliségi valtozo megismeréséhez mennyi informaécio sziikséges.
Elsé ranézésre azt varnank, hogy ha adva van egy (2, A, P,T) invertilhaté dinamikus
rendszer és egy £ A mérheto valészintiségi valtozé, akkor a £ valésziniiségi valtozo megis-
meréséhez sokkal kevesebb informécié kell, mint példaul az n = (£, TE, ..., T1000¢)
véletlen vektor megismeréséhez. FEz az elképzelés azonban téves, mert nem a H(§)
és H(n), hanem a H(T,&) és H(T,n) entrépidkat kell 6sszehasonlitanunk. Az utébbi
entropidkat kozelitd %H(f, o TTE) és %H(g, o, TH0008) entrépidk pedig nagy n
paraméterre mar nagyon kozel vannak egyméshoz. A bizonyitandé tétel az e példa édltal
sugallt képnek felel meg. Azt allitja, hogy ahhoz, hogy egy & valdszintiségi valtozdhoz
tartozé &, TE,... sorozat tagjainak megismeréséhez sziikséges H(T,¢) informéacié ne
legyen tobb, mint egy n valdszintiségi valtozohoz tartozé n,Tn,... sorozat tagjainak
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megismeréséhez sziikséges H (T, n) informacié elégséges azt feltenni, hogy & € o(T,n),
azaz szemléletesen azt eléirni, hogy a ..., T 1n,n,Tn,... véletlen sorozat ismeretében
ismerjiik a & valdsziniiségi valtozot is. A bizonyitasban sziikségiink van egy olyan
eredményre, amely azt biztositja, hogy a £ € o(T,n) esetben a £ valésziniiségi valtozd
nivéhalmazait jél tudjuk approximdlni a o(7',n) o-algebra bizonyos specidlis és kényel-
mesen haszndlhaté halmazaival. Ezért hasznos lesz szamunkra a kovetkezé lemma.

Lemma o-algebra elemeinek jé approximaciéjardl. Legyen adva egy (92, A, P)
valdszinidségi mezd, és jelolje AAB = (A\B)U(B\A) két A € A és B € A halmaz szim-
metrikus differenciajat. Vezessik be a p(A, B) = P(AAB), A€ A, B € A, figgvényt.
Ekkor p(A, B) pszeudo metrika, (p(A,B) > 0, de lehetséges, hogy p(A, B) = 0, noha
A 7é B) Tovabba p(Al U AQ,Bl U Bg) < p(Al,Bl) + p(Ag,BQ). Ha B C A eqy
halmaz algebra, és C = o(B) a B halmaz algebra dltal generdlt o-algebra, akkor minden
e > 0 szamhoz és C € C halmazhoz létezik olyan B = B(e,C) € B halmaz, amelyre
p(B,C) <e.

Megjegyzés: A kovetkezd észrevétel segithet megérteni a lemméban bevezetett p (psze-
udo) metrika jelentését. Azonositsunk egy mérheté A halmazt az indikétorfiiggvényével.
Ekkor a p metrika megegyezik az L1(€2, A, P) tér normdja &ltal indukélt metrika meg-
szoritasaval az indikatorfiiggvényekbdl all6 halmazok terére.

Bizonyitds. A p(-) fiiggvény pszeudo metrika, mert nyilvan p(A, B) > 0, p(A,B) =
p(B,A), és a p(A,C) < p(A, B) + p(B,C) relacié is teljesiil, mert mint kénnyi ellen-
6rizni, P(A\ C) < P(A\ B)+ P(B\ (), és P(C\ A) < P(B\ A) + P(C\ B).
Hasonléan, p(A1UAz, BiUB;) < p(A1, B1)+p(Az, Bz), mert P((A1UA2)\(B1UBy)) <
P(A1 \ By) + P(A3\ B), és P((B1UBs) \ (A1 U Ay)) < P(B1 \ 41) + P(By \ As).
A lemma utolsé allitdsanak igazoldsahoz egy C' € C halmaznak egy B € B halmazzal
valé jo approximalhatosagardl vezessiik be az €2 halmaz részhalmazainak a kévetkezo D
osztalyat.

D={D: D€ A, minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan B € B halmaz,
amelyre P(BAD) < e}.

Azt kell megmutatni, hogy C C D. Mivel B C D, elég igazolni, hogy D o-algebra, mert
ez azt jelenti, hogy tartalmazza a B éltal generdlt o-algebrat.

Nyilvéanvalé, hogy D € D esetén 2\ D € D, mert ha A € A a D halmaznak j6
kozelitése a p tdvolsag szerint, akkor a P((2\ D)A(Q\ A)) = P(DAA) azonossig miatt
az Q\ A € A halmaz j6 kozelitése az 2\ D halmaznak a p tavolsag szerint. Azt kell még
belatni, hogy amennyiben D,, € D, minden n = 1,2, ... indexre akkor D = |J D,, € D.

n=1

Ennek bizonyitasa érdekében tekintsiink egy rogzitett € > 0 szamra egy olyan

N
N = N(e) indexet, amelyre a DY) = |J D,, halmazra P(D \ D)) < £. Ezenkiviil

n=1

vélasszunk minden D,, halmazhoz egy olyan B,, € B halmazt, amelyre P(D,AB,) <
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N
sirr- Bkkor a B = |J B, halmazra B € B. Ezenkiviil azt allitom, hogy P(BAD) < ¢

n=1
Valéban,

2

P(BAD) < P(BAD™) + P(D\ D)) < Z (B,AD,) +P(D\D™M) < e

Mivel ilyen konstrukcié minden € > 0-ra elvégezheto, innen kovetkezik, hogy D € D. A
lemmat belattuk.

A most bizonyitott lemma segitségével belatjuk a kovetkezd eredményt.

Tétel véges sok értéket felvevo valdszintliségi valtozo jo approximalhatosa-
gardl. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniségi mezd, eqy B C A halmaz algebra, és az
Q halmaznak egy olyan D véges sok elembdl dllo particioja, amely particio elemei benne
vannak a B algebra dltal generdlt C = o(B) o-algebraban. Ekkor minden € > 0 szdmhoz
létezik az ) halmaznak eqy olyan a B algebra véges sok elemébdl dllo € particidja, amely
jol kozeliti a D particiot a kovetkezé értelemben. Ha & olyan valdszinidségi vdltozo,
amelynek adott értéket felvevd nivohalmazai a D particio elemei, ¢ olyan valosziniségi
valtozo, amelynek adott értéket felvevé nivohalmazai az £ particio elemei, akkor a &
valdszindségi vdltozonak a ¢ valdszintiségi valtozo szerinti H(E|C) feltételes entrdpidja
teljesiti a H(&|C) < € egyenldtlenséget.

A tétel allitasanak jobb megértése érdekében tekintsiik a kovetkezo példat. Legyen
az (Q, A, P) valészinliségi mez6 a [0,1) intervallum, rajta a Borel o-algebraval és a
Lebesgue mértékkel, mint valdészintiségi mértékkel. Tekintsiik ezen a téren azt a B al-
gebrat, amelynek elemei olyan halmazok, amelyek véges sok balrdl zart, jobbrdél nyilt,
raciondlis végpontu intervallum unidjaként allithatéak els. Vegyiik ezenkiviil [0,1) in-
tervallum Dy, = [0, \Qf) Dy = [\f 1) intervallumokbdl all6 D particiéjat. Ezen par-
ticié elemei nincsenek benne a B algebrdban, csak az altala generdlt C o-algebraban.
Ezért egy olyan £ valdszinliségi véltozd, amelynek nivohalmazai a Dy és Do halmaz
nem tekinthetd gy, mint egy olyan valdsziniliségi valtozd, amelynek nivéhalmazai a
B algebraban vannak. De az jol megkozelitheto egy ilyen valdszinliségi valtozéval a
kovetkezd értelemben. Minden € > 0 szamhoz létezik az () halmaznak olyan B-beli
halmazokbdl all6 véges (akar két elemii) particidja gy, hogy egy olyan ¢ val6szintiségi
véaltozora, amelynek a nivohalmazai ezen particié elemei H(£|() < e. A tétel azt allitja,
hogy hasonlé eredmény érvényes altalanosabb esetben is.

A tétel bizonyitdsa. Alljon a D particié valamely Dq,..., D, elemekbdl. Feltehetjiik,
hogy P(D;) > 0 minden 1 < i < r indexre. El6szor azt bizonyitom be, hogy minden
(az e > 0, r és P(D;) > 0, 1 < i < r, szdmoktdl fiiggéen) elég kicsi § > 0 szdmra
igaz a kovetkezo allitas. Ha Fq,...,E, az ) halmaz egy olyan particidja, amelyre
P(D;AE;) < § minden 1 < i < r szdmra, akkor egy olyan &, ¢ valészinliségi véltozo
parra, amelyek koziil a £ valoszinliségi valtozo nivéhalmazai a D;, a ( valoszinliségi val-
tozé nivéhalmazai pedig az E; halmazok, 1 <i < r, teljesiil a H({|() < € egyenl&tlenség.
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Ezen 4llités igazoldsa érdekében vezessiik be a g(x) = zlogz, ha x > 0, g(0) = 0,
fiiggvényt. Mivel g(0) = g(1) = 0, g(z) folytonos fliggvény, g(x) < 0, ha 0 < z < 1,
ezért 1étezik olyan dg > 0 szdm, amelyre —£ < g(x) <0, ha 0 <o < g vagy 1 — 6o <
x < 1. A bizonyitandé allitas indokldsa azon az észrevételen fog alapulni, hogy ha a
P(D;AFE;) valészintiségek nagyon kicsik minden i indexre, akkor a P(D;|E;) feltételes
valoszintiségek majdnem eggyel, és a P(D;|E;), i # j, feltételes valésziniiségek majdnem
nulldval egyenléek. Ezért a g(P(D;|E;)) mennyiségek nagyon kicsik minden (i, j) pérra.
Mivel a minket érdeklo feltételes entropia felirhato ilyen kifejezések véges sok tagbdl allo
linearis kombinaciéjaként, innen konnyen levezethetd a kivant egyenlétlenség.

A részletes bizonyitasban tekintsiik az 2 halmaz egy olyan FEy,..., E, particiéjat,
amelyre P(D;AE;) < dad = %1 Oglig P(D;) szammal minden 1 < ¢ < r indexre. Ekkor,
<i<r

mivel P(D;) < P(E;)+ P(D;AE;) < P(E;)+6 < P(E;) + P22 egért P(D;) < 2P(E;)
minden 1 < ¢ < r indexre. Innen P(E;) — P(D; N E;) < P(D AE;) <6 < 60P(E;),
tehat P(D;|E;) > 1 — §p minden 1 < ¢ < r indexre, és P(D;|E;) < 1 — P(D;|E;) < do,
ha i # j. Ezért —= < g(P(D;|E;)) <0 minden 1 <4, j < r indexre, és két olyan £ és ¢
valoszintliségi valtozora, amelyeknek a D; illetve E;, 1 <1 < r, halmazok a nivohalmazai

H(g[¢) = ZZP P(Di|Ej) <> P(E))

=1 j5=1 =1 j=1

Ezért elég belatni, hogy az {2 halmaznak 1étezik olyan E, ..., E, a B algebra elemei-
bél &ll6 partici6ja, amelyre P(D;AE;) < 6 minden 1 <4 < r indexre. Ezt igazoland
vélasszunk elészor olyan E; € B, 1 < i < r, halmazokat, amelyekre P(D;AE;) < A
minden 1 < ¢ < r indexre egy késobb megvalasztando elég kis A > 0 szadmmal. Ez

lehetséges az el6z6 lemma szerint. Definialjuk az N = U (E; N Ej) halmazt, és
1<i,j<r,i#j
legyen B; = E;\N,ha1<i<r—1,éE.,=Q\( U E;). Ekkor Ey,...,E, az Q
1<i<r—1

halmaz egy partici6ja a B algebra elemeivel. Tovédbbd, mivel P (_EZ NE;) < P(E;AD;)+
P(E;AD;)) < 2X, ha i # j, P(N) < r(r — 1), ezért P(E,AE;) < P(N) < r(r — 1)A
minden 1 < i < r — 1 indexre, ahonnan P(FE;AD;) < P(E;AFE;) + P(E;,AD;) <

r—1
r(r—1)A+ A hal <i <r—1,és P(E,AD,) = P(Q\E)AQ\D,)) < 3 P(E;AD;) <
=1

(r—1)[r(r —1)+ A]. Innen kévetkezik, hogy ha a A > 0 szamot elég kicsinek vélasztjuk,
akkor Fi,..., F,. az ) halmaz kivant tulajdonsidgu particidjat adja. A tételt belattuk.

Kovetkezmény. Legyen adva egy (2, A, P,T) invertdlhato dinamikus rendszer, azon
két & és m waldszintségr vdltozo, amelyek kozul & véges sok m pedig vagy véges sok
vagy megszamldalhatoan végtelen sok értéket vesz fel. Legyen ezenkivil a £ valosziniiségi
vdltozé mérhetd az n valdsziniiségi valtozo és T shift operdtor dltal generdlt o(T,n) o-
algebrara nézve. Ekkor minden € > 0 szamhoz létezik olyan M = M (g,&,n) pozitiv egész
szdm, amelyre H(E|T-Mn, ... Ty,..., TMn) <e.

Bizonyitds. A bizonyitdsban az el6z6 tételt alkalmazzuk tgy, hogy az 2 halmaz D
particiéjanak a & valészintiségi valtozé {w: &(w) = z;} alakd nivéhalmazait vélasztjuk,
és az alabb definidlt B halmaz algebraval dolgozunk.
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Jelolje Y az n valdszintiségi valtozo értékkészletét, és adva két m > 1 ésn > 1
szam definidljuk az Y™™ = {(y; ... y;.): y;. € Y, —m < s < n} halmazt. Adva
egy U C Y™™ halmaz, definidljuk az U halmaznak az n(w) valészintiségi valtozé és a
T shift operator hatvanyai altal meghatarozott 6sképét a

TnU ={w: (T""n(w),...,T"n(w)) € U}

képlet segitségével, és legyen Uy, = {TimnU: U C Y™™} A B halmazrendszert a

B = U Um,n képlettel definidljuk. Nem nehéz beldtni, hogy B halmaz algebra, és
1<m,n<oco

az altala generdlt o(B) o-algebra megegyezik a o(T,7n) o-algebrdaval. Mivel feltételeink

szerint & o(T,n) mérhetd, ezért az el6z6 tétel alapjan minden & > 0 szadmra létezik az

) halmaznak olyan a B algebra elemeibol allo6 £ véges particidja, amelyre igaz, hogy

egy olyan ( valdsziniiségi valtozora, amelynek a a nivohalmazai az &£ particié elemei

H(E[Q) <e.

Mivel ¢ véges sok értéket vesz fel, és minden értékét egy olyan halmazon veszi
fel, amely eleme a U,, , halmazosztdlynak, ha m > mg és n > ng alkalmas mg és
no szamokkal, ezért 1étezik olyan M szédm, és olyan g(u_ps, ..., ug,...,up) fliggvény,
amelyekre

C = Q(T_Mﬁa s 7T0777 <. ;TMU)

Ezért, illetve a feltételes entrépia tulajdonsigai alapjan

e> H(EQ) > HEIG, T Mn,...,T,..., T n)
= H(ET My,...,T,...,TMnp).

Mivel ilyen konstrukciét minden € > 0 szamra tudunk csindlni a kovetkezményt beldt-
tuk.

A most igazolt kovetkezmény segit az alabbi bizonyitasban.

Az eqy dinamikus rendszerben definidlt valdsziniségi valtozok entropidjanak oOsszeha-
sonlitasdrol szolo tétel bizonyitasa. Rogzitsiink egy € > 0 szamot, és valasszunk egy
olyan M > 0 egész szamot, amelyre H(¢|T-Mn, ..., T%,...,TMn) < e. Az elébb
megfogalmazott Kovetkezmény eredménye szerint ilyen M szam létezik. Ilyen vélasz-
tassal érvényesek a kovetkezo becslések.

H(T,....,.T" ') < H(T %, ..., T" ¢, 7 My, ... 7" 1TMp)
= H(T%, ..., T ¢ TMy, ..., 7" "My 4 H(T My, ..., T 1My,
és
n—1

H(T%, ..., 7" T~ My, 7 M) <> H(TIE T My, 7 )
j=0

n—1

=Y CHET My, Mgy <nHET My, ., T n) < ne.

<.
Il
=
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Innen ]
EH(Tog, LTl < EH(T—Mn, T My 4

—_

minden n > 0 szamra, ahonnan n — oo hatdrdtmenettel kapjuk, hogy H(T,¢) <
H(T,n) + . Mivel ez az egyenl6tlenség minden ¢ > 0 szdmra igaz, innen kovetkezik a
tétel allitasa.

Bebizonyitottuk egy dinamikus rendszerben definidlt valdszintiségi véltozdék ent-
répiajanak oOsszehasonlitasardl szold tétel egy kovetkezményét, amely lehetové tette
bizonyos dinamikus rendszerek entrépidjanak a kiszdmolasat. Ismertetem ennek az
eredménynek egy enyhe altaldanositasat, amely hasonlé eredményt fogalmaz meg nem
feltétleniil véges sok értéket felvevo valdszintiségi valtozok esetében. A bizonyitasban
sziikséglink van az alabbi lemmara, amely egy dinamikus rendszer entropidjanak egy az
eredeti definiciétdl kissé eltérd jellemzését adja.

Lemma az entrépia jellemzésérol. Egy (2, A, P,T) invertdlhaté dinamikus rendszer
T shift transzformdcidjanak az entrdpidjat ki lehet fejezni az (5.6) kifejezéshez hasonld
modon, ugy mint
H(T) =sup H(T',§),
£
ahol a szuprémumot az d6sszes olyan A mérhetd és véges sok vagy megszdmldlhatoan
végtelen sok értéket felvevd & valdsziniiségi vdltozdra vesszik, amelyekre H (&) < oo.

Bizonyitds. Legyen £ olyan véges vagy megszamlalhatoan végtelen sok értéket felvevo
A mérhet6 valdszintliségi véltozo, amelyre H(§) < co. A lemma bizonyitdsdhoz elegendé
belatni, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan véges sok értéket felvevd n = n(e)
val6szintiségi valtozo6, amelyre H(T, &) < H(T,n) 4+ . Azt mutatom meg, hogy létezik
olyan véges sok értéket felvevo A mérheté n valdszintiségi valtozo, amelyre

H(E[TE, ..., T") < H(n[Tn,...,T"n) + ¢

minden n szamra, mert innen n — oo hataratmenettel megkapjuk a kivant egyenlotlen-
séget.

Ezen allitas igazolasa érdekében jegyezziik meg, hogy mint az els6 fejezetben lattuk
létezik olyan véges sok értéket felvevs g(z) fiiggvény, amelyre az n = g(§) valésziniliségi
valtozé teljesiti a H(£) < H(n) + ¢ egyenlStlenséget. Ebbol az egyenl6tlenségbdl az is
kévetkezik, hogy H({|n) = H(§,n) — H(n) = H(§) — H(n) < ¢, és

H(E|TE, ..., T") = H(E,n|TE, ..., T") = H(E|n, TE, ..., T") + H(n|T¢, ..., T")
< H(n) +H(nTy,...,T"n) < H|Ty,...,T"n) +¢,

és ezt kellett beldtnunk. E szamolasban kihaszndltuk, hogy mivel a (Tn,...,T"n) =
(g(TE),...,g(TTE)) véletlen vektor fliggvénye a (T€, ..., T"E) véletlen vektornak, ezért
H(5|TE, ..., T"€) < H(y|Tn,..., T"y). Hasonléan H(Eln,TE,. .., T"€) < H(€l). A
lemmat belattuk.
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Megfogalmazom az egy dinamikus rendszerben definialt valészintiségi valtozok ent-
répidjanak osszehasonlitasarol szold tétel kovetkezményének az alabbi, az eredetinél
kissé élesebb valtozatat.

Tétel az entropia egy tulajdonsagarol Legyen & egy olyan véges vagy megszdm-
lalhatoan végtelen sok értéket felvevd valdszintségi vdltozo egy (2, A, P,T) invertdlhato
dinamikus rendszerben, amelyre H(§) < oo, és o(T,&) = A. Ekkor H(T) = H(T,¢).

Bizonyitds. Az eléz6 lemma alapjan H(T,§) < H(T). Masrészt azt is lattuk, hogy
mivel o(T,§) = A, ezért H(T,n) < H(T,¢) tetszbleges véges sok értéket felvevd és A
mérhetd 7 valdsziniiségi véltozora. Ezért H(T,&) = H(T).

Megjegyzés. Az el6z6 tételben megengedtiik azt, hogy & végtelen sok értéket vegyen fel,
de megkoveteltitk a H(£) < oo relacié teljesiilését. E nélkiil a feltétel nélkiil az allitas
nem igaz. Erre mutattak példat az irodalomban.

A fenti vizsgalatokban csak invertalhaté dinamikus rendszerekkel foglalkoztunk.
Nem nehéz a most bizonyitott tételhez hasonlé eredményt bizonyitani altalanos, nem
feltétleniil invertalhaté dinamikus rendszerekre is, de ezek jelentGsége kisebb.

Altaldnos esetben az Egy dinamikus rendszerben definidlt valdsziniségi vdltozok
entropiajanak osszehasonlitdsarol szold tételnek azt a feltételét, amely szerint a £ vald-
szinliségi valtozé o(T,n) mérhetd tjra kell értelmezni. Az altaldnos esetben a o(T,n)
o-algebrat 1gy definidljuk, mint a T"¢, n = 0,1,2 ..., valdszintiségi valtozok altal
generalt g-algebrat, hiszen a T~™, n = 1,2, ... operatorokat nem mindig tudjuk defini-
alni. Ez er6sebb megszoritast jelent, mint az invertalhaté dinamikus rendszerek esetében
megfogalmazott feltétel.

Masrészt minden dinamikus rendszernek létezik tigynevezett természetes kiterjesz-
tése, amely invertalhaté dinamikus rendszer. Az, hogy két kiterjesztett dinamikus rend-
szer természetes kiterjesztése izomorf legyen egymassal az eredeti dinamikus rendsze-
rek izomorfidjanak sziikséges, de nem elégséges feltétele. igy példaul, ha vesziink két
féloldali Bernoulli rendszert, akkor ezek természetes kiterjesztése két Bernoulli rendszer
ugyanazokkal a paraméterekkel. A féloldali Bernoulli rendszerek izomorfiajabol azonnal
kovetkezik azok természetes kiterjesztésének az izomorfidja, de ennek az &llitasnak a
megforditdsa nem igaz.

Kiegészités. Bernoulli rendszerek vizsgdlataban felmerilt unitér operdtorok izomorfid-
janak a vizsgdlata.

Invertalhaté dinamikus rendszerek izomorfidjanak vizsgalatdban felmeriilt a kovetkezo
gondolat. Ha adva van egy (92,4, P,T) invertdlhaté dinamikus rendszer, akkor ter-
mészetes médon definidlhatjuk az (2, A, P) valdsziniiségi mezén definidlt négyzetesen
integralhaté fliggvények &altal meghatarozott Lo(S2, A, P) Hilbert téren a kovetkezé U
unitér operatort: U f(x) = f(Tx) minden f € Lo(£, A, P) fiiggvényre. Nem nehéz
beldtni, hogy Létezik az U~! operdtor, amit az U~ f(x) = f(T(x) képlet hatdroz
meg. Mivel T" mértéktarto leképezés, ezért U normatartd, és unitér operator. Tovabba,
ha két dinamikus rendszer izomorf, akkor az altaluk meghatdrozott U unitér operatorok
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is izomorfak, azaz ha (1,41, P1,T1) és (Qa, Aa, P2, T5) két izomorf invertdlhat6 dina-
mikus rendszer, és Uy és U, a nekik megfelel6 unitér operator, akkor az Lo(€2y, Ay, Py)
és Lo(Qg, As, Po) Hilbert tereknek létezik egy olyan G izomorfidja, amelyre G(U1(f)) =
Uz(G(f)) minden f € Lo(Qq, Ay, Py) fiiggvényre.

Be lehet bizonyitani ezen eredmény segitségével, hogy bizonyos dinamikus rend-
szerek nem izomorfak. Felmeriilt az a kérdés, hogy ez az eredmény segitséget nyujt-e
Bernoulli rendszerek izomorfidjanak a vizsgalatdban. Kideriilt, hogy a valasz nem-
leges, mert barmely két Bernoulli rendszerre az dltaluk a fenti médon definialt U unitér
operatorok izomorfak egymassal. Ismertetem ennek az allitdsnak a bizonyitasat.

Az éllitas pontos megfogalmazasa érdekében bevezetem a kovetkezd jeloléseket.
Rogzitsiink egy pozitiv egész r szamot és r darab olyan p; > 0, 1 < j < r, szadmot,
amelyekre > p; = 1. Definidljuk segitségiikkel azt az (X, A, P) valészinfiségi mezdt,

j=1
amelyre X = {1,...,r}, A az X halmaz Gsszes részhalmazabdl all, és P({j}) = pj,
1 < j < r. Tekintsiik ennek a valdszinliségi mezének (X;, A;, P;) példanyait minden
[ =0,+1,£2,... egész szdmra, és vegyiik ezek (X, A, P) direkt szorzatat. Azaz alljon
az X halmaz az osszes © = (...,i1,i0,41,...), i € {1,...,7} minden —oo < j < 00
indexre, sorozatbdl, legyen A a A; o-algebrak, P a P, mértékek direkt szorzata az X
téren, [ = ...,—1,0,1,.... Specidlisan minden m > 0, n > 0 szampéarra P(x: {x =
n
(...,i-1,%0,%1,...) & = ji, ha —m <1 < n}) = ][] pj, hal < j < r min-
l=—m

den —m < [ < n indexre. Definidljuk tovabba egy = = (...,i_1,19,%1,%2,...) € X
pont Tz eltoltjdt a Tax = (...,i_2,i_1,40,11,...) képlettel, és adva egy f(x) (mérhetd)
figgvény az (X, A, P) téren legyen U f(x) = f(Tx). Nem nehéz belitni, hogy ha az
U transzforméci6 értelmezési tartomanyat megszoritjuk az (X, A, P) téren négyzetesen
integralhaté fliggvényekre, akkor U egy unitér transzformécié az Lo(X,.A, P) Hilbert
térben. Igaz tovabba az alabbi tétel.

Tétel unitér operatorok izomorfidjarol. Tekintsik minden r = 1,2,... szdmra és
T

p; >0, > p;j=1,1<j<r, vektorra az el6bb bevezetett Lo(X, A, P) Hilbert teret és a
j=1

ragta definidlt U unitér operdtort. Ezek az operdtorok izomorfak azr éspj, 1 < j <,
szdmok tetszoleges vdlasztdsa esetén.

A bizonyitas lényeges része az Lo(X, A, P) Hilbert tér egy olyan ortonormélt ba-
zisanak a megadéasa, amelyben az U operator hatasa jol lathaté. Olyan bazist fogunk
konstrudlni, amelyik segit abban, hogy az Ls(X, A, P) teret felbontsuk U-invaridns
alterek direkt Osszegére. Ennek érdekében tekintsiik az (X,.A, P) valészintiségi mezd
definicidja sordn bevezetett (X, A, P) teret, illetve az ezen téren értelmezett fiiggvények
T

r-dimenziés K (r) Euklideszi terét a (¢,v) = > pjx;y;, ha ¢ = (x1,...,2,) € K(r),
j=1

Y = (y1,-..,yr) € K(r) skalar szorzatttal. Valasszunk a K(r) Euklideszi térben egy

olyan (¢1, .. ., ¢, ) ortonormdlt bazist, amelynek elsé eleme ¢ = (1,...,1),az {1,...,7}
halmazon definidlt azonosan 1 fliggvény. Jeldlje V' az Osszes olyan v = (v, —0o0 <
[ < 00) sorozat terét, amelyre v; € {1,...,r} minden —oo < [ < oo indexre, és a v
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sorozat elemei csak véges sok 1-t6l kiillonboz6é koordinatat tartalmaznak. Bevezetem a
kovetkez6 u, a v € V sorozatokkal indexelt az (X, A, P) téren definialt fiiggvényeket:
oo
Uy (.o vyio1,00,01,-.-) = I ¢@u(i1). Ezek a szorzatok jol definidltak, mert csak véges
l=—0c0
sok tényez6bdl allnak. Ugyanis ¢, (i) = ¢1(4;) = 1 véges sok [ index kivételével. A
kovetkez6 lemmat fogom bebizonyitani.

Lemma ortonormalt bazisok 1étezésérdl. Az elébb definidlt u,(-), v € V, fiiggué-
nyek egyittese teljes ortonormalt rendszert alkot az Lo(X, A, P) térben.

A lemma bizonyitdsa. Konnyen lathatd, hogy az wu,(-), v € V, fliggvények ortonor-

méltak. Ugyanis véve két v = (..., v_1,v9,v1,...) € V és 0 = (...,0_1,00,01,...) €

V vektort és egy x € X pontot, felirhatjuk az wu,(z)ug(x) = [] @u (x())es (z(l))
l=—00

azonossagot, ahol z(l) = i;, ha x = (..., —i1,40,1%0,...). Tehdt az u,(z)us(z) kifejezés

faktorizalodik. Sét ez a szorzat csak véges sok tagbdl all, mert ¢, (x) = p1(x) = 1,
és o5, () = @1(x) = 1 véges sok [ index kivételével. A P valdsziniliségi mérték szintén
faktorizalodik, és innen azt kapjuk, hogy

(g, ug) = / o ()5 (& 10 / o (1)) e, (1) B (1))

l=—00
H (ZPZ(P'UL Sovl ) H 5 vl,vl = 5(’1} 1))
l=—o0 l=—00

ahol 0(¢,75) = 0, ha i # j, d(i,7) = 1, ha i = j, és hasonléan §(v,v) = 0, ha v # v, és
d(v,v) =1, hav =w.
Advakét m > 0ésn > 0 egész szam jelolje Qp, n az Lo(X, A, P) Hilbert tér azon al-

terét, amely az olyan u(z), x € X, fiiggvényekbdl all, amelyek az x = (...,i_1,40,71,...)
argumentumnak csak az i;, —m < j < n, koordinatditdl figgnek, és jelolje Vi, ,, C V
azon v = (v, —0o0 < | < o0) € V sorozatok halmazat, amelyekre v; = 1, ha l < —m

vagy | > n. Ekkor az u,(), v € Vp,, fliggvények (r"T™*+1 elembdl 4116) rendszere
egy teljes ortonormélt rendszert alkot a Qu,, (r"T™*! dimenziés) Euklideszi térben.
Ezért annak bizonyitasahoz,hogy az u,(-), v € V, fiiggvények teljes ortonormalt rend-
szert alkotnak az Lo(X, A, P) Hilbert térben elég azt megmutatni, hogy a @, alterek

U  @m,n uniéja mindeniitt siirti halmaz az La(X, A, P) Hilbert térben. Sét, ezt
0<m,n<oco

arra az allitasra lehet redukélni, hogy a B = U Ap,.n halmaz, ahol A, ,, a Qp.n
0<m,n<oo

altér fliggvényeinek nivohalmazai altal generalt o-algebra, slirii az A o-algebrdban. Ez
azt jelenti, hogy minden ¢ > 0 szamhoz és A € A halmazhoz létezik olyan B € B halmaz,
amelyre P(AAB) < e. (Itt AAB az A és B halmaz szimmetrikus differencidjat jeloli.)
Ugyanis innen kovetkezik, hogy véges sok A; € A halmaz indikator fliggvényének a

linedris kombindcidja benne vana  |J = Qm,n fliggvényhalmaznak (az Lo norma sze-
0<m,n<oco

rinti) lezértjaban. De akkor az ilyen alaki fiiggvények lezdrtja, ami egyenld Lo(X, A, P)
Hilbert térrel, szintén benne van ebben a fliggvényosztalyban.
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Viszont az, hogy a B halmazosztély siirti a A o-algebraban kovetkezik a Lemma
o-algebra elemeinek j6 approxrimdcidjdrol eredményébol. Ugyanis B halmaz algebra, és
A az éltala generalt o-algebra. A lemmat belattuk.

Belatjuk a tételt ezen lemma segitségével.

Az unitér operdtorok izomorfidjdrdl szolé tétel bizonyitdsa. Alljon a Vo C V halmaz
azon v = (v}, —00 < |l < 00) € V sorozatokbdl, amelyekre v; = 1, hal < 0, és vy # 1. A
Vo halmaz megszamlalhaté, ezért megadhaté Vo = {v™) v(?) ...} alakban. Definidljuk
az U, = Uym) € Lo(X, A, P), n =1,2,..., fliggvényeket, és ezenkiviil az ug = uyo)
fiiggvényt, ahol v(®) = (v, = 1, —00 < | < 00) € V, azaz a csupa 1 koordinatabdl llé
v(®) € V sorozat. Definidljuk a T%v (shift) transzforméciét minden v € V' sorozatra és
—00 < k < oo szémra a THv = (vj_g, —00 < | < 00), ha v = (v, —00 < | < 00) képlet
segitségével. Tovabba vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Definidljuk az wy, i = tpw,m)
fiiggvényeket minden n = 1,2,... és —o0 < k < oo szampérra. (Tehdt specidlisan

Up = Up ). Ekkor nem nehéz belatni, hogy mivel V' \ {v(o)} = U {Tkv, veVpt, és
k=—oc0

ebben az uniéban minden v € V'\ {v(?} vektor pontosan egyszer van felsorolva. Ezért az
Ug, Unk, 1 <N <00, —00 < k < oo, fliggvényrendszer megegyezik az el6z6 lemmaban
tekintett wu, (), v € V, fiiggvények rendszerével, és teljes ortonormalt rendszert alkot.
Tovédbba Uug = ug, és Uup i, = Up k1 minden 1 <n < oo és —oo < k < oo indexekre.
Az U transzformécio ezen jellemzésének segitségével konnyen be tudjuk latni a tételt.

Tekintsiink egy H szeparabilis Hilbert teret valamely ortonormalt bazissal, amely-
nek elemeit indexeljiik az el6zdleg vizsgalt esethez hasonléan dgy, hogy go, gnk, 1 <
n < 0o, —00 < k < oo. Definidljuk a H Hilbert téren a kovetkezé U operétort:
(_]go = 9o, ﬁgnyk = gnk+1, ha 1 <n < 00, —0o < k < oo. Nem nehéz beldtni, hogy
U unitér operdtor. (U 1g,x = gnk—1, 6s U tgo = go.) Tovdbbd a G: unk — Gn.k,
1 <n<oo —0<k<ooésG: ug — go leképezés az Lo(X, A, P) térnek és a H
Hilbert térnek egy olyan izomorfidjat definidlja, amely az U és U unitér operdtorok
izomorfidjat is biztositja. Mivel az ebben az izomorfidban szereplé H Hilbert tér és U
operator megvalasztasa nem fiiggott az (X, A, P,T) Bernoulli rendszer definiciéjdban
szerepld r és p;, 1 < j < r, paraméterektdl, innen kovetkezik a tétel allitasa.

Megjegyzés. Kidolgoztédk a Hilbert téren definidlt unitér (vagy onadjungélt, vagy al-
taldnosabban tgynevezett normadlis) operatorok spektral elméletét, amely j6l leirja az
ilyen operatorok szerkezetét. Ertsiik meg, hogyan irja le ezen elmélet az egy Bernoulli
rendszerben elobb definidlt és vizsgalt U unitér operatort. Annak érdekében, hogy
jobban megértsiik egy Hilbert téren definialt operator viselkedését, érdemes a Hilbert
teret felbontani az operator invaridns altereinek direkt Osszegére. Az el6z6 tételben
tulajdonképpen egy ilyen felbontast konstrualtunk.

Az Lo(X, A, P) teret felbontottuk Ky, K1, ... ortogondlis U-invaridns alterek Gssze-
gére a kovetkez& médon. Ky az ug vektor dltal generalt (1 dimenzids) altér, K,, pedig az
Unk, k = 0,£1,£2,..., vektorok altal generdlt altér minden n = 1,2,... szdmra. Az
U operator megszoritasat a K, altérre az Uu,r = Up p+1, £ = 0,£1,£2..., képlet
definidlja. Erdemes megjegyezni, hogy az U operator megszoritasa valamelyik K,
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altérre izomorf a kdvetkezé U operatorral. Tekintsiik a G = Ly([0,1), B, \) Hilbert teret,
ahol B a Borel o-algebra, A pedig a Lebesgue mérték a [0, 1) intervallumon. Definidljuk

az U operéatort, mint az f (r) = €™ fiiggvénnyel valé szorzast a G Hilbert térben,
azaz legyen Ug(x) = e*™®g(z), ha g(z) € La([0,1),B,)). Ekkor felhasznélva, hogy a

gr(z) = ™k | =0, +1, ..., figgvények egy teljes ortonormalt rendszert alkotnak az
L5(]0,1),B,\) térben, és Ugyr = gr+1 minden k = 0,£1,+2,... indexre, meg tudjuk
mutatni, hogy az unr — gk, k = 0,£1,£2,..., leképezés izomorfidt létesit az K, és

G Hilbert terek és a rajtuk definidlt U és U unitér operatorok kozott. Ezt a tényt
felhasznalva a kovetkezd az Lo(X, A, P) Hilbert térrel és U unitér operdtorral izomorf
rendszert tudjuk definidlni. Vegyiik az Lo([0,00), B, A™) Hilbert teret, ahol B a Borel
o-algebra [0, o) félegyenesen, At a Lebesgue mérték a [0, 00) félegyenesen plusz a {0}
pontba koncentralt egység mérték. Akkor az f(x) = 2™ fiiggvénnyel valé szorzas az
Ls([0,00), B, A1) térben izomorf az U operdtorral. Ez az allitds tekinthetd gy is, mint
az U operator implicit médon megadott spektral eléallitasa.

6. A Shannon—McMillan—Breiman tétel.

Ebben a fejezetben a Shannon-McMillan-Breiman tételt, az informécidéelmélet egyik
klasszikus eredményét ismertetem. Ez az eredmény nagy n szamokra hasznos jellemzést
ad egy véges vagy megszamlalhatd sok értéket felvevd, diszkrét ideji stacionarius szto-
chasztikus folyamat n hosszisagu szeleteinek tipikus értékeire. A tétel megfogalmazasa
érdekében felidézek elobb néhany fontos fogalmat és eredményt.

Diszkrét idejli stacionarius sztochasztikus folyamat definicidja. Legyen adva
&n, —00 < n < 00, valdsziniségi valtozok eqy sorozata egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn.
Azt mondjuk, hogy ez a sorozat diszkrét idejii staciondrius sztochasztikus folyamat, ha
minden —00 < ny < ng < --- < nk <00 ésm > 1 egész szdmokra a (§ny,&nyy- -+ En,)
€s (Eny+msEngs -« - s Enp+m) Véletlen vektorok eloszlasa megegyezik.

A diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamatok és az invertalhaté dinami-
kus rendszerek szoros kapcsolatban allnak egymassal. Ha vesziink egy dinamikus rend-
szerben egy £(w) valdszintliségi valtozét és annak dsszes &, (w) = T"E(w) = £(T™(w)),
n=0,£1,42, ..., eltoltjat, akkor ezen eltoltak sorozata egy diszkrét idejli stacionarius
sztochasztikus folyamat. Ennek igazolasahoz azt kell megérteni, hogy

{w: (E(T™T™(w),..., T" (W) € A} = T"™{w: (&(T™ (w),...,T™(w)) € A},

és T mértéktarto leképezés. Azért, hogy az eléz6 allitas megforditasat is megfogalmaz-
zam, definialni fogok tgynevezett specialis dinamikus rendszereket, amelyek invertalhato
dinamikus rendszerek, és definidlni fogok minden specidlis dinamikus rendszerre &,,
£, = T"E, —00 < n < 00, valésziniiségi valtozoknak egy sorozatit, amelyet e rend-
szer altal indukalt sorozatnak fogok nevezni. A fenti képletben T a tekintett specialis
dinamikus rendszer shift transzformacidéjanak az n-ik hatvanya. Meg fogom mutatni,
hogy minden &,,, —0o < n < 0o, diszkrét idejli stacionarius sztochasztikus folyamathoz
tudunk egy olyan specialis dinamikus rendszert konstrualni, amelyre az altala indukalt
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&n, & = Ty, valészintiségi valtozok sorozatanak és az eredeti &,, —oco < n < oo,
valésziniiségi valtozé sorozatnak az eloszlasa megegyezik. Az &llitds pontos megfogal-
mazasanak az érdekében bevezetem a kovetkezé definiciot.

Specialis dinamikus rendszerek és altaluk indukalt valészintliségi valtozdk
sorozatidnak a definicidja. Jeldlje RT™ az R szimegyenes (pozitiv, negativ vagy
nulla) egész szdmokkal indexelt példdnyainak a direkt szorzatdt, azaz az
x=(...,x_1,20,21,...) két irdnyban végtelen, valds szdmokbdl dllé sorozatok halmazdt,
és jelolje BY>® a Borel o-algebrdt az RT> halmazon. Vezessiik be a (baloldali eltoldst
jelentd)

Ta::T(...,x_l,a:O,xl,...) = (...,93_2,:)3_1,3:0,...), (EERiOO

shift transzformdciét az RT>® téren. Egy P valdsziniiségi mértéket az (RT>,B+>)
téren T invaridnsnak neveziink, ha P(T~'(A)) = P(A) minden A € BT halmazra.
Egy (RT>° BT P,T) rendszert a fent definidlt RT>°, B*>®, P és T menyiségekkel,
ahol P T invaridns valdszintiségi mérték az (RT>°,B*>) téren specidlis dinamikus
rendszernek neveziink. Adva egy (RT°°,B*> P,T) specidlis dinamikus rendszer, a

En(z) =20, —0c0 <N <00, x=(..,01,T0,21,...), valosziniségi vdltozok sorozatdt
a rendszer dltal indukdlt valdszindiségi valtozdk sorozatdnak fogjuk nevezni. (Nyilvdn
£n(z) = &(T"x)) minden x € RT> pontra ésn = 0,+1,... szdmra.)

Nem nehéz latni, hogy egy specialis dinamikus rendszer invertalhaté dinamikus
rendszer. Tovabba igaz a kovetkezo lemma.

Lemma diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamatok és invertalhato
dinamikus rendszerek kapcsolatardl. Legyen (2, A, P,T) invertdlhatd dinamikus
rendszer, és £ eqy az (0, A, P) mezdén értelmezett valdsziniiségi vdltozo. Ekkor a &, =
¢, n=...,—1,0,1,..., valosziniiséqgi vdltozok sorozata eqy diszkrét ideji staciondrius
sztochasztikus folyamat.

Megforditva, minden &,, —o0 < n < oo, diszkrét ideji staciondrius sztochasztikus
folyamathoz létezik olyan (RT>°,B*>®, P, T) specidlis dinamikus rendszer, amelyre a
specidlis dinamikus rendszer dltal indukdlt &,, —o0o < n < oo, valdsziniségi vdltozdk
sorozatanak és a &,, —00 < n < 00, valoszinilségi vdltozo sorozatnak az eloszldsa meg-
egyezik.

Bizonyitds. A lemma elso fele nyilvanvalé. A lemma masodik felének a bizonyitasaban
definidlni kell a lemma feltételeit kielégitd (RT>°, B*>° P, T) specislis dinamikus rend-
szert. Ebben a definiciéban a P valdszintiségi mértéket kell alkalmas médon megadni.
Ennek érdekében tekintsiik azt az (€2, A, P) valdszintiségi mezét, ahol a &, (w) valdszi-
niiségi valtozdk vannak definidlva, és definialjuk a kovetkezé U: € — RT>° (mérhetd)
leképezést: U(w) = (..., & 1(w),& W), 1 (w),...). Legyen P a P mérték ezen U transz-
formécié szerinti 8sképe az (R, B¥>) téren, azaz legyen P(A) = P({w: U(w) € A})
minden A € B¥> halmazra. Meg fogjuk mutatni, hogy a &,, —0o < n < oo, sorozat
stacionaritdsabél kovetkezik, hogy a P mérték T invaridns, azaz (RT>°, Bt P, T) ezzel
a P mértékkel valéban specidis dinamikus rendszer. Tovabb4 a P mérték definiciéjabdl
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az is kovetkezik, hogy a &,, —0o < n < 00, és a &, —00 < n < 00, valészintiségi valtozok
sorozatainak az egylittes eloszldsai megegyeznek.

Be kell még latni, hogy a P mérték valéban T invaridns, azaz definidlva a Q(A) =
P(T7'A), A € B*>®, mértéket P(A) = Q(A) minden A € BT halmazra. Ez az
azonossag igaz a &,, n = ...,—1,0,1,..., valoszinliségi valtozo sorozat stacionaritésa
miatt a kovetkezd specidlis alaki A € B> (henger)halmazokra.

A=Ay, ...,ng,B)={z=(...,21,20,21,...): (Tpn,y...,Zn,) € B},

ahol ni,...,ny tetszéleges egész szamok, és B tetszdleges Borel mérheté halmaz az R*
k-dimenziés Euklideszi térben. Ugyanis P(A) = P((&nys-.-,&n,) € B), és Q(A) =
P((&ny41s---,&n+1) € B) ebben az esetben. Viszont az ilyen alakd halmazok egy
olyan halmaz algebrat alkotnak, amely generilja a B+ g-algebrat. Mivel egy mérték
kiterjesztése egy halmaz algebrarél az &altala generalt o-algebrara egyértelmi, innen
kovetkezik, hogy P(A) = Q(A) minden A € B*> halmazra, amint azt allitottuk.

A fenti lemma lehetévé teszi, hogy a dinamikus rendszerek elméletének az eredmé-
nyeit alkalmazzuk diszkrét idejli stacionarius sztochasztikus folyamatok vizsgalatdaban.
A dinamikus rendszerek elméletének egyik legfontosabb eredménye az ergod tétel. Ezt
kivanom megfogalmazni. Ez el6tt be kell vezetni néhany definiciot.

Dinamikus rendszer invaridns halmazainak a definicidja. Egy (0, A, P,T) di-
namikus rendszer valamely A € A halmazdt e rendszer invaridns halmazdnak nevezink,
ha T~Y(A) = A. Ezt az azonossdgot gy értjiik, hogy a benne szerepld két halmaz
szimmetrikus differenciajainak nulla a P mérték szerinti valdsziniisége.

Sziikségiink lesz a kovetkezd egyszerii lemmara.

Lemma az invarians halmazok viselkedésérol. Egy dinamikus rendszer invaridns
halmazai o-algebrat alkotnak, azaz, ha A invaridns halmaz akkor annak komplementere,

O\ A is az, és ha Ay, Ay, ... invaridns halmazok, akkor a |J A, és () A, halmazok

n=1 n=1
18 invariansak.

Bizonyitds. Az allitds egyszerii kovetkezménye a T~! inverz transzformdcié tulaj-
donsagainak.

Adva egy (2, A, P,T) dinamikus rendszer jelolje Z C A az invaridns halmazok
o-algebrajat, és vezessiik be a kovetkezd definicidt.

Ergodikus dinamikus rendszerek definiciéja. FEgy (2, A, P,T) dinamikus rend-
szert ergodikusnak neveziink, ha e rendszer invaridns halmazainak L o-algebrdja trividlis
a kévetkezd értelemben. Minden A € T halmazra P(A) =0 vagy P(A) = 1.

Ergod tétel. Legyen (2, A, P,T) egy dinamikus rendszer, U(w) egy A mérhetd valds
értéki fiigguény, amelyre [, |U(w)|P(dw) < oo. Ekkor

n—1
1 .
lim — g U(T’w) = E(U|Z)(w) a P mérték szerint majdnem minden w € Q pontra,
n—oo N,
=0
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ahol T az invaridns halmazok o-algebrdja, és E(-|Z) az T o-algebra szerinti feltételes
vdrhato értéket jeloli. Ha az (2, A, P,T) dinamikus rendszer ergodikus, akkor a képlet
egyszertsodik, mert ebben az esetben E(U|L)(w) = EU = [ U(w)P(dw).

A fentiekben dinamikus rendszerek ergodicitasat definialtuk. De diszkrét idej sta-
cionarius sztochasztikus folyamatok ergodicitasat is természetes modon lehet definialni.
Annak érdekében, hogy megadjuk azt, hogy egy &,, —o0 < n < oo, diszkrét idejli sta-
ciondrius sztochasztikus folyamat mikor ergodikus tekintsiik azt az (R*>°, B> P T)
specialis dinamikus rendszert, amelyre a specialis dinamikus rendszer altal indukalt &,
—00 < n < 00, valészintiségi valtozok sorozatanak és a &,, —oo < n < oo, valdszinliségi
véaltoz6 sorozatnak az eloszldsa megegyezik. (Léttuk, hogy ilyen speciélis dinamikus
rendszer létezik.) Akkor mondjuk, hogy a ,, —oo < n < oo, diszkrét idejli staciondrius
sztochasztikus folyamat ergodikus, ha a fenti tulajdonsigi (RT>°, B*>° P, T) specialis
dinamikus rendszer ergodikus. Mivel a &,, —0o0 < n < 00, és a &, —00 < n < 00, SOrOZa-
tok eloszlasa megegyezik, ez a két sorozat ugyanolyan valészintiségszamitasi torvényeket
teljesit. Ez lehetové teszi, hogy diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamatok
vizsgalatat visszavezessik invertdlhaté dinamikus rendszerek vizsgdlatara, ahol alkal-
mazhatjuk az ergod tételt is.

Tekintstink egy olyan diszkrét idejii &,,, —0o < n < oo, staciondrius sztochasztikus
folyamatot, amelyben a &,, valészintiségi valtozok értékeit egy véges vagy megszamlalha-
téan végtelen X halmazban veszik fel, és definidljuk ennek entrépidjat. Az egyszeriibb
jelolés érdekében feltehetjiik, hogy X a valds szamok egy részhalmaza. Olyan definiciot
fogunk adni, amely 6sszhangban van a dinamikus rendszerek esetében definidlt H (T, &)
entrépia definiciéval valamint a diszkrét ideji stacionarius sztochasztikus folyamatok és
az invertalhaté dinamikus rendszerek kozotti kapcsolattal. Legyen

H(fn, —0<n< OO) = nlggoH(éo‘g—b s 7€—n)7 (61)

ahol H(&|€-1, - ..,&—n) az els6 fejezetben bevezetett feltételes entrépia. Az, hogy a (6.1)
formuldban szerepl6 limeszek valéban léteznek hasonléan mutathaté meg, mint ahogy
a H(T,§) entrépia definiciéjanak a jogossdgat indokoltuk az 5. fejezetben. Tovabba
nem nehéz beldtni, hogy H(&,,—00 < n < o0) = nli_)rgo LH(&,¢-1,.. ., & nt1), ha

H(&) < oo. (Azt is allitjuk, hogy a H (1) < 0o esetben ez a véges hatarérték 1étezik.)

Egyébként szoros kapcsolat van a diszkrét ideji staciondrius sztochasztikus folya-
matok és invertalhaté dinamikus rendszerek entrépidja kozott. Legyen &,, —oco < n <
00, olyan diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamat, amelyben a &, valdszi-
niiségi valtozdk értékeiket egy véges vagy megszamlalhatéan végtelen X halmazban
veszik fel. Tekintsiik azt a (RT>, B>, P, T) speciélis dinamikus rendszert, amelyre a
specidlis dinamikus rendszer &ltal indukalt &,, —oco < n < oo, valészinftiségi valtozok
sorozatdnak és a &,, —oo < n < oo, valdszinliségi valtozd sorozatnak az eloszldsa meg-
egyezik. Ekkor H(&,,—0o < n < oo) = H(T,&). Pontosabban egy apré technikai
kellemetlenség elkeriilése végett érdemes a &, valészintiségi valtozok definicidjat kissé

médositani. A &, valészintiségi valtozék ugyanis, — legaldbbis formalisan, — nem véges
vagy megszamlalhatéan sok értéket vesznek fel. E valdszintiségi valtozok értékkészlete
az R szdmegyenes. De mivel P(§, € X) = 1, ettdl a kellemetlenségtdl egyszertien
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meg tudunk szabadulni. Arra az (R*°, BT P T) specidlis dinamikus rendszerre,
amelyet most tekintettiink P(X*>) = 1, ahol X = {(...,2;_,,%j,, Tj,,...): T}, €
X, —00 < n < oo}. Ezért a tekintett (R, BT>° P, T) specidlis dinamikus rend-
szert helyettesithetjiik az (X*°°, B¥> P T) (invertdlhat6) dinamikus rendszerrel, ahol
B*>° a kordbban definidlt B¥>° (Borel) o-algebra, és P a kordbban definidlt P mérték
megszoritasa az X*>° halmazra. Az e rendszer &ltal indukélt &, = T™¢, valésziniiségi
valtozdkat a korabbi esethez hasonléan definidljuk. Ezzel a mddositassal kozvetlentil
lathatd, hogy H (&, —0o <n < oo) = H(T,&).

A Shannon—McMillan—Breiman tétel megfogalmazasa el6tt teszek egy rovid kitérot.
Gyakran valészintiségi valtozoknak olyan &,,, n > 0 sorozataival kell foglalkoznunk, ame-
lyek hasonléan viselkednek a diszkrét idejli stacionarius sztochasztikus folyamatokhoz,
de csak nem negativ n indexekre vannak definidlva. Az ilyen sorozatokat féloldali
diszkrét idejli stacionarius sztochasztikus folyamatoknak fogom nevezni. Megfogalma-
zom, hogy ez pontosan mit jelent, és megmutatom, hogy az ilyan sorozatok vizsgalata
visszavezetheté a hagyomanyos diszkrét ideji staciondrius sztochasztikus folyamatok
vizsgalatdhoz. El6szor bevezetem a kovetkezo fogalmat.

Féloldali diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamat definicioja. Le-
gyen adva &,, n =0,1,2,..., valdsziniiségi vdltozok eqy sorozata egy (2, A, P) valdszi-
niségi mezon. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat féloldali diszkrét ideji staciondrius szto-
chasztikus folyamat, ha minden 0 < nj < ng < --- < np <00 ésm > 1 egész szamokra
a (&nyy&nas -3 &ni) €5 (EnytmsEnay- -« Enptm) Véletlen vektorok eloszldsa megegyezik.

A kovetkez6 lemma kapcsolatot teremt féloldali diszkrét idejii és diszkrét idejl
staciondarius sztochasztikus folyamatok kozott.

Lemma féloldali diszkrét idejii és diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus
folyamatok kapcsolatardl. Legyen &,, n = 0,1,2,..., eqgy féloldali diszkrét ideji
staciondrius sztochasztikus folyamat egqy (2, A, P) valdsziniségi mezdn. Létezik olyan
diszkrét idejii €,, —o0o < n < oo, staciondrius sztochasztikus folyamat egqy alkalmas
(Q, A, P) valdszindiségi mezén, amelyre a &,, n = 0,1,2,..., és &, n = 0,1,2,...,
sorozatok eloszldsa megeqgyezik.

A lemma bizonyitdsa. Legyen (Q, A, P) = (RT>° B+ P) a korabban definialt RT>
halmazzal és B> g-algebraval és egy alkalmasan definidlt P val6szintiségi mértékkel.
Legyen tovabbd &,(x) = z,, —o0o < n < oo, haz = (...,z_1,20,21,...) € RT>®.
A P mérték definidlasa érdekében vegyiik észre, hogy P(&,, € Bi,...,&,, € Bi) =
P(&ny4p € B,y ... &ny+p € By) nem negativ egész szamok minden monoton névekvd 0 <
ny < .-+ < ng véges sorozatara, tetszoleges p > —nq egész szamra és a szamegyenesen
Borel mérheté B, ..., B, halmazokra. Definidljuk a P mértéket elészor bizonyos spe-
cialis halmazokra a

P((...,x_l,xo,xl,...): Ty, € Bl,...,:cnk EBk) :P(fo eBl;---,gnk—nl EBk)

= P(&,4p € B, ..., &ntp € Br)
(6.2)
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képlet segitségével. E képletben —co < ny < ng < -+ < ng < 00 egész szamok, p >
—nq, és By, ..., By Borel mérhet6 halmazok a szdmegyenesen. (Megengedjiik, hogy n; <
0 legyen bizonyos j indexekre.) Ha a fenti képletekben az x; koordindtakat val6szintiségi
véltozdknak tekintjik, akkor (6.2) képletben ezek véges dimenziés eloszlasait konzisz-
tens médon definidltuk. Ezért Kolmogorov tétele alapjan létezik (egyetlen) olyan P
mérték az (R, BT>°) téren, amely teljesiti a (6.2) formulat tetszoleges —oo < ny <
Nng < -+ < ng <00, p>—ny egész szamokra és By, ..., By Borel mérhet6 halmazokra a
szdmegyenesen. (A valdsziniiségszamitas alaptételének egy lehetséges megfogalmazdsat
alkalmaztuk.) Nem nehéz belatni, hogy az igy konstrudlt (R, B> P) val6szintiségi
mez6 és &,, —oo < n < 00, valészintiségi valtozdk teljesitik a lemma allitasét.

Ratérek a Shannon—McMillan—Breiman tétel ismertetésére. Ezen eredmény két
ekvivalens verzidjat fogom megfogalmazni. Az els6 verzié invertdalhaté dinamikus rend-
szerek, a masodik verzio diszkrét idejli stacionarius sztochasztikus folyamatok viselke-
désérol fog szolni.

A Shannon—McMillan—Breiman tétel invertalhaté dinamikus rendszerekre.
Legyen (2, A, P,T) egy ergodikus invertdlhaté dinamikus rendszer, és legyen azon adva
egy olyan & wvaldsziniségi vdltozo, amely értékeit eqy véges vagy megszdmldlhato X =
{x1,z2,...} halmazon veszi fel, és H() < oco. Vezessiik be a &, =T"E, —00 < n < 00,
valosziniségi valtozokat, és definidljuk minden n=1,2,... szdmra a

pn(xjoa"'7xjn71) = P(fo = xjoa"'?&ﬂ—l - xjnfl)

fiuggvényt, ahol xz;, € X minden 1 < s <n — 1 indexre. Ekkor

1
lim ——logp,(&o,...,én—1) = H(T,&) 1 valdszindséggel, (6.3)
n

n—oo
ahol a H(T,&) entropidt az (5.5) képletben definidltuk.

A Shannon—McMillan—Breiman tétel diszkrét idejli stacionarius sztochasz-
tikus folyamatokra. Legyen &,, —oo < n < oo, eqy olyan diszkrét ideji, ergodikus
stactondrius sztochasztikus folyamat, amelyre a &, valosziniiségi valtozok értékeiket eqy
véges vagy megszdmldalhato X = {x1,x2,...} halmazon veszik fel, és H(,) < oc.
Vezessiik be minden n =1,2,... szdmra a pn(xjy,...,2;, ) = P = xj, ..., {n-1 =
xj, ) figguényt, ahol z;, € X minden 1 < s <n —1 indexre. Ekkor

1
lim ——logpn(o,. - én—1) = H(&n, —00 <n < 00) 1 valdszindséggel,
n

n— o0

ahol a H (&, —00 < n < 00) entropidt az (6.1) képletben definidltuk.
Megjegyzés. A &, sorozat stacionaritdsa miatt a p,(-) fliggvények definicigjat
pn(xjov sy L g xjn—l) = P(ﬁ*nfl = Zjgy--- 75*1 = xjn—zvg() = xjn—l)

alakban is frhattuk volna.
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Az, hogy egy &,, —o0 < n < oo, értékeiket egy véges vagy megszamlalhato
X halmazon felvevé valdszintiségi valtozokbol allé sztochasztikus folyamat teljesiti a
Shannon-McMillan—Breiman tételt heurisztikusan gy interpretdlhaté, hogy meg lehet
adni a sztochasztikus folyamat értékeinek egy olyan ‘tipikus sorozatokbol allo’ 1 va-
16szintiségii XgEOO C X+ részhalmazat tgy, hogy nagy n szamokra j6 aszimptotikus
formula adhat6 annak valdszintiségére, hogy a sztochasztikus folyamat megszoritasa a 0
és n — 1 indext koordinatak kozé megegyezik egy eloirt tipikus sorozat megszoritasaval
a 0 és n — 1 koordinatdk kozé. Ez a valészinliség minden tipikus z € XOioo sorozatra
kozelitoleg egyenld; exponencidlisan kicsi, és logaritmusanak a —%—szerese kortlbelil a
sztochasztikus folyamat entrépidjaval egyenlo.

A diszkrét idejli stacionarius sztochasztikus folyamatokra megfogalmazott Shan-
non—-McMillan—-Breiman tétel egyszertien kovetkezik az invertdlhaté dinamikus rend-
szerekrdl szolé Shannon-McMillan—Breiman tételbdl. Valéban, adva egy olyan &,,
—00 < n < 00, diszkrét idejii, ergodikus stacionarius sztochasztikus folyamat, amelyre
a &, valoszintiségi valtozok értékeiket egy véges vagy megszamlilhaté X = {zq1,zo,...}
halmazon veszik fel, és H(&,, —0o < n < 00) < oo, tekintsiik azt az (RT>°, B*> P, T)
specialis dinamikus rendszert, amelyre a specialis dinamikus rendszer altal indukalt &,,
—00 < n < 00, valészinliségi valtozok sorozatanak és a &,, —oo < n < oo, valdszinliségi
valtozd sorozatnak az eloszlasa megegyezik. Pontosabban, ezt a specidlis dinamikus
rendszert kissé médositjuk, felhasznalva, hogy olyan valdszintiségi valtozdkat tekintiink,
amelyek értékeiket az X halmzaban veszik fel. Ezért az (X+°°, B> P T) dinamikus
rendszert vessziik, és ebben a &,, —co < n < oo, sorozatra alkalmazzuk a Shannon—
McMillan-Breiman tételt. Ezt felirhatjuk P((...,¢_1(w),&(w), &1 (w),...) € D) =1
alakban, ahol

. 1
D={(..,z; ,,2j,%jy,...) € X*+°: lim ——logpn(xjy,..., 25, ) =H(T,&)}.

n—oo N

Mivel a &, —00 < n < 00 és &,, —00 < n < 00, véletlen sorozatok eloszldsa megegyezik,
és H(T,&) = H(&n, —00 < n < o) P((...,§-1(w),60(w),&1(w),...) € D) = 1, ahol
a D halmazt hasonléan definidljuk a D halmazhoz, csak a H(T,&,) mennyiséget a
H(&,, —00 < n < o0) mennyiséggel helyettesitjiitk benne. Ez viszont azt jelenti, hogy a
Shannon-McMillan—Breiman tétel diszkrét idejii, ergodikus stacionarius sztochasztikus

folyamatokra is érvényes.

A Shannon-McMillan—Breiman tételt invertdlhaté dinamikus rendszerekre fogjuk
bizonyitani. Annak érdekében, hogy a bizonyitast jobban megértsiik tekintsiik eloszor
azt a két specidlis esetet, amikor a &, = T"{, —oo < n < 00, sorozat vagy a) fiiggetlen,
egyforma eloszlasu valészinliségi valtozok sorozata vagy b) egy stacionarius Markov

n—1
lanc. Az a) esetben p,(zj,,...,2;,_,) = [ p(x;,), ahol p(x;,) = P(§ = x;,). Ezért
5=0

n—1
—%logpn(&), cos&n1) = —% Zo logp(&s). A nagy szadmok erds torvénye szerint ez
s=

az atlag 1 valdszintiséggel konvergdl a —Elogp(§) = —> P(§ = x;)1log P(§ = z;) =
H(&) = H(T,¢) 6sszeghez, ha n — oo, és az a) esetben ezt kellett belatni.
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A b) esetben hasonlé az indoklds, csak ekkor az ergod tételt kell alkalmazni a nagy
szamok torvénye helyett. Egy olyan &,, —oco < n < oo, Markov lancot tekintiink,
amely az (X*°° BT P T) téren van definidlva alkalmas P val6szintiségi mértékkel,
a sz0kdsos T'(..., % 1, Tjo, Tjys---) = (-+v, Tjgs Tjy s Tjy, ... ) shift transzformaciéval, és
én(z) =25, —co<n<oo, hax=_(..,2; ,,2,2,...). Jeldlje ¢(x) = P(&, = z),
x € X, a staciondrius Markov ldnc egy dimenzids eloszlasait, és r(Z|z) = P(&,41 =
z|&, =), z,T € X, a Markov lanc dtmenet valészintiségeit. Ekkor

n—2
pn(xjov s 71:jn—1> = q(xjo) H T(l’js+1|l’js),
s=0
ahonnan
1 1 12
— log pn(€os - En1) = ——1 2N N log r(TREL|T3¢).
“logpn(€o,-- -1 6nm1) = — - log (&) n;) og r(T°&1|T%&)
Ezért az ergod tételbél az U(x) = —logr(zj,|zj,), ha x = (...,z; ,, %, %j,...)

fiiggvény vélasztdssal azt kapjuk, hogy lim —1logp,(&,...,&n—1) = —Elogr(&1&)
n—oo

1 valdszintiséggel. A bizonyitas befejezéséhez az —F log r(&1|&0) = H(T, o) azonossagot
kell még igazolni.

Viszont

H(&n‘gn—la s 750)
—— > Pléo=1jp, - &n = 25,) 0g P(&n =, €01 = T, y,- - &0 = )

xjo,...,:cjn
== Y Pl ="=jp, - n =x5,)l0g P(&n = 1), |01 = x5, ,)
wjo,...,:cjn

= Z P(&n—1 =125, ,,&n = x5,)log P(&n = x5, [§n—1 = x5, ;)

l'jn71 7wj7t

= —Flogr(&,|&n—1) = —Elogr(£11&0)

minden n > 1 szdmra a Markov tulajdonsag és a stacionaritds miatt. Innen
H(T,&) = lim H(&[§n-1,---,80) = —Elogr(&1/éo).
n—oo

Markov lancok esetében a Shannon—McMillan—Breiman bizonyitasa azon alapult,
hogy a —% log pn(&o, - - -, &n—1) kifejezést felbontottuk egy olyan Osszegre, amelyre al-
kalmazni lehetett az ergod tételt. Az altaldnos eset bonyolultabb. Ekkor a vizsgalt
kifejezést egy hasonld Osszegre plusz egy elhanyagolhatéan kis hibatagra lehet felbon-
tani. De ahhoz, hogy ezt a hibatagot jol meg tudjuk becsiilni sziikségiink van a mar-
tingalok elméletének néhany fontos eredményére. A kivant felbontas megtalalasanak az
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érdekében vezessiik be a tekintett £, (z), —oo < n < oo valdsziniiségi valtozd sorozat
kovetkezo6 fiiggvényeit.

— _lo Prt1(é—r (W), ..., &o(w))
ge(w) ==l e o) o (6.4)
go(w) = —logp1(&o(w)).

Az egyértelmil definicié érdekében definidljuk a gx(w) fiiggvényt, mint gx(w) = 0, ha
pr(€r(w), ... Ec1(w)) = 0, és ezért pry1(§-p(w), ..., E-1(w),§o(w)) = 0. Mivel ennek
az eseménynek nulla a valésziniisége, nincs kiillonosebb jelentésége annak, hogy ebben
az esetben hogyan definidljuk a gp(w) fliggvényt. Hasonlé megjegyzést lehet tenni a
késébb definidlandé f; (w) fuggvényrdl is.

Ezzel a jeloléssel

— %logpn(go(w), cee 7£n—1(w))
n—1 il

_ _% log p1 (0 (w)) — 1 S log Pr+1(&o(w), - - - ,&Eauig _ % g (Thw).

n =7 pr(&o(w), .- Sk—1(w k—0

Be fogjuk latni a martingalelmélet segitségével, hogy klirn 9k (W) = goo(w) 1 valdszinti-
—00

séggel egy alkalmas g (w) fiiggvénnyel, emelyre Ego(w) = H(T,§). Ez azt sugallja,

hogy

n—1
1 1
- log ppn(§o(w), ..., {n—1(w)) = - Z Joo (T*w) + elhanyagolhatéan kicsi hiba. (6.5)
k=0

Nem trivialis érvek segitségével be lehet latni, hogy ez valéban igy van. Az utolsé for-
mulabol és az ergod tételbdl kovetkezik a Shannon—McMillan—Breiman tétel. A pontos
bizonyitas kidolgozasanak az érdekében el6szor felidézem a martingdl elmélet szamunkra
legfontosabb eredményeit.

Martingal, szubmartingal és szupermartingal definicidja. Legyen adva o-algeb-
rak F1 C Fo C F3 C --- novekvd sorozata egy (£, A, P) valészindségi mezdn, amelyre
teljesiil az F,, C A tulajdonsag minden n = 1,2,... szamra. Legyen adva ezen kivil JF,
mérhetd &, (w), El&,(w)| < oo, valdszintdségi vdltozdk sorozata. Azt mondjuk, hogy a
(€n(w), Fpn), n=1,2,..., pdrok sorozata martingdlt alkot, ha teljesil az

E(&ni1(w)|Fn) = &n(w) 1 valdszintiiséggel minden n = 1,2,... szdmra
azonossag. A fent definialt sorozat szubmartingdl, ha

E(&ni1(w)|Fn) > &n(w) 1 valdszintiséggel minden n = 1,2,... szamra,
és szupermartingdl, ha

E(&ni1(w)|Fn) < &n(w) 1 valdsziniiséggel minden n = 1,2,... szdmra.
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Ha adva van &, (w), E|&,(w)] < oo, n=1,2,..., valdsziniségi vdltozok sorozata egy
(Q, A, P) valdsziniiségi mezén, de nincsenek definidlva a F,, o-algebrdk, akkor e soroza-
tot martingdlnak, szubmartingdlnak illetve szupermartingdlnak nevezzik, ha a (&, Fn)
sorozat az Fp, = 0(&k, 1 < k < n) o-algebra sorozat vdlasztdssal martingdl, szubmartin-
gdl illetve szupermartingdl.

1. megjegyzés. A fenti definiciéban az F|¢, (w)| < oo feltételt azért tettiik, hogy beszél-
hessiink a tekintett feltételes varhato értékekrol. Ezt a feltételt lehet gyengiteni, elég
példaul azt megkovetelni, hogy EX, < oo, n=1,2,..., ahol = = — min(z, 0).

2. megjegyzés. Ha a (&, F,) sorozat martingdl, szubmartingal, illetve szupermartingdl,
akkor a &, sorozat martingal, szubmartingal illetve szupermartingal a fent megadott
értelemben is, azaz akkor, ha az F,, o-algebrédkat a G, = o(&, 1 < k < n) C F,
o-algebrakkal helyettesitjiik. Ez egyszertien lathaté a feltételes varhaté érték alapveto
tulajdonsagainak a segitségével.

3. megjeqyzés. A szubmartingal és szupermartingal elnevezés hatterében a martingdlok
kapcsolata van a harmonikus fiiggvényekkel. A martingalok a harmonikus fiiggvények
természetes megfelel6i. Egy fiiggvény akkor harmonikus, ha értéke egyenld e fliggvény
korintegraljaval tetszoleges a gorbét kozrefogd zart gorbén. Ha egyenlétlenség helyett
nagyobb vagy egyenl6 all, akkor szuperharmonikus fliggvényrol beszéliink, és ez felel
meg a szupermartingalnak. Hasonléan, ha egyenloség helyett kisebb vagy egyenlo all,
akkor szubharmonikus fliggvényrol beszéliink, és ennek a szubmartingal felel meg.

Bizonyos 1 valoszinliségii martingal konvergencia tételekre és martingal egyenl6t-
lenségekre lesz sziikségiink, illetve olyan eredményekre, amelyek arrdl szélnak, hogy
hogyan lehet martingalokbdl vagy szubmartingalokbdl konvex fliggvények segitségével
szubmartingalokat konstrualni. A koévetkez6 konvergencia tételt fogjuk hasznalni.

Tétel martingalok és szubmartingalok 1 valdszintiségi konvergenciajarol. Le-

gyen (&, (W), Fn), n=1,2,..., martingdl egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Ekkor az
El¢(w)], n = 1,2,..., sorozat monoton ndévekszik. Ha ez a sorozat korldtos, azaz
létezik olyan K < oo szam, amelyre E|&,(w)| < K minden n = 1,2,... szdmra,

akkor 1 wvaldszintiséggel létezik a Eoo(w) = lim &, (w) hatdrérték. Ezenkivil érvényes
n—oo
az Eléo(w)| < K egyenlétlenség is ugyanazzal a K < oo konstanssal.

Ha (&, (w), Fpn), n=1,2,..., olyan szubmartingdl egy (2, A, P) valdsziniségi me-
z0n, amelyre sup E|¢,(w)| < K alkalmas K < oo konstanssal, akkor 1 valdsziniiséggel
n

létezik a €oo(w) = lim &, (w) hatarérték, és ez a hatarérték teljesiti az FE|x(w)| < K
n—o0
egyenlotlenséget.
Szubmartingalok szuprémuma teljesiti a kovetkezo6 momentum egyenlétlenséget.
Tétel szubmartingdlok szuprémumadnak a momentumairdl. Legyen (&, Fy),

P&, >0) =1, n>1, nem negativ szubmartingdl. Ekkor

T r T
E (sup §n> < (—) sup B¢, minden r > 1 valds szdmra,
n>1 r 1 n>1
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E (sup §n> < ¢ + ¢ sup B¢, log™ &,
n>1 e—1 e—1 n>1
azr =1 esetben, ahollog® 2 = max(logx,0).
[gaz a Jensen egyenltlenség kovetkezo, feltételes varhatéd értékekrol szélo alakja.

A Jensen egyenlGtlenség feltételes varhaté értékekrdl. Legyen adva egy &(w)
valészintiségi vdltozd és egy ®(x), —oo < x < o0, konvex fligguény, amelyekre tel-
jestlnek az E|(w)| < oo és E|P(&(w)| < oo feltételek egy (2, A, P) valdszintiségi mezdn,
valamint eqy F C A o-algebra. Ekkor

E(®(&(w)|F)) > @ (E(E(w)|F)) 1 valdsziniséggel.

Ez az egyenldtlenség akkor is érvényes, ha a ®(-) konver figgvény eqy a < x < b
intervallumban van definidlva, és P(a < & <b) =1, ahol —o00 < a < b < 0o tetszdleges
valos szamok.

A feltételes varhato értékekrdl sz6l6 Jensen egyenlGtlenség érvényessége azon mulik,
hogy a varhato értékhez hasonléan a feltételes varhatd érték is kiszamolhaté alkalmas
valészintiségi mérték szerinti integral segitségével, csak ebben az esetben egy tigynevezett
regularis feltételes eloszlasfiiggvény szerint kell integralni. Szamunkra ez az eredmény
az aldbbi kovetkezménye miatt lesz érdekes.

Lemma martingalok, szubmartingalok és szupermartingalok konvex figgvé-
nyeirol.

a) Ha (&, Fn), n = 1,2,..., martingdl, ®(x) konvex figgvény, és E|P(£,)] < oo
minden n =1,2,... szamra, akkor (®(&,),Fn), n=1,2,..., szubmartingdl.

b) Ha (&n, Fn), n=1,2,..., szubmartingdl, ®(x), monoton névekvd konvex figguény,
és E|®(&,)] < oo minden n = 1,2,... szdmra, akkor (®(&,),Fn), n = 1,2,...,
szubmartingdl.

¢) Ha (§&n,Fn), n = 1,2,..., szupermartingdl, ®(x) monoton csékkend konvex figg-
vény, és E|P(&,)| < oo minden n = 1,2,... szamra, akkor (®(&,), Fn), n =1 ,2,

., szubmartingdl.

A fenti dllitasok akkor is érvényesek, ha a ®(-) figgvény eqgy a < x < b interval-
lumban van definidlva, és P(a < &, < b) = 1 minden n = 1,2,... szdmra, ahol a
—00 < a < b < oo szdamok tetszolegesek.

Bizonyitds. Az a) esetben E(®(&n41)|Fn) = P(E(Ent1|Fn)) = ®(&,) 1 valdsziniiséggel a
Jensen egyenl6tlenség és a martingdl tulajdonsdg miatt. A b) esetben E(®(&,41)|Fn) =
O(E(&nt1]|Fn)) 1 valdsziniiséggel, és mivel E(&,+1|Fn) > &n, és @() monoton névekvo
fiiggvény, ezért ®(E(£,41|Fn)) = ®(€,) 1 valosziniiséggel. Ezekbdl az egyenlStlenségek-
bél kovetkezik a b) rész allitdsa. A c) rész bizonyitdsa hasonld.

Felidézek még egy eredményt arrdl, hogy hogyan lehet kiszdamolni egy valdszintiségi
valtozo fiiggvényének a varhato értékét. Azért idézem fel ezt az eredményt, mert

85



késobb sziikségiink lesz ra. Az ismertetend6 formula valéjaban a Stieltjes integrélokra
vonatkozo parcialis integralas egy alkalmazasa.

Egy a varhaté érték kiszamolasarodl szolo formula. Legyen & olyan valdsziniiségi
vdltozd, amelyre P(§ > 0) = 1. Jelolje F(z) = P(§ < x), 0 < z < 00, a & valdszini-
s€gi vdltozo eloszdsfiigguényét, és legyen G(x) =1 — F(x) = P(§ > x). Tekintsiink egy
monoton, folytonos H(x) figgvényt az x > 0 félegyenesen, amelyre H(0) = 0. Ekkor

EH(S):/OOOH(x)F(dx):—/OOOH(Q:)G(dm):/OOOG(x)H(dm).

Rétérek a Shannon-McMillan—Breiman tétel bizonyitasara. Eloszor annak a ko-
vetkezd gyengébb formajat bizonyitom.

A Shannon—McMillan—Breiman tétel egy gyengébb alakja. Igaz az invertdlha-
to dinamikus rendszerekre kordbban megfogalmazott Shannon—McMillan—Breiman tétel
abban a specidlis esetben, ha a tételben tekintett & wvaldsziniségi valtozo értékeit egqy
véges X = {x1,x9,...,2.} halmazon veszi fel. Részletesebben megfogalmazva ebben az
esetben a (6.4) formuldban a & (w) sorozat segitségével definidlt gi(w), k =0,1,2,...,
valosziniségi vdltozok teljesitik a kovetkezo két reldciot.

a) Majdnem minden w € Q pontban teljesiil a klim 9k (W) = goo(w) reldcio egy alkalmas

—00
Joo (W) waldszinidségi vdltozoval.

b) Esup gi(w) < co.
k>1

Tovdbbd, ha adva van egy (2, A, P,T) ergodikus invertdlhato dinamikus rendszer és
azon eqy olyan & valosziniiségi valtozo, amely értékeit eqy véges vagy megszamlalhatoan
végtelen X = {1, 2,...} halmazon veszi fel akkor vezessiik be a & = TFE, —o0 <
k < oo, wvaldsziniségi vdltozdékat. Ha az ezen & wvaldsziniségi vdltozok dltal a (6.4)
formuldban definidlt gi(w), k = 0,1,2,..., valdsziniségi valtozdk teljesitik a fent meg-
fogalmazott a) és b) reldacickat akkor a &,, —o0 < n < oo, sorozat teljesiti a (6.3)
formulat.

Feladat.

Bizonyitsuk be, hogy az a) és b) relacidk teljesiilése esetén a (6.3) formuldnak az
a valtozata is igaz, amelyben az 1 valdszintliségi konvergencia helyett L; normaban
val6 konvergenciat koveteliink meg.

Az el6zoleg megfogalmazott tétel lényegében a Shannon—McMillan—Breiman tétel
eredeti, Breiman &ltal bizonyitott alakja. o) eredetileg csak véges sok értéket felvevo
valészintiségi valtozdk sorozatara bizonyitotta be az allitast, mert csak ebben az eset-
ben tudta igazolni az a) és b) reldciét. (A f6 nehézséget a b) relacid igazolasa jelenti.)
Elészor Kai Lai Chung publikélt eredményt arrél, hogy ez a b) tulajdonsag, és igy a
Shannon-McMillan—Breiman tétel az altaldnos esetben is érvényes (A note on the er-
godic theorem of information theory. Ann. Math. Statist. 32, 612-614 (1961)), de az 6
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bizonyitésa hibas. Mi ehelyett Andrew R. Barron The strong ergodic theorem for den-
sities: Generalized Shannon—-McMillan—Breiman theorem, (The Annals of Probability
(1985) Vol. 13 No.4 1292-1303) cikkének a segitségével fogjuk bizonyitani, hogy az a)
és b) relacidk és igy a Shannon-McMillan—Breiman tétel érvényes az altaldnos esetben
is. Barron eredményének mas érdekes kovetkezménye is van.

A Shannon—McMillan—Breiman tétel gyengébb alakjinak a bizonyitisa. Elészor az a) és
b) relaciét bizonyitjuk be abban az esetben, ha a £ valésziniiségi valtozé X értékkészlete
véges halmaz. Ennek érdekében bevezetjiik a kovetkezo mennyiségeket.

J () = _ log Pt Ek(@), . E1(w), 7))
Jile) = = oe T @) Ea )
= —log P(& = 26k (w),...,é1(w)), k>1, z; € X.

Rogzitsiink egy j, 1 < j < r, szdmot (az r szdm az X = {x1,...,2,} halmaz
definiciéjaban jelent meg), és vezessiik be az n = nj, = P(§o = z;[{—k(w), ..., & 1(w)),
k=1,2,..., valészintiségi valtozokat és Fr, = o(€_1,...,& k) o-algebrikat. Az (ng, Fk),
k = 1,2,... rendszer martingal. Ismertetem e tény elemi bizonyitasat, de el6tte egy

megjegyzésben leirom, hogy hogyan kovetkezik ez a tény altalanosabb, jol ismert és
egyszerlen igazolhaté eredményekbol.

Megjegyzés. Legyen F; C Fo C --- névekvé o-algebraknak egy sorozata, és &, E|¢| < oo,
egy valdszintiségi valtozé egy (2, A, P) valészintiségi mez6n. Ekkor az (E(¢|Fy), Fn)s
n = 1,2,..., rendszer martingal. Specidlisan, ha £ egy A C A halmaz indikator-
fliggvénye (A = {w: & = x;} vélasztéssal), akkor ez az eredmény specidlis esetként
tartalmazza az el6bb megfogalmazott allitast.

Ha nem kivanunk hivatkozni a fenti eredményre, akkor az elébb definialt rendszer
martingal tulajdonsagat megkapjuk az aldbbi szamoldsok segitségével. Az {w: {_p(w) =
Tjpy- - €—1(w) =z, } halmazon

E(mralée =), 61 =a5) = Y P pa=allp=uj,....61=1j,)
zeX
P =wjl-k-1=2,6k=2j, ..., 61 = Tj,)
_ Pllo=m;,8 K =mj, ..., E1 =)
N Pl k=mzj,...,6c1=1j)

Tovabba En, = Elng| < 1. Ezért a martingdl konvergenciatétel alapjan 1 val6szint-
séggel létezik az nl_(w) klim Nk (w), és igy a logaritmus fiiggvény folytonossdga miatt
— 00

az fI (w) = /.}Elgo f,f; (w) hatérérték, bar nem tudjuk kizdrni annak a lehet&ségét, hogy

az fl_ (w) hatarérték végtelen. Mivel fi(w) = gr(w) az {w: &(w) = z;} halmazon,
innen kovetkezik, hogy az esetleg végtelen goo(w) = klim gr(w) hatérérték is létezik
—00

1 valészintiséggel.
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Annak érdekében, hogy beldssuk a b) relacidt, j6 becslést adunk a P(sup gi(w) > A)
k>1

valészintiségre minden A > 0 szamra. Irjuk fel a

P (supan(e) ) = ZP ({o sup 726) > 0 1 s 006 =)

k>1 k>1

— Z ZP(ijk N{w: &o(w) =z;})

j=1k=1
azonossagot, ahol

Fjr= {w max fI(w) < A, f,g(w) > )\}

1<p<k

Rogzitett j szdmra az F)j halmazok, k = 1,2,..., diszjunktak, és mivel Fj € Fj, =

O(E 1 (), € ()
P(F; 5 0 {w: €o(w) = 2;}) = /F P(€0(w) = 2161 (), - .. &1(w)) P( dw)

_ / e—fg(w)p( dw) < / €_>\P( dw) = e—)‘P(ijk).
Fj 1 Ejow

J Js
P (SUng )
k>1

Innen

<

MS

P(Fjr N{w: &o(w) = z;})

>
I

j=1 1

e g (iP(ij)> < re

j=1 \k=

minden A > 0 szdmra. Ebb6l az egyenlétlenségbél kovetkezik a b) relacid.

Ratérek a Shannon-McMillan-Breiman tétel bizonyitasara az a) és b) relaci6 se-
gitségével. Mivel klim gk(W) = goo(w) 1 valdszintiséggel, a b) relacié és a dominalt
— 00

konvergencia tétel (Lebesgue tétel) alapjan azt kapjuk, hogy Ego(w) = kll)ngo Egip(w) =
klg{)lo H(&olé-q, ... &—k) = H(T,€). Ez specidlisan azt is jelenti, hogy goo(w) 1 valészi-
niséggel véges.

A (6.5) formuldt pontosan megfogalmazva azt irhatjuk, hogy

3
-

108 P (6ol € (0 Zgoo (T50) + = 37 (gulT*0) — goe (T5().

=0

=

Tovabba az ergod tétel alapjan

n—1

1 k e
nh_)rlgo - 2)%0 (T"w) = Egoo(w) = H(T, &) 1 valészintiséggel.
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Ezért a tétel bizonyitasanak befejezéséhez elég megmutatni, hogy

n—1
. 1 k k . s,
nh—>Holo - kz_o(gk (T"w) — goo (T (w)) =0 1 valdszintiséggel.
Ennek érdekében vezessiik be a Gy (w) = sup |gi(w) — goo(w)|, N = 1,2,..., val6szinii-
k>N

ségi valtozokat, és bizonyitsuk be, hogy ]\;1;11 EGyN(w) = 0. Valdban, A}im Gn(w) =0
—00 —00

1 valésziniiséggel, G N (w) < sup gk (w)+goo(w) minden N indexre, és mivel E[sup gx(w)+
k>1 k>1
Joo(w)] < 00 a domindlt konvergencia tételbél kovetkezik a kivant allitas.
Ezért az ergod tétel segitségével a kovetkezo becslést tudjuk tenni. Vegyiink egy
tetszéleges N > 1 egész szamot. Ekkor

. I«
lim sup |~ Z gk (T*w) = goo(T* (w)) | < lim sup — Z |91 (T*w) = goo (T"(w))]
n—oo |T —0 n—00 k 0
1 n—1
< limsup — ZGN (T*w) = EGx(w)

1 val6szintiiséggel barmely N > 1 szamra. Mivel A}im EGyn(w) =0, innen
—00

1
= Z(gk(Tkw) — oo (Tk(w))‘ =0 1 valdsziniiséggel,

és ezt kellett belatnunk.

Ratérek a Shannon-McMillan—Breiman tétel altalanos alakjanak a bizonyitasara.
Elég azt megmutatni, hogy a tétel gyengébb alakjinak megfogalmazdsaban szerepl6 a)
és b) relaci6 az altalanos esetben is érvényes, és nemcsak akkor, ha £ véges sok értéket
vesz fel. Ezt a kovetkezo eredmény segitségével fogom bizonyitani.

Becslés Radon—Nikodym derivaltak névekv6 o-algebrakra vonatkozé visel-
kedésérol. Legyen adva egy (X, A) mérhetd tér és azon novekvd o-algebrik Fy C Fay C

- C A sorozata. Jelolje Foo a Fpn, n = 1,2,..., o-algebrdk unicja daltal generdlt o-
algebrat. Legyen P és Q két olyan valdsziniiségi mérték az (X, Foo) téren, amelyeknek
az Fy o-algebrdkra vett P, és Q,, megszoritisaira P, abszolut folytonos a Q, mértékre
nézve mindenn = 1,2, ... indexre, és jelolje p, = % a P, mérték QQ,, mérték szerinti
Radon—Nikodym derivaltjit. (Nem tessziik fel, hogy P abszolit folytonos a @ mértékre
nézve az Foo o-algebrdn is.) Ekkor létezik a poo(w) = nl;ngo pn(w) hatarérték P majdnem
minden w € X pontban. Az Elog p, figguény az n index monoton névekvd figgvénye.
Ha lim FElogp, < oo, akkor lim FElogp, = Elogps, €s

n—oo n—oo

Esup|logpn| <eFElogps +e+2=e¢ lim Elogp, + e+ 2. (6.6)
n n—oo
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A most megfogalmazott eredményben tekintett vdrhato értékeket a P mérték szerint
vettuk.

Elészor bebizonyitom a Shannon-McMillan—Breiman tételt az altalanos esetben
ezen eredmény segitségével. A bizonyitas f6 lépése a Shannon—-McMillan—Breiman tétel
egy gyengébb alakja néven megfogalmazott eredményben szereplé b) tulajdonsig iga-
zoldsa az altalanos esetben. Itt azt kell belatni, hogy bizonyos valészintiségi véaltozok
szuprémumanak a varhato értéke véges. Ebben nyujt segitséget az el6z6 eredmény. Ez
ugyanis bizonyos esetekben lehetové teszi azt, hogy jo becslést adjunk valdsziniiségi
valtozok szuprémumanak varhato értékére akkor is, ha csak az egyes valdsziniliségi
véaltozok vérhaté értékének a szuprémuméra van jé becslésiink. A b) tulajdonsigban
megfogalmazott egyenlotlenség bizonyitasaban alkalmazhatjuk ezt a mddszert.

A Shannon-MecMillan—Breiman tétel bizonyitdisa az el6z6 Radon—Nikodym derivdltakrol
52016 becslés segitségével. Feltehetjiik, hogy az (XT°°, A*>, T, P) invertalhaté dinami-
kus rendszerben dolgozunk, ahol X+ az 6sszes w = (..., Tj_,,Tjo, Tj,,---), Tj, € X
minden —oo < n < oo indexre, két irdnyban végtelen X halmazbeli elemekbdl allé
sorozat, AT> a Borel o-algebra ezen a halmazon, a T shift transzformécié a baloldali
eltolds az XT°° téren, azaz egy w = (oo i, 2y, x5,,...) € X+ pontra Tw =
(.. Tjy, Ty Ty - - - ), P egy alkalmas ergodikus valdsziniiségi mérték ezen a téren. A
(6.3) relaciét a kovetkezo képlettel definidlt &,, —oo < n < oo, valdsziniiségi valtozokra
akarjuk bizonyitani: §,(w) = z;,, —00 < n < 00, aZ W = (..., Zj |, Tjp, Ljy,s.-.)
pontban. Ezzel a jeloléssel £(w) = £y(w) a tétel megfogalmazdsaban.

Valéban, tekintve a tételben eredetileg vizsgélt (X,.A, T, P) dinamikus rendszert
és a rajta definialt &, = T"E, —o0 < n < 00, valdszinliségi valtozokat vezessiik be
az Qtér U(w) = (..., T 1 (w), T (w), T E(w), . .. ) leképezését az X T térbe. Ezutdn
definidljuk a P valészintiségi mértéket, mint a P mértéknek az U transzformécié szerinti
6sképét, azaz legyen P(A) = P({w: U(w) € A}) minden A € A¥> halmazra. Be lehet
l4tni, hogy ily médon egy invertalhaté (X+°°, AT T P) dinamikus rendszert kapunk,
amely ergodikus, ha az eredeti (2, 4, T, P) rendszer az volt, és az ebben a rendszerben
definidlt &, = T"&y, —o0 < n < o0, valdszinliségi valtozok egylittes eloszldsa megegyezik
az eredeti §,, —00 < n < 0o, valészinliségi valtozok egyiittes eloszlasaval. Ezért elég a
bizonyitandé (6.3) formulédt ebben az 1j rendszerben beldtni.

Elég azt megmutatni, hogy a (6.4) formuldban a most bevezetett &, valészinliségi
valtozok segitségével definidlt gx (w) fliggvények teljesitik a Shannon-McMillan—Breiman
tétel gyengébb alakjanak megfogalmazasédban szereplé a) és b) relacidkat. Ezt a Becslés
Radon—Nikodym derivdltak névekvo o-algebrakra vonatkozo wviselkedésérol eredménye
segitségével fogom igazolni a kovetkezd szereposztéassal.

Az (XT°°, AT>°) mérhetd térben fogunk dolgozni, és a F,, o-algebrékat tigy fogjuk
definidlni, mint az olyan (mérhetd) halmazokbdl &ll6 o-algebrakat, amelyek az

w = ( . 7$j717$j07$j17' . )
pontoknak csak az z;_,x;_ . .,,...,xj koordinataitdl fiiggnek. Részletesebben fogal-
mazva vezessikk be az X" = {(zj,,...,z;,)... z;, € X,minden 0 < s < n indexre}
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halmazt, és definidljuk minden z = (Z;,,...,%;,) € X" pontra az
- - +
Az) ={w=(..,2j_,,xj, Tjy,...):xj_, =T, ., 0<s<n}eAF®

halmazt. Az F,, o-algebra megegyezik az ilyen A(z) halmazok &ltal generdlt o-algeb-
raval. Az F,,, n=1,2,..., o-algebrik &ltal generalt F., o-algebra az olyan A € A*>®
halmazokbdl all, amelyekre az w € A relacié teljesiilése vagy nem teljesiilése egy w =
(...,zj_,,xj,zj,...) pontra csak az w pont z;_, s < 0, koordinétaitdl fiigg.

A P mértéket tigy definidlom a F,, o-algebran, mint a P mérték megszoritdsat erre
a o-algebrara, tehéat a

P({w :( R 1,l'j0,1'j1,---)3 Tj_,, = Tj,see s Tj_y = Tjy, Tjg :jjo})
=P

(5— _'i.jnv"'ag—l :jjﬂgo :jjo)

képlet érvényes minden n = 1,2, ... szdmra, és minden z,;, € X, 0 < s < n, pontokbdl
allo n hosszisagu sorozatra. FEz a képlet egyértelmiien definidlja a P mértéket a Fo
o-algebran.

A @ mértéket a F o-algebran

Q({ ( Sy L 17xj07xj17"'): CL'J?n:i'jn""axjf1::Ejuxjo:3_73'0})
=Pn =17j,,.. -, 61 = T;,) P(So = Tj,)
képlet definidlja, amely érvényes minden n = 1,2,... szdmra, és minden 7; € X,

0 < s < n, pontokbdl all6 sorozatra.

A P, mérték, azaz a P mérték megszoritasa az JF,, o-algebrara abszolut folytonos a
@, mértékre, a ) mérték megszoritasara az F,, o-algebrara, és fel tudjuk irni a Radon—
Nikodym derivaltjat. Nevezetesen

() = Po(dw)  PEn=m ... =25 ,,6 = j)
" Qn(dw) Pn=w,,...., 1 =5 ,)P( = zj,)
_ pn+1(f,n(w), <. 7&*1("‘))7 &)(u)))
Pr(€—n(w), ... €-1(w))p1(&o(w))’

haw= (..., |, %Tjo, Tjy,.--).

Innen

(w))

E'log p, = Flog — Elogpi1(§o(w))

Prt1(€—n(w), ..., §-1(w),§
Pr(é—n(w),...,6-1(w)
—H(&l6-1,. .., & ) H (&),

0
)

és ennek a kifejezésnek van egy az n indextél nem fliggd felsé korlatja, ha H (&) < oc.

Ezért ebben az esetben érvényes a (6.6) becslés. Tovabba, mivel gx(w) = — log px(w) —
log p1(€o(w)) minden k = 1,2, ... indexre, FEsup gx(w) < Esup |log pr(w)| + H(&), és
k>1 k>1
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a (6.6) formulabdl kovetkezik a b) reldcié a H(£) < oo esetben. Tovabba, klim gk (w) =
—00
— klim log pr.(w) —log p1(&o(w)) = —log poo (W) —log p1(&o(w)) 1 valdszintiséggel, azaz az
—00

a) relacié is teljesiil. A Shannon-McMillan-Breiman tételt a Becslés Radon—Nikodym
derivdltak novekvd o-algebrakra vonatkozo viselkedésérol eredménye segitségével belat-
tuk.

A Becslés Radon—Nikodym derivdltak névekvd o-algebrdkra vonatkozo viselkedé-
sérdl eredményének a bizonyitasiban a f6 nehézség az E sup |log p,(w)| varhaté érték
n

becslése. Vezessiik be a log™ 2 = — min(log x, 0) és log™ = max(log z, 0) fiiggvényeket.
Felirhatjuk az

Esup |log pn(w)| < Esuplog® p,(w) + Esuplog™ p,(w)
1
pn(w)

= Esuplog™ + Esuplog™
n n

1
pn(w)

egyenlotlenséget. Az ezen egyenlOtlenség jobboldalan levo két tagot fogom megbecsiilni.
E két tag becslése mas moddszereket igényel. FEz az eset szétvilasztas természetes.
Ugyanis az els§ tag becslésében kihasznalhatjuk azt, hogy 0 < logp(w) < p(w) a
p(w) > 1 esetben, mig a masodik tag becslésében a p(w) < 1, esetet kell nézni,
amikor log p(w) < 0, és a |log p(w)| mennyiség hatdsinak a vizsgalatdban mas mddszer
sziikséges. A masodik tag becslésében hasznos a kovetkezd lemma.

Egy martingal tipusi egyenl6tlenség valdszintiliségi valtozok szuprémumanak
a varhato értékérol. Legyen Z,, Z, > 0, n=1,2,..., nem negativ szupermartingdl.
Ekkor

Esuplog™ Z, <e+esupFElog™ Z,.

Bizonyitds. Rogzitsiik egy r > 1 szamot, és vezessiik be az Y,, = ¢(Z,), n = 1,2,...,
val6szintiségi valtozok sorozatét, ahol ¢(z) = ¢,.(z) = max(1, (log~ 2)'/"). Azt allitom,
hogy az Y,, n = 1,2, ..., sorozat szubmartingal.

Mivel ¢(z), z > 1, monoton csékkend fiiggvény, a Lemma martingdlok, szubmartin-
galok és szupermartingdlok konvex fligguényeirdl eredménye alapjan ennek igazolasdhoz
elég megmutatni, hogy a ¢(x) fiiggvény konvex. A ¢(x) fiiggvény speciélis alakja miatt

2
ehhez elegend6 azt ellendrizni, hogy %(f) >0al<z< % intervallumon. Viszont

ezen az intervallumon ¢(z) = (—loga)'/", %f) = —L(=logz)t="/" ¢s % =

#(—log x)A=2)/ [~ logx — %] > 0. (E szamolds utolsé 1épésében felhasznaltuk,
hogy —logax > 1 > T;l, ha 0 <2 < %)

Mivel log™ Z,, < ¢(Z,)" < 1+1log™ Z, minden n = 1,2,... szdmra, ezért a Tétel
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szubmartingdlok szuprémumdnak a momentumairol eredménye alapjan

Esuplog™ Z, < Esup ¢(Z,)" < (%) sup E¢(Z,,)"
n n r n

S( r 1) sup(1+ Elog™ Z,).
r— n

Innen » — oo hatardtmenettel megkapjuk a lemma allitasat.

A Radon—Nikodym deriviltak novekvd o-algebrdkra vonatkozo viselkedésérdl szolo becslés
bizonyitasa. Eloszor azt mutatom meg, hogy az (pin,]-"n), n=1,2,..., rendszer szuper-
martingdl. (Az p%(w) valoszintiségi valtozok 1 valdszinliséggel definialva vannak, mert
P({w: pp(w) = 0}) =0.) Ennek érdekében vegytik észre, hogy a (pn,Fn), n =1,...,
rendszer martingal a () mérték szerint. Az igazolandé martingal tulajdonsag azt jelenti
ugyanis, hogy [, pn(W)Q(dw) = [, pn+1(w)Q(dw) minden A € F,, halmazra. Ez az
azonossag viszont igaz, mert annak mind a két oldala P(A)-val egyenlé. (Felhasznaltuk,
hogy A € F,, esetén A € F,11.) Vezessiik be a kovetkez6 g(x) fiiggvényt: g(z) = 1,
ha z > 0, és g(0) = 0. A g(-) fliggvény konkav a [0,00) félegyenesen, p,(w) > 0 min-
den w € X pontban, és n = 1,2,... indexre. Tovdbba g(p,(w)) = I({pn(w) > 0}),
ahol I(A), A € A, az A halmaz indikatorfiiggvényét jeloli. A fenti tulajdonsigokbdl
kovetkezik, hogy az (I({pn(w) > 0}),F,), n = 1,2,..., sorozat szupermartingal a Q)
mérték szerint.

Azt allitom, hogy abbdl, hogy az (I({p,(w) > 0}), F,),n =1,2,..., sorozat szuper-
martingal a () mérték szerint, kovetkezik, hogy az (m, Fn),n=1,2,..., rendszer szu-
permartingal (a P mérték szerint) (Valéjdban a két allitas ekvivalens.) Ehhez elegendd
megmutatni, hogy [, pnl(w) = [, I({pn(w) > 0}Q(dw) = Q(A) minden A € F,
halmazra, ahol Q(A) = Q(AN {w. pn(w) > 0}), és hasonléan [, mP( dw) = Q(A)
minden A € F, halmazra, ahol Q(A) = Q(A N {w: ppy1(w) > 0}). Ugyanis az,

hogy az (p;(w)"/_:n)’ n = 1,2,..., rendszer szupermartingdl gy is megfogalmazhatd,
hogy [, mP(dw) > [, mP( dw) minden A € F, halmazra, mig az, hogy az
(I({pn(w) > O}) Fn), n = 1,2,..., sorozat szupermartingal a @) mérték szerint azt
jelenti, hogy Q(A) = [, I( {on(w) > 0)Q(dw) > JaI{pnt1(w) > 0})Q(dw) = Q(A)

minden A € F,, halmazra

Viszont tudjuk, hogy P(A) = [, pn(w)Q(dw) minden A € F,, halmazra. Innen
az is kovetkezik, hogy [u(w)P(dw) = [u(w)p,(w)Q(dw) minden F, mérhets, nem

negativ u(-) fiiggvényre. Alkalmazzuk ezt a formulat az u(w) = If}‘:—gg) fliggvényre

pn;(w)P( dw) = Q(A), és ez volt az
els6 bizonyitandé allitds. A masodik bizonyitandé allitast egyszeriien megkapjuk az

els6bdl, ha azt az n + 1 indexre alkalmazzuk az n index helyett, és felhasznaljuk azt,
hogy A € F, 11, ha A € F,,.

A fenti reldciékbdl az is kovetkezik, hogy E| | = Epi = Q(w: pp(w) > 0) < 1.
Ezért a martingdl konvergenciatételt alkalmazhatjuk a (—pi,]-"n) szubmartingdlra, és

valamely A € F,, halmazzal. Azt kapjuk, hogy [,
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azt kapjuk, hogy az m sorozat 1 valészintiséggel konvergal. Innen az is kovetkezik,
hogy a pp(w) sorozat 1 valdsziniiséggel konvergél, de hatérértéke lehet végtelen is.
Masrészt alkalmazhatjuk az Egy martingdl tipusi egyenldtlenség valoszinidségi vdltozok
szuprémumdnak a vdrhato értékérol eredményét az (pin,]-"n) szupermartingalra, és az a

Esuplog™ <e+esupFlog™ = e+ esup Elog™ p,(w)
n n n

1 1
pn(w) pn(w)

egyenlotlenséget adja. Tovabba
Elog™ pn(w) = Elog pa(w) + Elog™ pn(w) = Elog pn(w) + Eqpn(w)log™ pa(w),

ahol Eg a @ mérték szerinti varhaté értéket jeloli. (A Olog0 = 0 konvenciét alkal-
mazzuk.) Mivel zlogz > —1, minden z > 0 szémra p,(w)log™ p,(w) < 1, és emiatt
Elog™ pp(w) < Elog p,(w) + 1. Ezért az el8bb bizonyftott szuprémum egyenlétlenség-
nek igaz az alabbi kovetkezménye.

Esuplog™ < e+ 1+ esup Elog p,(w). (6.7)

1
Pn (w)

(A (6.7) képlet el6tt végzett szamoldsok célja az volt, hogy olyan egyenl6tlenséget bi-
zonyitsunk, amelyben az Elog p,(w) és nem az Elog™ p,(w) mennyiségek segitségével
adunk felsé becslést.)

Azt allitom, hogy igaz az

1
o <! (6.8)

egyenlotlenség is. Ezt az aldbbi Ionescu Tulceatdél szarmazéd érvelés segitségével bi-
zonyitom be.

Esuplog™

1
pn(w)

A (6.8) formula igazoldsa érdekében vezessiik be a G(t) = P(sup log™ >

t) fiiggvényt, t > 0, és frjuk fel az Esuplog™ fo t)dt azonossagot (Az

1
pn(w)
egy a vdrhato érték kiszamoldsdrol szolo formula eredmenyet alkalmazzuk a H(x ) x

fiiggvény valasztdsaval.) Definidljuk ezenkiviil az A4,, ; = {w: log o (w) > t, max - (w) <
k<n

t} halmazokat minden ¢t > 0 szdmra és n = 1,2,... indexre. Rogzitett t > 0 szdmra
az A, ; halmazok diszjunktak, uniéjuk az {w: suplog™ pn%w) > t} halmaz, ezért G(t) =
n

> P(A, ). Ezenkivill A,,; € F,,, ahonnan
=1

Pn) = [ n()Qu(ds) = [ puw)Q(d).

Mivel p,(w) < e™* az w € A,, ; pontokban, innen
P(An,t) < / e_tQ(dw) = e_tQ(An,t)a
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és G(t) = > P(Ant) <e * > Q(Ant) < e ' minden ¢t > 0 szdmra. Ezért
n=1

1

n

1 [o@)
Esuplog™ < / e tdt =1,
n pn(w) 0

amint allitottuk.
A (6.7) és (6.8) formulak alapjan

Esup |log pn(w)| = Esup |log

1
< esup FElog p,(w) + e+ 2. 6.9
| S esw Bl (6:9)

Abbél, hogy az (m’ Fn), n = 1,2,..., rendszer szupermartingal, és —logx
monoton csOkkend konvex fliggvény kovetkezik, hogy a (log p,(w), Fn), n = 1,2,...,
rendszer szubmartingdl. Specidlisan az E'log p,(w), n = 1,2,..., sorozat monoton né.
Ha nh—>H<>lo Elog pn(w) < 00, akkor a (6.9) formuldbdl és a domindlt konvergencia tételbdl

kovetkezik, hogy lim FE'logp,(w) = Elogpe(w), ahol py(w) = lim p,(w). (Ez a
n— 00 n—oo

Poo(w) hatarérték 1 valdszintiséggel 1étezik.) Innen és a (6.9) relaciébdl kovetkezik a
(6.6) formula. A tételt belattuk.

A Shannon-McMillan—Breiman tétel j6 becsést ad annak valészintiségére, hogy egy
véges vagy megszamlalhatd sok értéket felvevd valdszintiségi valtozokbdl allé ergodikus,
diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamat egy hosszu szelete egy eloirt tipikus
értéket vesz fel. Hasonlé eredményeket varhatunk akkor is, ha olyan ergodikus, diszkrét
idejii stacionarius sztochasztikus folyamatokat tekintiink, amelyek olyan valdszintiségi
valtozokbdl dllnak, amelyek értékeiket egy altalanos térben veszik fel. Természetes
azt varni, hogy nagyon altalanos feltételek mellett az ilyen diszkrét idejii sztochasztikus
folyamatok tobbvaltozos stirtiségfiiggvényei hasonlo viselkedést mutatnak, mint az elobb
tekintett specialis diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamatok szeleteinak az
eloszlasa. Annak érdekében, hogy pontosabban értsiik, hogy mit jelent ez az allitas,
megfogalmazok egy ilyen jellegli tényt kifejezd eredményt.

Legyen (X, A, i) egy valdszinliségi mez6, ahol X egy teljes szepardbilis metrikus
tér, és A a Borel o-algebra ezen a téren. Vegyiik e valdsziniiségi mezének az n =
.o, —1,0,1,... egész szamokkal indexelt (X,,, A, 1) példdnyait, és definidljuk ezek
(X*Eoe, AT 11%°) direkt szorzatat. Vezessiik be ezenkiviil azon F, C AT>®, n =
1,2,..., o-algebrakat az (X*°° AT ,°°) valészintiségi mez6n, amelyek az

r=(..,x_1,T0,%1,...) € XT®

pontok x_,41,...,2_1,29 koordinataitdl fiiggé hengerhalmazokbdl allnak. Azaz F,, az
{z = (..,2_1,20,21,...) € XT°: (2_,41,...,20) € B} alaki halmazokbdl &ll egy
B € A™ halmazzal. E képletben A" az (X, A) tér (X", A") n-ik hatvanydban szerepl6
A™ g-algebra. jelolje ™ a pu® mérték megszoritasat a F,, o-algebrara.

Legyen adva egy &,(z) = &n(zy), ha x = (..., 2_1,20,21,...), —00 < n < 00,
ergodikus, diszkrét idejii staciondrius sorozat az (X*°°, AT, 1>°) valésziniiségi mezdn.
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A kovetkezo tételben a (&1,...,&,) vektor sirlségfiiggvényének az aszimptotikdjdra
adunk jé becslést nagy n szamokra alkalmas feltételek teljesiilése esetén.

Diszkrét idejii stacionarius sztochasztikus folyamat véges dimenzids stirtiség-
figgvényeinek egy Shannon—McMillan-Breiman tétel tipusi becslése. Te-
kintsiink egy (X+°°, AT, 1) valdsziniiségi mez6t és azon eqy az eldbb bevezetett alaki
En(z) = &), © € XT°, 00 < n < oo, ergodikus, diszkrét idejii staciondrius szto-
chasztikus folyamatot. Jeldlje P ezen (§,(x), —oo < m < 00) sztochasztikus folyamat
eloszldsdt az (XT°°, AT>®) téren, és legyen P, az F, mérhetd (é_ni1,...,&) vektor
eloszldsa az (XT°,F,) téren. Tegyiik fel, hogy minden n = 1,2,... indexre a P,
mérték abszolut folytonos a u™ mértékre nézve, és jelolje py(x) = pp(T—ni1,-..,T0) =
%, x={(...,0_1,%0,21,...), a P, mértéknek a u™ mérték szerinti Radon—Nikodym

deriwdltjat. Tegyik fel azt is, hogy a H = — [log p1(z)p(dx) < oo reldcid teljesil. Ekkor
létezik a

lim —/log Pnl@1; - Tn) p"(dxy,. .., dr,) = H(P, p)

n—00 pn_l(.%’l,...,xn_l)

hatarérték, és 0 < H(P,u) < H. Tovdbbd

n—oo

1
lim - log pn(€1(), ..., &n(x)) = H(P,1) P majdnem minden z € X+°° pontban.

E tétel bizonyitasat, amely nagyon hasonlit az eredeti Shannon—-McMillan—Breiman
tétel bizonyitasahoz, elhagyom. Csak annyit jegyzek meg, hogy a bizonyitasban fontos
szerepet jatszik a Becslés Radon—Nikodym derivdltak névekvd o-algebrdkra vonatkozo
viselkedésérdl eredménye, és egy olyan (P, Q) valészinliségi mértékpart kell vélasztani,
amellyel érdemes ezt az eredményt alkalmazni. Egyébként a Shannon-McMillan—-Brei-
man tétel bizonyitasdban alkalmazott mértékparhoz hasonl6 (P, Q) mértékpart érdemes
valasztani. Andrew R. Barron az ezen jegyzetben is emlitett The strong ergodic theorem
for densities: Generalized Shannon—McMillan—Breiman theorem Probability (1985) Vol.
13 No.4 1292-1303) cikkében az el6bb megfogalmazott eredmény lehetséges altaldno-
sitasaival foglalkozik. Azt a kérdést vizsgdlja, hogy milyen altalanosabb p*° dominald
mértékek esetében marad érvényben a tétel {6 allitasa.

96



Kiegészités. Az informdcicelméleti eléaddsban haszndlt martingdlegyenlotlienség bi-
zonyitdsa.

Szubmartingalok szuprémuma teljesiti a kdvetkezé momentum egyenlotlenséget.

Tétel szubmartingdlok szuprémumaénak a momentumairdl. Legyen (&, Fk),
1 <k <n, nem negativ (azaz a P(& > 0) =1, 1 < k < n, feltételt teljesitd) szubmar-
tingdl. Fkkor

E ( max ék) < ( ! ) EE minden r > 1 valds szamra,

1<k<n r—1 "

és

e e
< € +
E (1?5§n§’“) e R

azr =1 esetben, ahollog® 2 = max(logx,0).
Ez a tétel kovetkezik az aldbbi két lemmdbdl.

Lemma 1. Legyen (&, Fr), 1 < k < n, szubmartingdl. Ekkor

AP ( max & (w) > A) < / £ (w) P( dw)
Isksn { max £ (w)>\}
<k<n

minden \ valos szdmra.
Lemma 2. Ha & és n két olyan nem negativ valosziniiségi viltozo, amelyekre

1
P(n(w A — w)P(dw 1
=Ny [ P (1)

minden A > 0 szamra, akkor

T
En" < ( ) EE" minden r > 1 valés szdmra,

r—1

€s

En<—— 4% EflogTe
1 e—1

azr =1 esetben, ahollogt 2 = max(logx,0).

Lemma 1 bizonyitdsa. Legyen A; = {w: & (w) > A}, Ap = {w: &(w) <A, 1 <5<

k, &p(w) > A, 1<k <n,és A= |J Ax. Ekkor A = {w: max Ep(w) > A}, és
k=1 S<k<n
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/AfndP:é/jxkgnszé/AkE(gﬂfk)dP2g/jxkgde

>\ i P(Ag) = AP(A),
k=1

ahonnan kovetkezik a lemma allitésa.

Lemma 2 bizonyitdsa. Legyen W(A), A > 0, monoton ndévekvd fiiggvény, amelyre
U (0) = 0. Ekkor a Lebesgue—Stieltjes integralokra vonatkozé parcidlis integralds majd
az (1) egyenl6tlenség, végiil a Fubini tétel alapjin

Bo() = - | T W) dP(n(w) = ) < / " Pln(w) > A)du ()

<L ewP(as) ) v = [ ([ P pray)
o A n(w)>A Q 0 A

U(A) = A", r > 1, vélasztédssal felhasznélva, hogy ezzel a vélasztdssal %(’\) =
rA""2d\, majd alkalmazva a Holder egyenlStlenséget, azt kapjuk, hogy

En" < /Q £(w) ( /0 " rATT? dA) P(dw)

. r— r rm1/r r1-1/r
— Eén~'< ——(E E
ahonnan " , y
En") " < E¢T)T.
(B)" < T (B
U(A) =A had>1,é W(A\) =0, ha0<\<1 vélasztassal azt kapjuk, hogy
By-1) < BV < [ g logn@)P(dw),
{n(w)>1}

és mivel alogh < alog™ a + g, ha a > 0, b > 1, (ugyanis az a > 1 esetben alogb =
alogt a+ b(% logg) <alog™a+ g, és az a < 1, esetben alogb < logb < %), innen

Bo-vs [ e@ogte@P(da)+ [ M) < meogter 2L
{n(w)>1} {n(w)>1} € €

azaz,
1

(1 — —) En <1+ Eflog"&.
e

A fenti egyenlGtlenségekbdl kovetkezik a Lemma 2 allitasa.

A tételben megfogalmazott egyenlttlenségek kovetkeznek a Lemma 1 és Lemma 2
allitasaibdl, ha a Lemma 2-t n = max &k és € = &, szereposztassal alkalmazzuk, ahol
n

&k, 1 < k < n, a vizsgalt szubmartiﬁggml.
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