Pénzugyi matematika

Ebben az irasban ismertetem a pénziigyi matematika el6adasban hasznalt
legfontosabb fogalmakat és eredményeket. A diszkrét idejii pénziigyi folya-
matokban szerepld fogalmak és eredmények ismertetésére fogok koncentralni,
mert ezzel nem taldlkoztak a hallgatok korabbi tanulmanyaik soran. Masrészt
ezek ismerete hasznos akkor is, ha a folytonos idejii pénziigyi matematika
eredményeivel ismerkednek. Az ismertetés alapjaul Gall Jozsef és Pap Gyula
“Bevezetés a pénziigyi matematikdaba” cimii konyvének III. Opcidelmélet
cimi fejezete szolgal. A diszkrét ideji pénziigyi fogalmak ismertetése utan
targyalom ezen fogalmak folytonos idejii megfeleljét is. Az utobbi fogal-
mak targyalasa Kevei Péter “Pénziigyi folyamatok folytonos idében” cimi
jegyzetéhez kapcsolodik.

Az els6 ismertetendd fogalmak a kotvény, a részvény, a stratégia, ezen
beliil az 6nfinanszirozo stratégia fogalma. A diszkrét idejii piacon bizonyos
0=ty <ty <--- <ty =T idopontokban torténik tizletkotés, ahol N egy
rogzitett véges szam. Modelliinkben szerepelnek kotvények, amelyeknek az
értéke a t, idépontban B, és részvények, amelyek értéke a ¢, idopontban
Spy, 0 < m < N. A kétvények és részvények kozott az a kiilonbség, hogy
a kotvények ara determinisztikusan, mig a részvények ara véletlenszertien
valtozik. Igy a kotvény ara a ty = 0 idopontban By, mig a t,, 1 < n < N,
idépontban a B, = (1 + r,)B,_1 képlet adja meg a kitvény értékét. Az
elozo képletekben szereplo a By és r,, 1 < n < N, szamok ismertek, és nem
fiiggnek a véletlentol. A részvények S, értéke a t,, 0 < n < N, idépontban
a véletlentdl fiigg. Pontosabban fogalmazva, van egy (2, F, P) valésziniiségi
mez0, azon o-algebrdk névekvé Fy C Fy C --- C Fy sorozata, (amit a
jegyzet filtracionak nevez) gy, hogy S, F, mérheté minden 0 < n < N
indexre. A t, idopontban f, darab koétvényiink és ~, darab részvényiink
van. FEzek Osszértéke X,, = 5,B, + 7.S,. A B, és 7, szamok lehetnek
negativak és nem egész értékliek is. Viszont mind a kotvények B, mind
a részvények S, ara nem negativ, s6t B, > 0, és S,, nem lehet azonosan
nulla. Ez specialisan azt jelenti, hogy a részvény véletlentol nem fiiggd nulla
idopontbeli Sy értékére Sy > 0.

A stratégia azt jelenti, hogy minden ¢,, 0 < n < N, idépontban bizonyos
szamu kotvényt és részvényt vesziink vagy eladunk. Ha a t,_; idopontban
Tn-1 = (Bu_1,Vn—1) kOtvény-részvény csomagunk volt, akkor a ¢, _; idépont-
ban tortént vételek és vasarldsok hatdsara a t, idépontban m, = (Bn,7n)
lesz a kotvény-részvény csomagunk. Az, hogy mennyi kotvényt és részvényt



vesziink, az fligghet a véletlentol, de amikor a ¢, ; idépontban a vételek és
vasarlasok éltal eldontjiik hogy mi legyen a m, = (8,,7,) kotvény-részvény
csomagunk a t,, idépontban, akkor csak a t,_; idopontban rendelkezésiinkre
all6 informéaciora tamaszkodhatunk. Ez formalisan azt jelenti, hogy 53, és v,
Fn_1 mérhet6 valoszintiségi valtozok minden 1 < n < N indexre. Ezen kiviil
feltessziik azt is, hogy Fy a trividlis o-algebra, azaz Fy = {0, Q}, és [y és
Yo Fo mérhet6 valdszintiségi valtozok, ezért a véletlentdl nem fiiggd szamok.
Egy a fenti tulajdonsagokat teljesité 3, és v, véletlen szamokat tartalmazé
T = (BnsTn), 0 < n < N, sorozatot neveziink stratégianak. Akkor mondjuk,
hogy egy stratégia onfinanszirozé, ha annak alkalmazasa soran kolcsont sem
nem vesziink, sem nem adunk, pontosan akkora osszeget forditunk részvények
vételére, amekkora oOsszeget a kotvények eladasaval nyertiink. Képletben
kifejezve

/Bn—an—l + /Yn—lsn—l - Ban—l + ’YnSn—la 1 <n< N.

A Gall Jozsef, Pap Gyula kényv olyan pénziigyi modelleket vizsgal, ame-
lyek teljesitenek néhény olyan tovabbi feltételt, amelyek egyszerisitik a te-
kintett pénziigyi problémaék vizsgalatat. A leglényegesebb feltétel az, hogy
a részvények S, ara a t, idopontban csak véges sok értéket vehet fel. Ezt
felhasznalva a szerzok csindlnak egy olyan egyszerii valdszintiségi modellt az
altaluk vizsgalt pénziigyi folyamatokra, amelyek konnyebbé teszik a prob-
lémak vizsgdlatat. Az az (€2, F, P) valdszintliségi mezd, amellyel dolgoznak,
egy véges 2 halmazon van definidlva, amelynek elemei azok az (sg, s1, ..., Sn)
sorozatok, amelyekre igaz, hogy P(Sy = s¢,51 = S1,...,95v = s,) > 0. Az
F o-algebra az {2 halmaz 0Osszes részhalmazaibdl all, a részvények S, ara
a t, idépontban és az w = (sg, $1,...,sn) pontban S,(w) = s,, és a P
val6szintiségi mértéket a

P({(So,Sl,...7SN)}):P<S()2807512817...,SN:SN)

képlet definidlja. Az JF, o-algebra a legsziikebb olyan o-algebra, amelyre
az Sy, ..., S, valésziniiségi valtozok mérhetoek, azaz ez a o-algebra megadja
minden w = (s, S1,...,Sy) elemi esemény so, ..., s, koordindtdinak az ér-
tékét. Megjegyzem, hogy feltételeink szerint sy csak egyetlen értéket vehet
fel.

Egy piacot ugy definidlnak, hogy tekintik a fent konstrualt (92, F, P)
valdszintliségi mez6t a rajta definialt S, valdszintiségi véltozokkal és F,, o-
algebrakkal, 0 < n < N, ahol 5, a részvények arat jeloli a t, idopontban.



Ahhoz, hogy a piac definiciéja teljes legyen definidlnunk kell még a kotvények
B, éarét, ami egy B,, 0 < n < N, sorozat megadasat jelenti. (Legyen
B, = (1 + r,)B,,_1 valamilyen ismert r,, 1 <n < N szdmsorozattal.)

Egy a fenti feltételeknek eleget tevé modellt a konyv N 1épéses diszkrét
idejii piacnak nevez, és gy jeldli, hogy d.i.-(B,S)y. Mi is atvessziik ezt a
jelolésrendszert. Itt d.i. a diszkrét ideji kifejezés roviditése, N a lépésszamot
B =(By,...,By) és S = (S51,...,5n) a kotvény illetve részvény arfolyamot
jeldli.

Ezutan a m = (m1,...,7n), Tn = (BnsTn), 0 < n < N, stratégiat, illetve
6nfinanszirozo stratégiat egy d.i.-(B, .S)y piacon a kordbban megadott médon
definidljuk, és vagyonunk értéke a t, idopontban X, = £,B, + V.S,. A
konyv az X jelolést hasznalja vagyonunk ¢, idopontbeli X,, értékére, ha a
= (70,71, -, TN), Tn = (Bn, ), 0 < n < N, stratégiat alkalmazzuk.

Felidézek még egy eredményt a Gall-Pap konyvbol az onfinanszirozé piac
jellemzésérdl. Ez egy nem til nehezen bizonyithatd, de hasznos éllitds, és
a konyv tobb olyan bizonyitdsaban, ahol 6nfinanszirozé piacokkal dolgoznak
hasznaljdk ezt az eredményt.

Ezen eredmény megfogalmazasa érdekében eloszor be kell vezetni a konyv
8.2.3. Jelolésében definidlt differenciasorozatok fogalmat. Eszerint, ha adott

valés szamok egy a,, n = 0,1,2..., N, sorozata, akkor ennek differencia
sorozata a Aa, = a, — a,_1, n = 1,2,..., N, sorozat. Igaz a kovetkezo
eredmény.

8.2.7. Lemma. FEgy d.i.-(B,S)y piacon az alabbi megdllapitisok equivalen-
sek eqy w stratégia esetén.

(1) © onfinanszirozo, azaz X7 | = BpBn-1+ YnSn-1, (n=1,...,N),
(2) AXT = B,AB,, + 7, AS,, (n=1,...,N),
(3) Bn—lAﬁn"i_Sn—lA'Yn:O; (nzl,,N)

A pénziigyi matematika kovetkez6 rendkiviil fontos fogalma az arbitrazs
mentes piac. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy olyan a piac, hogy abban
nem lehetséges onfinanszirozé stratégiaval nyerni, azaz azt elérni, hogy zérd
tokével indulva egyrészt 1 valdszinliséggel ne csokkenjen, masrészt pozitiv
valoszintiséggel szigorian nojon a vagyonunk a ty = N idopontban a kiindulo
to = 0 idopontbeli helyzethez képest. Tehat, ha Xy = 0 kiindul6é vagyonnal
indulunk, akkor nem lehet olyan 7 Onfinanszirozé stratégiat talalni, amely-
re P(X; >0) =1, és P(X§ > 0) > 0. A Gall-Pap konyvbél idemasolt
9.1.1. Definicié latszolag kissé tobbet kovetel meg az olyan énfinanszirozo
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stratégiatol, amelyik arbitrazst, azaz elonyt biztosit, és amelynek a létezését
ki kivanjuk zarni. De a 9.1.1. Definiciot kovetd, szintén idemasolt 9.1.2.
Lemmabdl kovetkezik, hogy a piac arbitrazs mentessége a fent leirt tulaj-
donsagot jelenti.

9.1.1. Definicié Egy d.i.-(B,S)n piacon a ® onfinanszirozo stratégidt ar-
bitrazsnak nevezzik, ha

(¢) X§ =0,
(b) X7 >0,1<n<N, (azaz P(X] >0)=1),
(c)IweQ: XF >0, (azaz P(XT > 0) >0).

Azt mondjuk, hogy a piac arbitrdzs mentes, amit gy is mondhatunk, hogy
a piac kizdrja az arbitrdzst, (mds széval az arbitrdzs lehetéségét), ha nincs
onfinanszirozo arbitrdzs a piacon.

A fenti definiciéban egy arbitréazstol tobbet koveteltiink meg, mint az
el6zoleg megfogalmazott nyereséget biztosité onfinanszirozé stratégiatél. Az
itt szereplé (b) tulajdonsagban azt koveteltiik meg, hogy P(XT > 0) = 1
minden 1 < n < N indexre, mig el6tte csak azt irtuk elo, hogy a minket
érdekl6 végs6 N id6pontban legyen P(X} > 0) = 1. Viszont a kovetkezd
9.1.2. Lemma azt mondja ki, hogy ha létezik az altalunk megkovetelt nye-
reséget biztosité onfinanszirozé stratégia, akkor 1étezik a 9.1.1. Definiciéban
megfogalmazott erdsebb kovetelményt teljesito arbitrazs is.

9.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy egy d.i.-(B,S)N piacon a m dnfinanszirozd
stratégidra teljesil, hogy XJ =0, P(X} >0) =1, és P(X} > 0) > 0.
Ekkor létezik arbitrazs stratégia a piacon.

A pénziigyi matematika fontos kérdése, hogy egy piac mikor arbitrazs
mentes. Ismertetem azt az eredményt, amely megadja, hogy egy d.i.-(B, S)n
piac mikor arbitrdzs mentes, majd targyalom azt, hogy milyen kép van ezen
eredmény mogott. Ahhoz, hogy ezt az eredményt megfogalmazhassuk el6bb
be kell vezetni a kovetkez6 definiciot.

8.2.16. Definicié. Legyen 7 egy stratégia eqy d.i.-(B,S)n piacon, és jeldlje
X7 a vagyonunkat az n iddpontban ezen stratégia szerint. Ekkor

Xﬂ'
Vnﬂ:B—Z, (0<n<N)

folyamatot a 7 stratégia diszkontdlt (leszamitolt) értékfolyamatdnak nevezziik.



Sziikségiink van még az alabbi definiciéra, amit a Gall-Pap konyvtol kissé
eltéré megfogalmazéasban irok le.

9.1.4. Definicié. Legyen adva egy d.i.-(B,S)y piac egy (2, F, P) valoszi-

niségi mezon. Azt mondjuk, hogy P* ekvivalens martingdl-mérték ezen a

piacon, ha

(a) P* valdszindségi mérték az (2, F) mezdn.

(b) P és P* ekvivalens mértékek, azaz P(A) > 0 akkor és csak akkor, ha
P*(A) > 0.

(c) Az <%,]—"n, P*) sorozat martingdlt alkot.
n 0<n<N

Igaz a kovetkezd tétel. Ennek bizonyitdsa mély gondolatokat igényel.
9.2.1. Tétel. Egy d.i.-(B,S)n piacon a kivetkezd két dllitas ekvivalens.
(1) Létezik ekvivalens martingdl mérték.

(2) A piac kizdrja az arbitrdzs lehetdségét.

Annak érdekében, hogy jobban megértsiik a 9.2.1. Tétel tartalmat vala-
mint annak okat, hogy miért vezettiikk be a diszkontalt értékfolyamat fo-
galmat a 8.2.16. Definiciéban idézziik fel a kovetkez6 9.1.7. Lemmat, amely-
nek egyébként nem nehéz a bizonyitasa.

9.1.7. Lemma. A d.i.-(B,S)y piacon az (g—z,]—‘n,P*> sorozat akkor

0<n<N
és csak akkor alkot martingdlt, ha tetszéleges m onfinanszirozo stratégia esetén

az (%,}"n, P*) sorozat martingdlt alkot.
n 0<n<N

Megadom a 9.1.7. Lemma bizonyitasat.
A 9.1.7. lemma bizonyitdsa. Flészor megmtutatom, hogy ha Jg—’; martingdl,
és 7 onfinanszirozo stratégia, akkor )B(—f martingal.

Valdban, ekkor X = 5,8, + 7.Sn, Bn €8 7n Fn—1 mérhetd, és g—z mar-
tingal. Ezért

E(B_n fn—l) = E<ﬂB—n7 fn—l):ﬁn‘i‘%zE(B—n fn—l)
Sn—l
- 5n _'_ anl‘

Innen, mivel 7 Onfinanszirozd stratégia

X7 ﬁanfl + fYnSnfl Xﬂ—l
E| = n— = = =,
( Bn F 1) anl anl




Mivel ez az azonossdg igaz minden n = 1,2, ... indexre, ezert = partingal.
Az allitas masik fele nyilvanvalo. Mlvel a ﬁn =0,7v =1 mmden n =
0,1,..., N — 1 indexre onfinanszirozo stratégia, és értéke X7 =5, ezért 1_53"

. , Xr . ’ . .. ’ , J Ry
martingal, ha Z* martingdl minden 7 onfinanszirozé stratégiara.
n

Az, hogy a d.i.-(B,S) piacon az g—’;, 0 < n < N, sorozat martingalt
alkot szemléletesen azt jelenti, hogy egy a nulla idépontban rendelkezésiinkre
allo részvény véletlen S,, értéke a majdani n idépontban varhatéan ugyan-
annyi, mint az érte vasarolhaté kotvények értéke ugyancsak az n idépontban.
Valéban ez utébbi értéke SO >B,. Mind a két kifejezést elosztva a B,, szammal
azt kapjuk, hogy a veletlen o mennyiség a majdani n idépontban varhatolag

annyit ér, mint Bo (a nulla 1d0p0ntban). Annak, hogy az g—z sorozat mar-
tingdlt alkot az a szemléletes jelentése hogy ez igaz minden n id6pontban
A (9.1.7). Lemma szerint, ha B" martingdl, akkor a V' = &= diszkontalt
értékfolyam szintén martingal tetszoleges 7 onfinanszirozé strateglara Ez
Ugy is interpretalhatd, hogy ha a véarhaté vagyonunk nem véltozik azéltal,
hogy a rendelkezésiinkre allo kotvényeket részvényekre valtjuk, akkor ugyan-
ez elmondhaté minden onfinanszirozé stratégiara is.

A 9.2.1. Tétel azon része, hogy az (1) allitasbol kovetkezik a (2) allitas
egyszertien lathaté. Valéban, mivel a P és P* mértékek ekvivalensek az, hogy
egy 7 Onfinanszirozo stratégia arbitrazs egyszerre igaz akar a P, akar a P*
mértéket tekintjiik az (€2, F) téren. Viszont, ha X martingal a P* mérték
szerint, (itt felhasznédljuk azt, hogy a 9.1.7. Lemma szerint ez a helyzet az
(1) esetben barmely 7 Onfinanszirozé stratégia esetén), akkor X7 nem lehet
arbitrazs a P* mérték szerint. Ugyanis ekkor 0 = E*X[ = E*X}, ami
ellentmond annak, hogy P*(X% > 0) = 1, és P*(X% > 0) > 0. (Itt azt a
konvenciét alkalmaztuk, hogy E* jeloli a varhato értéket a P* valdszinliségi
mérték szerint, és ezt a konvencidt fogjuk alkalmazni a késGbbiekben is.)

A 9.2.1. Tétel masodik fele nehezebben bizonyithaté. Itt ugyanis meg
kell konstrualni egy olyan P* valdszintiségi mértéket, amelyre az g—z sorozat
martingdl, és ezen kiviil még a P* és P mértékeknek ekvivalenseknek is kell
lennitik. Ez a konstrukcio érdekes 1j gondolatokat igényel, amelyeket ebben
a bevezeto irasban nem targyalok.

A pénziigyi matematika kovetkez6 fontos fogalma az opcid, amelynek
vizsgélata tovabbi érdekes matematikai problémékat vet fel. Az opcid jo-
got jelent arra, hogy bizonyos szabdlyok szerint részvényeket vegyiink (ezt
nevezik az irodalomban vételi opcidnak), vagy eladjunk (eladdsi opcié). A



legismertebb, legnépszeriibb opcidk az tigynevezett eurdpai és amerikai opcio.
Az eurdpai opcid azt jelenti, hogy a kereskedési periédus Ty = N lezartakor
egy bizonyos elore megadott K &aron jogom van részvényeket venni vagy
eladni. Az amerikai opcié hasonlé jogot jelent, de ekkor barmely t,, 0 < n <
N, idépontban jogom van részvényt venni vagy eladni egy elore rogzitett K
aron. A Gall-Pap konyv elsésorban az eurdpai opcidval és az annak alkal-
mazasaval kapcsolatos matematikai problémakkal foglalkozik.

Az opcid altalanos esete hasonld jogot jelent bizonyos szabdlyok szerinti
vételre vagy eladasra, de az altalanos esetben az eladasi ar nem feltétlentil
konstans, hanem, példaul, ha a vétel vagy eladéds csak a ty = N idopontban
lehetséges, akkor a részvény vételi vagy eladasi ara fiigghet a részvénypiac
viselkedésétol a ty = N idépontig, azaz ez egy Fy o-algebra szerint mérheto
fiiggvény.

Vildgos, hogy egy opcid elonyt jelent, hiszen csak akkor fogok részvényeket
venni vagy eladni, ha az szamomra elényos. Ezért természetes bevezetni egy
opcios arat, ami ellensulyozza az opcié alkalmazasanak a nyereségét. A 6
probléma az, hogy mi az igazsagos opcios ar. Olyan opcids arat szeret-
nénk bevezetni, amivel a piac az opcidk bevezetése utan is igazsagos marad.
E probléma megjelenése természetessé tette bizonyos fogalmak bevezetését.
El6szor bevezetjiik a véletlen kovetelés fogalmat.

Egy fy: RMT! — R fiiggvény altal meghatdrozott fx véletlen kovetelés
az fn(So, ..., Sy) valdszinliségi valtozd. Jelentése az, hogy Sp, ..., Sy rész-
vényérak esetén fn(Sp,. .., Sn) kovetelésiink van az N idépontban. A min-
ket érdeklo kérdés az, hogy mekkora fedezetet kell biztositani e kovetelés
teljesitése érdekében. E kérdés vizsgalata érdekében bevezették a fedezeti
stratégia és a tokéletes fedezeti stratégia fogalmat.

8.2.10. Definicié. Legyen adott egy d.i.-(B,S)n piac, egy x € R szdm és
eqy fv = fn(zo,...,zn): BN — R fiigguény. Egy onfinanszirozé m =
{m 3N, stratégidt (z, fy) fedezetnek (vagy fedezeti stratégidnak) neveziink,
ha

Xy =z,

Xy (w) = (S0, S1(w), ..., Sn(w)), VweQ.
Ha XF(w) = fn(So, Si(w),...,Sn(w)), YV w € Q, akkor azt mondjuk, hogy

7 minimalis (z, fn) fedezet vagy mdsképpen tgynevezett tokéletes fedezeti
stratégia.



Az dsszes onfinanszirozo (z, fn) fedezeti stratégidk halmazat 11(x, fn)-nel
fogjuk jeldlni.

Erdemes még felidézni az alabbi definicidkat a Gall-Pap konyvbol.

8.2.12. Definicié. Legyen fy: RN — R egy fiigguény. Ekkor eqy
d.i.-(B,S)n piacon a

Cn.fy = inf{z € R: I(z, fn) # 0}

értéket a ty iddre legalabb fn(So, S1(w),...,Sn(w)) (Vw € Q) tékét biztosito
tokének (befektetési kiltségnek) nevezziik.

10.1.4. Definicié. A d.i.-(B,S)n piacot teljesnek nevezziik, ha tetszdleges
¢ (azaz tetszéleges F mérhetd &) valdszintiségi valtozohoz létezik olyan m
onfinanszirozo stratégia, amelyre

Xy(w) =¢&(w) Yw e Q esetén.

Megjegyzem, hogy az Fy mérheto valoszinliségi valtozok halmaza meg-
egyezik az fn(So, S1(w),...,Sy(w)), fv: RNt — R alakban felirthaté valo-
szinliségi valtozok halmazaval valamely fy fliggvénnyel.

Szeretnénk definidlni egy opcié igazsagos arat egy arbitrazs mentes pia-
con. Ebben a jegyzetben csak olyan opcidk vizsgalataval foglalkozunk, ame-
lyekben a ty = N idépontban valamely £ = fy(So, S1(w),...,Sn(w)) dron
vehetiink vagy adhatunk el részvényeket. E kérdés vizsgdlatdban érdemes
definidlni elészor egy fy: RNT! — R fiiggvény altal meghatarozott
fn(So, ..., Sn) véletlen kovetelés igazsdgos arat.

E kérdés vizsgalataban érdemes alkalmazni a 9.2.1. Tétel eredményét,
amely szerint egy arbitrdzs mentes piacon létezik (a 9.1.4. Definiciéban
definidlt) ekvivalens martingdl mérték. A kovetkez6 eredmény nagyon hasz-
nos az elobb felvetett kérdés vizsgédlataban.

11.1.9. Lemma. Legyen 7 egy onfinanszirozo (x, fx) fedezeti stratégia egy
d.i.-(B,S)N piacon. ahol x € R és fn: RNT' — R, és tegyiik fel, hogy P*
eqy ekvivalens martingal mérték a piacon.

Ekkor

B
X Z B_OE*fN<SO7SI7 s 7SN)7
N



és ha m rdaddsul minimdlis (x, fn) fedezeti stratégia, akkor

B
T = B—OE*fN(SO,Sl, 5.
N

A 11.1.9. Lemma bizonyitésa viszonylag egyszerii. Felhsznalhatjuk, hogy
a 9.1.7. Lemma szerint (g—f, Fn, P*) martingal tetszoleges m onfinanszirozo

stratégiara egy P* equivalens martingal mérték szerint, és olyan 7 Onfinan-
szirozé stratégiat tekinthetiink, amelyre X[ = z, és

X}{]((JJ) Z fN(So, Sl(UJ), c. ,SN(UJ))

az elso, illetve XF(w) = fn(So, S1(w), ..., Sn(w)) a masodik esetben minden
w € Q pontban.

Egy fv: RN — R fiiggvény altal meghatarozott fa(So,...,Sy) vélet-
len kovetelés igazsdgos arat gy definialjuk, mint a 8.2.12. Definiciéban beve-
zetett Cy r, befektetési koltséget. A 11.1.9. Lemmabdl és a C'y r, mennyiség
definiciéjabdl kovetkezik, hogy az fy véletlen kovetelés Cly ¢, igazsagos ara
teljesiti a Cy > g—gE*fN(SO,Sl, ..., Sn) egyenl6tlenséget. Masrészt, ha
létezik minimalis (z, fy) fedezeti stratégia akkor

CN’fN — &E*fN(So, Sl, ey SN)
By

A véletlen kovetelések igazsagos aranak a bevezetése lehetové teszi bi-
zonyos esetekben az igazsagos opcids ar természetes meghatarozasat is. Te-
kintsiik példaul az eurdpai vételi opciét az N idopontban valamilyen K vételi
arral. Ebben az esetben akkor éliink a vételi jogunkkal, ha Sy > K, és ekkor
Sy — K nyereményiink lesz. Ha Sy < K, akkor nem éliink vételi jogunkkal,
igy nyereménytlink ebben az esetben zér6. Azt mondhatjuk tehdt, hogy az
eurdpai vételi opcié K arral max(Sy — K, 0) = |Sy — K|, nyereséget biztosit
szamunkra. Ezért természetes a K arral definialt eurdpai vételi opcid opcids
arat ugy definidlni, mint az |Sy — K4 véletlen kovetelés igazsagos arat,
és ezt a definicidt fogjuk valasztani. Megjegyzem, hogy ugyanezt az érvelést
folytonos idejli pénziigyi folyamatok esetében is alkalmazhatjuk. Ezért abban
az esetben a K arral definialt eurdpai vételi opcid opcids arat gy definialjuk,
mint az | Sy — K|, véletlen kovetelés igazsigos arat.



Lattuk, hogy, akkor tudjuk meghatdrozni egy fy(So,...,Sy) véletlen
kovetelés igazsagos arat, ha létezik olyan 7w Onfinanszirozd stratégia, amely-
re X% = fn(So,...,Sy). Ekkor ugyanis létezik tokéletes fedezeti stratégia
barmely véletlen kovetelésre. Ezért szeretnénk tudni, hogy mikor oldhaté
meg az X} = & egyenlet tetszileges & valdszinliségi valtozéra. Ez tette
természetessé a 10.1.4. Definicié bevezetését a piac teljességérol.

Ismertetem a 10.1.5. Tétel eredményét, amely megadja annak sziikséges
és elégséges feltételét, hogy egy piac teljes legyen. A Géll-Pap konyvtol
eltéréen ezt a tételt két részben, egy 10.1.5.A és egy 1.0.1.5.B Tételben mon-
dom Kki.

10.1.5.A Tétel. Tegyiik fel, hogy a d.i.-(B,S)y piacon létezik P* ekvivalens
martingal mérték. Ekkor a kovetkezo két dllitdas ekvivalens.

(1) A piac teljes.
(2) P* az egyetlen ekvivalens martingdl mérték a piacon.

Széamunkra a 10.1.5. Tételnek az A része az igazan érdekes. Annak
bizonyitasa, hogy az (1) allitasbdl kovetkezik a (2) dllitas viszonylag egyszerti.

Ugyanis legyen P* és P** két ekvivalens martingal, és & tetszoleges Fy
mérheto valészintiségi valtozo. Ha a piac teljes, akkor létezik olyan 7 onfinan-
szirozo stratégia, amelyre %—gﬁ = X}. Ekkor £*¢ = E*BQ;X7r = " X] =
X, és B¢ = E**g—gX]@ = X[ = X7. Ezért E*¢ = E*¢. Mivel ez
minden Fx mérheto & valdszintiségi valtozdra igaz, innen kovetkezik, hogy
P = p.

Ebben az érvelésben kissé rejtve hasznaltuk ki azt, hogy a tekintett mar-
tingdlok ekvivalensek, azaz olyan P* és P** mértékekkel dolgozunk, amelyek
egyrészt abszolut folytonosak a P mértékre nézve, masrészt a P mérték is ab-
szolut folytonos rajuk nézve. Azt hasznaltuk ki, hogy E* X[ = E** X[ = X[
Ugyanis X egy konstanssal egyenl6 1 valészintiséggel a P ezért a P* és P**
mérték szerint is. Az E* X[ = E** X[ azonossdg azért igaz, mert egy a P*
illetve P** mérték szerint 1 valdszintiséggel konstans valdszinliségi valtozd
1 valészintiséggel konstans a P mérték szerint is.

A maésik iranyu allitas bizonyitdsa lényegesen nehezebb. Azt kell meg-
mutatni, hogy ha az X3 alakban el6allithaté valoszintiségi valtozdk halmaza
kisebb, mint az 0sszes Fy mérheto valoszintiségi valtozok halmaza, akkor a
9.2.1. Tételben konstrualt P* ekvivalens martingal mértéken kiviil lehet kon-
strualni attol kiilonbozé ekvivalens martingal mértéket is. Ennek bizonyitasa
hasonlé gondolatokon alapul, mint a 9.2.1. Tételé.
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A 10.1.5.A Tétel azt allitja, hogy egy teljes piacon egyetlen ekvivalens
martingdl mérték 1étezik. Ugyanakkor l1étezhetnek tovabbi martingdl mérté-
kek is, amelyek nem ekvivalensek. Ez jelen esetben azt jelenti, hogy lehetnek
még olyan P’ martingdl mértékek, amelyekre van olyan A halmaz, amelyre
P(A) > 0,de P'(A) = 0. Az ilyen martingal mértékek pontos leirasarol szél
a 10.1.5.B Tétel.

10.1.5.B Tétel. Tegyuik fel, hogy teljestlnek a 10.1.5.A. Tétel feltételes.
Ekkor az ott megfogalmazott (1) és (2) dllitdsok ekvivalensek az aldbbi (3)
allitdssal.

(3) Tetszbleges (M, Fn, P*)o<n<n martingdl eldallithato

Mn:MO+nykAmk, n=1,...,N,

k=1
alakban, ahol a ~,-ek F,_1-mérhetd valosziniségi vdltozok, (n = 1,...,N),
és s
Mmp = —, han=1,...,N.
B,

Van egy specialis, ugynevezett bindris piac, amely kiilon figyelmet ér-
demel, és amelyet a Gall-Pap konyv is kiilon targyal. Ismertetem ennek
definiciéjat, és megadom a rodla széld legfontosabb eredményt. A bindris
piacot a Gall-Pap konyv a 8.1.6. Definiciéban vezeti be.

8.1.6. Definicié. (Diszkrét ideji (B,S)y binaris piac.) Egy az
(Q, F, P) valdszintségi mezén B = (B,,) kitvényekkel, S = (S,) részvények-
kel és N kereskedési idéponttal megadott piacot bindris piacnak nevezink {r,}
kamatlabakkal, {a,}, és {b,} egyiitthatokkal, és {p,} valdsziniiségekkel, ha

(a) 1, > —1, =1 < a, < b, mindenn=1,..., N esetén.

(b) A kétvény drfolyamdra teljesil a
B,=1+r,)B,1, n=1,...,N,

eqyenldség.

(c) A részvény S = {S,}_, drfolyama kielégiti az

Sp =14 py)Sn_1, n=1,...,N,

11



eqyenloséget, ahol p, olyan valosziniségi vdltozo, amelyre p, = a, vagy p, =
bn, és pp=P(pn=b,) =1—Plpp,=a,), 0<p, <1l,n=1,....N. Az Q
halmaz az dsszes w = (p1,...,pn) alakid sorozatbdl dll, és végiil

(d) F = (F,) api,...,pn valdszindiségi vdltozok dltal generdlt filtracio, azaz

Fo=10,Q}, és F, =0c(p1,...,pn}, aholn=1,... N.

Megjegyzem, hogy az a kitétel, amely szerint az () halmaz az osszes w =
(p1, ..., pn) alaki sorozatbdl all, azt jelenti, hogy P(p; = 1,...,pn = zn) >
0 minden olyan (z1, ..., zy) sorozatra, amelyre x, = a,, vagy z,, = b, minden
1 <n < N indexre.

A fentebb definialt diszkrét idejii (B, S)y bindris piac megnevezésére a
Gall-Pap konyv d.i.b.-(B, )y jelolést hasznalja. (A d.i.b. a diszkrét ideji
bindris roviditése.) Ugyancsak megadja a konyv e fogalom specidlis esetét, a
diszkrét idejii homogén bindris piacok fogalmét is. Ezek olyan d.i.b.-(B,S5)
piacok, amelyekre a 8.1.6. Definiciéban szerepld p,, valdszinliségi valtozok
fiiggetlenek, 1 < n < N, és az a,, b,, rn, p, szamok nem fiiggnek az n
paramétertol.

Felidézem az alabbi, a diszkrét idejli (B, S)y bindris piacok legfontosabb
tulajdonsagait kimondé tételt.

9.1.8.Tétel. Tekintsiink egy olyan d.i.b.-(B,S)n piacot, ahol az {r,}_,
kamatldbakra és az {a,}N_,, {b,}\_, egyiitthatdkra teljesiilnek az a, < r, <
bn, (n=1,...,N) egyenlétlenségek. Idézziik fel, hogy Q0 elemei tekinthetdek
api, ..., pn valosziniségi valtozok realizacioibdl dllo halmaznak. Véve egy

w={(z1,...,zn)|z; € {ab}, i=1,...,N},

elemi eseményt legyen

P({(@y,..oan)p) =[] w11 0 —p)

1<n<N 1<n<N
Tpn=bn Tn=0n

aholp;:ﬁ,nzlﬂ,...,]\f.

Ekkor P* az egyetlen ekvivalens martingal mérték a piacon, Specidlisan
P*(pn:bn):1_P*(pn:an):p:u n=1,...,N,

és a p1,...,pn hozamok P*-figgetlenek.
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A 9.1.8. Tétel szerint egy olyan d.i.b.-(B, S)y piacnak, amelyre a,, < r,, <
b, minden 1 < n < N indexre van ekvivalens martingal mértéke, tehat ar-
bitrazs mentes, s6t egyetlen ekvivalens martingal mértéke van, ami azt jelenti,
hogy egy ilyen piac teljes. Raadéasul ezt az ekvivalens martingal mértéket ex-
plicit médon meg tudtuk adni, és ez a mérték egyszeri szerkezetii szorzat
mérték. Ez lehetdvé teszi, hogy tudjunk vele szdmolni. Erre példat mutat a
Kevei Péter konyv egyik eredménye, amelyben a Black—Sholes formula el6all,
mint az tgynevezett Cox—Ross—Rubinstein arazasi formula hatarértéke. Az
ebben az eredményben tekintett Cox—Ross-Rubinstein modell egy alkalmas
paraméterekkel valasztott d.i.b.-(B,S)x piac.

Megjegyzem, hogy a 9.1.8. Tételben szereplé a, < r, < b, minden
1 < n < N indexre feltétel természetes. Ugyanis igaz a kovetkezd, a 9.2.3.
Kovetkezményben megfogalmazott allitas.

9.2.3. Kovetkezmény. Tekintsiink eqy d.i.b.-(B,S) piacot. Jelolje {r,}N_,
a kamatldbakat, és {a,}N_,, {b,}\_, az egyiitthatékat. Ekkor a kovetkezd
dallitasok ekvivalensek.

(1) Létezik ekvivalens martingdl mérték.
(2) A piac kizdrja az arbitrdzs lehetdségét.
(3) a, < r, <b, teljesil mindenn =1,... N esetén.

Ezutan Kevei Péter “Pénziigyi folyamatok folytonos idében” cimi jegy-
zetét tekintem at. Azt magyardzom el, hogy az ott bevezetett fogalmak és
eredmények a diszkrét ideji folyamatok targyalasaban bevezetett fogalmak
és eredmények természetes megfeleldi.

Eloszor a diszkrét idejii modellekben bevezetett kotvény, részvény, pénz-
iigyi stratégia, onfinanszirozo stratégia folytonos idejii megfelel6it kell defi-
nialnunk.

Egy folytonos idejli piacon egy (€2,.A, P) valdsziniiségi mez6t értiink egy
Fi, 0 < t < T, filtraciéval (feltessziik, hogy T valamely rogzitett véges
szam), ahol kdtvényeket és részvényeket lehet venni és eladni. A kétvények
B, ara egy t idopontban rogzitett determinisztikus szam, mig a részvények
t idépontbeli S; dra a véletlentol fligg. Az S;, 0 < t < T, sztochasztikus
folyamat egy az F; o-algebrakhoz adaptalt 1to folyamat.

Egy stratégia (portfdlio) olyan m = (B, %), 0 < t < T, az F; o-
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algebrakhoz adaptalt sztochasztikus folyamat, amelyre

T T
/ |Be| dt < o0, és / v dt < .
0 0

Itt B; jeloli a t id6pontbeli kotvényeink, és v; a t idépontbeli részvényeink
szamét a m = (B, 1), 0 < t < T, stratégia alkalmazdsa esetén. (f5; és v
valés szamok, amelyek negativ értéket is felvehetnek.) A 7 portfdli6 értéke
a t idépontban

X7 = BBy + 7S;.

Definialni akarjuk a diszkrét ideji esethez hasonléan az onfinanszirozé
stratégiakat a folytonos idében is. A Kevei konyv bebizonyitja, hogy a disz-
krét ideji onfinanszirozo stratégiakra érvényes az

X771r+1 - X;; = 5n+1(BTL+1 - Bn) + Vi1 (Sn+1 - Sn)

azonossag. (Megjegyzem, hogy ez a képlet megegyezik a diszkrét idejii on-
finanszirozo6 stratégidknak a Gall-Pap konyv 8.2.7. Lemma&jaban megadott
(2) jellemzésével.) Ezen formula természetes folytonos idejii megfelelje a

dX] = pidB; + 7 dS,

sztochasztikus differencidlegyenlet, és ezt valasztjuk az onfinanszirozé stra-
tégia definicidjanak a folytonos idejii piacok esetében.

Erdemes definidlni a 8.2.16. Definiciéban bevezetett diszkrét idejt disz-
kontalt értékfolyamat folytonos megfelelsjét is. Ez az S, = St%f képlettel
definialt diszkontalt részvényarfolyam és az XT = X[ %‘t) képlettel definialt
diszkontalt értékfolyamat. (Ezek a mennyiségek jelennek meg a diszkrét
folyamatoknédl fellépé martingdl problémdak folytonos megfeleléjében.) Az
egyszeriiség kedvéért a Kevei jegyzet csak azzal a specidlis esettel foglalkozik,
amikor B, = e valamely r > 0 szdmra. Ebben az esetben

S;=e S b X[ =eX].

Erdemes az 6nfinanszirozé stratégia definicidjat atfogalmazni, és azt az S5
és B, mennyiségek helyett az S; (és a képletben végiil nem megjelené B;)
mennyiségek segitségével adni meg. Errdl szol a Kevei jegyzet 6. Allitasa.

6. Allitas. A m = (B, vi) stratégia pontosan akkor dnfinanszirozd, ha
t
X zxg+/ 2o dS,, te[0,T].
0
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Ezek utan definidljuk az arbitrazs fogalmat, ami a diszkrét ideji ar-
bitrazs természetes megfelelgje. A 7w onfinanszirozé stratégia akkor arbitrazs
stratégia, ha XJ = 0 majdnem biztosan, X7 > 0 majdnem biztosan, és
P(X7 >0) > 0. A piac arbitrazs mentes, ha nincs rajta arbitrazs stratégia.

Szeretnénk tudni, hogy mikor mondhatjuk azt, hogy egy folytonos ideji
piac arbitrdzs mentes. Erre csak egy (j6) elégséges feltételt tudunk adni.
Az ezen feltételt kimondd tétel a diszkrét ideji esetrdl szolo 9.2.1. Tétel
konnyebbik felének a természetes folytonos ideji megfeleléje. Kevei Péter
is felidézi azt a definiciét, hogy mikor mondunk egy P és () mértéket ekvi-
valensnek (pontosabban fogalmazva ekvivalensnek egy F o-algebra szerint).
Akkor mondjuk, hogy ezek a mértékek ekvivalensek, ha mind P abszolut
folytonos a ) mértékre nézve, mind ) abszolut folytonos a P mértékre nézve.
A Kevei jegyzet az EMM (ekvivalens martingdl mérték) fogalmat hasznalja
egy olyan () mértékre, amely ekvivalens a P mértékkel az Fr o-algebra sze-
rint, és amelyre nézve az S; diszkontélt részvényarfolyam martingal. Ezutéan
bebizonyitja a kovetkez6 eredményt.

6. Tétel. Ha az (2, A, Sy) valdszindségi mezén Fy filtracidval valamilyen Sy
részvényekkel és By = e kotvényekkel definidlt folytonos ideji piacon létezik
QQ EMM, akkor a piac arbitrdazs mentes.

A Kevei jegyzet targyalja 8.2.10. Definiciéban bevezetett diszkrét ideji
fedezeti stratégia folytonos ideji megfelel6jét is. Eloszor definidlja egy fr
véletlen kovetelés fogalmat. Azt mondja, hogy az fr véletlen kovetelések az
Fr mérhet6 valdszintiségi valtozok. Egy 7 onfinanszirozé stratégia fedezeti

stratégia az fr véletlen kovetelésre x kezd6tokével, roviden fogalmazva 7
(x, fr) fedezet, ha

Xp > fr majdnem biztosan, és X[ = x.

Az fr kovetelés Cr(fr) igazsdgos drat a Kevei jegyzet ugy definidlja, mint a
legkisebb olyan z értéket, amelyre létezik (z, fr) fedezet, azaz

Cr(fr) = inf{x > 0: létezik (z, fr) fedezet}.

Nem nehéz belatni a 6. Tétel segitségével azt, hogy ha létezik egy () EMM,
akkor tetszoleges fr véletlen kovetelésre

C(T, fr) > Eq(e™ fr)
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az ezen () mérték szerint vett varhato értékkel.

A tovabbiakban a Kevei jegyzet pénziigyi része elsésorban a Black—Sholes
modellel foglalkozik. Ebben olyan B; kotvény és S; részvényarfolyamot
vizsgalunk, amelyeket a

dBt = TBt dt, BO = ]_,
dSi(w) = pSi(w)dt + 0Si(w) dWi(w0, Sp(w) = So

egyenlet hatdroz meg. Ebben az esetben B, = €', és az S; részvénydr értéket
szintén fel tudjuk irni a Kevei jegyzetben targyalt 7. Példa alapjan. A Black—
Sholes modell a homogén d.i.b.-(B,.S) modellek természetes folytonos ideji
megfeleldje.

Erdemes felirni Black-Sholes modellt meghatarozé egyenletet az S, disz-
kontélt részvényarfolyamra is. Az igy kapott egyenlet is megoldhatd, és ezt
felhasznalva a Girsanov tétel valamint a 6. Tétel alapjan meg lehet mutatni,
hogy a Black—Sholes modell arbitrazs mentes. Sot, fel tudjuk irni explicit
moédon a Black—Sholes modell esetében a 6. Tételben megjelend Q = P,
EMM-t is, és ez hasznos a tovabbi vizsgalatokban.

A jegyzet kovetkezo eredménye arrdl szol, hogy egy Black—Sholes modell-
ben tetszbleges olyan e "% fr véletlen kovetelés, amelyre E,e 7 f2 < oo,
ahol E, varhaté értéket jelol azon P, mérték szerint, amelyik a Black-Sholes
modellben EMM, felirhaté X7 = e~"T fr alakban, ahol 7 alkalmasan definialt
onfinanszirozé stratégia. Hasonld problémék vizsgalataval a diszkrét idejl
pénzigyi folyamatok targyalasaban is taldlkoztunk. Ott az a kérdés érdekelt
minket, hogy mely pénziigyi piacok teljesek. A teljesség fogalmat a 10.14.
Definiciéban vezettiik be. A most megfogalmazott eredmény bizonyitasa
felhasznal néhany mély, a jegyzetben bizonyitas nélkiil kozolt tételt, de a bi-
zony{tds médszere természetes. Mivel a keresett X7 folyamat martingdl a P,
mérték szerint, ezért természetes az e’ fr valészinliségi valtozét bedgyazni
egy Ny, 0 <t < T, martingdlba gy, hogy Ny = e "L fr. Ezt a kovetkezd
formuldban tessziik meg.

Ny=E, (e fr|F), 0<t<T.

Ezutan a Kevei jegyzet felhaszndl egy ott kordbban bizonyitas nélkil kimon-
dott eredményt, amely szerint egy martingal felirhaté egy alkalmas Wiener
folyamat szerinti It6 integral formajaban. Ezen eredmény segitségével Kevei
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Péter az elébb definidlt N; martingalt felirja
t ~
No=No+ [ viawe.
0

alakban, ahol Ny = E,e "7 fr, Wﬁ a P, EMM kiszdmitasa soran explicit
moédon megadott Wiener folyamat a P,, mérték szerint, és Y; alkalmas adap-
talt folyamat. Ezutan természetes modon meg lehet talalni azt a onfinansziro-
76 m = (Br,v;) stratégiat, amelyre egyrészt Ny = X7, masrészt B:B;+7:S; =
X[ = e"N,. Kevei Péter jegyzetében ezt megteszi, és a kapott eredményt a
kovetkez6 lemméban fogalmazza meg.

7. Lemma. A jegyzetben a 7. Lemma eldtt megkonstrudlt (m; = (B, v:))
stratégia onfinanszirozo, X = N, minden 0 < t < T indexre, és Ny =
—rT

(& fT.

Nem nehéz belatni a 7. Lemma segitségével a kovetkezoé eredményt.

7. Tétel. A Black—Sholes modellben eqy fr kovetelés igazsigos dra

Cr(fr) = Eu(e™" fr).

A 7. Tétel eredményét alkalmazhatjuk specidlisan az eurdpai opcid igaz-
sdgos aranak a meghatarozasara. Ebben az esetben a 7. Tételt az fr =
|St — K|+ kovetelés valasztasaval kell alkalmazni, ahol K az eurdpai opcid
kifizetési fliggvénye. Kevei Péter megoldja ezt a feladatot, és eredményként
megkapja a hires Black—Sholes formulat.

A Kevei jegyzet kozvetleniil pénziigyi folyamatokrdl szold részének utolsd
témaja a diszkrét idejii pénziigyi folyamatok vizsgélataban bevezetett Cox—
Ross—Rubinstein modell és a Black—Sholes modell viselkedésének az 0sszeha-
sonlitasa.

A Cox—Ross—Rubinstein modell egy olyan homogén d.i.b.-(B, S)y modell,
amelyben minden N paraméterre (N a pénziigyi 1épések szama) az r = ry,
a = ay, és b = by, ay < ry < by, paramétereket alkalmasan vélasztjuk.
(Itt Bynv = (L +78)Bi—1n, P(Skny = Secan(l 4+ by)) = py, P(Spn =
Sk-1n(1 +an)) = (1 — pn), ahol By = By n a kotvények, S, = Spn a
részvények ara k-ik lizletkotés idépontjaban, és N az osszes iizletkotés szama.
A py valoszintiségek értékének nincs jelentdsége abban a problémaban, ame-
lyet itt targyalunk.) Azt mutatjuk meg, hogy ezen paraméterek alkalmas
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valasztasa esetén nagy N paraméterekre a Cox—Ross—Rubinstein modell ha-
sonldan viselkedik a Black—Sholes modellhez.

Pontosabban szoélva, tekintsiink egy Black—Sholes modellt valamilyen r,
1 és o paraméterekkel az 6t meghatérozo sztochasztikus differencidlegyenlet-
ben. Kevei Péter jegyzetében megmutatja, hogy a r = ry, a = ay, és b =
by paraméterek alkalmas valasztasaval a Cox—Ross—Rubinstein modellben a
K kotési aru eurdpai vételi opcid igazsagos ara ugyanennek az opcidnak a
fenti paraméterekkel definidlt Black—Sholes modell szerinti igazsagos drahoz
konvergal, ha N — oo.

Legyenek az N 1épéses Cox—Ross—Rubinstein modellben az tizletkotések
idopontjai a 7, = ihy, 0 < 7 < N, idopontok, ahol hy = % Legyen
rN = 7’% = rhy, ahol r a tekintett Black—Sholes modell r paramétere. Ezzel
a valasztassal B; xn = (1 + %)’ ~ €' = B, a tekintett Black-Sholes modell
r és B; paramétereivel.

Definiadljuk az ay és by paramétereket a

log 1+bN—U\/ h, log1+aN:— vV hy

1+ 147

képletek segitségével, ahol o a tekintett Black—Sholes modell megfelel6 para-
métere. Azt allitjuk, hogy ezzel a vélasztassal igaz a Cox—Ross—Rubinstein
modellben az eurdpai opcié igazsagos ararol szolo allitas. Ahhoz, hogy ezt
beldssuk, fel kell idézni azt, hogy ezt az igazsagos arat hogyan szamitjuk ki.
Elészor meg kell hatdroznunk a Cox—Ross—Rubinstein modellben a Py,
ekvivalens martingal mértéket. Ezt a 9.1.8. Tétel segitségével tehetjik meg.
Eszerint ezen ekvivalens martingal mérték szerint tovabbra is igaz az S v =
(1 + pr.n)Sk—1,v azonossag, csak ebben az esetben az egymaéstdl fiiggetlen
pr.n valosziniiségi valtozok eloszlasat a P(ppny = bn) = piy és Plprn =
ay) = (1 — py) képletek hatarozzak meg, ahol
« _I'N—an
PN = by — an
Az eurépai K kotési aru vételi opcid igazsagos ara az N iizletkotési
idopontot tartalmazé Cox—Ross—Rubinstein modellben

|SnN — K|+
Cn(K E* —_—
N(K) = Brx

Erre a kifejezésre kell j6 aszimptotikus formulat adni. Annak érdekében,
hogy ezt megtehessiik eldszor az Sy valésziniiségi valtozot irjuk fel alkalmas
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modon. Ennek érdekében vezessiik be az Yy valdszinliségi valtozdkat, ame-
lyek a by értékil pi n valdszintiségi valtozok szdmét jelolik a py n, ..., pN N
Yy —Np

sorozatban. Ekkor Yy Binom(N, p},), ezért a Zy = ——2— valdszintiségi
TR V/Neyy (1-pyy)

valtozok eloszlasban konvergalnak a standard normaélis eloszlashoz, ha N —
00.
A fentiek alapjan felirhatjuk, hogy

Y, N-Y, 1+by\'™ N
Snn=Son(1+by)™M(1+an)" "V = Son (1+ ay)
1+apn

. 1+b
= So,n exp{ (\/Np}kv(l —PN)ZN + NpN> log 7 al
+an

+Nlog(1+ aN)}.

Ezutan alkalmas sorfejtéssel j6 aszimptotikus formulat tudunk adni, el6szor
az ay ¢és by majd az Sy y és Cn(K) mennyiségekre. Ennek segitségével
megkapjuk a kivant allitas bizonyitasat. A Kevei jegyzet bizonyitasa ezen
szamolasok végrehajtasabdl all.

Végiil megjegyzem, hogy a bizonyitds soran a Py illetve P* ekvivelens
martingdl mértékkel és nem a Cox-Ross-Rubinstein illetve Black—Sholes
modell Py illetve P eloszlasaval dolgoztunk. Ennek kovetkeztében a kapott
eredmény nem fiigggott az elsé modell definicidjaban szereplé py valdszini-
ségektol és a méasodik modell definiciéjaban szereplo p paramétertdol.
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