Kiegészités a Pénzigyi Matematika
jegyzethez

Targyalom néhany eredmény bizonyitasat Gal Jozsef és Pap Gyula Pénziigyi
Matematika jegyzetében. Olyan eredményeket targyalok, amelyek bizonyi-
tasa tovabbi targyalast érdemel, mert vagy nem hibatlan a bizonyitas vagy
a jobb megértés érdekében érdemes a hattérben levo gondolatokat jobban
elmagyarazni. Nem fogom a jeloléseket teljesen kidolgozni, inkabb arra kon-
centrdlok, hogy elmagyardzzak néhany a konyvben nem szereplé hasznos
gondolatot.

Az elso targyalando téma a 9.1.2 lemma bizonyitasa. Ez az eredmény azt
allitja, hogy ha létezik olyan @ = (B,,7,), n = 0,1,..., N, onfinanszirozé
stratégia, amelyre X7 =0, P(X} > 0) =1 és P(XT > 0) > 0, akkor 1étezik
arbitrazs stratégia is, azaz olyan onfinanszirozé stratégia, amelyre X7 = 1,
P(X7T >0)=1minden 0 <n < N indexre és P(X} > 0) > 0.

A konyv bizonyitasaban tekintenek olyan m stratégidt, amely teljesiti az
X5 =0, PIX; >0) =1és P(XF > 0) > 0 feltételt, és amennyiben ez
nem teljesiti az erésebb XJ = 0, P(X7 > 0) = 1 minden 0 < n < N in-
dexre és P(XF > 0) > 0 feltételt, akkor igyekeznek a tekintett stratégia
modositasaval olyan stratégiat konstrualni, amelyik ezt a feltételt is teljesiti.
A konstrukcié soran azonban figyelmen kiviil hagyjak, hogy a m stratégiaban
szereplo [, és 7, mennyiségeknek bizonyos mérhetdségi feltételeket is tel-
jesitenitiik kell. Ezért a konyv bizonyitasat mdédositani kell.

Olyan moédositast javaslok, amelyben nem egy stratégidt, hanem straté-
giak egy sorozatat definidljuk, és azt allitom, hogy e stratégia sorozat tar-
talmaz egy a kivant feltételeket teljesito stratégiat is. Jeloljiik a kiinduld m
stratégiat m(V-gyel, és defindljuk onfinanszirozé stratégidk egy 7, 1 < k <
N, sorozatat. Az a célunk, hogy olyan sorozatot definialjunk, amelyben, ha
valamelyik 7(®) stratégia nyereséges ugyan abban az értelemben, hogy X7 =
0, P(X5"” >0) =1é P(XT" > 0) > 0, de létezik pozitiv valészintiséggel
olyan veszteséges véletlen n*)(w) idépont, amelyben XT’ZT((;) ) (w) < 0, akkor
a k + 1-ik 71 stratégia szintén nyereséges, és bar nem tudjuk kizarni
veszteséges idépontok 1étezését, de ezek csak késobb jelenhetnek meg. fgy,
ha a kiindul6 stratégia nem jo, akkor annak javitasa mar jobb. Ha az sem
jo, akkor vessziik ennek javitdasat, és ezen javitasok soran az egyik 1épésben
arbitrazs stratégiat kapunk.



A kovetkezd szukcessziv médszerrel definidljuk a 7%, 1 < k < N, stra-
tégidkat. Legyen 7)) = 7, és ha a 7(F) stratégia mar definidlva van, akkor a
7+ stratégiat a kovetkezé modon definidljuk. Legyen ny(w) az a legkisebb

n index, amelyre X7 (w) < 0, azaz X™(w) > 0, ha m < ng(w), és
k

T k k
Xmi(zd)(w) < 0. Ekkor legyen B&H)(M) — %(n+1)(a()k)> = 0, ha m < n(w),
Xr w
és %(,’fﬂ)(w) = %(7’5)(00), ,(,’fﬂ)(w) — qu)(w) _ %’ ha m > ng(w).

Ha X7 (w) > 0 minden 0 < n < N indexre, akkor legyen 57" (w) =
™ (w) = 0 minden 0 < n < N indexre.

Be lehet latni, hogy az ilyen médon dnfinanszirozé #*), 1 < k < N,
stratégidkat definialtunk. Ha 7(" arbitrdzs, akkor megtaldltuk a kivant
stratégiat, ha nem az, akkor 7(® olyan stratégia, amelyre X{{(Z) = 0, to-
vabba P(X](\;rm) >0)=16és P(X](\;rm) > 0) > 0, és azon ny(w) idépontra,
amelyre az X 7’;2(2)) (w) < 0 esemény el6szor kovetkezik be na(w) > ny(w) + 1.
Hasonléan definidlva az ny(w) idépontot minden 1 < k < N indexre, mint
azt a legkisebb szadmot, amelyre X;::EL) (w) < 0 azt kapjuk, hogy ha a 79,

1 < 5 < k stratégidk egyike sem arbitrazs, akkor Xgm = 0, P(XJ(\?U)) >

0) =16 P(XT”) > 0) > 0 minden 1 < j < k + 1 indexre. Tovabbd
njs1(w) > nj(w) + 1 minden 1 < j < k indexre. Innen kovetkezik, hogy
valamelyik k indexre 7(®) arbitrdzs stratégia.

A kovetkezo részben a 9.2.1 tétel bizonyitasit ismertetem. Ez az ered-
mény arrél szél, hogy egy d.i.-(B,S)y piac akkor és csak akkor zarja ki
az arbitrazs lehet&ségét, ha létezik a piac definiciéjaban szerepls (€2, F, P)
valdszintliségi mezén a P valdszintliségi mértékkel ekvivalens P* (valdsziniisé-
gi) martingdl mérték. Egy P* valészinliségi mértéket akkor neveziink mar-
tingdl mértéknek, ha a piac definiciéjaban szerepl$ (Q, F, P), valészintiségi
mezon a P mértéket kicserélve erre a P* mértékre az (g_Z’ Fn)yn=0,...,N,
sorozat martingal a P* mérték szerint. A 9.2.1 tétel bizonyitasanak jobb
megértése érdekében érdemes felidézni a 9.1.7 lemmat, amely szerint, ha
(g—:, Fn),n=0,1,..., N, martingdl a (P* mérték szerint), akkor tetszéleges
7 Onfinanszirozé stratégia esetén az (%, Fn),n=0,1,..., N sorozat is mar-
tingél a (P* mérték szerint). '

Annak bizonyitasa, hogy egy P* ekvivalens martingal mérték létezése
kizarja az arbitrazst viszonylag egyszerti. Ekkor ugyanis véve egy tetszoleges
m onfinanszirozé stratégiat, amelyre X[ = 0 azt kapjuk, hogy E* X} = 0,



(ahol a P* valdszintliségi mérték szerint vettitk az E* varhaté értéket), ezért
P* (X5 > 0) =1 és P*(X} > 0) > 0 egyszerre nem lehetséges. De akkor
nem lehetséges az sem, hogy P(X% > 0) =1 és P(XT > 0) > 0 egyszerre a
P* és P mértékek ekvivalenciaja miatt. Ez a 9.1.2 tétel alapjan azt jelenti,
hogy ebben az esetben nincs arbitrazs.

A masik irdanyu allitas, tehat annak a bizonyitasa, hogy ha nincs arbitrazs
akkor létezik ekvivalens martingal mérték nehezebb, mert ekkor meg kell
konstrualni egy P* ekvivalens martingal mértéket. Annak érdekében, hogy
ezt megtehessiik tegytik elobb a kovetkezo észrevételeket.

A vizsgalt modellben az (2, F, P) valdszintliségi mez6 elemi eseményei
az w = (So,...,Sy) alakd sorozatok, ahol S,, 0 < n < N, a részvények
ara az n idépontban. Tovabba P(w) = P(Sp,...,Sy) > 0 minden w ele-
mi eseményre, és az S,(w) valészinlségi véltozokat az S,(w) = S,, 0 <
n < N, képlet segitségével definidljuk. A valdszintiségi mezo véges sok elemi
eseményt tartalmaz, legyen ezek szama k, és jeloljiik wy,...,ws-val az elemi
eseményeket. Ekkor a valészintiségi mezén defindlt fliggvények tekinthetok
ugy, mint az k-dimenziés Euklideszi téren definidlt & = ({(w1),...,&(wk))
alaku fliggvények tere. Tekintsiik a valoszintiségi mezon definialt fiiggvények
terén hato linearis funkciondlokat. Ezek egyszeriien leirhatok, és ezek a
linearis funkcionalok érdekesek lesznek szamunkra. Nevezetesen, minden
linedris funkciondl ezen a téren megadhaté egy (qi,...,qx) sorozattal, ugy,
hogy adva egy /¢(-) funkciondl ezen a téren ((§) = 25:1 ¢;¢(w;) minden
€= (Elwn), ... Elwr) fiiggvényre.

Ez azt jelenti, hogy minden linearis funkcional a valdszintiségi mezon
definidlt fliggvények terén azonosithaté egy @ = (g1, - - ., qx) el6jeles mérték-
kel a valdszintiségi mezon a kévetkezo képlet segitségével: Q(w;) = ¢; minden
1 < j <k indexre. Ez a @ el6jeles mérték akkor és csak akkor nem-negativ,
ha ¢; > 0 minden 1 < 5 < k indexre, és akkor ekvivalens is ezen kivil a
P mértékkel, ha a szigoribb ¢; > 0, 1 < j < k, egyenlétlenség is teljesiil.
Ekkor alkalmas konstanssal megszorozva a funkciondlt egy a P mértékkel
ekvivalens valészintiségi mértéket kapunk. Célunk olyan linedris funkciondl
konstrukciéja a valoszintiségi mezén definialt fliggvények terén, amely egy a
P mértékkel ekvivalens martingal mértéket hataroz meg.

Ennek érdekében el6szor definidljuk a kovetkezo két a valdészintiségi mezon
definialt fiiggvényeket tartalmazo halmaszt.

Vo = {¢: Q — R| létezik olyan 7 Onfinanszirozé stratégia (1)
amelyre X° =0 és X5 = &},



Vi={¢& Q= Rl€>06 EE =1} (2)

A konvex analizis egyik klasszikus tétele szerint, mivel V; konvex, kompakt
halmaz, V, az 2 halmazon definidlt fiiggvények linearis altere, és Vo NV =
(), ha nincs arbitrdzs mérték, ezért 1étezik olyan ¢ linedris funkciondl az Q
halmazon definialt fiiggvények terén, amelyre ¢(£) = 0 minden & € V, és
0(&) > 0 minden & € V; fiiggvényre. E jegyzet kiegészitésében ismertetem
ezt az eredményt és annak bizonyitdsat.

(Az, hogy V; konvex, kompakt halmaz, és V, linedris altér kénnyen lat-
haté. A Vo NV = 0 relacié azért igaz, mert ha létezne £ € Vy NV fliggvény,
akkor lenne olyan 7 onfinanszirozé stratégia, amelyre X[ = 0, X5 = ¢
és mivel £ € Vi, P(6 = X§ > 0) =1, P = X§ > 0) > 0, amibdl
kovetkezik, hogy létezik arbitrazs stratégia.) Azt éllitom, hogy egy ilyen
¢ linearis funkcional alkalmas konstansszorosa a P mértékkel ekvivalens P*
martingdl mértéket hatdroz meg.

Abbdl, hogy £(£) > 0 minden & € V; fiiggvényre kovetkezik, hogy az ¢
funkcionalt meghatdrozo qi, . . ., & konstansok mindegyikére ¢; > 0. Valéban
véve valamelyik 1 < j < k indexet és definidlva azt a ; fliggvényt, amelyre
&i(wy) = #ij és ;(w) =0, ha l # j, azt kapjuk, hogy & > 0, és E¢; = 1,
ezért & € Vy, tehat ((§;) = Pfij) > 0. Ez azt jelenti, hogy az ¢ lineéris
operatort megszorozva alkalmas konstanssal egy a P valdszintiségi mértékkel
ekvivalens P* mértéket kapunk.

Tovabba, mivel az ¢ funkciondl értéke nullaval egyenlo a V, altéren azt is
tudjuk, hogy E* X}, = 0 minden olyan 7 onfinanszirozo stratégidra, amelyre
XJ = 0. Azt &allitom, hogy ebbdl kovetkezik, hogy P* martingdl mérték.
Jegyezziik meg, hogy ha P* martingal mérték, akkor a 9.1.7 Lemma alapjan
teljestil az E* X}, = 0 azonossag minden olyan onfinanszirozé m stratégiara,
amelyre XJ = 0. Azt allitom tehat, hogy ez a tulajdonsdg nemcsak sziikséges,
hanem elégséges feltétele is annak, hogy P* martingal mérték legyen.

Azt kell belatni, hogy ezen feltételek teljesiilése esetén g—z, 0<n<N,
martingdl a P* valdszintiségi mérték szerint. Felhaszndlva a jegyzet Ap-
pendixében szereplé A.2.30 Allftast elég belatni azt, hogy tetszéleges 7: Q —
{0,..., N} megalldsi id6 esetén

S S0
Erl=Z -2 ) =o. 3
(- 3) ®
Ezt az azonossagot gy latjuk be, hogy minden 7: Q — {0,..., N} megdllasi
id6 esetén konstrudlunk olyan m = m, Onfinanszirozé stratégiat, amelyre
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EXF = 0, és az E*X}, = 0 azonossig ekvivalens a (3) reldciéval ezzel a
7 megallasi szaballyal.

A kovetkezo modon konstrualjuk ezt a w onfinanszirozoé stratégiat. Legyen
a nulla idopontban 1 részvényiink és —g—‘; kotvénytink. Ekkor X7 = 0.
Varjunk a 7 idépontig, akkor adjuk el a részvényiinket, és a kapott pénzen
vegylink kétvényt. Ez azt jelenti, hogy az n < 7 idopontokban 1 részvényiink
és —g—g kotvénytink van, mig a 7 < n < N idépontokban nulla részvénytink és
S g—‘; kétvényiink van. Képletben kifejezve olyan m = (8, 7,), 0 <n < N,

st}atégiét kovetiink, amelyben

Sy So
= B_TI{n>T} - §07 Tn = I{”ST}’

Bn
Nem nehéz beldtni, hogy ez a 7 stratégia onfinanszirozo, és mivel XJ = 0,
ezért X € V. Igy ((XT) =0, és E*XT = 0. Ez azt jelenti, hogy

0= E*X}\rf = E*(ﬁNBN + ’}/NSN>

S, So
= F —1I —— | B I — )
((BT (N>7} Bo> N+ {TN}SN)

Mivel Ij;—ny Sy = g—:I{T:N}BN, ezért a fenti azonossag alapjan

S: So S: Sr So
O=F"(|—=—ILnsy——= | B —I,-miBy | =ByE* | ———|.
<(BT {N>7} Bo) N T B. {r=N} N) N (BT Bo>

Innen kovetkezik a (3) reldcid, és a 9.2.1 tételt bebizonyitottuk.

Végiil a 10.1.5 Tétel bizonyitasat targyalom. FEzen eredmény megfogal-
mazasa elott a konyv bevezeti a piac teljességének a fogalmat. Akkor mond-
juk, hogy egy piac teljes, ha minden a piacot definidl6 (€2, A, P) valdszintiségi
mezon definidlt ¢ valdszintiségi valtozohoz létezik olyan 7 oOnfinanszirozé
stratégia, amelyikre X3 = & A 10.1.5 tétel elsé fele azzal a kérdéssel
foglalkozik, hogy egy arbitrazs mentes piac mikor teljes. A 8.2.1 Tétel alapjan
tudjuk, hogy egy piac akkor és csak akkor arbitrdzs mentes, ha létezik rajta
egy a P mértékkel ekvivalens P* martingal mérték. A teljesség jellemzését
ezen P* ekvivalens martingal mérték segitségével adjuk meg. A 10.1.5 Tétel
els6 allitasa, amelyet a konyv ismertetésében 10.1.5.A Tétel alakban fogal-
maztam meg, azt allitja, hogy egy arbitrazs mentes piac akkor és csak akkor
teljes, ha egyetlen a P mértékkel ekvivalens martingal mérték létezik rajta.
Eloszor ennek az allitdsnak a bizonyitasat ismertetem.



A bizonyitdsok ismertetése el6tt megjegyzem, hogy azok kihasznaljak a
kovetkezd két tényt. Ha adva van o-algebrak Fq C --- C Fy C A sorozata és
egy M Fy mérhetd valdsziniiségi valtozd egy (€2, A, P) valdszinliségi mezén,
akkor létezik egyetlen olyan N elemt (Mo, Fo), (My, F1),. .., (My, Fn) mar-
tingdl az (2, A, P) valészintliségi mezén, amelyre My = M. Nevezetesen e
martingdl elemeit a kovetkez6 képlet hatdrozza meg: M,, = E(My|F,) min-
den 0 < n < N indexre. Egy masik eredmény, nevezetesen a 9.1.7 Lemma
szerint, ha P* a P mértékkel ekvivalens martingal mérték egy piacon, és
onfinanszirozé stratégia, akkor az %X,f, 0 < n < N, sorozat martingél a P*
mérték szerint.

Annak bizonyitasa, hogy egy teljes piacon nem lehet két kiilonbozé ekvi-
valens martingdl mérték viszonylag egyszeri. Azt kell belatni, hogy ha P* és
P** két a P mértékkel ekvivalens martingal mérték, és A tetszoleges mérheto
halmaz a piacot meghatdrozé valészintiségi mezon, akkor P*(A) = P**(A).
Innen ugyanis kovetkezik, hogy P* = P**.

Viszont a piac teljessége miatt tudjuk, hogy létezik olyan 7 énfinanszirozo
stratégia, amelyre %X}{, = I4. Kihasznalva, hogy %X;{, 0 <n <N,
martingdl mind a P* mind a P** mérték szerint, felirhatjuk, hogy P*(A) =
E'ly = E* {2 X} = E*X§ = X7, & P™(A) = E"[y = E" {2 X} =
E*XT = X7, Ezért P*(A) = P*(A). (A fenti szdmolasban felhasznaltuk,
hogy P* és P** a P mértékkel ekvivalens mértékek. Ebbdl kovetkezik ugyan-
is, hogy a X[ valdszinliségi valtozo, amely 1 valészintiséggel konstans a P
mérték szerint 1 valdsziniiséggel egyenlo ugyanezzel a konstanssal a P* és
P** mértékek szerint is.)

A kovetkez6 1épésben azt bizonyitjuk be, hogy ha a piacon egyetlen a P
valészintiségi mértékkel ekvivalens P* martingal mérték 1étezik, akkor a piac
teljes. Ennek érdekében el0szor a kovetkezo allitast bizonyitjuk be.

Vezessiik be a kovetkez6 V, halmazt az w téren definidlt fiiggvények terén:

Vo ={¢: Q— R| E*¢ =0},
Azt allitom, hogy adott feltétel teljestilése esetén Vo, = V), ahol a a V, halmazt
az (1) formuldban definidltuk. Az, hogy Vy C Vs kivetkezik a 9.17 lemmabol.
Azt fogom bebizonyitani, hogy ha V, # V,, akkor létezik R # P* a P
mértékkel ekvivalens martingdl mérték.

Ehhez azt kell megmutatni a 9.2.1 Tétel bizonyitasdban igazolt allitasok
alapjan, hogy ha a P* martingal mértéket a P*(w;) = ¢;, 1 < j < k, for-
muldk hatarozziik meg, akkor létezik olyan r = (ry,...,r;) vektor, amely-
re (r,{(w)) = Z?Zl r;i&(w;j) = 0 minden { € V, vektorra, r; > 0 minden
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1 < j < k indexre, és a ¢ = (q1,...,qx) és v = (r1,...,r) vektorok nem
parhuzamosak, azaz nem létezik olyan ¢ konstans, amelyre r; = cq; minden
1 < j < k indexre.

Vegyiik észre, hogy abbdl, hogy Vo # V), kovetkezik, hogy 1étezik olyan
z = (z1,...,2k) € Vo vektor, amely meréleges Vy altérre, azaz (z,&(w)) =
> 26(w;) =0, ha & = (§(wn), - -, E(wr)) € V.

Legyen € > 0 egy elég kicsi szam, r; = g; +ez; minden 1 < j < k indexre,
és legyen r = (r1,...,r;). Ekkor r; > 0, mert ¢; > 0, és az ¢ > 0 egytiitthaté
elég kicsi minden 1 < j < k indexre, (r,{(w)) = (q,&(w)) +e(z,&(w)) =0, ha
&(w) € Vo. Az 1 és q vektorok nem parhuzamosak, mert (g, z) = 0, azaz q és
z meréleges vektorok. Az utolsé azonossag azért igaz, mert (q,&) = E*¢ =0
minden & € V, vektorra, és z € V,. Ez azt jelenti, hogy az r = (r1,...,7%)
vektor teljesiti a kivant tulajdonsagokat, ezért Vy = V), feltételeink teljesiilése
esetén.

A Vy =V, azonossag segitségével konnyen belathatjuk a piac teljességét.
Ebbdl az azonossaghdl kovetkezik, hogy minden olyan valészintiségi n val-
tozéra, amelyre E*n = 0, 1étezik olyan 7 onfinanszirozé stratégia, amelyre
X3 = n. Masrészt egy ¢ = c konstans valdszinliségi valtozéhoz definidl-

hatunk egy trividlis onfinanszirozé stratégiat a @ = (8°,12), B, = B
¥, = 0 minden 0 < n < N indexre képletek segitségével, és erre a stratégidra
X}{,O = c¢. Mivel tetszéleges valoszinliségi véltozot felithatunk & = n + ¢

alakban, ahol n = & — E*¢, ezért Enp = 0, és ¢ = E*¢, innen kovetkezik
€ = X7 an’ =+ n° onfinanszirozé stratégisval, ahol n = X%, E*¢ = X%,
alkalmas 7 és 7° onfinanszirozé stratégidkkal.

Targyalom a 10.1.5 Tétel masodik felének a bizonyitdsat is, amelyet a
konyv ismertetésében 10.1.5.B Tétel néven fogalmaztam meg. Ez az ismer-
tetéstdl kissé eltéré megfogalmazasban a kovetkezot mondja.

10.1.5.B Tétel. Tekintsink eqy arbitrazs mentes piacot eqy a P valoszini-
ségi mértékkel ekvivalens P* martingdl mértékkel. Ekkor az az dllitds, hogy
a piac teljes ekvivalens az alabbi (A) dllitassal.

(A) Tetszbleges (M, Fr, P*)o<n<n martingdl elddllithato

. Sk Sk—1
Mn:MO+Z%<—— ) n=1.. .N, (4)
— B B

alakban, ahol a ~,-ek F,_1-mérhetd valdsziniiségi vdltozék, (n =1,...,N ).

Lassuk be eldszor azt, hogy a teljességbdl kovetkezik a a (4) formula.
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Legyen adva egy My, ..., My martingdl, és vegyiink olyan m = (8, 7),

n = 0,..., N, onfinanszirozo stratégiat, amelyre My = ﬁ. Mivel mind az
. T . , .
M,,n=0,1,..., N, mind az )é—, n=20,1,..., N, sorozat martingal, innen
n

kovetkezik, hogy

X3 X

i) =5 (55 7) = 3
minden n = 0,1,..., N indexre, ahonnan M, — M, = % — );’WL:, n =
1,2,...,N. Mivel 7 onfinanszirozd stratégia, ezért bizonyos algabrai 6ssze-

fiiggéseket irhatunk fel a B—W — Za-1 — kifejezés kiszamoldsandl. Nevezetesen,
mivel X = BI'B, + 7Sy, és X,’{ 1 = BrBn_1 4+ ] Sn—1 az onfinanszirozo
tulajdonsag miatt, ezért

ﬂ . X777,r— ﬂ B =+ IYWS B;{Bn—l + ’Y;{Sn—l

M, — M, =
! Bn anl Bn anl
o T & . Snfl
- Bn anl
minden n = 1,2, ... indexre, ahonnan

g Sk Sk—l)
My=My+S Ar (2F - .
’ ;% (Bk By
Ez azt jelenti, hogy a (4) formula érvényes.

Megmutatjuk, hogy az (A) tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy a piac teljes.

Adva egy & valdszinliségi valtozo, tekintsiikk azt az M, ..., My martin-
galt, amelyre My = %. Ekkor M, = E* (i‘}") minden n = 0,1,
.,IN indexre. Tudjuk, hogy minden 7 Onfinanszirozé stratégiara az BW, n=
0, 1, ..., N, sorozat martingdl a P* mérték szerint. Olyan 7 onfinanszirozo
stratégiat keresiink, amelyre X% = ¢, azaz % My . Ez viszont csak ugy
lehetséges, ha —ﬂ = M, minden n = 0,1,..., N indexre. Felhasznaljuk, hogy
az M,, n =1, 2 , N, martingal eleme1 a (4) formula alapjén
- Sk Sk
M, = My + fyk( , n=1,...,N,
0 Z Br By

alakban irhatéak v Fj_1 mérheto valdszintiségi valtozokkal.
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A keresett m = (87,~F), n = 0.1,..., N onfinanszirozé stratégiat ugy kell

valasztani, hogy M, — M, = v, <}3—" — g”—:ll = % — )];’7{:. Viszont az
el6z6 részben végrehajtott szamitasokban megmutattuk, hogy

XXy o (Se S
ezért ez csak ugy lehetséges, ha 77 = 7, minden n = 1,2,..., N indexre.
Annak érdekében, hogy biztositsuk az M, = % azonossagot minden n =

0,1,..., N indexre definidljuk a = = (87,~7), n = 0,1,..., N, stratégiat a
kovetkezé modon.

S
ﬁg:Mme[T)r:Ou éSBZLr:Mn_’VnB_a’V;::’YmhalSnSN

Vegyiik észre, hogy

Sn Snfl
T — Mn— Mn — Mn— — YnJ — n—1 " "In )
B 1+ ( 1) = B, L

mivel M,, — M,,_1 =7, <% — ng) a (4) feltétel szerint, ezért a B € F,_4

relaci6 is teljesiil. Tudjuk, hogy X% = ByMpy = &, ezért a kivant Aallitas
bizonyitasahoz azt kell még megmutatni, hogy a 7 stratégia onfinanszirozo.
Ezt ugy latjuk be, hogy ellendrizziik a B,,_1ABr +.S,,_1 Ay = 0 azonossagot.

anlAﬁg + SnflAsz = anl <AMn - A (Vn%)) + SnflA’Yn

Sh Sh

S
= _anl—lA’)/n + SnflA’Yn = 0.
anl

A kivant Aallitast beldttuk.



Kiegészités
Belatjuk a konvex analizisnek a 9.2.1 Tétel bizonyitasaban felhasznalt
eredményét. Ez a kovetkezot mondja.

Tétel. Legyen adva az R* Euklideszi téren valamely k > 1 szdimmal egy
konver kompakt K C RF halmaz, és az RF tér valamely L lindris altere,
amelyekre K N L = (. Ekkor el tudjuk vdlasztani a K halmazt és az L
linedris alteret eqy az R* téren definidlt linedris funkciondl segitségével a
kovetkezd értelemben. Létezik olyan ¢(-) linedris funkciondl az R* téren, és
¢ > 0 szam, amelyekre p(x) = 0 minden x € L pontban, és p(x) > ¢ minden
x € K pontban.

A Tétel bizonyitasa az alabbi lemma eredményén alapul.

Lemma. Legyen C konvez, zdrt halmaz az R* Euklideszi téren, amely nem
tartalmazza az origét. Akkor létezik olyan ¢ linedris funkciondl az RF téren,
és olyan ¢ > 0 szdm, amelyekre p(z) > ¢ minden x € C' pontban.

A Lemma bizonyitdsa. Elészor azt 1atjuk be, hogy az {|z|: x € C} szdmok
halmazénak van (pozitiv) minimuma, ahol |z| az x vektor hosszét jeloli az
Euklideszi norma szerint. Valéban, a C, = C N {z: |z| < r} halmaz nem
tires kompakt halmaz elég nagy r > 0 szamra, ezért az |z| folytonos fiiggvény
felveszi a minumudat valamely z € C, pontban a C, halmazon. De nem nehéz
belatni, hogy a |z| = min{|z|: = € C} reldcié is teljesiil.

Mivel a C' halmaz konvexitdsa miatt Ax + (1 — A)z € C minden =z € C
pontra és 0 < A < 1 szamra, ezért

Az + (1= N)2|* > |2,
vagy ami ezzel ekvivalens
M2, z) + 201 — M\)(z,2) + (1 = N\)*{(2,2) > (2,2)

minden z € C pontra és 0 < A < 1 szamra. Ezt az egyenl6tlenséget
atrendezve és \-val osztva azt kapjuk, hogy

2(1 — M)z, 2) — 2(z,2) + A((z,z) + (2,2)) > 0.
Innen A — 0 hataratmenettel kapjuk, hogy

(x,2) > (2,2) = |z[2 >0
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minden x € C vektorra. Ez azt jelenti, hogy a lemma allitdsa érvényes a
o(z) = (z, ) linedris funkciondllal és a ¢ = |z|* szammal.

A tétel bizonyitdsa. Definialjuk a
C=K-L={x: x=k—Ivalamely k € K és | € L vektorokkal}

halmazt.

Azt allitom, hogy C' konvex, zart halmaz, amely nem tartalmazza az
origoét, azaz teljesiti a lemma feltételeit. Az, hogy C' konvex halmaz, és nem
tartalmazza az origdt konnyen lathatd. Az, hogy zart halmaz, kovetkezik az
aldbbi érvelésbal.

Tegyiik fel, hogy =, = k, —l, — vy, y € R, ha n — oo valamely
k., € K, 1, € L sorozatra. A K halmaz kompaktsdga miatt létezik olyan n;
indexsorozat, amelyre k,, — k, ha j — oo valamely k € K vekorra. Ekkor
ln; = k—y,ha j — co. De ekkor [ = k —y € L az L halmaz zartsaga miatt.
Ezért y =k — 1 € C, tehat C zart halmaz.

A lemma alapjén létezik olyan ¢ linedris funkciondl az R¥ térben, amelyre
o(x) = p(k—1) > cminden k € K ésl € L vektorra valamely ¢ > 0 szdmmal.
Azt éllitom, hogy innen kovetkezik, hogy ¢(I) = 0 minden [ € L vektorra.
Valéban, tegyiik fel, hogy ¢(l) > 0 valamely | € L vektorra. Ekkor vegyiink
egy k € K vektort és A > 0 szamot. A ¢(k — Al) = p(k) — Ap(l) > ¢ >0
egyenldtlenségnek teljestilnie kellene. Ez azonban nem lehetséges, ha a A > 0
szdmot elég nagyra valasztjuk. Hasonléan ¢(l) < 0 szintén nem lehetséges.

Tehét a lemma segitségével konstrualt ¢ linearis funkcionalra ¢(l) = 0,
hale L, és p(k) >c>0,hake K. A tételt belattuk.
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