Feladatok:

1)

Legyen (X,,F,), n=0,1,..., N, martingal, (,, n =1,..., N, olyan valdsziniiségi
valtozok sorozata, amelyekre (,, F,,—1 mérhetd. Legyen

Yo = Xo, Yn:Yn—1+Cn<Xn_Xn—1)7 n=1,...,N.

Mutassa meg, hogy (Y,, Fn), n =0,1,..., N, martingal.

Legyen adva egy piac B,,, n =0,1,..., N, aru kotvényekkel és S,,, n =0,1,..., N,
aru részvényekkel. Tekintsiink egy m = (Bn, ), n = 1,..., N, stratégiit, ahol
Bn az n — 1-ik napon vett kotvények és -, az n — 1-ik napon vett részvények

szama, és ezek JF,,_1 mérhet6 valdszintiségi valtozok, n = 1,..., N. Legyen ez a 7
stratégia onfinanszirozo, azaz ne csak az X = 3,8, + 7,5, hanem az X | =
BrnBn—1+ YnSn—1 azonossag is teljesiiljon, n = 1,..., N. (X7 a vagyonunk értéke

az n id6pontban.) Mutassa meg, hogy

X Koo (S Seer)
Bn Bn—l —n Bn Bn—l ’ I

Mutassa meg az el6z6 eredmények segitségével, hogy ha 7 onfinanszirozd stratégia,
/ . 7’ XTr . . ’
és 3;_27 n=20,1,..., N, martingdl, akkor BN = 0,1,..., N, is martingal.

Legyen adva egy diszkrét idejii binaris piac B = (B,,) kotvényekkel, S = (S,,) rész-
vényekkel és N kereskedési idéponttal, {r, } kamatlabakkal, {a,}, és {b,} egyiitt-
hatékkal, és {p,} valésziniiségekkel, amelyek teljesitik a kovetkezé feltételeket.

rn>—1, —1<a, <b, mindenn =1,..., N esetén.

A kotvény arfolyamara teljesiil a
B,=01+r,)By,-1, n=1,...,N,

egyenloség.

(c) A részvény S = {5, }2_, arfolyama kielégiti az

Spn =0+ pn)Sn-1, n=1,...,N,

egyenl6séget, ahol adva van egy Sy (determinisztikus) szdm, és p,, olyan val6szintiségi
véaltoz6, amelyre p, = a, vagy pn = bn, és pp = P(pn = bp) = 1 — P(p, = an),
O<p,<l,m=1,...,N.

(d)

Igy tudunk tekinteni egy olyan (2, A.P) val6sziniiségi mezét, ahol az elébb definislt
Sn, n = 0,...,N, részvényarfolyamok definidlva vannak. Ez egyben egy (B, S)
diszkrét ideji binaris piac definicidjat is jelenti.

Legyen a,, < r, < b, minden 1 < n < N indexre.

Feltessziik tovabba, hogy P(p1 = z1,...,pn = xxy) > 0 minden olyan (x1,...,zyN)
sorozatra, amelyre x,, = a,, vagy z,, = b,, minden 1 < n < N indexre.
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Definidljuk a P* mértéket ugyanazon az (€2,.A) téren, ahol a diszkrét idejli bindris

piacot meghatarozé P mértéket definidltuk ugyanazon {r,} kamatlabak, {a,}, és

{bn} egyiitthaték segitségével, csak a {p,} valészinliségeket helyettesitsiik a p! =

Z":Z" n=1,2,..., N, valészinliségekkel, és legyen
P*(pn:bn)zl_P*(pn:an):p:w nzla"'vNa

valamint legyenek a pq,..., py valdszinliségi valtozok fiiggetlenek a P* mérték sze-

rint.

Megjegyzem, hogy ez azt jelenti, hogy a P* mérték azon (x1,...,xzyN) sorozatokra
van koncentralva, amelyekre x,, = a vagy x, = b,, n=1,..., N, és

Pr({(ar,...,an)) = ] »n ] @-20h)

1<n<N 1<n<N
Tpn=bn Tn=0n

Mutassa meg, hogy az igy definidlt P* mérték a P valdsziniiségi mértékkel ekvi-
valens martingal mérték.

Szorgalmi feladat: Mutassa meg, hogy P* az egyetlen a P valdszinliségi mértékkel
ekvivalens martingal mérték.

3.)

Legyen adva véges sok Xj,..., Xy valdszinliségi valtozd, amelyekre E|X;| < oo
minden 1 < n < N indexre. Tudjuk, hogy ha ezek a valdszintiségi valtozdk martin-
galt alkotnak, akkor FX, = F X, minden 7 megéllasi szabalyra. (Természetesen
feltessziik, hogy P(t < N) = 1). Bizonyitsuk be ezen allitds megforditasit, neve-
zetesen azt, hogy amennyiben FX, = EXy minden T megallasi szabdlyra, akkkor
az Xq,..., Xy valészinliségi valtozék martingalt alkotnak.

Segitség. Fogalmazzuk meg a martingal tulajdonsagot integralazonossagok segitsé-
gével. Ezutan tekintsiink tetszéleges 1 < n < N indexet és B(X7, ..., X,,) mérhetd
A halmazt. Vegyik a 71 = n és 1o megdllasi szabalyokat, ahol 7o(w) = n, ha
wé¢ Aés m(w)=n+1, hawe A Mit tudunk &llitani ezen megallasi szabalyok
segitségével?

A kovetkez6 feladat célja megmutatni, hogy bizonyos esetekben explicit médon ki
tudjuk szamolni a feltételes eloszast.

Legyen adva két £ és n valészintliségi valtozo, amelyek egyiittes stlirtiségfiiggvénye
egy ji X v szorzatmérték szerint az R? téren h(w,y), azaz

P((&,n) e A) = / h(z,y)p( dz)v( dy) minden Borel mérheté A C R? halmazra.
A

Ekkor n sﬁrﬁségﬁiggvénye a v mérték szerint g(y) = [, h n u(dz), azaz P(n €
= 5 9(y)v(dy) minden B C R Borel merheto halmazra A ¢ valoszintiségi
valtozo felteteles strtiségfiiggvénye feltéve az 1 valdszintliségi valtozo értékét
h(z,y)
f(zly) = ,
9(y)



azaz P(§ € C|ln =vy) = [ f(z|y)u(dr) minden C' € R halmazra.

Szorgalmi feladat E(u(§,n)ln = y) = Ju(z,y)f(zly)p(dz), ha Elu(g, n)| < cc.
5a) Legyen X és Y két valdszintiségi valtozé, amelyekre EX? < oo, EY? < oo, és
legyen F olyan o-algebra, amelyre X F mérhetd. Mutassa meg, hogy

E(Y?|F)=E(Y - X)}|F) +2XE((Y — X)|F) + X%

5b) Mutassa meg a fenti azonossdg segitségével, hogy ha (X, F,), n = 1,2,..., mar-

tingdl, amelyre EX?2 < oo minden n indexre, akkor (X2, F,), n = 1,2,..., szub-
martingal.

5c) Mutassa meg, hogy ha (Xn,fn), n = 1,2,..., martingdl, akkor (|X,|,F,), n =
1,2,...,vagy (X;F,F,), n=1,2,..., ahol X,/ = max(X,,,0) szubmarting4l.

Tanultuk, hogy, ha (X,,F,), n = 0,1,... olyan martingdl (altaldnosabban olyan
szub vagy szupermartingdl), amelyre sup,, E|X,| = K valamely K < oo konstanssal,
akkor X,, — X valamely X valdsziniiségi véltozéra 1 valdsziniiséggel. Tovabba E|X| <
K. (Lasd Kevei Péter jegyzete 8. oldalan Doob martingal konvergenciatételét.)

Tudjuk tovabbé, hogy ha adva van og-algebrak névekvo
FoCFLC-CFpC-ev

sorozata, és egy X, F|X| < oo valdsziniiségi véltozo, akkor az X, = E(X|F,), n =
0,1,... valtozokra az (X,,F,), n = 0,1,..., sorozat martingdl. Arra vagyunk kivén-
csiak, hogy melyek azok az (X,,,F,), n = 0,1,..., martingdlok, amelyekre létezik az
X =lim X,, limes 1 valdszintiséggel, és X,, = E(X|F,,) minden n = 0,1,... indexre.

6.) Legyen (X,,Fn,), n = 0,1,... olyan martingél, amelyre létezik olyan X, F|X| <
oo, valdszinliségi valtozo, amelyre az X, sorozat L; normaban konvergal az X
véltozéhoz, azaz lim, . F|X, — X| = 0. Mutassa meg, hogy ekkkor X, =

E(X|F,), n = 0,1,2,..., és X Fo mérhet6 valdsziniiségi viltozd , ahol F a
Fny,n = 0,1,..., o-algebrak altal generalt, azaz az Oket tartalmazd legsziikebb
o-algebra.

Segitség. Legyen B € F,. Ekkor [ X, dP = [, X dP, mert

/XndP:/XNdP, ha N > n, és hm XNdP /XdP
B B

7.) Legyen Fy C F; C --- C F, C --- o-algebrdk novekvé sorozata, F., az dltaluk
generalt o-algebra. Ha X és Y két F, mérhets valésziniiségi valtozd, E|X| < oo,
E|lY| < oo, E(X|F,) = E(Y|F,) 1 valészintiséggel minden n = 0,1,... indexre,
akkor X =Y 1 valészintiséggel.

Segitség. Legyen pu(A) = [,(X —Y)dP. Ekkor u(A) = 0 minden A € F,, n =
0,1,..., halmazra. Ezutadn hivatkozzunk a mérték kiterjesztésének egyértelmiisé-
gére az Fo, o-algebrara.



8.)

10.)

11.)

12.)

13.)

Legyen Fy C F1 C -+ C F, C --- o-algebrdk novekvo sorozata, és F., az alta-
luk generalt o-algebra. Legyen X F,, mérheté valészintiségi valtozo, E|X| < oo,
és legyen X,, = FE(X|F,). Mutassa meg, hogy az X, sorozat konvergdl az L,
norméaban és majdnem mindeniitt az X valdszinliségi valtozéhoz.

Segitség. Léssuk be, hogy E|X,| < E|X| < oo minden n = 0,1,... indexre.
Tovébba tudjuk, hogy (X,,Fn), n = 0,1,2,..., martingdl. Ezért, a tanultak
alapjan X,, — Y majdnem mindeniitt valamely Y valdszintiségi valtozohoz, amely-
re E|Y| < E|X|. Tovabba mutassuk meg, hogy mivel X,, = E(X|F,,), ezért az X,
sorozat L1 normaban is konvergal. Innen, és az el6z6 feladatok eredményeibol
kovetkezik, hogy X = Y. Az L; normaban val6 konvergencia bizonyitasanak
érdekében mutassuk meg, hogy E|X,|I(|X,| > K) < IE|X|I(|X,] > K) < ¢
minden n = 0,1,... indexre és € > 0 szamra, tovabbd E|Y|I(|X,| > K) < ¢, ha
K > K(¢), mert a P(|X,| > K) valdésziniiség nagyon kicsi nagy K > 0 szdmra.
Innen és az X,, — Y majdnem mindeniitt relaciobdl kovetkezik az allitas.

Egy igazsagos kaszinéban, tétiinket duplazva addig jatszunk, amig biztosan nem
nyeriink egy forintot. Azaz X,, n = 1,2,..., n idopontbeli nyereményiink a
kovetkezoképp valtozik. Legyenek Yy, Y7, ... fliggetlen valdszintiségi valtozok, ame-
lyekre P(Y,, = 1) = P(Y,, = —1) = 2, n = 0,1,..., és definidljuk az X; = Yy,
X1 = Xo +2"Yo I x, <0y, n = 1,2,..., valészintiségi véltozdkat, ahol 4 az A
halmaz indikatorfiiggvényét jeloli.

Mutassa meg, hogy (X, Fn), ahol F,, = o(Yp,,...,Y,_1) martingdl. X,, — 11

valészintiséggel, ha n — oo, de az X,, sorozat nem konvergdl L; norméaban, ha
n — oo.

Legyen (X, Z) kétdimenziés normadlis eloszlasu véletlen vektor, EX =0, EZ = 0.
_ EXZ _ (EXZ)? EXZ\?
Mutassa meg, hogy E(X|Z) = %557, 2E(XQIZ) = EX? - S+ (5%) 722,
E((X - E(X|2))*|Z) = EX? — (EgZZZ) . (Vegyiik észre, hogy az utols6 formula,
amelyben X feltételes szorasngyzetét szamoltuk ki feltéve Z értékét, nem fiigg Z

aktudlis értékétél.)

Segitség. frja az X valészinliségi valtozot X = aY + Z alakban alkalmas o kon-
stanssal agy, hogy Z az Y-tdl fiiggetlen normalis eloszlasu valészintiségi valtozo.

Legyenek 0 <t <ty < --- < t,, valés szdmok. Mutassa meg, hogy 1étezik olyan
(C1,--.,Cn) n-dimenziés normaélis eloszldsi valdszintiségi vektor, amelyre E¢; = 0,
1 < j <n, B¢ = min(tj,t;), 1 < j,k < n. (Segitség: Konstrualja meg a
¢; — j—1 valdszintiségi valtozdkat, ahol ¢y = 0.)

Legyen W (t), 0 < t < oo, Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy minden a > 0

szamra \%W(at), 0 <t < oo, Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy tW(}),

0 <t < oo, W(0) =0, Wiener folyamat.

Legyen ¢ normalis eloszldst valdszintiségi valtozé nulla varhaté értékkel és o?

szérasnégyzettel. Mutassa meg, hogy Eelé = e’ /2 minden t valés szémra. Legyen
W (t), t > 0, (standard) Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy Z(t) = etV ()—a’t/2

sztochasztikus folyamat az F; = B(W(s), s < t) o-algebrakkal, ¢ > 0, martingél



minden « valds szamra.

14.) Lattuk, hogy alkalmazva az It6 formulat az W (¢ fo 1dW (s) kifejezésre ki tudjuk
szamolni az fo (s) dW (s) integralt. Blzonyltsuk be hasonl6 moédon, hogy

/Ot W?2(s)dW (s) = —W3 / W(s
/Ot W3 (s) dW (s) — %W‘*(t) - g/ot W2(s) ds

A kovetkezé feladat Kevei Péter jegyzetének a 7. példdjaban targyalt exponencialis
Brown mozgashoz, azaz a dX(t) = puX(t)dt + o X (t) dW (t) sztochasztikus differen-
cidlegyenlet megolddsdhoz kapcsolédik. Ott az It6 formulat alkalmaztuk az f(X(¢))
figgvényre f(x) = logx valasztdssal, és ez azt adta, hogy a tekintett sztochasztikus

és

differencidlegyenlet megolddsa az X (t) = X (0)exp{oW(t) + (u — %Q)t} fiiggvény. A
jegyzetben targyalt szamolas segitett megtalalni a megoldast, mégsem tekintheto teljes
értékill indokldsnak, mert az It6 formuldban az egész szamegyenesen definialt kétszer
folytonosan differencidlhaté f(x) fliggvényt kell vélasztani, az f(x) = logz fiiggvény
pedig nem ilyen, s6t nem is egészitheto ki ilyen fiiggvénnyé. Megjegyzem, hogy ez a
probléma azzal fligg 6ssze, hogy a nem az origébdl kiinduld exponencialis Brown mozgés,
mint a ra adott megoldds mutatja, nem veszi fel soha a nulla értéket, de ezt kozvetleniil
nem latjuk.

15a.) Bizonyitsa be az It6 formula segitségével, hogy az

X(0) = exp(U(0)} = exp {aW(0) + (1 - Gt

sztochasztikus folyamat, ahol U(t) = oW (t) + (1 — %z)t kielégiti a dX (t)
pX(t)dt + o X (t) dW(t) sztochasztikus differencidlegyenletet az X (0) =
hatérfeltétellel.

15b.) Az el6bb definidlt X (¢) és U(t) folyamatokra

1

1 1, .
d (X(t)) = xglle® —wdt = odw (1)

15¢c.) Legyen Z(t) megolddsa a dZ(t) = pZ(t)dt + ocZ(t) dW (t) sztochasztikus dif-
ferencidlegyenletnek. Mutassa meg, hogy

1 dZ(t) 1 2 2(1) .
1(520) = S+ 20 (5 ) - gy de =0

ezért Z(t) = Z(0) exp{oW (t) + (n — %2)15}



