KALMAN-FELE SZUROK

1. A probléma megfogalmazasa.

E jegyzet témaja az ugynevezett Kalman-féle sziir6k vizsgalata. A feladat a kovetkezo.
Adott egy z(0),x(1),..., tobb véltozos (egyiittesen) normadlis, mas néven Gauss el-
oszlasu véletlen vektorokbol 4ll6 sorozat, amelyet valamely rendszer produkal. Ugy
képzelhetjiik el, hogy azn, n = 0,1, ..., id6pontban a rendszer generél egy z(n) véletlen
vektort. Ezeket az x(n) véletlen vektorokat kozvetleniil nem tudjuk megfigyelni, csak
ezeknek valamilyen sziirén keresztiil el6allitott y(0),y(1),... traszformaltjait. Az a fel-
adat, hogy egy adott n idépontban adjunk minél jobb becslést az m id6é mulva megjelend
z(n+m), m > 1, vektor értékére az y(0),y(1),...,y(n) véletlen vektorok értékeinek az
ismeretében.

Pontosabban, részletesebben, megfogalmazva a feladat a kovetkezo: Tekintsiik az
alabbi rekurziv médon definidlt sorozatokat:

z(n) =®(n —1z(n—1)+e(n—1), n=12,...,
y(n) =H(n)x(n) + n(n), n=0,1,2,..., (1.2)

ahol z(n) és e(n) p-dimenziés (oszlop) vektorok, y(n) és n(n) g-dimenzids véletlen
(oszlop) vektorok, ®(-) és H(:) p x p illetve g x p méretii martixok, €(1),&(2),... és
n(0),n(1),... egymastdl is fiiggetlen, fiiggetlen, nulla varhaté értékii normalis eloszlasu
véletlen vektorokbdl 4ll6 sorozatok, amelyeknek a kovariancia matrixai

Ee(n)e(n)* =Q(n), n=0,1,..., (1.3)
Enn)n(n)* = R(n), n=0,1,...,

valamely az n indextdl fiiggd p X p és ¢ X ¢ méretli (pozitiv szemidefinit) matrixok.
(Emlékeztetek arra, hogy £(n) és n(n) oszlopvektorok. A x jel egy vektor vagy matrix
konjugaltjat fogja jelenteni a tovabbiakban.) Ezenkiviil adva van egy p-dimenziés, nulla
varhato értékdi x(0) normalis eloszlast (kiindul6) véletlen vektor ismert 3(0) kovariancia
matrix-szal, amely fiiggetlen az €(0),e(1),... és n(0),n(1),... véletlen vektoroktdl.

Ilyen médon az (1.1) képlet definidlja az x(n), n = 0,1, ..., sorozatot, az (1.2) for-
mula pedig az y(n), n =0, 1,..., sorozatot. Tegyiik fel, hogy ismerjiik az (1.1) és (1.2)
formulaban szereplé ®(n) és H(n) matrixokat valamint az (1.3) és (1.4) képletekben
szereplé Q(n) és R(n) kovariancia métrixokat minden olyan n indexre, amelyekre ezek
definidlva vannak. Ezenkiviil ismerjiikk a kiindulé x(0) vektor Ez(0)x(0)* kovarian-
cia matrixat is. Minket az x(-) véletlen vektorok értéke érdekel. Egy n idépontban
meg akarjuk becsiilni az x(n + m) véletlen vektor értékét valamely n + m idépontban,
m > 1. Az n idépontig megfigyeléseket tesziink, de nem tudjuk magukat az z(-) véletlen
vektorokat megfigyelni, csak ezek ‘hibaval terhelt’ transzforméltjait, az y(0),...,y(n)
véletlen vektorokat. Feladatunk az x(n + m) véletlen vektor optimélis becslése az
y(0),...,y(n) véletlen vektorok ismeretében.

Az éltalanos elmélet szerint ez a kérdés ekvivalens az E(z(n + m)|y(0),...,y(n))
feltételes varhat6 érték kiszamitasaval. Mivel (egyiittesen) normaélis eloszlasi vek-
torokkal dolgozunk ez a valdszintiségszamitasi probléma atfogalmazhaté a kovetkezo
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moédon. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket. Legyen H,, az Lo(S2, A, P) Hilbert térnek
az z(0), €(0),..., e(n), n(0),..., n(n) vektorok koordindtdinak linedris kombinaciéibdl
allé altere, ahol (2, A, P) az a valészin{iségi mezd, ahol az altalunk tekintett valészintisé-
gi valtozdk ‘élnek’, a skalar szorzatot pedig a szokdsos médon, a (&,n) = E&n képlettel
definidljuk. Legyen M, a H, Hilbert térnek az y(0),...,y(n) vektorok koordinatai
altal kifeszitett altere. (A H,, altér tartalmazza az z(0),...,x(n + 1) és y(0),...,y(n)
vektorok koordinatdit, de dltaldban nem tartalmazza az y(n + 1) vektor koordinétait.)
Ekkor az

E(z(n+m)[y(0),...,y(n))

feltételes varhaté érték megegyezik az x(n + m) vektornak (pontosabban az x(n + m)
vektor minden koordinatajanak) a vetiiletével az M,, altérre. Ez azt jelenti, hogy a
minket érdekld feladat ezen vetiiletek kiszamolasa. Ennek a vetiiletnek a kiszamitasara
ismertetni fogunk egy rekurziv eljarast.

Ha 6sszehasonlitjuk az e jegyzetben vizsgalt feladatot e témakor egy masik eléada-
saban targyalt predikcié elméleti problémaval, akkor lathatunk némi hasonlésagot, de
kiilonbséget is. Jelen esetben vektor értékii sorozat elemeinek a becslését vizsgaljuk,
mig a predikcié elméleti probléméaban skalar értékii valdszintiségi valtozékét. Ennek a
kiilonbségnek azonban nem volt elvi oka. Az analég probléma vizsgalata a predikcid
elméletben is fontos és sokat vizsgalt kérdés. Ennek targyaldsa azonban tobb idot és
energiat kovetelt volna.

Jelen problém&aban nem stacionarius sorozatot vizsgaltunk, és a a megfigyeléseket
nem a —oo hanem a nulla idoponttdl kiindulva tekintettiik. E kiilonbség mogott mar
elvi okok is vannak. A predikcié elméletben felhasznaltuk azt, hogy a feladatot meg
tudjuk fogalmazni a Fourier transzformaltak terében is, és a feladat ilyen atfogalmazasa
hasznosnak bizonyult. A jelen probléma vizsgalatdban az eredeti térben maradtunk,
ahol a statcionaritdsnak nincs jelentosége, ezért érdemes volt a problémat altalanosab-
ban, az n paramétertdl fiiggé ®(n), H(n), Q(n) és R(n) matrixok segitségével megfo-
galmazni. Ezt a kiillonbséget a kétfajta vizsgalat kozott ugy is meg szoktak fogalmazni
az irodalomban, hogy e jegyzet vizsgalataiban a vizsgalt Gauss folyamat allapotteres,
mig a korabban targyalt vizsgalatokban fazisteres leirasat adtuk.

Megjegyzem, hogy egyéb természetes kérdések is felmeriilnek az e jegyzetben vizs-
galt problémaval kapcsolatban, amelyeket itt nem targyalunk. Az egyik ilyen kérdés
az, hogy amennyiben a feladatban tekintett ®, H, () és R matrixok nem fliggnek az
n paramétertdl, akkor milyen feltételek mellett 1étezik az (1.1) és (1.2) feltételt kielé-
gitd staciondrius Gauss sorozat, és hogyan kell megadni egy staciondarius sorozat kezd6
eloszlasat.



2. Az optimalis becslés megadasa.

Ebben a fejezetben ismertetjiik azt az eredményt, amely megadja, hogy hogyan lehet az
1. fejezet problém&jiat megoldani, az ott definidlt projekciot kiszamolni. Az eredmény
megfogalmazasa el6tt bevezetek néhany jelolést.

Jelolje z(n + m|n) az (1.1) képletben definidlt a H(n + m) Hilbert térben levo
x(n 4+ m) véletlen vektor (pontosabban koordinadtdinak) vetiiletét a H(n + m) Hilbert
térnek szintén az elso fejezetben bevezetett M,, alterébe. Hasznélni fogjuk a kovetkezo,
kissé pongyola, de az irodalomban elterjedt jelolést. Azt mondjuk, hogy egy k-dimenzids
z véletlen vektor, z = (z1,...,2;)*, benne van a M,, térben, jelélésben z € M,,, ha
a z vektor minden z; koordinatéjira z; € M,, 1 < j < k. Hasonléan azt mondjuk,
hogy z merdleges a M,, altérre, jelolésben z L M, ha z; L M,, a z vektor minden z;
koordinatajara, 1 < j < k. Alabb megfogalmazom e jegyzet f6 eredményét.

2.1. Tétel. Legyen &(n + m|n) az z(n + m) vektor vetilete az M,, altérre. Ekkor

t(n+mn)=d(n+m—1)z(n+m—1n), ham>1, (2.1)
#(n + 1|n) = U(n)a(nln — 1) + K (n)y(n),

ahol (0| — 1) =0 az n =0 esetben,
U(n)=®(n) — K(n)H(n), (2.3)

K(n) = ®(n)X(n)H(n)*{H(n)S(n)H(n)* + R(n)} L. (2.4)

A (2.4) formuldban szerepld X(n) mdtrizot a kévetkezd rekurziv formuldval szamithatjuk
ki.

YXn+1)=2(n)X(n)®(n)" +Q(n) — K(n){H(n)X(n)H(n)* + R(n)}K(n)*, (2.5)

és X(0) = Ex(0)x(0)*.

1. Megjegyzés. A 2.1 tételben (a K (n) métrix (2.4) formuldban megadott definicijaban)
feltételeztiik, hogy a H(n)X(n)H (n)* + R(n) métrix invertalhaté. A 4. fejezetben el-
magyarazom, hogy hogyan tudunk ettol a megszoritastél megszabadulni.

2. Megjegyzés. A 2.1 tétel megfogalmazésdban szereplé ¥(n) métrixot a (3.7) formula-
ban fogjuk definidlni. Az z(n) véletlen vektor becslése az n—1 idépontban az z(njn—1),
és a becslés hibdja az z(n) — Z(n|n — 1) vektor. Ez a hiba egy nulla varhat6 értéki
normélis eloszldsu vektor, és 3(n) a kovariancia métrixa. A 2.1 tételben az x(n + 1)
vektor Z(n+ 1|n) becslését egyiitt szamoljuk ki e becslés hibajanak ¥ (n+ 1) kovariancia
matrixdval. Az (Z(n + 1|n),X(n + 1)) par kiszamitdsdhoz elég ismerniink az eléz6 1é-
pésben kiszamolt (z(n|n — 1),3(n)) part és az utolsé y(n) megfigyelést. S6t, a 3(n)
matrixokat a megfigyelés megkezdése el6tt, az y(n), n = 0,1,2, ... mintaelemek ismerete
nélkil is kiszdmolhatjuk. Ismerjiik a rekurzié kiindulé ((0|—1), ¥(0)) = (0, Ex(0)x(0)*)
parjat.



A 2.1. tétel megvalaszolja azt a kérdést, hogy hogyan adjuk meg az x(n+m), m > 1,
véletlen vektor optimadlis becslését az y(1),...,y(n) véletlen vektorok ismeretében (is-
merve a ®(n), H(n), Q(n) és R(n) métrixokat is). Ez az &(n+m|n) vektor kiszdmitasat
jelenti. Ha m > 2, akkor a (2.1) képlet segitségével az &(n + m|n) vektor kiszdmitasét
vissza tudjuk vezetni az &(n + 1|n) vektor kiszamitdsara. A Z(n + 1|n) vektort a (2.2),
(2.3) és (2.4) formuldk segitségével n szerinti rekurzidval szamolhatjuk ki, feltéve, hogy ki
tudjuk szamolni a ¥ (n) matrixokat. (Annak érdekében, hogy ezt a rekurziét alkalmazni
tudjuk tudnunk kell azt is, hogy (0| — 1) = 0, és ismerniink kell a 3(0) = Ez(0)x(0)*
kovariancia métrixot.) Viszont a ¥(n) mennyiséget ki tudjuk szamitani a (2.5) formula
segitségével szintén az n valtozo szerinti rekurzidval.

3. A 2.1. Tétel bizonyitasa.

Bontsuk fel az M,, Hilbert teret a M,, = M,,_1 &V, direkt 6sszegre, ahol V,, az M,,_1
altér ortogonalis kiegészitéje az M, Hilbert térben. Ki fogjuk szdmolni az y(n) €
M,, és z(n + 1|n) € M,, vektorok felbontdsat (pontosabban szdlva e vektorok minden
koordindtdjanak a felbontdsit) e vektoroknak az M,,_1 és V), (ortogondlis) alterekre
vett vetiileteinek az Osszegére. Az igy kapott eredményeket a 3.1. lemméaban fogjuk
megfogalmazni.

Annak érdekében, hogy kiszamoljuk az y(n) = H(n)x(n) + n(n) vektor vetiileteit
az M, _1 és V, alterekre vegyiik észre, hogy n(n) L M,,_1. Ez azért igaz, mert n(n)
figgetlen az y(0),...,y(n — 1) valésziniiségi valtozoktdl, ezért minden v € M,,_1 vek-
tortol, és En(n) = 0. Innen kovetkezik, hogy az y(n) vektor vetiilete az M,,_; altérre
megegyezik a H(n)x(n) vektor vetiiletével erre az altérre, azaz egyenl6 a H(n)&(n|jn—1)
vektorral. Ezért

y(n) = H(n)z(njn — 1)+ z(n), HMn)Z(nln—1) € M,,_1 és z(n) € V,, (3.1)

ahol
z(n) = y(n) — H(n)Z(n|n — 1) = n(n) + H(n)(x(n) — 2(n|n — 1)). (3.2)

Mivel z(n + 1) = ®(n)x(n) + e(n), és e(n) L M, _1, ezért az &(n + 1|n) vektor
felirhato

g(n+1n)=z(n+1ln—1) +u(n) = ®(n)z(njn — 1) + u(n),
O(n)z(njn—1) € M,—1 ésu(n) € Vy, (3.3)

ahol u(n) az &(n + 1|n) vektor vetiilete a V), altérre.

Annak érdekében, hogy az u(n) = (u(n,1),...,u(n,p))* vektort kiszdmoljuk ve-
gyiik észre, hogy a z(n) = (z(n,1),...,2(n,q))* vektor koordindtdi generator rendszert
alkotnak a V), altérben. Ez kovetkezik az y(n) és z(n) vektorok kozotti a (3.2) for-
muldban megfogalmazott kapcsolatbdl, a z(n) € V,,, H(n)&(njn — 1) € M,,_; relaciok-
bédl, és abbdl a ténybdl, hogy az y(0),...,y(n) vektorok az M,, az y(0),...,y(n — 1)
vektorok pedig az M, _; alteret generdljak. Ezért az u(n) vektor mindegyik u(n,j),

q
1 < j < p, koordindtéja kifejezheté u(n,j) = > ¢(j,k)z(n,k) linedris kombinacié
k=1



alakban alkalmas c(j, k) egyiitthatékkal. (A c(j, k) egyiitthaték valéjdban fiiggnek az
n paramétertdl is. De az n paramétert rogzitettiik, ezért ezt a fliggést nem jelezziik.)
Szamoljuk ki a ¢(j, k) egytitthatokat.

Rogzitsiink egy j, 1 < j < p, paramétert. A c¢(j, k) egyiitthaték kiszdmoldsa
érdekében vegyiik észre, hogy z(n+1) —Z(n+1|n) L V,. (Valéjdban az erésebb x(n +
1)—Z(n+1|n) L M,, relacio is érvényes.) Ezért felirva az &(n+ 1|n) és x(n+ 1) vektor
Z(n+1n) = (@(n+1n,1),....,2(n+1n,p))* ésx(n+1) =z(n+1,1),...,z(n+1,p))*
koordinétéit azt kapjuk, felhasznalva az &(n + 1jn — 1) L V), és z(n) € V), reldciékat
és a (3.3) formula els6 azonossigat, hogy Fu(n,j)z(n,l) = Ez(n + 1|n,j)z(n,l) =
Ex(n 4+ 1,5)z(n,l) minden 1 < | < ¢ indexre. Ezért az u(n,j) = Zq: c(4,k)z(n, k)

k=1
azonossagot beszorozva z(n, [)-lel, és varhaté értéket véve, azt kapjuk minden 1 <1 < ¢
paraméterre, hogy

q
Ex(n+1,j)z(n,l) = Eu(n,j)z Zc kYEz(n,k)z(n,l), 1<1<q,
k=1

A keresett c(j, k) egyiitthatékat ezen egyenletrendszer megolddsanak a segitségével fog-
juk megkapni.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen C'(j) = (¢(4,1),...,¢(4,9))*, és P(j) =
(Ezx(n+1,j)z(n,1),..., Ex(n+1,j)z(n,q))*. Ezen vektorok segitségével az el6z6 egyen-

letet igy irhatjuk fel:
P(j) = Elz(n)z(n)*]C(j).

Tegyiik fel, hogy az E[z(n)z(n)*] matrix invertdlhat6. EgyelOre csak ezzel az eset-
tel foglalkozunk. Mivel (E[z(n)z(n)*])~! szimmetrikus matrix, ezért az el6z6 egyenlet
alapjan

C()" = P() (Elz(n)z(n)"]) ",
és mivel u(n, j) = C(j)*z(n), innen azt kapjuk, hogy

u(n,j) = C(j)*z(n) = P()* (E[z(n)z(n)*]) " 2(n) minden 1 < j < p indexre.

Azt, hogy ez az azonossig az u(n) vektor minden 1 < j < p koordinatdjira igaz a
kovetkezé médon frhatjuk zart alakban, felhasznédlva a P(j) vektorok alakjat.

u(n) = Elz(n+ 1)z(n)"] (E[z(n)z(n)"]) " 2(n). (3-4)

A (3.2) formuldban szereplé z(n) = y(n) — H(n)z(n|n — 1) vektort ki tudjuk szamolni
az y(0),...,y(n) vektorok ismeretében. Meg fogjuk mutatatni, hogy azt a métrixot,
amellyel a z(n) vektort megszoroztuk a (3.4) formula jobboldaldn ki tudjuk szdmolni
a (1), H(l), Q(1), R(l), 1 <1 < n, és ¥(0) matrixok ismeretében. Innen kovetkezik,
hogy az u(n) és (a (3.3) formula alapjan) az Z(n + 1|n) vektort is ki tudjuk szamolni.

A fenti llitdsok bizonyitdsanak érdekében kiszamoljuk a (3.4) formuldban szerepld
E[x(n+ 1)z(n)*] és E[z(n)z(n)*] matrixokat. Bebizonyitjuk, hogy

Elz(n+1)z(n)*] = ®(n)X(n)H(n)*, (3.5)



V(n) = Elz(n)z(n)"] = H(n)X(n)H(n)" + R(n), (3.6)
ahol
%(n) = E[(z(n) — &(n|n — 1))(z(n) — &(njn — 1))*]. (3.7)

Kés6bb a (3.7) formuldban szerepld 3(n) kiszamoldsardl bebizonyitjuk azt a szdmunkra
hasznos formuldt, amelyet a (2.5) képletben fogalmaztunk meg.

A (3.5) formula bizonyitdsaban felhasznaljuk, hogy x(n + 1) = ®(n)xz(n) + e(n),
e(n) L My, (mert e(n) fiiggetlen minden az M,, térben levé valdszintiségi valtozétol),
és z(n) € M,,, ahonnan Ee(n)z(n)* = 0. Ezért a (3.2) formula felhasznalasaval azt
kapjuk, hogy

Ex(n+1)z(n)" = E(®(n) € = ®(n)Ex(n)z(n)*
= ®(n)E(z(n)[(x(n) — &(njn = 1)) H(n)" +n(n)"].
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Tovébba, mivel Ex(n)n(n)* = 0, az x(n) és n(n) valdszinliségi valtozdk fiiggetlensége
miatt, és Ez(n|n — 1)[z(n) — &(n|n — 1)]* = 0, ezért

Ex(n+1)z(n)* = ®(n)E(z(n)[(z(n) — (njn — 1))"H(n)*|
= @(n)E([z(n) — 2(n[n — 1)][(z(n) — 2(n|n — 1))"H(n)"] = ®(n)X(n)H(n)".

A (3.5) formulat beldttuk.
A (3.6) formula bizonyitasa érdekében vegyiik észre, hogy

En(n)[z(n) — &(njn — 1)]" = Elz(n) — &(nn — 1)]n(n)" = 0,
mert En(n)z(n)* = Ex(n)n(n)* =0 az n(n) és x(n) valtozdk fiiggetlensége miatt, és
En(n)(nln — 1)* = Bi(nln — Ln(n)" =0,
mivel n(n) L M,,_1, és &(n|n — 1) € M,,_1. Ezért a (3.2) formula alapjin

Ez(n)z(n ) = E[(n(n) + H(n)(z(n) = &(njn —1))(n(n) + H(n)(z(n) = &(njn - 1))
E(n(n)n(n)" + Hn)E[(z(n) — &(njn = 1))(z(n) = Z(n|n —1))"] H(n)"
R(n) + H(n)%(n)H(n)".

A (3.4), (3.5) és (3.6) formulakbol addédik, hogy

u(n) = ®(n)S(n)H(n)* {H(n)S(n)H(n)" + R(n)}~'2(n) = K(n)z(n), (3.8)

a (2.4) formuldban definidlt K (n) matrix-szal, feltéve, hogy H(n)X(n)H (n)* + R(n) =
E[z(n)z(n)*] invertalhaté matrix. (Az Ez(n)z(n)* matrix akkor és csak akkor in-
vertalhatd, ha a z(n) vektor koordinatai nemcsak generator rendszert, hanem bazist
is alkotnak a V,, térben.)

A most kapott eredményeket foglaljuk Gssze a kovetkezo 3.1. lemmaéaban.
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3.1. Lemma. Tekintsik az (1.1) és (1.2) képlettel definialt Kdlmdn-féle sziirét, és
benne a 2. fejezetben definidlt M,, Hilbert tereket, és &(n + m|n) véletlen vektorokat.
Tekintsik az M,, Hilbert tér M,, = M, _1 ® V,, ortogondlis felbontdsdt, két ortogondalis
altér direkt dsszegére, és azy(n) € M, és &(n+1|n) € M,, felbontdsdt e vektorok M,,_1 -
beli és V,,-beli vetiileteinek az dsszegére. Ezeket a felbontdsokat adtuk meg a (3.1) illetve
(3.3) formuldban, ahol a képletekben szerepld z(n) illetve u(n) V), térbeli komponenseket
a (3.2) illetve (3.4) vagy (3,8) formuldban adtunk meg. A (3.4) és (3.8) formula akkor
érvényes, ha az E[z(n)z(n)*], vagy ami ezzel ekvivalens a H(n)X(n)H (n)*+R(n) mdtriz
invertdlhatd. E formuldk bizonyitdsa sordn igazoltuk a (3.5) és (3.6) azonossdgokat is,
amelyek szintén hasznosak lesznek késobbi érvelésiinkben.

Rétérek a 2.1. tétel bizonyiasara.

A 2.1. tétel bizonyitdsa. A (2.1) formula igazolasa viszonylag egyszerii. Mivel z(n +
m) =®(n+m—1)z(n+m—1)+ec(n+m—1), és az e(n + m — 1) véletlen vektor
merdleges az M, térre, (mert fiiggetlen az M., térbeli valésziniiségi véltozoktdl), ezért
véve ezen azonossag tagjainak vetiiletét az M, altérre a bizonyitandé Z(n + m|n) =
®(n+m — 1)&(n + m — 1|n) azonossdgot kapjuk.

A (2.2) formula bizonyitasdnak érdekében felirjuk a (3.3) és (3.8) formuldk majd a
(3.2) formula segitségével az

z(n+1n) = &(n)z(njn — 1)
(n)a( )

azonossagot. Mivel ®(n) — K(n)H(n) = ( ) a (2.3) formula szerint, ezekbédl a rela-
ciokbdl kovetkezik a (2.2) reldcié (a (2.3) és (2.4) formuldban bevezetett formuldkkal

egytitt).
A 2.1. tétel bizonyitdsinak befejezéséhez igazolni kell még a (2.5) azonossigot.
Az e formula baloldalédn szerepl6 és a (3.7) formuldban definidlt ¥(n 4 1) kiszdmitédsa
érdekében vizsgaljuk el6szor az xz(n + 1) — Z(n + 1|n) kifejezést. Felirhatjuk, hogy
z(n+1)—z(n+1n)=[z(n+1)—2(n+1ln—1)] = [Z(n+ 1|jn) — 2(n + 1|n — 1)].

Tovabba
Z(n+1n) —z(n+1n—1) =u(n) = K(n)z(n)

a (3.3) formula els6 azonossaga, és a (3.8) azonossag alapjan, és
z(n+1)—z(n+1n—-1) = &(n)lx(n) — z(njn — 1)] + e(n) (3.9)

az (1.1) formuldbdl, ha azt az n + 1 paraméterre alkalmazzuk az n paraméter helyett,
illetve az &(n+1|n—1) = ®(n)Z(n|n—1) azonossagbdl, amit szintén az n+1 paraméterre
felirt (1.1) azonossagbdl kapunk, ha vessziik az azonossag két oldaldnak a vetitését az
M., 1 altérre, és felhasznaljuk azt, hogy e(n) L M, _1. Innen

z(n+1) —&(n+1jn) = &(n)z(n) — 2(nln — )] + e(n) — K(n)z(n),
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és a (3.7) formula alapjan
X(n+1) = E[®(n)[z(n) — &(n|n — 1)] + e(n) — K(n)z(n)]
[@(n)[z(n) — &(n|n — 1)] + &(n) — K(n)z(n)]" (3.10)
Elvégezve a beszorzdsokat a (3.10) formuldban azt kapjuk, hogy
E(n+1) =2(n)E(n)2(n)" + Qn) + EK(n)z(n)z(n)" K(n)*
— E[[zx(n+1) —&(n+ 1n — 1)](K(n)z(n))*] (3.11)
— E[(K(n)z(n))lz(n+1) — &(n + 1jn — 1]"].

A vegyes szorzatok szamoldsanal a (3.11 ) formuldban kihasznéltuk a (3.9) formuldt, és
azt hogy E[®(n)[z(n) — Z(n|n — 1)]e(n)* = Ee(n)[®(n)[x(n) — Z(njn — 1)]* = 0. Ez
utébbi allitas azért igaz, mert az £(n) véletlen vektor fiiggetlen, mind az x(n) mind a

t(njn — 1) € M,,_; vektortol.
Azt allitom, hogy
Eflz(n+1) —&(n+ 1n - D[(K(n)z(n))"] = K(n)E[z(n)z(n)" 1K (n)",  (3.12)
ahonnan természetesen a
E[(K(n)z(n))[z(n +1) — &(n+ 1n — D]'] = K(n)E[z(n)z(n)"] K (n)
azonossag is kovetkezik.
Valéban Ez(n+1|n—1)z(n)* = 0, mert z(n) € V,, (definici6 szerint), és (n+1|n—
1) L V,, mivel Z(n+ 1jn — 1) € M,,_;. Hasonléan, E[z(n+ 1) — Z(n + 1|n)]z(n)* =0
mert x(n+ 1) — z(n + 1|n) L M,,. Innen
Ex(n+1)z(n)*K(n)*

n)z(n))’] =
=FEK(n)z(n)z(n)*K(n)*.

(
= Fu(n)z(n)"K(n)* =

Ellzx(n+1) —2Z(n+ 1jn — 1)|(
= FEz(n+ 1n)z(n)*K(n)*
A fenti szamolds utolsé két azonossaga a (3.3) és (3.8) formuldkbol kovetkezik, amelyek
szerint u(n) = K(n)z(n), és u(n) az (n+1|n) vektor vetiilete a z(n) vektort tartalmazd
V,, altérre.
Ezzel a (3.12) formulat belattuk. A (3.11) és (3.12) formulakbdl kovetkezik, hogy
S(n+ 1) = B)S()B(n)* + Q(n) — K (n)Bz[(n)=(n)*]K (n)",

ahonnan a (3.6) formula segitségével megkapjuk a bizonyitani kivant (2.5) formulat



4. Az eredmények attekintése. Az altalanos eset vizsgalata.

E jegyzetben ismertettiik azt, hogy ismerve egy az (1.1) és (1.2) formuldkban definialt
Kalmén-féle sziir6 altal egy n idépontig eléallitott x(1),...,z(n) valtozok, y(1),...,
y(n) ‘filtraltjainak’ az értékeit, hogyan tudjuk megadni a jovében megjelend x(n + m)
valtozok, m > 1, értékeinek az optimadlis becslését. Ennek a becslésnek van néhany
olyan tulajdonsaga, amelyeket érdemes kiilon targyalni.

A vizsgalt feladatban az x(n +m), m > 1, véletlen vektorok x(n + m|n) vetiiletét
akarjuk kiszdmolni az y(1),...,y(n) véletlen vektorok koordinatéi &ltal generdlt, és a
jegyzetben pontosan definidlt M,, Hilbert térbe. A (2.1) képlet alapjin az Z(n + 1|n)
becslések ismeretében ki tudjuk szdmolni az Z(n + m|n) becsléseket tetszéleges m > 1
paraméterre.

Erdemes megérteni, hogy az Z(n + 1|n) becsléseket az n paraméter szerinti rekur-
ziéval tudjuk kiszdmolni. Ez jelen esetben a kdvetkez6t jelenti. Jeldlje X (n) = Elz(n) —
Z(nln —1)][x(n) — Z(n|n — 1)]* az x(n) valdszinliségi valtozdéra adott &(n|n — 1) becslés
x(n) — Z(n|n — 1) hibdjanak a kovariancia matrixat. Az n-ik idépontban kiszamoljuk
az (Z(nln — 1),3(n)) part. Ezutdn, az n + 1-ik id6pontban, az y(n) véletlen vektor
megismerése utan, ki akarjuk szdmolni az (Z(n + 1|n),X(n + 1)) part is. Ezt a (2.2),
(2.3), (2.4) és (2.5) formulak segitségével tessziik meg. E formuldk alkalmazédsdhoz
elegendd az (z(n|n—1),X(n)) part és az y(n) véletlen vektort ismerni. (Feltessziik, hogy
az (1.2), (1.3) formuldkban szereplé ®(n) és H(n) métrixokat, illetve az e(n) és n(n)
‘hiba vektorok’ Q(n) és R(n) kovariancia matrixait szintén ismerjiik.) Természetesen,
ahhoz, hogy ezt a rekurziés eljarast alkalmazni tudjuk, ismerniink kell a kiindulé, nulla
idopontbeli (z(0|—1),%(0)) part is. Ezt az (0| —1) =0, és %(0) = Ez(0)x(0)* képletek
hatarozzak meg.

A fenti eredmények a kovetkezot jelentik. Az x(n + 1) véletlen vektor &(n + 1|n)
optimadlis becslésének a kiszamitasaban a teljes y(0), ..., y(n) megfigyelés sorozatot fel-
hasznalhatjuk. De az y(1),...,y(n — 1) megfigyelések helyett elegend6 az dltaluk meg-
hatarozott &(nln — 1) és X(n) mennyiségek ismerete. Ezek tartalmazzdk az Osszes
szamunkra fontos ismeretet az (y(1),...,y(n — 1)) véletlen vektorrél. So6t, ezek az
ismeretek nemcsak az &(n + 1|n), hanem a ¥ (n + 1) mennyiség kiszdamolasédhoz is ele-
gendbek. Ez lehetévé teszi, hogy az z(n + 1|n) vektort a ¥(n + 1) métrix-szal egyiitt
rekurzive kiszamolhassuk.

A fenti szdmoldsok akkor végezhetbek el, ha az F[z(n)z(n)*] = H(n)X(n)H (n)* 4+
R(n) matrix invertdlhaté. Felmeriil a kérdés, mit tehetiink abban az esetben, ha ez a
feltétel nem teljesiil. Az aldbbiakben ezzel a kérdéssel foglalkozom.

A z(n) véletlen vektor gy jelent meg, mint az y(n) vektor koordinatainak vetiilete a
M., Hilbert tér M,,_; alterének V,, ortogondlis kiegészit&jére. A z(n) vektor koordinatai
generator rendszert alkotnak az V,, Hilbert térben, de lehet, hogy nem alkotnak bazist.
Ha e koordinatak nem alkotnak bézist, akkor alkalmas médon véges sokat el lehet hagy-
ni beldliik ugy, hogy a megtartott koordinatak bazist alkossanak. Meg fogjuk mutatni,
hogy a ‘folosleges’ koordinatak elhagyasaval meg tudjuk oldani a vizsgalt feladatot az
eredeti eljaras természetes modositasaval. Ekkor ugyanis invertalhaté matrixokkal kell
dolgoznunk. Az el6bb vazolt eljaras jogossdganak igazolasahoz sziikségilink lesz az alabbi
feladatban megfogalmazott eredményre.



Feladat. Legyen Z = (Zy,...,%Z,)* egy q dimenzids normélis eloszlasu véletlen vektor
Y kovariancia métrix-szal és nulla varhaté értékkel. Tekintsiik ennek Z(ji,...,7k) =
(Zj,,...,2Zj,) részvektorat tetszbleges {j1,...,Jk} C {1,...,q} indexhalmazra, és je-
16lje X(j1,---,Jk) & Z(j1,---,jk) vektor kovariancia métrixat. A 3(ji,...,Jr) matrix
megegyezik a Y matrix megszoritasaval a ji-ik, ... és jr-ik sorokra és oszlopokra. A
Z(j1,-..,Jk) vektor Z;,, ..., Z;, koordindtai akkor és csak akkor linearisan fliggetlenek,
azaz e valdsziniiségi valtozoknak akkor és csak akkor nincs olyan nem trivialis linearis
kombindcidja, amelyik egy valészintiséggel nulldval egyenld, ha a X(ji,. .., jr) matrix
invertalhatd. Specidlisan, a maximalis méretii linedrisan fliggetlen koordinatakbol allo
Z(j1,.-.,Jk) vektorok indexhalmazai megegyeznek azon maximélis méret 3(ji, ..., jr)
matrixok indexhalmazaival, amelyek invertalhatéak.

Segitség. A Z(ji,...,Jk) vektor normélis eloszldsi minden ji,...,ji indexhalmazra,
ezért felirhaté Z(ji, ..., ji) = nA alakban, ahol n = (n;,,...,n;,)* fliggetlen, standard
normalis 7;, valészintiségi valtozékbdl 4ll6 vektor, A pedig k x k méretti métrix. (Ebben
a jelolésben elhagytuk az A métrix és n vektor fiiggését a jq, ..., jr indexektol.) frjuk
fel az A matrixot A = PAQ alakban, ahol P és Q unitér, A pedig diagondlis matrix,
nem negativ elemekkel a matrix atlgjaban. A Z(j1,...,jr) vektor koordinatai akkor és
csak akkor linearisan fiiggetlenek, ha az A matrix invertalhaté. Ez akkor és csak akkor
teljesiil, ha a A métrix diagonélis elemei mind nullétdl kiilonboznek. A X(j1,...,7k) =
PA?P azonosség is teljesiil, ahonnan kdvetkezik, hogy (j1,. .., jx) akkor és csak akkor
invertalhatd, ha a A matrix diagondlis elemei mind nullatél kiillonboznek.

Annak érdekében, hogy a Kalman-féle sziir6 becslésének a feladatat megoldjuk
az altalanos esetben, (akkor is, ha az E[z(n)z(n)*] métrix nem invertalhatd), vegyiik
észre, hogy a 2.1. tétel akkor is érvényes marad, ha az az y(n) véletlen vektor (1.2)
formuldban megadott definicidjaban megengedjiik, hogy az ott szereplé H (n) matrix és
n(n) vektor, g(n) x p, illetve g(n) méretii legyen, azaz az y(n) vektor dimenzidja fiigghet
az n paramétertol.

Legyen a V(n) = E[z(n)z(n)*] = H(n)X(n)H(n)* + R(n) kovariancia méatrixra a
{j1,792, - ,Jr} C {1,...,q} egy olyan maximalis, k = k(n) méretii halmaz, amelyre
a ¥ = V(n) métrixhoz tartozd, a ‘Feladat’-ban bevezetett X(ji,...,Jx) méatrix in-
vertalhaté. Vegyiik észre, hogy a ‘Feladat’ eredményébdl kovetkezik, hogy a z(n) =
(z(n,1),...,2(n,q))* Gauss eloszlasu véletlen vektor ji-ik, ..., jg-ik koordinatéi egy
maximalis fliggetlen rendszert alkotnak. Mivel a z(n,j), 1 < j < ¢, valészinliségi
véaltozok generdtort alkotnak a V,, térben innen az is kovetkezik, hogy z(n,ji1), ...,
z(n, ji) bazis a V,, térben. Jelolje H(n) = H(n, j1,...,jk) azt a k x p méret{i matrixot,
amelyet gy kapunk, hogy az (1.2) formuldnak csak a ji-ik, ... , és jg-ik sorait tartjuk
meg, legyen 77 = 7(j1, ..., Jk) a szintén (1.2) formuldban szereplé n vektor ji-ik, ..., és
Jk-ik koordinataibdl allo vektor, és tekintsiik a

y(n) = H(n)z(n) +7(n) (4.1)
)

egyenletet, azaz vegyiik az (1.2) egyenlet megszoritdsat a ji-ik, ..., és ji-ik sorokra.
Ekkor a 7(n) vektor R(n) = Efj(n)fj(n)* kovarianciamdtrixa megegyezik az (1.4)
formuldban definidlt R(n) kovariancia matrix megszoritasaval a ji-ik, ..., és jg-ik
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sorokra és oszlopokra. Tovabbé a g(n) vektor z(n, js), 1 < s < k ortogonalis vetiiletei
az M, térre ugyanazt a V,, Hilbert teret generaljdk, mint az y(n) tér z(n) vetiilete, és
ezenkivil a V,, tér bazisat is alkotjak. Ezért a Kalman féle feladat ekvivalens valtozatat
kapjuk, ha az (1.2) formuldt a (4.1) formuldval helyettesitjiik.

Az 4j moédositott feladatban (ahol az (1.2) formulat a (4.1) formuldval helyet-
tesitettiik) a (3.6) formuldban definidlt V(n) = E[z(n)z(n)*] matrix helyett a V(n)
matrix ji-ik, ..., és jg-ik soraira és oszlopaira vett V(n|ji,...,jr) megszoritdsival
kell szamolnunk, ami egy invertalhaté matrix. Ezért ebben az esetben alkalmazhaté a
2.1. tétel. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a K(n) matrix (2.4) formuldban megadott
definiciéjaban a H(n) métrixot a H(n) = H(n|ji,..., k), az R(n) métrixot pedig az
R(n) = R(n|j1, ..., jr) matrix-szal kell helyettesiteni.
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