STACIONARIUS SOROZATOK ELOREJELZESE.

Ebben az el6adasban a kovetkezd kérdést fogom targyalni: Tekintsiik valdsziniiségi

valtozok egy olyan ..., X 1, Xo, X7, ... stacionarius Gauss sorozatat, amelyre EX,, =0
(minden n = 0 £ 1,42,... indexre), és legyen megadva ennek a sorozatnak az r(n) =
EXy Xy, kovarianciafiiggvénye, n = 0,1,2,.... Ha ismerjiik e sorozat multbeli vi-

selkedését egy n idépontig, azaz az X;(w) valdsziniiségi valtozénak tudjuk az értékét
minden —oo < j < nindexre, akkor hogyan lehet megadni az X, 11 valdszinliségi valtozo
legjobb becslését ezen informécidk segitségével?

El6szor megfogalmazom a feladatot kissé pontosabban. Az X;, —oco < j < n, va-
16szintiségi valtozoknak olyan f(X;,j < n) fiiggvényét keressiik, amelyre az E(X,41 —
f(X;, 7 < n))? minimalis. Més szavakkal az X,, 41 valészinfiségi valtozé legkisebb hi-
baju becslését keressiik az X, —oo < j < n, valésziniiségi valtozok segitségével, ahol a
becslés hibajat tgy definidljuk, mint a tekintett valdszinliségi valtozd valddi és becsiilt
értéke kozotti kiillonbség négyzetének a varhatéd értékét.

1. A feladat atfogalmazasa egy Hilbert terekro6l sz6l6 problémara.

Vegyiik észre, hogy a legjobb becslés megtaldlasanak a kérdése a feltételes varhato
érték tulajdonsagai miatt megegyezik azzal a problémaval, hogy talaljuk meg a X, 41
valoszinliségi valtozo feltételes varhato értékét, feltéve az X, —oo < j < n, valdészinliségi
valtozok altal generalt o-algebrat. Ez a feladat, a feltételes varhaté érték tulajdonsagai
miatt dtfogalmazhaté a kdvetkez$ médon is. Tekintsiik az (€2, A, P) valdsziniiségi mezén
azon ¢ valészintiségi valtozok Osszességét, amelyekre FE? < oo, és vezessiik be kozottiik
a (§,m) = E¢n skalarszorzatot. (A tekintett valdsziniiségi valtozok lehetnek komplex
értékiiek is, és 7(w) az n(w) komplex konjugéltjat jeloli.) Ilyen médon bevezettik a
négyzetesen integralhato valésziniiségi valtozok altal generdlt Hilbert teret, és az elobb
megfogalmazott feladat ekvivalens médon ugyis atfogalmazhatd, hogy meg kell adnunk
a Hilbert tér X,, 1 elemének a vetiiletét a tekintett Hilbert térnek az X;, —oo < j <mn,
valoszintliségi valtozok altal generalt o-algebra szerint mérheté négyzetesen integralhato
valoszinliségi valtozokbol all6 alterére. Ez a feladat a tekintett X; valoszinliségi valtozok
(egyiittes) Gauss eloszlasa miatt tovabb egyszeriisithetd. A keresett feltételes varhaté
érték megegyezik az X, 1 valészinliségi valtozd vetiiletével az X;, —oo < j < n,
valésziniiségi valtozok (megszamlalhatd) linedris kombinaciéibol allé altérre, azaz a
o.¢]
keresett becslés az az Y = Y ¢;X,,_; valészinfiségi valtozé (EY? < oo), amelyre
j=0
EX;(Xp+1 —Y) =0 minden —oo < j < n indexre. (Lésd az aldbbi feladatot.)

Feladat:
Legyenek Y és X1, Xo, ..., egyiittesen normélis eloszldst (nulla varhaté értékil) valdszi-
niségi valtozok. Ekkor az Y valdszintliségi valtozo Z vetiilete az X1, Xo, ... valdsziniiségi

valtozdk négyzetesen integralhaté linearis kombinacidi dltal kifeszitett altérre (a masodik
momentummal rendelkezé valdszintiségi valtozokbdl 4116 Hilbert térben) meréleges min-
den az X1, Xo, ... valésziniiségi valtozok altal generalt o-algebrara mérheto négyzetesen
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integralhatd valdszinliségi valtozéra. Ez azt jelenti, hogy ez a vetiilet megegyezik az
E(Y|X1,Xo,...) feltételes varhato értékkel.

Segitség: Vegyiik észre, hogy az Y — Z, X1, Xo,... valoszinliségi valtozdk egylittesen
normalis eloszlastak, ezért az E(Y —Z)X; =0, j = 1,2,. .., relaciokbol kovetkezik, hogy
az Y —Z valészinliségi véltozo fliggetlen az (X1, Xo, ... ) vektortol. Ezért Y —Z fiiggetlen
az X; val6szinliségi valtozék minden f(X;, Xo,...) fliggvényétdl is. Tovdbba E(Y —
Z) = 0. Ez azt jelenti, hogy E(Y — Z2)f(X1,Xs,...) = 0 minden az X1, Xo, ... valészi-
niségi valtozok altal generdlt o-algebrara mérheté masodik momentummal rendelkezo
f(X1, Xo,...) valdszintiségi valtozdra.

A fentiek alapjan a feladat atfogalmazhaté tgy, mint egy a kovarianciafiiggvény
segitségével felirhaté végtelen linedris egyenletrendszer megoldasa. (A X1 vektor

oo
Y = ) ¢; X,,—; vetiiletét meghatarozé ismeretlen c; egyiitthatékat kell megtaldlni a
§j=0

Rin+1-k)=EXyXn1=EYXy =) ¢;EXp jXp =Y c¢;R(n—j—k)
j=0 j=0
—o0o<k<n,

egyenletrendszer segitségével.) Annak érdekében, hogy a megoldasrdl hasznos informa-
cidkat nyerhessiink, érdemes a feladatot mas formaban is targyalni. Eloszor bevezetek
néhany fogalmat és megadok néhany a Hilbert terek alapvet6 tulajdonsagait felhaszndlo
eredményt, amelyek bizonyitasat a kiegészitésben fogom targyalni. Ezek az eredmények
kissé pongyolan fogalmazva azt allitjak, hogy a feladatot redukalni lehet két eset vizs-
galatara, amelyek koziil az els6 eset azt jelenti, hogy mar a nagyon régi megfigyelések
is egyértelmiien meghatarozzdk a rendszer tovabbi viselkedését, a masodik eset pedig
azt, hogy a nagyon régi megfigyelések szinte semmi informaciét nem adnak arra, hogy
mi torténik a jovében.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
H = B(X,, —00 < j < 00), H, =B(X;, —co<j<n), —oo<n<oo,

g ﬁ H. (1.1)

n=—oo

A fenti jelolésekben B(X;, j € T), ahol T az egész szamok valamely részhalmaza,
a T" halmaz elemeivel indexelt X; valdsziniiségi valtozok véges linedris kombinacidit
tartalmazd legsziikebb Hilbert teret jeloli, S pedig a legnagyobb minden H,, Hilbert tér
altal tartalmazott Hilbert tér.

Adva egy X,,, n=...,—1,0,1,2,..., staciondrius sorozat vezessiik be a kovetkezo
U shift operdtort az X, valészinliségi valtozok altal kifeszitett H Hilbert térben: UX,, =
Xpy1,n=...,—1,0,1,..., ésha Y = f(X,, —0o < n < o) € H, akkor ennek UY

eltoltjat (shift-jét) az UY = Uf(X,, —00 < n < 0) = f(UX,, —00 < n < o0) =
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f(Xnt1, —00 < n < 00) € H képlettel definidljuk. (Mint a Bochner tétel jegyzetben
megtargyaltuk, ilyen modon egy jol definialt U unitér operatort vezettiink be a H Hilbert
térben.) Bevezetjiik a kdvetkezd fogalmat is.

Valészintliségi valtozok stacionarius sorozatanak alarendelt sorozat defini-
ciéja. Legyen adva valdsziniségi vdltozoknak eqy X,,, n = ..., —1,0,1,..., staciond-
rius sorozata eqy U shift transzformdcioval egyiitt. Valosziniiségi vdltozoknak eqy Y,
n=...,—1,0,1,..., sorozatdt akkor nevezzik az X,, sorozat aldrendelt sorozatanak, ha
Y, € H, sot az Y,, € H, relacio is teljesul minden n = ...,—1,0,1,... indexre, ahol
H, az (1.1) formuldban van definidlva, és UY, = Y,11 minden n = ..., —1,0,1,...
indezre.

Konnyen lathato, hogy egy Y,,, n =...,—1,0,1,..., az X,, staciondrius sorozatnak
alarendelt Y,, sorozat szintén stacionarius.

Regularis stacionarius sorozat definiciéja. Egy Y,, n = ...,—1,0,1,... sta-
ciondrius (Gauss) sorozatot requldrisnak neveziink, ha S = 0. A H = B(Y;, —o0 <
oo
Jj <o), H, =B(Y;, —o0o < j<n), S= () H, Hilbert tereket az (1.1) képlethez
n=-—oo
hasonloan definidljuk. Az egyetlen kiilonbség az, hogy jelen esetben az 'Y, sorozat segit-
ségével definidljuk o H, H, és S Hilbert tereket.

Szingularis stacionarius sorozat definicidja. FEgy Z,, n = ..., —1,0,1,... sta-

ciondrius (Gauss) sorozatot szinguldrisnak nevezink, ha S =H. A H = B(Z;, —o0 <
o0

j <o), H, =B(Z;, —oco < j<mn),S= () H, Hilbert tereket az (1.1) képlethez

hasonloan definidljuk. Az egyetlen kdlénbség_az, hogy jelen esetben a Z, sorozat segit-

ségével definidljuk a H, H,, és S Hilbert tereket.

Ervényes a kivetkezd egy staciondrius (Gauss) sorozat felbontasardl szolo tétel.

1.1. Tétel. Tétel stacionarius sorozat felbontasardl a sorozatnak alarendelt
regularis és szinguldris sorozatok (ortogonilis) direkt Gsszegére. Legyen adva
eqy Xn, n=...,—1,0,1,..., staciondarius (Gauss) sorozat. Ennek a sorozatnak létezik
olyan

Xy =Yy +Zn, n=...,—1,0,1,... (1.2)

elodllitasa valdsziniiségi vdltozok két sorozatanak az 6sszegére, amelyre

a) Yo, n=...,—-1,0,1,..., a2z X, n=...,—1,0,1,..., sorozatnak aldrendelt requld-
ris, €s Zp,n=...,—1,0,1,..., a2z X,,, n=...,—1,0,1,..., sorozatnak aldrendelt
szinguldris sorozat.

b) AzY,,n=...,-1,0,1,..., és Z,,n=...,—1,0,1,..., sorozatok korreldlatlanok,
azaz
Cov (Yn,Zm) =0 mindenn,m=...,—1,0,1,... szdmpdrra.

Az X,, sorozat felbontdsa az aldabbi tulajdonsdgu sorozatok dsszegére egyértelmai.
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Ha Z,, n = ...,—1,0,1,..., szingularis sorozat, akkor e sorozat tetszéleges Zj
eleme benne van a H_y(Z;,—o0 < j < —N) Hilbert térben barmilyen nagy N in-
dexre. Ez azt jelenti, hogy az Z, sorozat miltjanak ismerete barmilyen régi idépontig
elegend6 ahhoz, hogy a Zj valdszintiségi valtozot pontosan rekonstrualjuk. Ha Y,,, n =
...,—1,0,1,..., regularis sorozat, akkor valamely tetszdleges Y; elemének a vetiilete a
H_n(Yj,—o00 < j < —N) Hilbert térbe nagy N indexekre tart nullahoz. Ez informalisan
azt jelenti, hogy a nagyon régi megfigyelések alig adnak informéciot egy Y valdszintiségi
valtozo becslésére. Igaz a kovetkez6 Wold felbontasnak nevezett eredmény.

1.2. Tétel. Regularis stacionarius sorozatok Wold felbontasa. Legyen X,,, n =
oo, —1,0,1, ..., requldris staciondrius sorozat. Ekkor létezik olyan az X,, sorozatnak
aldrendelt V,,, n =...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat és valos szamok olyan ci, k =
oo
0,1,2,... sorozata, amelyekre EV,, = 0, EV? =1, EV,V,, =0, han # m, Y ¢ =
k=0
EX2, és

X, = chVn_k mindenn =...,—1,0,1,... indexre. (1.3)
k=0

Megforditva, ha az X,,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozatnak létezik az adott
tulajdonsdgu reprezentdacidja, akkor ez a sorozat regquldris.

1. feladat. Legyen egy X,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat el6allithaté
egy Wy, W, € B(Xj,—00 < j < o0), n = ...,—1,0,1,..., nulla varhaté értékd 1
szorasnégyzetl korreldlatlan elemekbdl 4ll6 stacionédrius Gauss sorozat mozgéd atlaga-
ként, (egy ilyen tulajdonsagokkal rendelkezé W, sorozat fiiggetlen, standard normaélis

valészintiségi valtozokbdl all), azaz létezzen valés szamok olyan dg,dy,..., > |d,|* =
n=0

EX? < oo, sorozata, amelyek segitségével az X,, sorozat tagjai eléallithatéak X, =

o0

S dgWh—g, n = ...,—1,0,1,... alakban. Ekkor X,, n = ...,—1,0,1,..., reguldris

k=0

stacionarius sorozat.

Segitség. Legyen H, w = B(W;, —oo < j <mn),é Sw = ()| H,w. Elég megmu-
tatni, hogy Sw = 0, mert H,, C H, w minden n indexre,_ezért S C Sw. Viszont,
ha Y € Sy, akkor (Y, W,,) = 0 minden n indexre, s6t (Y,Z) = 0 minden Z € H, w
vektorra. Ezért (Y,Y) = 0.

2. feladat. Legyen egy X,,, n = ...,—1,0,1,..., stacionarius sorozat eléallithat6 egy
Wn,n=...,—1,0,1,..., nulla varhato értékii 1 szérasnégyzetii korreldlatlan elemekbdl
allo6 W,, stacionarius Gauss sorozat X,, = i di Wy mozgdatlagaként. Ekkor |dp|
egyenlé az X; vektor tdvolsdgaval a B(W; kiooo < j < 0) altértol. Ezért, ha X, =
;Oj ckVo—k,n=...,—1,0,1,... alakd az X,, sorozat Wold felbontasa, akkor |dg| < |co].
=0



3. feladat. Legyen W,, n=...,—1,0,1,..., fiiggetlen, nulla varhato értéki 1 szorasu
valoszintliségi valtozok sorozata, d,, n = 0,1, ..., valés szamok olyan sorozata, amelyre
> oo

> d? < co. Ekkor a > d, W, sorozat 1 valésziniiséggel konvergdl.

n=0 n=0
Segitség. Mutassuk meg a Kolmogorov egyenlétlenség segitségével, hogy a Zy(w) =

N
> dpaWy(w), N=0,1,2,..., sorozat 1 valészinliséggel Cauchy sorozat.

n=0

A fenti eredmények bizonyitdsai a Hilbert terek altalanos tulajdonsagait hasznaljak
ki. fgy példaul a Wold felbontésban szereplé Vi, valészintiségi véltozokat és az (1.3) for-
mulaban szereplo felbontast igy kapjuk meg, hogy minden n szamra tekintjiik a H, 1
Hilbert tér D,, ortogonalis kiegészit6jét a H,, Hilbert térre, és vesziink ebben egy 1-re
normalt V,, vektort. Némi munkéval meg lehet mutatni, hogy ezeket a V,, vektorokat
vélaszthatjuk tgy, hogy ily médon egy az X, sorozatnak aldrendelt (ortonormalt ele-
mekbdl all6) staciondrius sorozatot kapjunk, amelynek elemei egyben a H Hilbert tér
ortonorméalt bazisat alkossak. Az X, valoszinliségi valtozok sorfejtéseként ezen bazis
alapjan megkapjuk az (1.3) formulat.

Bar az 1.1 Tétel bizonyitdsat egy stacionarius Gauss sorozat felbontasardl a Gauss
sorozatnak aldrendelt stacionarius reguldris és szinguldris sorozatok direkt Osszegére
valamint az 1.2 Tétel bizonyitasat regularis stacionarius sorozatok Wold felbontasaroél
csak a kiegészitésben ismertetem, és ott is csak vazlatosan, roviden leirom az e tételeket
teljesité konstrukciokat. Az 1.1 Tételben vessziik a Gauss sorozat mindegyik X,, elemé-
nek az X,, =Y, + Z, felbontdsat az X,, sorozat segitségével definidlt S Hilbert térre
vett Z, vetiiletének és Y,, ortogonalis vetiiletének direkt 6sszegére. Ekkor az Y,, sorozat
lesz a felbontas reguléris, a Z,, sorozat pedig a felbontas szingularis komponense. Az
1.2 Tételben tekintjiik minden n = 0,+1,+2,... indexre az X,, sorozat altal definialt
H, 1 Hilbert tér D,, ortogonalis kiegészitojét a H, Hilbert térre. Ekkor be lehet latni,
hogy a H Hilbert tér D,, alterek ortogonalis Osszege, az U shift transzformécié a D,
alteret a D,y altérbe viszi mindegyik n indexre, és a D, alterek egy dimenzidsak,
(kivéve azt az elfajuld esetet, amikor az X, valdszintiségi valtozdk egy valdszintiséggel
nulldval egyenléek). Véve a Dy térben szereplé V|, egy szordsnégyzetli valoszintiségi
véaltozot, és annak V,, = U,V eltoltjait megkapjuk az (1.3) formuldban szerepld V,,_
valészinliségi valtozokat. Ezutdn nem nehéz az (1.3) formulédt kielégité konstrukcidt
megtaldlni.

A {6 probléma az elobb vazolt konstrukciéban az, hogy az abban szerepl6 valé-
szinliségi valtozokat nagyon nehéz kiszamitani. Ezért az 1.1 és 1.2 Tétel bizonyitasat
nem tekinthetjiik konstruktivnak. A {6 problémank az, hogy konkrét modellekben az
(1.2) és (1.3) formuldkat effektiv médon szeretnénk megadni, specidlisan szeretnénk
azt is eldonteni, hogy mikor teljesiil az S = ) reldcié. A tovdbbiakban az lesz a {6
problémank, hogy a kivant konstrukcidkat effektive eléallitsuk. Megjegyzem, hogy a
Wold felbontds megtaldldsa nem pusztan az X, sorozat (1.3) formuldban megadott
mozgdatlag alaku eloallitasat jelenti, hanem azt is biztositani kell, hogy az ebben az
eloallitasban felhaszndlt V,,, n = 0,4+1,..., sorozat az X,,, n = 0,=£1,..., sorozatnak
alarendelt sorozat legyen. E konstrukciék megadasahoz az analizis, els6sorban a komplex
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fliggvénytan nagyon mély eredményeire lesz sziikségiink.

Léassunk példakat szingularis stacionarius sorozatokra. Ilyen példa, ha X,, = Y
minden n = 0,4+1,42,... szadmra, ahol Y nulla varhaté értékii normalis eloszlasu
valészintiiségi valtozo. Kissé bonyolultabb példa a kovetkezd. Rogzitsiink egy M pozitiv
egész szamot, és legyenek Y7, ..., Yy, fliggetlen standard normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozok. Definidljuk az X,,, n = 0,+1,+£2, ..., sorozatot a kovetkezé modon: X,, = Yy,
ha n = k modul6 M. Ilyen médon egy szingularis stacionarius sorozatot definialtunk.
Az alabbi példa kissé bonyolultabb.

Feladat. Legyen adva egy olyan G spektral mérték a [—m, 7| intervallumon, amelyik
véges sok x1,x_1, T2,T_2, ... Tk, T_} pontba van koncentralva tugy hogy, x; = —x_j,
és G({x;}) = G({x_;}) = 2p3, j = 1,..., k valamely p; szdmokkal. Jellemezzilk a G
spektral mértékkel rendelkezd stacionarius Gauss sorozatokat, és mutassuk meg, hogy
ezek szingularis stacionarius sorozatok.

Segitség. Adjunk meg eloszor egy a G spektral mértéknek megfeleld Zg véletlen spektrél
mértéket, és definidljunk segitségével egy G spektral mértékkel rendelkezd X, sta-
cionarius Gauss folyamatot.

Legyenek U; és V;, j = 1,. .., k, fiiggetlen standard normalis valészinliségi valtozok,
és Zg({x]}) = pj(Uj + ZV}), Zg({—fﬂj}) = pj(Uj - ZV;), j = 1, . .,]C. Ekkor definidl-
hatjuk a keresett X,,, n =...,—1,0,1,..., stacionarius Gauss folyamatot, mint

k .
X, = / " Za(dw) =) pi(e" Uy +iVy) + e~ (U — iV}))
j=1
_ ijUj(eznmj + e—zn:cj) + Z Z-pj‘/rj(eznxj . e—znmj)
j=1 j=1

1 SN 1<,
= iRe Z Z;e"M | = 3 Z Z;e"

Jj=—k Jj=-k

ahol Zj :pj(Uj —|—Z‘G>, ha 1 S'] < k?, Zj :pj(Uj - Z‘G), ha —k S] < —1, és ZO = 0.

Innen kovetkezik, véve az

1 .
X, = 3 Z Zje™" . ng—2k <n < n, (1.4)
1<|51<k

linedris egyenletrendszert (ahol Z;, 1 < |j| < k, az ismeretlen valtozdk) és megmutatva,
hogy ez az egyenletrendszer megoldhaté, hogy barmely (nagy abszolit értékii negativ
no szamra) az Xp,, ..., Xno—2k+1 valosziniiségi valtozok meghatarozzdk a Zg véletlen
spektral mértéket, ezért a H,, és H Hilbert terek megegyeznek. Ezért X, szinguldris
stacionarius sorozat.



Meg kell még mutatnunk, hogy az (1.4) formuldban felirt egyenletrendszer egyér-
telmiien megoldhaté, azaz a megfelel6 matrix invertalhaté. (Ez igazolhat6 felhasznélva
azt, hogy a Van der Monde determindnsokat ki tudjuk szdmolni.) Mivel X, valés szam
minden n indexre, ezért ha Z;, 1 < [j| < k az (1.4) egyenlet megolddsa, akkor Z} = Z_j,
1 < |j| € k szintén megolddsa ennek az egyenletnek. Innen Z; = Z_;.

2. Az elorejelzési probléma vizsgalata stacionarius folyamatok spektral rep-
rezentacigojanak a segitségével.

Az el6z6 fejezetben kapott eredmények azért nem kielégitéek a szamunkra, mert énma-
gukban nem elegendéek ahhoz, hogy megkapjuk a minket érdeklé predikciot. Nem nehéz

beldtni, hogy az X,, valésziniiségi valtozd legjobb becslése az X;, 7 < 0, valdszintiségi
oo
véaltozok segitségével a Wold felbontas felhasznéldsdvak definidlhaté > ¢V, —x vald-

szinliségi valtozo, de eddigi ismereteink nem elegendoek ahhoz, hogy explicit mddon
megadjuk a cj egyutthatokat és kiszamoljuk azt, hogy a V,, valészintliségi valtozdok hogy
fejezhetdk ki az X; valészintiségi valtozok linedris kombindcidjaként ebben a képletben.
Tovabbi probléma, hogy az eddigi eredmények nem mondjék meg, hogy egy ismert
kovarianciaju Gauss folyamat mikor reguléris, és ha nem regularis, akkor hogyan lehet
megtaldlni a sorozat (1.2) formuldban megadott felbontasat.

Annak érdekében, hogy ezekre a kérdésekre legaldbb részleges valaszokat adhas-
sunk, sziikségiink van az analizis néhany klasszikus eredményére. Eloszor felidézem a
mar targyalt Bochner tételt pozitiv definit fliggvények jellemzésérol, amely lehet6vé teszi
annak megmutatasat, hogy egy stacionarius sorozat kovariancia fliggvénye eléallithato,
mint egy ugynevezett spektral mérték Fourier transzformaltja. Ezenkiviil targyalom
azokat a Bochner tételhez kapcsolédd szintén vizsgdlt eredményeket, amelyek egy sta-
cionarius Gauss folyamat spektral eléallitasardl szolnak. Ezek az eredmények is hasz-
nosak lesznek szamunkra. Definidljuk el6szor a pozitiv definit fiiggvényeket.

Pozitiv definit fiiggvények és sorozatok definicidja. Azt mondjuk, hogy egy f(t)
figguény a szdmegyenesen pozitiv definit, ha minden t1, ...ty valos €és z1,...,zn kom-
plex szamokbol dallo szdm n-esre teljestil a

N N
Z szilf(tk — tl) >0

k=11=1

egyenlotlenség, ahol zZ a z komplex szam konjugdltjdat jeloli.

Hasonléan ha a(n), n =...,—1,0,1,..., az egész szamokkal indezxezett szdimsoro-
zat, akkor ezt a sorozatot akkor és csak akkor nevezziik pozitiv definitnek, ha minden
Q1,...,aN €g€SZ €S 21,...,2N komplex szamokbol allo szam n-esre teljesiil a

N
szzla(nk — nl) >0
k=11=1

egyenlotlenség.



Feladat: Mutassuk meg, hogy az f;(z) = €%, t valés szam, fiiggvény pozitiv definit
fiiggvény minden (valés) z paraméterre, ak(n) =% pn = ...,-1,0,1,..., pozitiv

definit sorozat minden egész k szamra.

A Bochner tétel a pozitiv definit sorozatok és fliggvények jellemzését adja. Sza-
munkra a kovetkez6 egyszer(i (a Bochner tétel jegyzetben szintén térgyalt) lemma miatt
érdekes ez az eredmény.

2.1. Lemma. Ha X(t), —oco0 < t < 00, staciondrius sztochasztikus folyamat, akkor az
R(t) = EX(s)X(t + s) kovariancia fiigguény pozitiv definit figgvény, amelyre R(t) =
R(—t). Ha X,,, n =...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat, akkor R(n) = EX;, X+m
pozitiv definit sorozat, amelyre R(n) = R(—n).

Megforditva, ha R(n) pozitiv definit sorozat, amelyre R(n) = R(—n), akkor létezik
valosziniségi vdltozok olyan X,, n = ..., —1,0,1,..., staciondrius sztochasztikus so-
rozata, amelynek ez az R(n) sorozat az R(n) = EXp X4y kovarianciafigguénye. S6t,
létezik az adott kovarianciafiiggvénnyel rendelkezé Gauss sorozat nulla vdrhato értéki
valosziniséqi vdltozokkal. Ez utobbi esetben a sorozat véges dimenzios eloszldsait eqyér-
telmien meghatdrozza a kovarianciafiigguény.

Bizonyitds. Az éltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy FX(t) = 0, Rogzit-

stink valamely tq,...,ty valds és z1,...,zny komplex szamokbdl allé szam n-es part és
N N N N

tekintsiik a Y > zizZ R(tx — t;) kifejezést. Vegyiik észre, hogy > > ziziR(tx, — t;) =
k=11=1 k=11=1

N N N N
21 2 ZkZlEX(tk)X(tl) =F (kgl ZkX(tk>) <;€21 ZkX(tk)) > 0. Maésrészt R(—t) =
EX(s+1)X(s) = R(¢).

Hasonléan, rogzitve valamely nq, ..., ny egész és z1, . .., zy komplex szamokbdl allé
N N N N

szam n-es part. Ekkor felirhatjuk, hogy > > zxziR(np—ny) = > > 2z EX,, X, =
k=11=1 k=11=1

N N
E (Z sznk) (Z Zka) >0, és R(n) = R(—n).

k=1 k=1

A lemma utolsé allitasanak bizonyitasdhoz azt kell meggondolnunk, hogy ahhoz,
hogy az adott R(n) kovarianciafiiggvényhez létezzen normadlis eloszlast val6szintiségi
valtozéknak olyan sorozata, amelynek (X (k1),..., X(kp)) véges dimenzids eloszlasainak
a kovarianciamatrixat az D(j,l) = Cov (X (k;),X(k)) = R(k; — k), 1 < j < p,
kovarianciamatrix adja meg az kell, hogy ez a kovarianciamatrix a ki,...,k; egész
szamok tetszéleges valasztasa esetén pozitiv definit legyen. Viszont ezt a feltételt az
biztositja, hogy az R(n) sorozat pozitiv definit. Ezenkiviil emlékezziink arra, hogy egy
normaélis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat annak varhato értéke és kovariancia métrixa
meghatarozza.

Bochner tétel. Legyen f(x), —oo < x < 00, folytonos, pozitiv definit figgvény. Ekkor
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létezik olyan véges u(-) mérték a szamegyenesen, amelyre

f(z) = /OO e u(dt), —oo <z < oo0. (2.1)

— 00

A (2.1) képletben szerepld p mértéket az f(x) fligguény egyértelmiten meghatdrozza.

Legyen a(n), n=...,—1,0,1,..., pozitiv definit sorozat az egész szamokon. Ekkor
létezik olyan véges mérték a [—m, ) szakaszon, amelyre

a(n):/ e"u(dt), n=...,-1,0,1,...

A p mértéket az a(n) sorozat egyértelmiien meghatdrozza.

Kovetkezmény. Legyen X,,, EX, = 0, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat
R(n) = EXkXgyn kovarianciafigguénnyel. Akkor létezik olyan egyértelmien meghatd-
rozott G(dx) mérték a —m < x < 7 intervallumon, amelyre

R(n):/ GMG(dt), n=...,—1,0,1,... (2.2)

—T

Specidlisan

EX? = R(0) = /ﬂ G(dt) = G([—m,n]).

—T

A G mérték teljesiti a G(A) = G(—A) tulajdonsdgot is minden mérheté A halmazra.

Bizonyitds. Mivel az R(n) sorozat pozitiv definit a Bochner tételbdl kovetkezik az (2.2)
formula. Tovdbbd, mivel R(n) = R(—n), és az R(n) sorozat egyértelmiien meghatarozza
a G(dt) mértéket, innen kovetkezik, hogy G(A) = G(—A).

1. megjegyzés. Az (2.2) formuldban szereplé G mértéket az R(n) kovarianciafiiggvény
spektral mértékének nevezik az irodalomban. Ha a G mérték abszolut folytonos a
(Lebesgue mértékre nézve), akkor ennek g(z) = %< (z) derivaltjat a kovarianciafiiggvény
spektralsiiriiségének nevezik. Ha létezik az R(n) fliggvénynek g(z) spektral siirtisége,

akkor az (2.2) formula felirhat6 a kdvetkezd ekvivalens médon is:

R(n):/ eMg(t)dt, n=...,—-1,0,1,... (2.2)

—Tr

2. megjegyzés. Egy a [—m, 7| intervallumon definidlt G mértéket, amelyre G([—m, 7]) <
00, G(A) = G(—A) minden mérhet§ fliggvényre spektral mértéknek is neveznek. Az
elnevezés oka az, hogy létezik olyan X,,, n = —...,—1,0,1,..., Gauss eloszlasu sta-
cionarius sorozat, amelynek ez a G mérték a spektral mértéke. Azt is feltehetjiik,
hogy e sorozat elemei teljesitik az £ X, = 0 feltételt. Valéban, ha az EFXyXii, =
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R(n) fliggvény segitségével meg tudjuk adni a keresett Gauss sorozat véges dimenzios
eloszlasainak kovariancia matrixat, igy magukat a véges dimenzids eloszldasokat is.

A spektral mérték bevezetése azért hasznos, mert ilyen médon a Fourier analizis
modszereit tudjuk alkalmazni. Egy staciondrius sorozat kovarianciafiiggvénye eldall,
mint a spektral mérték Fourier transzforméltja. A kovarianciafiiggvény vagy a spektral
mérték megadasa ekvivalens. Sok vizsgalatban hasznosabb a spektral mértékkel dolgoz-
ni.

Legyen adva egy stacionarius Gauss folyamat valamely G spektral mértékkel. Le-
hetséges, és érdemes konstrudlni olyan igynevezett véletlen (normalis) spektrdl mérté-
ket, amelynek segitségével magat a sztochasztikus folyamatot is el6 tudjuk allitani ezen
véletlen spektral mértéknek a Fourier transzformaéltjaként. Ezt az eredményt, illetve a
bizonyitasban sziikséges gondolatmenetet roviden ismertetem. Részletesebb targyalas
talalhato errol és a véletlen spektral mérték szerinti integralrél a Bochner tétel jegyzet-
ben. Eloszor bevezetem a kovetkezo definiciét.

Véletlen (normadlis) spektral mérték definicidja. Legyen adva eqy G spektrdl
mérték a [—m, | intervallumon. Azt mondjuk, hogy egy véletlen Zg mérték a G spektrdl
mértéknek megfeleld véletlen (normdalis) spektral mérték, ha teljesiti a kivetkezd tulag-
donsdgokat.

(i.) Minden mérheté A C [—m,w| halmazra létezik eqy komplex értéki
Zg(A) = Re Zg(A) + ¢Im ZG (A)

valosziniségi valtozo, amelyet az A halmaz véletlen mértékének neveziink.
(ii.) AReZg(A), ImZg(A), A C [—m,n] mérhetd halmaz, valdsziniiségi valtozdk egyiit-
tesen Gauss eloszlasuak, azaz barmely véges sok valdsziniiségi valtozonak ezek kozil

az egyuttes eloszlasa tobbdimenzios normadalis eloszlds.
(i1i.) EZg(A) =0 minden A C [—m, 7] mérhetd halmazra.

(v.) EZg(A)Za(B) = G(AN B), ahol zZ a z szam konjugdltjat jeldli.

(v.) > Za(A) = Zg < U Aj>, ha Ay, ..., A, diszjunkt halmazok.
Jj=1 j=1

(vi.) Za(—A) = Za(A).

Eszrevétel. A Re Zg(A) és Im Zg(B) val6szintiségi valtozok fiiggetlenek. Valéban, ehhez
elég megmutatni a normalis eloszlas miatt, hogy korrelalatlanok. Viszont

FRe Z6(A)m Zo(B) = 1B [(Z6(A) + Z6(A))(Z6(B) ~ Za(B)

B |(Za(A) + Zo(~A))(Za(=B) - Za(B))|

(G(AN(-B)) - G(ANB)+G((—A)N(—B)) —G((—A) N B)) = 0.

1
4
1
4
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Feladat: Ha (A1) U (=A1), ..., A, U(—A4,,) diszjunktak, akkor Zg (A1), ... Zg(Ay)
fiiggetlenek. Ha A N (—A) = ), akkor Var (Re Zg(A)) = Var (Im Zg(A4)) = €A
TOVébbé, Re Zg(A) = Re Zg(—A), Im Zg(A) = —Im Zg(—A).
Segitség: Az els6 allitas bizonyitasahoz azt kell megmutatni, hogy

ERe Zg(Aj)Re Zg(Ak) = O, és FElm Zg(Aj)Im Zg(Ak)) =0

ha (A; U (—A4,)) N (Ax U (—Ag)) = 0. Viszont

ERe Zg(A;)Re Zg(Ay) = iE(ZG(A )+ Za(AN))(Za(Ar) + Za(Ar))

1 - -
= 1 (BEZ6(45)Z6(=Ax) + EZa(A;) Za(Ar)

+ EZG(—Aj)Z(;(—Ak) + EZG(—Aj)Zg(Ak)) =
az adott feltételek mellett, és az Flm Zg(A;)Im Zg(Ay)) = 0 relacié hasonldéan bi-
zonyithaté.

Ha AN (—A) = 0, akkor E(Re (Zg(A))? = LE(Zg(A) + Za(—A))? = 4 Ha-

sonléan E(Re (Zg(—A))? = #. Mivel Zg(—A) = Zg(A) az (vi) relaci szerint, innen
kovetkezik a Feladat még nem targyalt allitasa.

A fent megadott definicié bar technikainak latszik természetes. Ha egy Zg véletlen
mérték teljesiti a fenti tulajdonsdgokat, akkor definidlhatjuk az [ f(t)Zq(dt) mértéket

a kovetkez6 médon. ElGszor definidljuk ezt az integralt természetes médon f(t) =
n

> cjla,(t) alaki elemi fiiggvényekre, ahol Ay, ..., A, mérheté diszjunkt részhalmazai
j=1
a [—m, 7| intervallumnak, és I4(-) az A halmaz indikétorfiiggvénye. A definiciét az

/ D e, (t) | Za(dt) ZCJZG
j=1

képlettel adjuk meg. Nem nehéz belatni, hogy teljesul az

E(/f(t)ZG(dt)/ ) Za( dt) /f (2.3)

M
elemi fiiggvények minden (f(t),h(t)) parjara. Valdban, legyen f(t) = > c;jla,(1),
j=1

h(t) = Z dilp, (t), ahol Ay,..., Ay és By,...,By a [—m,m) intervallum particidi,
cj, J = 1 M, di, k=1,..., N, komplex szamok. Ekkor

E </f(t)ZG(dt)/h(t)ZG(dt)> _E jzlchG<Aj) (; deG(Bk))
:ZZC]dkEZG ZG Bk ZZZC deA ﬂBk /f (dt)
=1 k=1 =1 k=1
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A 1épcsés fuiggvényekre mdr igazolt (2.3) tulajdonségot felhasznélva az [ f(t)Zq(dt)
integralt az Lo izomorfia segitségével ki tudjuk terjeszteni minden olyan f fliggvényre,
amelyre [ |f(t)|*G(dt) < oo ugy, hogy a (2.3) reldcié tovabbra is érvényben maradjon.
Ez a kiterjesztés egyértelmili. Vegyiik észre, hogy igaz a kovetkezo

Eszrevétel. Ha f(t) olyan f € Ly([—m,7), B, G) fiiggvény, amelyre f(—t) = f(t), akkor
az [ f(t)Za(dt) véletlen integrdl 1 valészintiséggel valds értékii valdszintiségi valtozo.

Valéban, a fenti észrevétel igaz 1épcsos fiiggvényekre, és alkalmas hatéaratmenettel
megkapjuk az allitast tetszoleges adott tulajdonsagu f fliggvényre.

Erdemes megjegyezni, hogy az f (—t) = f(t) azonossig jellemzi a valdés értékii
fiiggvények, illetve valds értékii elgjeles mértékek Fourier transzforméltjat. Definialjuk
az

Xn:/ei"tzg(dt), n=...,—1,0,1,..., (2.4)

integrdlokat. Az X, valdszintiségi véltozok valds értékiiek, és a (2.3) relacié alapjan
EXyXiin = EXp1 X, = [€™G(dt). Ez azt jelenti, hogy az e fiiggvényeknek
n=...,—1,0,1,..., a Zg véletlen spektral mérték szerinti integraljanak a segitségével
el6 tudtunk allitani egy olyan stacionarius Gauss sorozatot, amelynek spektral mértéke
a G mérték. Némi plusz munkaval be lehet latni, hogy egy adott GG spektral mértéki
stacionarius Gauss sorozathoz lehet konstrualni olyan véletlen spektral mértéket, amely
magat az eredeti sorozatot allitja el6. Ezt fogalmazom meg az aldbbi eredményben.

2.2. Tétel. Legyen X,,, n = ...,—1,0,1,..., normadlis eloszldsiu staciondrius Gauss
sorozat nulla varhato értéki valdsziniségi vdltozokkal valamely G spektrdl mértékkel.
EkEkor lehet konstrudlni a G spektrdal mértéknek megfeleld normdlis véletlen Zg spektradl
mértéket ugy, hogy az e véletlen mérték szerinti integrdl teljesiti a (2.4) képletet, azaz
a (2.4) képlet jobb oldala egyenld a kiinduldsként megadott X,, n = ..., —1,0,1,...,
sorozat megfeleld tagjdaval.

Megjegyzés. E tétel (részletesebb) bizonyitdsa megtaldlhat6 a Bochner tétel jegyzetben.

Bizonyitds. Tekintsiik a H teret, azaz az X,,, n = 0,£1,+2,..., valészintiségi valtozdk
négyzetesen integralhatd linearis kombinéciéibol allo Hilbert teret, és definidljuk a H
tér J leképezését az Lo([—m,m),B,G(dt)) térre, (ahol B jeloli a Borel o-algebrét a

N ..
[, 7) intervallum részhalmazain) a kovetkez6 modon: Legyen J ( > cje”t> =
j=—N

N

>~ ¢;X; minden véges linearis kombindciéra. Nem nehéz belatni, hogy J normatarté
j=—N
leképezés. Ezért a fenti J leképezést ki tudjuk terjeszteni a véges linearis kombinaciokrol
azok lezartjara is. Ez a J leképezés az Lo(|—m,m),B,G(dt)) és a H tér kozott Lo

N

izomorfidt 1étesit. (Azt kell tudnunk, hogy a véges > c¢;je"! linedris kombindciok az

j=—N
Lo([—m,m), B, G(dt)) tér mindeniitt stirii részhalmazat alkotjak.)
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Definidljuk a Zg(A) valészintiségi valtozét a Zg(A) = J(La(t)) képlet segitségével,
ahol I4(t) az A halmaz indikator fliggvényét jeloli. A Zg(-) valdszintiségi valtozdk
teljesitik az (i.)—(vi.) tulajdonsagokat. Az (i), (ii), (iii) és (v) tulajdonsagok tel-
jesiilése nyilvanvald, a (iv) reldcié kovetkezik az Lo izomorfidbol, a (vi) tulajdonsédg
pediga J(—f)=J ( f) reléciébdl. Tovabba a J transzformacié Lo izomorfidja és a (2.3)
relacié alapjan J(f ff )Zc(dt) minden f € Lo([—m,7),B,G) figgvényre. Tehat
specidlisan X,, = J( =/ ethg(dt).

Sziikségiink lesz késObbi szamoldsainkban egy technikai jellegli lemmara, amely
tekinthet6 gy is, mint véletlen spektral mértékek szerinti integralok helyettesitési sza-
balya.

2.3. Lemma. Lemma véletlen spektral mérték szerinti integralok helyette-
sitési szabalyardl. Legyen adva eqgy G spektral mérték, eqy a G spektrdl mértéknek
megfeleld Z¢ veletlen mérték a [ m, ) intervallumon, valamint egy olyan u(t) fliggvény,
amelyre u(—t) = u(t), és [ |u?(¢)|G(dt) < co. Ekkor a Zgu,

Zoa(A) = [wl0Ia)Za(an). A€,

kifejezés, ahol B a Borel o-algebra a [—m, ) intervallumon, és I4(:) az A halmaz in-
dikator fiiggvénye annak a Gu, spektrdal mértéknek megfeleld véletlen spektrdl mérték,
amelyet a G (A) = [, [u?(t)|G(dt) képlet hatdroz meg minden A € B, A € [—m,m),
halmazra. Tovabba

/f( VZw(dt) /f 1 Ze(dt) (2.5)

minden a G, spektrdal mérték szerint négyzetesen integrdalhato f fliggvényre.

Bizonyﬁds Nem nehéz belatni a (2.3) tulajdonsig segitségével, hogy a Lemmadaban a

=4 |u?(t)|G(dt) képlet segitségével definidlt G, mérték spektral mérték, azaz
Gu(A) = G,(—A) minden mérheté A halmazra, G, ([—m,7]) < oo, és a Zg,, véletlen
mérték a G, spektral mértéknek megfeleld, az (1) (vi) tulajdonsdgok mindegyikét tel-
jesité véletlen Spektrél mérték.

Tekintsiik az J1(f) = [ f(t)Zg..(dt) és Jo(f ff t)Zg(dt) véletlen in-
tegralokat minden olyan f fuggvenyre amelyre I f2 (dt) < oo. (Ilyen figgvé-
nyekre [ |f(¢)u( )\2G dt) = [1f2(t)|G.(dt) < o, ezért mind a két tekintett integrél

létezik.) Vegyiik észre, hogy mmden A E B halmazra Ji(14(t)) = Jo(1a(t)) = Zau(A),
tovabba tetszdleges f1 és f2 a G, mérték szerint négyzetesen integralhat¢ fiiggvényparra
EJl(fl)Jl (fg) = EJQ(fl JQ fg = f f1 (dt) Mind Jl mind JQ korlatos
linedris leképezése a G, mérték szerint negyzetesen integralhaté fliggvények terének
a méasodik momentummal rendelkezé valdsziniiségi valtozok Hilbert terébe, és az 4 (t)
alaku fiiggvények linearis kombindcioi e leképezések értelmezési tartomanyanak min-
deniitt stirti részhalmazat alkotjak. Innen kovetkezik a Lemma &llitasa.
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3. A feladat atfogalmazasa komplex fiiggvénytan segitségével.

A stacionarius sorozatok spektral reprezentacidja lehetové teszi, hogy a komplex fiigg-
vénytan néhany mély eredményeinek a segitségével megoldjuk a predikciés problémat.
Vegyiik észre, hogy e feladat megoldasahoz elegend6 a Wold felbontéast effektiv leirasa,
azaz elég explicit médon megadni az (1.3) képletben szereplé ¢ konstansokat és Vj
valésziniiségi valtozokat. (Lésd az aldbbi feldatatot.)

Feladat: Legyen megadva egy X,,, n = ...,—1,0,1,..., (reguldris) stacionarius Gauss

sorozat X,, = Y ¢V, Wold féle felbontdsa. Ekkor egy X,,, m > 1 val6szintiségi
k=0

valtozo optimdlis becslése az X,,, n < 0, valdszintiségi valtozok segitségével, azaz X,,
o

ortogonalis vetiilete a B(X,,, n > 0) altérre egyenlé az Xm = Y cxVin_k valésziniiségi
k=
m—1 "
véltozéval, a becslés szérdsnégyzete pedig > c3.
k=0
Segitség: Vegyiik észre, hogy a Wold felbontas tulajdonsigai alapjan B(X,, n < 0) =
B(V,, n <0).

[o.@]
Regularis, stacionarius Gauss folyamatok eléallitasat keressiik, X, = > dpW,_p,
k=0
n = ...,—1,0,1,..., mozgdatlag alakban, és azt is szeretnénk meghatirozni, hogy

hogyan tudjuk jellemezni a regularis, staciondrius sorozatokat e sorozatok kovarian-
cia fiiggvényének vagy spektral mértékének a segitségével. Kiilon érdekel minket egy
regulédris stacionérius sorozat Wold felbontdsa. Részletesebb jelolésekkel a kovetkezo
feladatot vizsgéljuk.

Legyen X,,, n=...,—1,0,1,..., egy stacionarius Gauss sorozat. Célunk az ilyen
o

sorozatok eldallitasa X,, = dpW,—i alaki mozgd atlag formaban, — feltéve, hogy
k=0

ez lehetséges, — ahol W, n = ..., —1,0,1,..., fiiggetlen standard normalis eloszlasu

valoszintliségi valtozok, a dy egylitthatok pedig valds szamok. E mozgo atlag eloallitasok
kozil kiilonosen a Wold felbontés érdekel minket. Nem nehéz beldtni, hogy minden
mozgd atlagként eldallithatd stacionarius sorozat regularis. Mésrészt, minden regularis
stacionarius sorozat eléédllithato ilyen alakban. Ez az allitas kovetkezik a korabban ki-
mondott, de csak a kiegészitésben bizonyitott eredménybdl a Wold felbontés 1étezésérol.
Viszont egyelore nincs jellemzésiink a regularis stacionarius folyamatokrol. fgy egyik
célunk valdjaban az, hogy jellemezziik a regularis stacionarius folyamatokat. Késobb
fogunk ilyen jellemzést adni a stacionarius folyamatok spektral mértéke segitségével.

A fenti feladat vizsgdlatdban érdemes bevezetni az Lo ([—71',71'),6, %) Lo-teret,
ahol B a Borel o-algebra és \ a Lebesgue mérték a [—m, ) intervallumon. Definidljuk
e térnek egy természetes, az X,, stacionarius sorozat mozgoé atlag felbontasat jellemzo
izomorfidjat a B(X,, —oo < n < oo) Hilbert térbe. Ennek érdekében vezessiikk be az

ep(t) =™, —m <t <m k=0,+1,+2,... fliggvényeket az Ly ([-m, ), B, %) téren,
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és e tér J(ep(t)) = J(et) = Wy,

J( Z ukek(t)> = Z up Wi, Z ]uk]2 < 00,
k=—o0 k=—o0 k=—o00

leképezését a B(W,,, —oo < n < oo) Hilbert-térbe, ahol a W,,, n = ..., —1,0,1,...,
valészintliségi valtozok megegyeznek a vizsgalt X, stacionarius Gauss sorozatnak X, =

o0

> dpW,— alaki elallitasaban szerepld W, fiiggetlen, standard normélis eloszldsu

k=0

valészintiségi valtozokkal. Nem nehéz belatni, hogy ez a J transzformacié az

Ly ([-m,m),B,5) Ly tér és a B(W,, —00 < n < o0) D B(X,, —00 < n < 0)

Hilbert tér egy izomorfidja. (Vegyiik észre, hogy az Lo ([—m,7),B, %) Lo tér ele-

00 ) 00 .

mei a > upe*® Y |ugl? < oo, alaki fiiggvények, mert az ei(t) = e, k =
k=—oc0 k=—oc0

0,+1,£2,..., fiiggvények teljes ortonormalt rendszert alkotnak az Lo ([—7r,7r), B, %)

Lo térben. Masrészt a Wi, k= 0,+1,+2, ..., valoszinliségi valtozok ortonormalt bazist

alkotnak a B(W,, —oo < n < oo) térben. Ezért e tér elemei felirhatéak egyértelmii

médon > wpWg, > |ug|? < oo alakban.)

k=—00 k=—o00

Célunk el6szor az, hogy az X,, = > dWy_p = J <Z dken_k(t)> jellemzésben
k=0 k=0
meghatarozzuk a dj konstansokat. Ha ezt megadjuk, akkor képesek lesziink véletlen

integralok segitségével magat a mozgd atlagot is eldallitani. E vizsgalatok segitségével
képesek lesziink a lehetséges mozgd atlagok jo leirdsara, specidlisan a Wold felbontas
megaddasara.

Tekintsiik egy X,,, n =...,—1,0,1,..., (reguldris) stacionarius sorozat egy X,, =
o0
> dpW,_k mozgb atlag eléallitasat, és vegyiik az ezen mozgdatlag reprezentdcié segit-

k=0
ségével definidlhatd

h(t)=> dre™, Y |d|* <00, —m<t<m, (al)
k=0 k=0

fliggvényt. Mivel a dj egyiitthatdk valdsak ezért teljesiil a

h(—t) = h(t) minden —7 <t < 7 szdmra (a2)
azonossag. Tovabba vegyiik észre, hogy a mozgé atlag tulajdonsag és a Parseval azo-
nossag alapjan, bevezetve a dy = 0, ha k < 0 jelolést az (al) formuldban szerepld
egyitthatdk kiterjesztéseként, az alabbi azonossdgot kapjuk: (Tekintsiik csak az n > 0
esetet.)

EX;X,; = EXoX,=F (Z den_k> (Z de_k>
> - 1 [T, - 1 (™

= dypdy = — mtp(Oh(t) dt = — )2 dt

kz_% +hde = 5 e h(t)h(t) o e h(t)|

—Tr — T
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minden n > 0 egész szamra. Az (a2) tulajdonsdg alapjan |h?(t)| = |h?(—t)|. Ezen tény, a
(3.1) formula valamint egy stacionérius sorozat spektral mértékének egyértelmiiségébél
kovetkezik, hogy a mozgd atlag formaban eléallitott stacionarius sorozatnak létezik

2
spektral silirtiség fiiggvénye, és az megadhatd g(t) = M, —m < t < m, alakban.

27
Tehat azt kaptuk, hogy az X,,, n = ..., —1,0,1,..., staciondrius sorozatnak létezik
_dG(t) o s e ,
g(t) = =5~ spektral siirliségfiiggvénye, és
(1))

= g(t), ahol g(t) az X,,, n=0=%1,..., sorozat spektral siirliség fiiggvénye.

(a3)

Az alabbi lemmaban Gsszefoglaljuk a fenti érvelés segitségével kapott eredményeket.

o0
3.1. Lemma. Létezzen eqy X,, staciondrius sorozatnak eqy X,, = > diWp_g, n =

ooy, —1,0,1, ..., alaku mozgo dtlag reprezentdacidja, ahol W, n = 0, ]{, 8, ..., fliggetlen
standard mormadlis eloszldsi wvaldszinidségi vdltozok sorozata, és a dp,, n = 0,1,2...
egyttthatok valos szamok. FEkkor az X,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat-
nak létezik g(t), —m < t < m, spektrdl siriség fligguénye, és létezik egy komplex szam
értékd h(t) figgvény, amely teljesiti az (al), (a2) és (a3) tulajdonsdgokat ezzel a g(t)
fuggvénnyel.

A 3.1. Lemma sziikséges feltételt adott arra, hogy egy stacionarius sorozat el6allit-
haté legyen mozgdé atlag formaban valamely d,,, n = 0,1,2, ..., egylitthatdk segitségével.
Be fogunk latni egy 3.2. Lemmat, amely azt allitja, hogy a fent megfogalmazott feltételek
egyben elégségesek is ahhoz, hogy egy stacionarius sorozatot eléallithassunk adott tu-
lajdonsagi mozgod atlag formajaban, sét véletlen spektral mértékek szerinti integralok
segitségével meg is ad egy ilyen reprezentaciot.

Hangsilyozni szeretném, hogy a h(t) fiiggvény (al) el6éllitdsaban specialis alaku
Fourier sor szerepel, olyan amelyik csak k& > 0 paraméterti e’** alaki trigonometrikus
fliggvényeket tartalmaz. Ez az a tulajdonsig, amely miatt az (al), (a2) és (a3) tulaj-
donsdgokat teljesito h(t) fliggvények megkeresésében a komplex fliggvénytan modszerei
nagyon hasznosnak bizonyultak. Emlékeztetni szeretnék tovabba arra, hogy mint azt a
Wold felbontas létezését kimondo tétel utan megfogalmazott 2. feladatban megfogalmaz-
tam, a Wold felbontasnak megvan az az extremum tulajdonsiga egy staciondrius sorozat
mozgd atlag eloallitasai kozott, hogy ennek a legnagyobb a konstans egyiitthatdja. Mint
latni fogjuk, ez a tény segit a Wold felbontas megtalaldsdban.

Megjegyzés. Nem nehéz beldtni a 3.1. Lemma olyan valtozatat, amely annak adja

meg a sziikséges (valdjaban sziikséges és elégséges) feltételét, hogy egy X, staciondrius
oo oo

Gauss folyamat megadhaté legyen X, = > dpyW,_r, >, di < oo, alakban. Ilyen

k=—oc0 k=—oc0
reprezentdcié megadhatd, ha az X,, staciondrius sorozatnak létezik g(t), —m < t < T,

S5} .
spektral stirtiségfiiggvénye, és az teljesiti az (a2) és (a3) feltételeket a h(t) = >  dpe’*t

k=—oc0
fiiggvénnyel. A lényeges kiilonbség ezen &llitas és a 3.1. Lemma kozott az, hogy most
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o0
nem tessziik fel az (al) feltételt, és a h(t) fiiggvény definicidjdban > Osszegezést

k=—oc0
o0 [ee)

alkalmaztunk a > Osszegezés helyett. Az, hogy az (al) formuldban > Osszegezést
k=0 k=0

alkalmaztunk nagyon lényeges. Egyrészt ennek biztositasa fogja okozni a f6 nehézséget
késobbi vizsgalatainkban, masrészt ez az oka annak, hogy komplex fiiggvénytani mdd-
szereket alkalmazhatunk.

Az aldbbi 3.2. Lemmaéaban megfogalmazom azt az allitast, amely szerint egy sta-
cionarius sorozat mozgd atlag eloallitasanak a 3.1. Lemmabban megfogalmazott sziik-
séges feltétele egyben elégséges feltétel is.

3.2. Lemma. Legyen X,, n=...,—1,0,1,..., staciondrius Gauss sorozat 0 vdrhato
értéki valdszintiségi vdltozokkal, amelynek van g(t), —m < t < 7, spektral siriség
fligguénye, és létezik az (al), (a2) és (a3) tulajdonsdgokat teljesitd h(t) figgvény és
di, k = 0,1,2,..., szamsorozat. Jeldlje G(-) a g(t) spektrdl siriség figgvényhez tar-
tozo spektral mértéket, és tekintsiuk az X, staciondrius sorozat X, = fethg(dt),
n=...,—1,0,1,..., alaku elédllitasat alkalmas az X, sorozat G spektrdl mértékének
megfeleld Zg véletlen spektrdl mérték szerinti integral segitségével. (Tudjuk, hogy ilyen

elédllitds lehetséges.) Vegyik az u(t) = == fligguényt, és a véletlen spektrdl mérték
ht)

szerinti integrdalok helyettesitési szabdlydrol szolo 2.3. lemmadban definidlt Zg ., véletlen
spektrdl mértéket, ahol h(t) az (al), (a2) és (a3) tulajdonsdgot teljesitd figgvény. Ekkor
definidlhatjuk a

1

Wn:/ethG’u(dt):/WZg(dt), n=...,—1,0,1,..., u(zs):ﬁ (3.2)

valosziniségi vdltozokat, €s azok fiiggetlenek és standard normdlis eloszldsuak. Ezenkiviil
az X,, sorozat elédllithato

Xy =Y dWng, n=..,-1,01,... (3.3)
k=0
alakban, ahol di, k =0,1,2,..., az (al) formuldban szerepld (valds) szamok sorozata.

Bizonyitds: Fel fogom haszndlni egy a 3.3. tételben megfogalmazott fontos komplex
fiiggvénytani eredménynek azt a kévetkezményét, amely szerint egy az (al) tulajdonsé-
got teljesité h(t) fliggvény a [—m, 7] intervallumon majdnem mindeniitt kiilonb6zik nul-
latol. Ezért véve az u(t) = # fiiggvényt, teljesiil a G, (A) = [, WG( dt) = 5=A(A)
azonossag minden A € B, A C [—m,n] halmazra az (a3) tulajdonsdg alapjan. Ezért
létezik a GG, spektral mérték, és G,, = %)\, ahol A a Lebesgue mértéket jeloli a [—, 7] in-
tervallumon. Innen, és a (2.5) képlet alkalmazdsabdl f(t) = ™™ valasztassal kovetkezik
a (3.2) formula, és az hogy az e formuldban definidlt (egyiittesen) normalis eloszlasu,
nulla varhaté értékti W,, valdsziniiségi valtozdk 1 szérasuak, és korrelalatlanok. Ezért
a (3.2) képletben val6ban egy fiiggetlen standard normalis eloszlast val6szintiségi vél-
tozdkbdl allé sorozatot definidltunk.
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Az (a2) tulajdonsdgbdl kovetkezik, hogy a dj szamok valésak. (Vegyiik azt is észre,

hogy Z di < oo, mivel [|h%(t)|dt = [ g(t)dt < 0o.) A (3.2) képletbdl kovetkezik, hogy
k=

z(n )t eint > )
dewn g = de/ k Za(dt) :/W <dee—@’“> Za(dt).
k=0

(Az utolsé formuldban alkalmazott végtelen Osszegzés is jogos, ha az ({2, A, P) va-
16szintiségi mezén tekintett Lo norméban vett konvergenciat tekintjiik.) Az utolsé
azonossaghdl, valamint az (al) és (a2) képletbél kapjuk, hogy

S _ inth(_t) _ eint o
S it = [ 06t = [[entzotan = X,

Innen kovetkezik a (3.3) formula. A Lemma bizonyitdsat befejeztiik.

1. megjegyzés. A (3.3) formuldbdl latszik, hogy a Lemmadaban megkonstrudlt mozgé-
atlagban szereplé W, valdszintiségi véltozok teljesitik a W,, € B(X;, —oo < j < 00),
n=0,+1,+2,..., tulajdonsdgot. A Wold felbontédst az tiinteti ki a tobbi mozgé atlag
reprezentacio koziil, hogy a benne szereplo V,, valdszintliségi valtozok még az erésebb
Vo € B(X;, —oo < j < n) tulajdonsagot is teljesitik.

2. megjegyzés. Az X, sorozat 3.2. lemmaban megadott mozgdatlag eléallitasban sze-
replé W, valdszintiségi valtozok definicidja nem annyira ad hoc jellegii, mint ahogy
az els6 pillanatban gondolnank. Valdéban, irjuk fel a mozgd atlag alakban elééllitani
kivant staciondrius sorozat elemeit X,, = [e™Zg(dt) n = ...,—1,0,1,... véletlen
spektral mérték szerinti integral alakban, és keressiik a W, fiiggetlen standard normalis
val6szinfiségi valtozdkat W, = [e™Zy(dt) alakban, ahol Z; alkalmas a [—m, 7] in-
tervallumon tekintett 1 — A spektral mértékhez tartozo véletlen spektrdl mérték. Ekkor

az X, Z dWy,—), azonossdg felirhaté [e™Zg(dt) = [e™h(—t)Zy(dt), h(t) =

k=0
3" die®*t alakban is. Ennek az azonossdgnak minden n = 0,41,42,... indexre tel-
jesiilnie kell. Be lehet latni, hogy ezt csak Zg(dt) = h(—t)Zo(dt) = h(t)Zo(dt)

véalasztassal érhetd el. Ezt a vélasztast alkalmaztuk a (3.3) formuldban.

Az ismertetett eredmények alapjan a predikciés feladat legfontosabbb része az (al),
(a2) és (a3) feltételeket teljesité h(t), —m < t < 7 fliggvények megtaldlasa, illetve ezek
koziil azoké a fiiggvényeké, amelyekre a konstans tag |dy| abszolit értéke a maximu-
mot veszi fel. Ez utébbi feladat megoldasa a Wold felbontas megtalalasa érdekében
sziikséges. Tudjuk az eddigiek alapjan is, hogy ez a maximum felvétetik, de nem tudjuk,
hogy ez az el6irds egyértelmiien meghatarozza-e a h(t) fiiggvényt.

A feladat megoldédsa érdekében egy az (al), (a2), (a3) feltételt teljesité h(t) =
00 ) 00
3 diet*t fiiggvényhez tarsitsuk a H(z) = > d¥2* a {z: |z| < 1} egységkéron anali-
k=0 k=0
tikus fiiggvényt, és vezessiik be a h(t) fiiggvény h(p) “feltekerését” a {z = ¢, —71 <
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¢ < m} korvonalra a h(e’?) = h(p) képlettel. Hasonléan definidljuk egy staciondrius
sorozat g(t) spektral stirtiségének (feltéve, hogy létezik ez a spektral sfirtiség) a g(e'¥) =
g(p), —m < ¢ < m, “feltekerését” az egységkorre. A komplex fliggvénytan bizonyos
eredményeibdl kovetkezik, hogy a H(z), |z| < 1, fliggvény 111_>ml H(re') radidlis limesze

majdnem minden —7 < ¢ < 7 szdmra létezik, és egyenlé a h(p) = iL(ei‘P) fiiggvénnyel.
Ez azt jelenti, hogy elég a h(t) fiiggvények helyett a H(z) fliggvényeket megtaldlni. Ez
utobbi feladatot a komplex fiiggvénytan moédszereivel egyszeriibb megoldani.

Szeretném hangsulyozni, hogy a H(z) fliggvény radialis limeszének 1étezésérol elébb
megfogalmazott allitds nem nyilvanvald, hanem kiilon indokldsra szorul. Az eredeti
feltételek csak azt biztositjdk, hogy a H(z) fliiggvény az egységkor belsejében anali-
tikus. Az, hogy egy az egységkor belsejében analitikus fiiggvény hogyan viselkedik
az egységkor hataran a komplex fliggvénytan nehéz kérdéseihez tartozik. Jelen eset-
ben az az észrevétel konnyitheti meg a probléma vizsgalatat, hogy az adott tulaj-
donsaggal rendelkez6 analitikus fiiggvények a Ho Hardy osztdlyba tartoznak, amelyrdl
sokat lehet tudni. Bar szamunkra csak a Ho osztaly jellemzése lesz érdekes, megadom
a H, osztalyok definici6jat tetszoleges 0 < p < oo paraméterre.

Hardy fiiggvényosztalyok definicidja. A H, figgvényosztdly, 0 < p < 0o, azokbdl
a {z:|z| < 1} egységkiron analitikus H(z) figguényekbdl dll, amelyekre

7 sup [H(re )l =sup [ |H(re'?)Pdo < e, ha0<p <,
r<l r<lJ_—xn
€s et . A
| Hool| = sup |H (re"?)]| 00 = sup |H(re'*)| < oo, hap= 0.
r<l r<l, —n<ep<m

oo o.¢]
Nem nehéz beldtni, hogy a 3. |dix|? < oo feltétel miatt H(z) = Y. dpz* eleme

k=0 k=0
a Ho fliggvény osztalynak. Szamunkra a kovetkezd komplex fiiggvénytani tétel lesz
kiilonosen hasznos. Ennek bizonyitasat egy kiegészitésben ismertetem, ahol néhany

tovabbi komplex fiiggvénytani magyarazatot is teszek.

3.3. Tétel. Tétel Hardy féle H, fliggvényosztalyok jellemzésér6l. Egy H(z) =
oo

dpz* hatvdnysorral megadott analitikus fligguény akkor és csak akkor van a Ho Hardy
k=0

fiigguényosztalyban, ha teljesiil a Y. |d|* < oo feltétel. Tekintsiink eqy H(2) = > di2*,
k=0 k=0

00 S .

3 |dr|? < 00, a Hy fiigguényosztdlyba tartozo figguényt, valamint a h(p) = > dpe’t?,

k=0 k=0

- < ¢ <, fugguényt. Ekkor

(i) linﬁ H(re**) = h(yp) majdnem minden —m < ¢ < 7 szdmra. Tovdbbd a H,(p) =
T—

H(re'?) fiiggvények a (Lebesgue mérték szerinti) Lo normdban is konvergdlnak a
h(p) figgvényhez, ha r — 1. (Az (i) pont dllitdsdt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy
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a H(z) figgvény radidlis limesze létezik, és egyenld a h(p) figgvénnyel mind a
majdnem mindeniitt mind az Lo norma szerint.)

(it) Ha a H(2) figguény nem azonosan nulla, akkor [ _|log|h(p)||dy < co. Specidli-
san, ebben az esetben a h(p) figguény csak nulla mértéki halmazon lehet nulla.

Megjegyzés. A fenti tétel (ii) pontjabol az is kovetkezik, hogy egy az (al) tulajdonsigot
teljesitd h(t) fiiggvény csak null mértéki halmazon nulla. Ezt a tényt hasznaltuk fel a
3.2. Lemma bizonyitdsaban.

Szeretnénk jellemezni azokat a [—m,7) intervallumon definidlt (négyzetesen in-
oo

tegralhatd) h(p) fiiggvényeket, amelyek h(p) = > dre®*?, > |d3]| < oo, alakban
k=0 k=—0
irhatéak. Megfogalmazom a Hardy féle Ho osztalyok jellemzésérdl szold tétel alabbi

kovetkezményét, amely az ilyen fiiggvényeknek szamunkra hasznos jellemzését adja a

Ho fliggvény osztaly segitségével.

Kovetkezmény. Egy a [—m, ) intervallumon definidlt (négyzetesen integralhatd) h(p)
00 ] 00

fiigguény akkor és csak akkor irhaté h(p) = > drett?, S |d2| < oo, alakban, ha
k=0 k=0

létezik olyan H(z) € Ha figgvény a {z: |z| < 1} egységkorben, amelyre lirr{ H(re'¥) =

r—
h(e) majdnem mindenditt (és ebben az esetben az Lo mormdban is). A h(p) figgvény

oo
eqyértelmiien meghatdrozza a H(z) fiigguényt, és az H(z) = 3. dpz"® hatvdnysor formd-
k=0

ban irhaté ugyanazokkal a dy egyiitthatokkal, amelyek a h(p) fiigguény h(p) = 3. dpett®
k=0

Fourier eléallitasaban szerepelnek.

00 ) 00
Bizonyitds. Ha a h(p) fiiggvény h(p) = > dret*?, 3 |d?| < oo, alakban frhaté,
k=0 k=0

akkor a H(z) = Y dpz" fiiggvényre H € Ho, és 1irr{ H(re'?) = h(p) a 3.3. tétel
k=0 r—
alapjan. Megforditva, ha h(yp) = lirri H(re'?) valamely H € H, fiiggvényre, akkor ez a
T

H fiiggvény H(z) = Y dp2®, > |d?| < oo alakban frhaté, és H(re'?) = Y dprFet*s.
Vegyiik a H(re'¥) fiiggvények Lo limeszét r — 1 hatdratmenettel. Ez a limesz a h(yp) =
oo

3 diet*? fiiggvény.
k=0

Megjegyzés. Néhény vizsgélatban sziikségiink lesz annak megmutatéasara, hogy bizonyos

az egységkor belsejében definidlt analitikus H(z) fliggvények a Ho osztélyba tartoznak.

Tudjuk, hogy ez a tulajdonsdg ekvivalens azzal, hogy H(z) = > diz", és Y |d3] <
k=0

k=10
oo. De vannak olyan esetek, amikor nem érdemes a H(z) fliggvény Taylor sordnak az

egyltthatoit vizsgalni, ehelyett egyszeriibb a H € Hy relaciét ugy bebizonyitani, hogy

20



igazoljuk a Ho osztdly elemeinek definiciéjaban szerepld sup fjﬂ |H(ret?)?dp < oo
r<l

oo
reldciét. Megjegyzem, hogy e szuprémum végessége egyszertien kovetkezik a Y |dp|? <
k=0
oo egyenl6tlenségbél. Az is igaz, hogy a szuprémum végességébdl kovetkezik a fenti

egyenlotlenség, de ennek bizonyitasa nehezebb.

Az a probléma érdekel minket, hogy egy stacionarius Gauss sorozat lehetséges X,, =

oo
> dpWy— mozgé atlag eléallitasdban milyen d, k = 0,1,..., egylitthatésorozatok
k=0
szerepelnek. Kiilon érdekel minket az a kérdés, hogy milyen egyiitthatok szerepelnek a

Wold felbontasban. A vizsgdlandé probléma része az is, hogy milyen spektrél stirtiséggel
rendelkez6 stacionarius folyamatoknak létezik a sorozat mozgdatlag eldallitasa. Ez
a kérdés ugy is megfogalmazhatd, hogy milyen spektral stiriiséggel rendelkez6 sta-
ciondrius folyamatok reguldrisak. (A 3.1. Lemmd&bdl kovetkezik, hogy egy regularis
staciondrius sorozatnak van spektral stiriség fliggvénye.) Lattuk, hogy a felvetett
probléma ekvivalens azzal a kérdéssel, hogy egy adott g(t) spektral siiriisség fiiggvény
esetén, melyek az (al), (a2) és (a3) tulajdonsdgokkal rendelkez6 és a dy, k = 0,1,...,
Fourier egyiitthatok segitségével definidlt h(t) fliggvények. Az el6bb megfogalmazott
a Hardy féle Ho osztalyok jellemzésérol szolo tétel segitségével at tudjuk fogalmazni
ezt a kérdést egy komplex fliggvénytani problémavéa. Az aldbbi FELADAT A-ban ezt
az atfogalmazast adom meg. Ezutan a FELADAT A megoldasaval, illetve az ehhez
sziikséges komplex fliggvénytani ismeretekkel fogok foglalkozni.

FELADAT A. Legyen adva eqy g(t) spektrdl siriség figgvény. Jellemezziik azokat a
komplex szamsik egységkorén definidlt, a Ho Hardy osztdlyba tartozo valos egyiitthatos
o0

H(z) = kzodkzk hatvanysorokat, amelyeknek h(p) = 1?311 H(Re*) radidlis limesze

teljesiti az |h2 ()| = g(p), —71 < ¢ < 7, azonossdgot majdnem minden —w < ¢ < 7
szdmra. Keressik meg az ilyen tulajdonsdgiu fiiggvények kézil azokat, amelyekre az
origoban felvett érték abszolit értéke maximdlis. Mely g(¢) spektrdl siiriiség esetén lesz
a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd fiiggvények osztdlya nem tres?

Roviden ismertetem, milyen eredményt fogunk kapni a FELADAT A megoldéasara,
és az milyen lehetGséget ad egy ¢(t) spektral slirtiség fliggvénnyel rendelkezé staciondrius
Gauss sorozat Wold felbontdsanak megtalalasara. A Wold felbontas megtaldlasa egyben
a predikcios probléma megoldasat is jelenti.

A Hardy féle Ho osztélyok jellemzésérdl szdlé tétel (ii) pontja alapjan csak akkor
van a FELADAT A-nak megoldéasa egy g(p) spektrél stirliség fiiggvény vélasztasa esetén,
ha teljesiil az ffﬂ |log|g(v)|| de < oo feltétel. Ekkor viszont, mint meg fogjuk mutatni,
létezik e feladatnak megolddsa, és a (4.5) képletben fel fogjuk explicit médon azt a Hy(z)
megoldast, amelyre az origéban felvett érték maximalis. Ez egyben meghatarozza e
fiiggvény keresett h(p) = ll{igll Ho(Re™) (radidlis) limeszét is. Ezutan a Hy(z) fiiggvény

hatvanysorba fejtésével, illetve a 3.2. lemma, pontosabban a (3.2) formula segitségével a
h(y) figgvény ismeretében fel tudjuk {rni a keresett Wold felbontdst. Valgjaban, a fel-
adat ennél nehezebb, mert a (3.2) formuldban felirt véletlen integral effektiv kiszamoldsa,

21



nehézséget okozhat. Ezzel a kérdéssel néhany fontos specidlis esetben részletesebben is
fogunk foglalkozni. Ez lesz a 6. fejezet legfontosabb témaéja.

Végiil megjegyzem, hogy egy adott g(¢) spektrél siirliség fiiggvény esetén meg lehet
adni a FELADAT A-t teljesito fliggvényosztaly pontos lefrasat. Ezt az eredményt, noha
jelen vizsgalatainkban nem lesz ra sziikségiink, ismertetni fogom az 5. fejezetben.

4. A vizsgalt komplex fiiggvénytani probléma megoldasa.

oo

Elsésorban azt a FELADAT A-t teljesité H(z) = > dizi fiiggvényt szeretnénk meg-
k=0

talalni, amely az origoban maximalis abszolut értéket vesz fel, mert ez adja meg a

keresett Wold felbontést. Az a tény, hogy a Wold felbontas 1étezik, implikalja azt is,
hogy a FELADAT A-ban megfogalmazott maximum felvétetik. Az origéban maximalis
abszolut értéket felvevd az adott osztalyban levd fiiggvény megtalalasaban hasznos lesz
szamunkra a kovetkezo lemma.

4.1. Lemma. Legyen H(z) olyan analitikus fliggvény az egységkorben, amelyiknek van
nullhelye valahol az egységkor belsejében. Ekkor létezik olyan H(z) analitikus fiigguény
az eqységkdrben, amely abszolit értékének a radidlis limesze megegyezik a H(z) fiiggvény
abszolut értékének a radidalis limeszével minden olyan pontban, ahol az utobbi létezik, és
teljesiti a |H(0)| > |H(0)| szigori egyenlétienséget. Ha a H(z) figguvény Taylor sordnak
minden egyiitthatdja valds szdm, akkor a H(z) fiigguény megudlaszthatd gy, hogy az
szintén teljesitse ezt a tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Ha H(zp) = 0 valamely [29| < 1 pontban, akkor definidljuk az A(z) = =2
fliggvényt. Ez olyan az egységkort onmagdba képzé raciondlis tortfiiggvény, amelyik
az egységkort onmagaba viszi, ezért abszolut értéke a korvonal hataran 1, a korvonal

belsejében pedig szigortian kisebb, mint 1. Ezért a H(z) = Z((j)) olyan analitikus

fiiggvény, amely abszolut értékének a radidlis limesze megegyezik a H(z) fiiggvény
radialis limeszével az egységkor hataranak minden olyan pontjaban, ahol ez a radialis
limesz 1étezik. Mivel |A(0)] < 1, ezért |H(0)] > |H(0)|. Az, hogy a H(z) fliggvény
Taylor sordanak egyiitthatéi valés szamok ekvivalens azzal, hogy H(z) = H(Z). Ebben
az esetben a H(zp) = 0 azonossdghdl kdvetkezik, hogy H(Zp) = 0. Ha Im zy # 0, akkor

vezessiik be az el6bb definidlt A(z) fiiggvény mellett az A(z) = f__—j;) fliggvényt is, és
legyen H(z) = i (I;I)(g)(z), ha H(z) valés egyiitthatés Taylor sor. Ez a fiiggvény teljesiti
a Lemmaban eloirt feltételeket. A lemmat bebizonyitottuk.

Feltehetjiik, hogy az X,, = > ¢xVh—k, n = ...,—1,0,1,..., Wold felbontasnak

k=0
megfelelé Hy(z) = Y cpz® a FELADAT A-ban keresett fiiggvény olyan, hogy ¢y > 0,
k=0
azaz az origoban maximalis abszolut értéket felvevo fliggvény az origéban pozitiv értéket
vesz fel. Valéban, ha a X,, = > ¢ Vi Wold felbontasban ¢y < 0 lenne akkor a Wold
k=0
felbontast felirhatjuk X,, = > (—ck)(—Vi) alakban is —¢g > 0 egyiitthatéval. A ¢y =0
k=0

22



eset nem lehetséges, hiszen mint az el6z6 lemméban lattuk a Hy(z) fiiggvény sehol sem
tlinik el az egységkorben. Tovabba azt is tudjuk a Hardy féle Ho osztédlyok jellemzésérol
sz6l6 tétel (ii) pontja alapjan, hogy a FELADAT A-ban fel kell tenni, hogy az abban
tekintett g() spektral stirtiségnek teljesiti az [ |log g(9)| dd < oo reldcidt. Ellenkezd
esetben nincsen a FELADAT A-ban el6irt tulajdonsagokat teljesito fliggvény.

Felirom, felhaszndalva a komplex fiiggvénytan néhany klasszikus eredményét egy
olyan Hy(z) fliggvény képletét, amely természetes jelolt arra a fiiggvényre, amely teljesiti
a FELADAT A feltételeit, és a FELADAT A feltételeit teljesito fiiggvények origoban
felvett értékeinek a maximuma egyenlé ennek a Hy(z) fliggvénynek az értékével az
origéban. Tudjuk az el6z6 lemma alapjan, hogy olyan H(z) fliggvényt kell megadnunk,
amely sehol sem tiinik el az egységkor belsejében. Ilyen fiiggvénynek 1étezik logaritmusa,
ezért lehetséges a keresett Hy(z) fliggvény helyett el6szor annak logaritmusét a log Ho(2)
fiiggvényt definidlni. Idézziik fel, hogy egy z = Re'¥ # 0 komplex szémra logz =
log R+1ip. A ¢ szam csak modulé 27 van meghatarozva, de egy a komplex egységkoron
definidlt sehol sem eltiing analitikus f(z) fiiggvény log f(z) logaritmusat definidlhatjuk
ugy, a nem egyértelmiien meghatarozott imaginarius rész alkalmas megadasaval, hogy
a log f(z) fuggvény is analitikus legyen. Az analitikus log Ho(z) = u(z) + iv(z) fiige-
vény u(z) valds része harmonikus fiiggvény. (Egy u(z,y) fliggvény harmonikus egy
G tartoményon, ha a tartomdny minden (z,y) € G pontjaban teljesiil a Au(z,y) =

Pu(zy) | Pu(zy) _ ’
57 -t 7o = 0 azonossag.)

Az elmondottak alapjan olyan Hy(z) fliggvényt keresiink, amelynek log Hy(z) =
u(z) + 1v(z) logaritmusédnak u(z) = Re log H(z) = log|H(z)| reélis része teljesiti a
Il%iml u(Re'?) = Llogg(p) feltételt. Ezenkivill az u(z) fliggvény harmonikus. Olyan

—

Hy(z) fuggvényt keresiink, amelyre Hy(0) valds szam, és Hp(0) > 0. Ez azt jelenti,
hogy Im log Hy(0) = v(0) = 0, ha a log Hy(z) logaritmusnak a megfelel6 agat vessziik.
Ennek alapjdn felirunk egy olyan ug(z) harmonikus fliggvényt az egységkoron, amelynek
hatérértéke a peremen a u(e’?) = 1logg(p) fiiggvény, majd definidljuk ennek azt az
egyértelmi analitikus log Hy(z) = u(z)+iv(z) analitikus kiegészitését, amelyre v(0) = 0.
Annak érdekében, hogy megadjunk egy ilyen tulajdonsagu fiiggvényt, felidézek néhany
fontos komplex fiiggvénytani eredményt. Elsésorban a kovetkezo tételre lesz sziikségiink.

4.2. Tétel. Tétel az egységkor hataran eldirt értéket felvevé harmonikus
fuggvények eloallitasardl és azok analitikus kiegészitésérol. Legyen adva egy
ug(¥), —m < ¥ < m, a [—m, 7] intervallumon integrdlhato figguény. Ekkor a {z: z =
Re'¥, 0 < R < 1} egységkéron definidlt

u@)zuﬂ%w)sz/mRe<aﬂ+z>udwdﬁ

i
T J)_. e z

1 ([T 1 — R? (4.1)

T or —x 1+ R?—2Rcos(¥ — ¢)

fliggvény, amelyet azonositunk az u(zx,y) = u(x+iy) = u(z), ha z = x+ iy, figgvénnyel
harmonikus figguény a komplex eqységkoron, és ennek radidlis limesze teljesiti a

}l{iml u(Re™) = uo(9)  majdnem minden —w <9 < m szdmra (4.2)
%
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feltételt. Ha uo(9) wvalds értéki figgvény, akkor azt az egyértelmiien meghatdrozott
F(z) = u(z) + iw(z) analitikus fligguényt, amelynek valds része megegyzik a fenti u(z)
fliggvénnyel, és imagindrius része teljesiti az Tm F(0) = v(0) = 0 feltételt az

T el 4
F<z):i/ o (9) Y (4.3)

o et — z

képlet adja meg.

E fejezetben nem targyalom a fenti tétel bizonyitasanak a részleteit, csak felidézem
azokat az alapvet6 eredményeket, amelyeken e tétel bizonyitdasa alapul. Annak bi-
zonyitasa, hogy a (4.1) formuldban definidlt u(z) fiiggvény harmonikus azon a tényen
alapul, hogy a (4.1) formula integréljdban szereplé magfiiggvény, azaz a P(R,p) =
i Rzl_ggios((p) ugynevezett Poisson féle magfiiggvény teljesiti a kovetkez6 tulajdonsa-
gokat.

4.3. Tétel. Tétel a Poisson féle magfiiggvény tulajdonsigairél. A P(R, ) =

1+R2£;§zcos(w), 0<R<1, —m < ¢ <, Poisson féle magfiigguény, amely megadhato

P(R,p) = io: RI™ee glakban is, teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat:
n=—oo
(i) A P(x,y) = P(R,¢), ahol az R = R(x,y), ¢ = p(x,y) szdmokat az x + iy = Re'?
reldcié hatdrozza meg, harmonikus figguény az {(x,y): 2% + y* < 1} egységkiron.
it) P(R,p) >0 minden 0 < R <1, —1 < ¢ <, argumentumra.
(iii) 5= [T P(R,¢)dp =1 minden 0 < R <1 szdmra.
(iv) ]%iinl P(R,p) =0, ha ¢ # 0, és a konvergencia egyenletes a 6 < |¢| < 7 halmazon
minden 6 > 0 szamra.

(v) L—r_g < P(R,p) < %@ minden 0 < R <1 szdmra.

A fenti eredmény segitségével belathatd, hogy a (4.1) formuldban definidlt u(z)
fiiggvény valoban harmonikus. Az a tény, hogy e fiiggvény radidlis limesze az ug(9)
fliggvénnyel egyezik meg majdnem minden ¥ szamra kovetkezik az aldbbi az irodalom-
ban Fatou tételnek nevezett fontos eredménybdl, amelyet szintén bizonyitas nélkil is-
mertetek.

4.4. Tétel. Fatou tétel. Legyen p korldtos vdltozdsi mérték a [—m, | intervallum
Borel mérheté halmazain. Akkor az

: 1 [7 1 — R?
ip 4.4
u(Re™) 27 /7T 14+ R?2 —2Rcos(¥ — go)'u(dﬁ) (44)

(Poisson) integrdl, amely harmonikus fligguény az egységkirben, teljesiti a
lim u(Re'?) = 4/
lim u(Re'?) = 1 (¢)
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relaciot a ' (p) = lim% hatarértékkel, ahol az I intervallumrendszer tetszdleges a
@ pontra huzodo intervallumok rendszere, minden olyan ¢ pontban, amelyikben a fenti
W (p) hatarérték létezik. (A korldtos vdltozdsu fiigguények definicidja megtaldlhatd a
Kiegészités b) részében.)

Specidlisan, ha g(19) integrdlhato figgvény a [—m, ) intervallumon, akkor a (4.4)
formuldt alkalmazva a p(d¥) = g(v¥)dd mérték vdlasztdssal azt kapjuk, hogy ebben az
esetben Il%iinl u(Re™) = g(¢) majdnem minden ¢ argumentumra.

Nem a (4.1) formulaval definialt fiiggvény az egyetlen egységkoron harmonikus fliggvény,
amely teljesiti a (4.2) feltételt. Valéban, ha tekintiink tetszéleges az egységkorvonalon
definialt korlatos valtozasi szingularis p mértéket, akkor nem nehéz belatni a Fatou
tétel segitségével, hogy

@ =+ [ e -
v(z) = ulz o 7T1_,_}32—21-2(:08(19—90)#

szintén a (4.2) feltételt teljesité harmonikus fiiggvény. Célunk annak megmutatédsa, hogy
amennyiben a (4.1) formuldban definidlt u(z) fiiggvényt tekintjiik ug(d) = %log go (V)
véalasztassal, majd ennek a (4.3) formuldban bevezetett analitikus kiegészitését, akkor
ez a fiiggvény vélaszthat6é annak a Hy(z) fiiggvény log Hy(z) logaritmusénak, amely tel-
jesiti a FELADAT A feltételeit, sot az is igaz ra, hogy az origéban felvett értéke egyenlo
azon fliggvények origéban vett értékei abszolit értékének a maximumaval, amelyek tel-
jesitik a FELADAT A feltételeit. Ez azt jelenti, hogy a (4.1) formuldban definiélt
fliggvényhez hozzdadhatnank még a Poisson magfiiggvénynek egy szingularis mérték
szerinti integraljat, és ilyen modon is egy a FELADAT A feltételeit teljesito fiiggvényt
kapnank, de ezt nem érdemes tenni.

Azt kivdnjuk beldtni, hogy az [ _|log g(9)| d¥ < oo feltétel teljesiilése esetén a

™ i
Hy(z) = eXp{i/ Zm i—zélogg(ﬂ) dﬁ} (4.5)

2 J_, z

fiiggvény teljesiti a FELADAT A feltételeit, és ez az optimdlis megoldés, azaz Hy(0) >
|H(0)] tetsz6leges a FELADAT A feltételeit teljesité H(z) fiiggvényre.

El6szor azt kell megmutatni, hogy a (4.5) formuldban definidlt Hy(z) fiiggvény tel-
jesiti a FELADAT A feltételeit. A fliggvény konstrukci6jabdl vilagos, hogy Hy(z) az
egységkoron analitikus fiiggvény, amelyre teljesiil a }iiml |Ho(Re™)|? = g(¥9) relacié. E

%
lépésben felhasznaljuk azt, hogy alkalmazhatjuk az el6irt hatarfeltételt teljesité anali-
tikus fiiggvények (4.3) formuldban megadott eléallitdsat ug () = L log g(1¥) valasztassal,

-2
mert feltettiik, hogy [ _|log g(d)|dv < oco.

Tovéabba, abbdl hogy g(¥) = g(—1) kovetkezik, hogy log Hy(z) = log Hy(z), ahon-
nan Hy(z) = Hy(z), és Ho(z) Taylor soranak egyiitthatdi valés szamok. Be kell még
latnunk azt, hogy a (4.5) formuldban definidlt Hy(z) fiiggvény eleme a Ho Hardy
osztalynak. Ennek az allitdsnak a helyességét mondja ki az aldbbi Lemma.
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4.5. Lemma. Legyen g(v) olyan figgvény a [—m, 7| intervallumon, amely majdnem
mindeniitt nagyobb, mint nulla, [*_g(9)d¥ < oo, és ["_|logg(¥)|dV < co. Ekkor a
(4.5) képletben definidlt Ho(z) figgvény teljesiti az

s ] iy 1 iy 1_R2
Hy(Re')|?dp = — 1 9)dd S d
/ [Ho(Re™)|" d / exp{%/ﬂlJrRz_mCOS(w_ﬂ) og g(V) } @

—Tr —Tr —

< [ gas (4.6)

—T

egyenldtlenséget minden 0 < R < 1 szdmra. Ezért Ho(z) € Ha.

Bizonyitas. Lassuk el6szor be a (4.6) formuldban szerepl$ azonossigot.

A (4.5) formula alapjdn

1 [7 e 4 2
2 _ R
|Ho (=), _exp{% /_ﬂRe (ew_z)logg(ﬁ)dﬁ}.

Masrészt, ha z = Re'?, akkor

Re e’ +2\  Re[(e” + Re'?)(e™™ — Re™?)] 1—R?
e —z) 1+ R%2 — 2R cos(p — 9) 1+ R?2—2Rcos(p— 1)’
Ezt az azonossdgot befrva a |Ho(z)|?> = |Ho(Re'#)|? mennyiséget kifejez6 formuldba,

majd integralva a ¢ valtozd szerint megkapjuk a kivant azonossagot.

Annak érdekében, hogy a (4.6) formuldban szereplo egyenlStlenséget is beldssuk
definidljuk eldszor rogzitett —m < ¢ <7 és 0 < R < 1 szdmokra a pu(dvd) = pe r(dd) =

1 1-R?
27 1+R2—2R cos(p—1)

tulajdonsagairdl szol6 tétel (iii) pontja szerint p valészinliségi mérték. Ezért alka-
Imazva az exp{ [ f(9)du(9)} < [exp{f(¥)}du(9), ha p valészinliségi mérték, Jensen
egyenl6tlenséget a (konvex) exponencidlis és az f () = log g(19) fiiggvényre kapjuk, hogy

m _ 2
exp{i/ 1— R logg(ﬁ)dﬁ}

d¥ mértéket a [—m, 7| intervallumon. A Poisson féle magfiiggvény

2 J_. 1+ R? — 2R cos(p — 9)

1 & 1_R2
= o 9)d9, —m<p<n.
_2ﬂ/_ﬁ1+R2—2Rcos(@_q9)9(> , TTS@ST (+)

Integréalva ezt az egyenlotlenséget ¢ szerint kapjuk, hogy

m : 1 [T 1— R?
Hy(Re*?)|?dp < — ) dv de.
/_W’ o(Re™)) S0_/_7r27r/_7r14—R2—2Rcos(g0—19)g() 7

Felcserélve az integralas sorrendjét az utolsé egyenlotlenség jobboldalan, és felhasznalva,
1 (7 1-R?
hogy 27 J—m T+ RZ—2Rcos(p—10)

dy = 1 minden —7 < ¢ < 7 szamra, kapjuk, hogy

/ |Ho(Re™) |2 dp < / g(¥)d¥ minden 0 < R < 1 szdmra,

—T —T
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és ezt kellett bizonyitani.

Lattuk, hogy a (4.5) formuldban definidlt Hy(z) fliggvény teljesiti a FELADAT A
feltételeit. Ezenkiviil ebbdl a formulabdl kovetkezik az is, hogy

T

log | Ho(0)| = log Ho(0) = - / log [g(9)] do. (47)

—Tr

Felhasznaljuk ezenkiviil a kovetkezo fontos komplex fliggvénytani eredményt, a
Szego tételt, amelynek hatterét a kiegészitésben ismertetem.

4.6. Tétel. Szegd tétel. Legyen f(z), |2| < 1, egy a Ha (vagy dltaldinosabban egy
Hy, 0 < p < o0,) Hardy osztdlyban szereplé analitikus figgvény, és legyen f(9) =
éiml f(Re™) e fiigguény radidlis limesze. Ekkor teljesiil a

_)

T

08 |/(0) < 5= [ toglf(@)] . (43)

illetve dltaldnosabban a

" 1-R?
» 1+ R%2—2Rcos(V — ¢)

log | (Re'")| < 5 [ log | f ()| d (4.9)

egyenldtlenség.

Mivel a FELADAT A-ban olyan Hs osztalybeli fiiggvényeket kerestiink, amelyek
radidlis limeszeinek abszolit értéke |g(9)|'/?, ezért Gsszehasonlitva a (4.7) és (4.8) for-
muldkat, kapjuk, hogy |f(0)| < Hp(0) minden a FELADAT A feltételeit teljesit f(z)
fiiggvényre. Ez azt jelenti, hogy a (4.5) formuldban definidlt Hy(z) fiiggvény Tay-
lor sordanak egytitthatéi adjék meg az X, = > ¢xVpk, n = ..., —1,0,1,..., Wold

k=0
felbontasban szereplo c¢i egyiitthatokat. Ezutan a 3.2. lemma felhasznaldsdval meg

lehet adni magat a Wold felbontast is egy véletlen spektral mérték szerinti integral
segitségével, bar felmeriill a kérdés, hogy nincsen-e egyszeriibb, jobban hasznalhato
eljaras a Wold felbontas kiszamitasara.

Megkaptuk annak sziikséges és elégséges feltételét is, hogy mikor oldhaté meg a
FELADAT A. Ez egyben megadja annak sziikséges és elégséges feltételét is, hogy egy
staciondrius sorozat regularis legyen. Igy megkaptuk a kovetkez6 eredményt is.

4.7. Tétel. Tétel regularis stacionarius sorozatok jellemzésérol. Fgy X,,, n =
0,£1,£2, ..., staciondrius (Gauss) sorozat akkor és csak akkor reguldris, ha létezik g(19)
spektral siriség figgvénye, és az teljesiti az

/ |log g(¥) | d¥ < 0

—T
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egyenlotlenséget.

Az, hogy a fenti tételben megfogalmazott feltétel sziikséges ahhoz, hogy az X,
sorozat reguléris legyen kovetkezik a 3.1. Lemméabodl, amely szerint egy regularis sta-
ciondrius sorozatnak létezik g(¢) spektral siiriiség fiiggvénye, és az teljesiti a 3.1. Lem-
maban megfogalmazott (al), (a2) és (a3) tulajdonsidgokat, valamint a Hardy féle Ho
fliggvényosztélyokat jellemzé tétel (ii) pontjabol. (Vegyiik észre, hogy egy az (a3) tulaj-
donségot teljesits h(p) fiiggvényre log |h(p)| = 3log g(¢).) Az, hogy a tételben szerep-
16 integral végessége egyben elégséges feltétele is annak, hogy a tekintett stacionérius
Gauss folyamat regularis legyen kovetkezik abbdl, hogy ezen feltétel teljesiilése esetén
el6 tudtuk allitani a keresett Wold felbontéast.

Megjegyzem, hogy altaldban a fenti tétel feltételében szerepld integral végességét
a vele ekvivalens [ logg(d)dY > —oo alakban szoktdk kimondani. Az [ g(d)dY =

EX? < 00, g(¥9) > 0 reldcidk alapjan kénnyen lathaté, hogy a két feltétel ekvivalens.

Ervényes a fenti tétel kovetkezo élesitése is, amely megadja egy adott spektral
mértékkel rendelkezo stacionarius Gauss folyamat felbontasat a sorozatnak alarendelt
ortogonalis reguldaris és szingularis stacionarius sorozatok Osszegére.

4.8. Tétel. Tétel stacionarius sorozatok felbontasara regularis és szingularis
komponensekre. Tekintsik eqy X,,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat G
spektrdal mértékének G = G1 + Ga, felbontasat abszoliut folytonos és szinguldris kompo-
nensek dsszegére, ahol G1 a G mérték abszolit folytonos komponense g(v) = %ﬂ(ﬁ) st~
riség figguvénnyel, és Go a G mérték szinguldris komponense, azaz olyan (véges) mérték,
amely egy null Lebesgue mértékd halmazba van koncentrdlva. Jelolje A = D(Gg) C
[—7, 7] a Gy szinguldris mérték tartdjdat, azaz azt a legszikebb (nulla Lebesgue mértéki)
zart halmazt, amelyre Go(D) = Go([—m, 7).

Az X, staciondrius sorozat szinguldris, ha fjﬂ log g(9¥) d9 = —o0. A mdsik esetben,

ha ffﬂ log g(9) d9 > —o0, akkor az X,, sorozatot elddllité Zg véletlen spektrdl mérték
szerinti integrdl segitségével az X, sorozat felirhato X,, = U, +V,, n = 0,£1,...,
alakban, ahol U,, n = 0,%1,..., requldris és V,,, n = ..., —1,0,1,..., szinguldris, az
X, sorozatnak aldarendelt staciondrius sorozat, és az U, és V, sorozatok ortogondlisak,
azaz EU,V, =0, nym = 0,%1,.... Ez a felirds a kévetkezé: Ha X,, = [ €™ Zg(dV),
n=0,%1,..., akkor U, = [e™I_, .\p(t)Zc(dV), Vi, = [ Ip(t)Za(dV), n =
0,£1,..., ahol L14(t) egy A halmaz indikdtor fliggvényét jelili.

E fenti tétel bizonyitasanak nem dolgozom ki minden részletét. Az a regularis
stacionarius sorozatok jellemzésérol valamint a staciondrius sorozatok a sorozatnak
alarendelt regularis és szinguldris sorozatok Osszegére vald felbontasardl szélod tételek,
illetve ez utébbi tételben szerepld felbontds (csak a kiegészitésben ismertetett, egyszerti,
de nem konstruktiv) el6allitdsédn alapul.

Ha egy X,, stacionarius sorozat G spektral mértéke olyan, hogy az abszolut foly-
tonos komponens g(v) spektral stirtiségére az ffw log g(¥) d = —oo relacié érvényes,
akkor tekintve e sorozat tetszoleges X,, = U, + V,, n = 0,%1,..., felbontdsat két
fiiggetlen (Gauss) staciondrius sorozat sszegére valamely G(1) és G(?) (nem zéré) spek-
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tral mértékkel azt kapjuk, hogy ezen spektral mértékeknek létezik g (0) és g®)(¥9)
stiriség fiiggvénye, és azok teljesitik a g(¥9) = ¢ (¥9) + ¢@ () azonossdgot. Innen
kovetkezik, hogy mind g (9) mind ¢(?) (¢9) kisebb, mint g(19), ezért sem U,, sem V;, sem
lehet reguléris staciondarius sorozat. fgy a staciondrius sorozatok a sorozatnak aldrendelt
reguldris és szingularis sorozatok Osszegére vald felbontasarol szélo tétel alapjan az X,
stacionarius sorozat ebben az esetben szingularis, mivel nincs regularis komponense.

Az el6bb felirt azonossag azért igaz, mert ha U, és V,, két egymastdl fiiggetlen sta-
ciondrius sorozat G(1) és G?) spektral mértékkel, akkor mint némi szémolss segitségével
megmutathaté, az U, + V,,, n = ...,—1,0,1,..., sorozat stacionirius G = G +
G spektral mértékkel. Ezért, ha a G spektral mértéknek van g(¢9) spektral sfirtiség
fiiggvénye, akkor a G és G(?) spektral mértékeknak is van ¢(P) () és ¢(@ () spektral
stirtiség fiiggvénye, és teljesiil a g(9) = g (9) + ¢(® (9) azonossig.

Ha az X, sorozat G spektral mértéke olyan, hogy ffﬂ log g(¥) d > —o0, akkor nem
nehéz belatni, hogy a tételben megadott X,, = U,,+V,,, n =0,%1,... azonossag az X,
sorozat felbontdsat adja két korreldlatlan stacionarius sorozat Gsszegére, amelyek koziil
az U, sorozat reguldris, a V,, sorozat szingularis. A V,, sorozat szinguldris, mert mint az
el6z6 érvelés némi mddositasa mutatja a V,, sorozatnak nincsen regularis komponense.
Viszont meg kell mutatni azt is, hogy az U,, és V,, sorozatok ald vannak rendelve az X,,,
n=0,%1,..., sorozatnak. Ennek indokldsaban alkalmazzuk azt a (csak a kiegészitésben
ismertetett) konstrukciét, amely lehet6vé teszi egy staciondrius sorozatnak a felbontasat
az e sorozatnak alarendelt regularis és szingularis sorozatok Gsszegére.

Tekintsiik az X,,, n = 0,=£1,..., valészintiségi valtozok linearis kombinacidi altal
kifeszitett az (1.1) formuldban definidlt H Hilbert teret, illetve ennek ugyanebben a
formulaban definidlt S alterét. Vegyilik mindegyik X, valdszintiségi valtozo S altérre
vett vetiiletének U, ortogondlis kiegészitéjét. Ekkor be lehet latni, (ez az emlitett
tétel bizonyitasdnak a kulcslépése), hogy az U,, n=0,%1,..., sorozat az X, sorozat-
nak aldrendelt reguldris staciondrius sorozat. Ezenkiviil a H Hilbert térnek az U,,
n = 0,%£1,..., sorozat elemei altal generalt altere megegyezik az S altér H Hilbert
tér-beli ortogondlis kiegészitésével. Be lehet latni, felhasznélva azt, hogy mivel U, az
X, sorozatnak ald van rendelve, és ‘ugyanaz a shift operdator hat ra’, ezért felirhato
U, = [e™h(9)Za(d9), n = 0,%1,..., alakban alkalmas h(d) magfiiggvénnyel. (Ezen
allitas indoklasdban felhasznalhatjuk a Bochner tétel jegyzetben a véletlen spektral
mérték tulajdonsagairdl bizonyitott eredményeket, nevezetesen azt, hogy a H Hilbert tér
minden elemét el6 tudjuk allitani alkalmas magfiiggvénynek a véletlen spektral mérték
szerinti integraljaként. Ezenkiviil tudjuk, hogy hogyan szamolhaté ki a shift operator
hatésa véletlen integralokkal kifejezett mennyiségekre.) Mivel a (regularis) U,, sorozat-
nak van spektral stirliség fliggvénye, ezért a h(9) magfliggvény a [—m, 7] \ D halmazba
van koncentralva, igy az U, és V,, n =0,1,..., staciondrius sorozatok ortogonalisak.
Innen kovetkezik, hogy a V,,, n = 0,41, +2,..., sorozat elemei az S altérben vannak.
Innen, illetve az S altér definici6jabdl kovetkezik, hogy az V,,, n — 0,41,..., sorozat
ald van rendelve az X,,, n = 0,%1,..., sorozatnak. Akkor viszont ugyanez igaz a
U,=X,—-V,,n=0,%1,..., sorozatra is. A tétel bizonyitasat befejeztiik.
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5. A vizsgalt komplex fiiggvénytani feladat altalanos megoldasa.

Roviden beszélek a FELADAT A altaldnos megoldéasérdl. Ha Osszehasonlitjuk a (4.5)
formulat a Szegd tételben szereplé (4.9) képlettel, azt kapjuk, hogy a FELADAT A
tetszéleges f(z) megoldésa teljesiti az |f(Re'™)| < |Ho(Re™)| egyenletet minden 0 <
R < 1, —m < ¢ < 7, paraméterre. EDbbdl, illetve abbdl a ténybdl, hogy a Hy(z)
fiiggvény sehol sem tinik el az egységkor belsejében kovetkezik, hogy a FELADAT A
minden megoldasa felirhaté f(z) = Ho(z)g(z) alakban, ahol Hy(z), amelyet a (feladat
feltételeit teljesits) kiils6 fliggvénynek neveznek a (4.5) képletben van megadva, mig a
g(z) fliggvény, amelyet bels6 fliggvénynek neveznek, olyan fiiggvény, amelynek abszoltit
értéke az egységkor belsejében kisebb, mint 1, az egységkorvonalon vett hatarértéke
pedig 1. A maximum elv segitségével be lehet latni, hogy ha ¢(z) nem egyenld egy
1 abszolit értékli konstanssal minden z szdmra, akkor g(z) abszolut értéke szigorian
kisebb, mint 1 az egységkor minden belsé pontjaban. Innen az is kovetkezik, hogy az
origéban maximalis abszolut értéket felvevé a FELADAT A feltételeit teljesito fliggvény
egy esetleges (—1) szdmmal valé szorzast nem tekintve egyértelmiien meg van hatarozva.
Ezért Hy(z) valéban a stacionarius sorozat Wold felbontasédnak felel meg.

A Dbelsé fliggvényeket és ezdltal a FELADAT A teljes megoldasrendszerét pontosan
le lehet irni. E fejezetben csak heurisztikusan magyarazom el, hogy milyen alaku lehet
egy belso fliggvény. A kiegészitésben részletesebben targyalom ezt a kérdést.

Egy tipikus bels6 fliggvény olyan g(z) = 1Z:ZZ§07 |z0] < 1, raciondlis tortfiiggvény,
amely az egységkort onmagaba képezi. Tekinthetjiik ilyen fiiggvények szorzatat is.
Tudjuk, hogy egy nem azonosan nulla analitikus fliggvény null-helyeinek nem lehet
torlédasi pontja az értelmezési tartoméany belsejében. Viszont a null-helyek torlédhat-
nak az értelmezési tartomany (jelen esetben az egységkor) valamely hatarpontjdhoz. Ezt
a lehet6séget kihaszndlva lehet végtelen, tigynevezett Blaschke szorzatok segitségével

definialni belso fliggvényeket.

Miés tipustu belsé fiiggvényt kaphatunk gy, hogy egy R(z) = cii’ii, ¢ > 0, alaka
fliggvényt vesziink, azaz az egységkor egy raciondlis tortfiiggvény leképezését tekintjiik
a {z: Rez < 0} félsikra, majd definidljuk a h(z) = e®®) fiiggvényt. A h(z) fiiggvény
az egységkor olyan leképezése onmagdba, amelynek egyetlen pontban nincsen radidlis
limesze, az R(z) raciondlis tortfiiggvénynek az egységkorvonal hatéran levé z = e
szinguldris pontjaban. A h(z) fiiggvény az egységkor olyan leképezése nmagara, amely
az egységkor belsejében sehol sem tiinik el. Ilyen fliggvények szorzataként, illetve a
szorzatok limeszét véve tovabbi belso fiiggvényeket tudunk definidlni. Ilyen médon

s =e {5 [ S} (5.1)

21 ).z — e

alaku bels6 fliggvényeket kapunk, ahol p szingularis mérték. Az, hogy az ilyen fiiggvé-
nyek abszolut értékének a radidlis limesze majdnem minden pontban 1 megmutathatoé a
Fatou tétel segitségével. Az ilyen alaki belsé fiiggvényeket szingularis belso fliggvénynek
nevezik. Be lehet latni, hogy tetszoleges belso fiiggvény el6éllithaté egy Blaschke szorzat
és egy szinguldris belso fiiggvény szorzataként, és ez az eloallitas egy 1 abszolut értéki
tényezo erejéig egyértelmii.
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A Wold felbontést felirhatjuk X,, = > exW,—k, n = ..., —1,0,1,..., alakban,
k=0

o]
ahol a ¢y, egyiitthaték az el6bb térgyalt Ho(z2) = > 2" fiiggvény Taylor egyiitthatéi, a
k=0
W, valoszintiségi véltozokat pedig a (3.2) képlet definidlja, azzal a kiegészitéssel, hogy a
képletben szerepld h(t) fiiggvény a Hy(2) fiiggvény Hy(et), —m < t < 7, radidlis limesze.
Felmeriilhet az igény, hogy a (3.2) képletben definialt véletlen integral kiszamitasara
talaljunk egyszeriibb, jobban szamolhaté modszert. Erdemes észrevenni, hogy mivel a
Hy(z) fiiggvény nem tiinik el az egységkor belsejében ennek reciproka szintén analiti-

kus fiiggvény az egységkorben, amely felirhaté Vs (Z) Z D;,z* alakban, és az ﬁ

=0
ennek a fiiggvénynek a radialis limesze. Ez azt sugallja, hogy ﬁ fliggvény felirhato

ﬁ = Y Dpet** alakban, ezért a (3.2) formula alapjan
k=0

LA |
Wn:/ —— ™ 7 (dt :/ Dyt 7 (dt) DpX,,_
pezatan = [y Gl =Y DX

N T k=0

Az el6bbi szamolas megadja, legalabbis formalis szinten azt, hogy hogyan lehet kiszamol-
ni a Wold felbontdsban szereplé W,, valészintiségi valtozdkat az ismert X, j < n, valo-
szinliségi valtozok segitségével. Vegyiik észre, hogy ebben a szamolasban is kihasznéltuk,
hogy a Hy(z) fiiggvény nem tiinik el az egységkor belsejében. Ez biztositja azt, hogy
az ﬁ(z) fiiggvény analitikus az egységkor belsejében, és a radidlis limesze az egységkor
hataran megegyezik az ﬁ fliggvénnyel.

Valéjaban a probléma nehezebb, és a fenti gondolatmenet csak heurisztikus érvelés-
nek tekintheté. A probléma az, hogy az hm ho(iw) relaciét csak a majdnem

Hy (Re“9)
minden konvergencia értelemben tudJuk mlg az elobbi kozelités Wold felbontasban
szerepld valészintliségi valtozéhoz valé konvergencianak igazoldasdhoz a

2
g(9)dy =0

T

1 1
~ | Ho(Re??)  hg(e'?)

lim
R—1

relacié igazolaséara lenne sziikségiink. (Ekkor a sztochasztikus integralok Lo izomorfidja-
bdl kovetkezik az allitas.) A kovetkezo6 fejezetben egy specidlis modellt, az Ggynevezett
moving average és ARMA folyamatokat fogjuk vizsgalni. Megmutatjuk, hogy ebben a
specialis esetben a fenti azonossag érvényes, ezért az altala sugallt kozelités segitségével
megkaphatjuk a példaban szereplé staciondarius folyamat Wold felbontasat. Ezzel a
modszerrel el lehet allitani regularis staciondrius sorozat Wold felbontasat mas esetek-
ben is, de meg lehet mutatni, hogy van olyan reguléris stacionarius sorozat, amelynek a
Wold felbontasat nem lehet ilyen médon megkapni. Ilyen esetekben a Wold felbontast
csak egy bonyolultabb eljaras segitségével kaphatjuk meg.
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6. Moving average és ARMA folyamatok vizsgalata.

Kiilon foglalkozom két kiilonboz6 gyakorlati alkalmazasokban fontos specidlis staciona-
rius folyamattal, a ‘Moving Average’ (mozgé atlag) és ‘ARMA’ (autoregressive moving
average) folyamattal. Ezen folyamatok spektral siiriisége specidlis alakban irhaté fel.
A g(t) spektral sfirtiség ezekben a modellekben az e’ fiiggvény specidlis alaki fiigg-
vénye. Ez a specialis alaku fliggvény egy polinom, illetve egy racionalis tortfliggvény
abszolit értékének a négyzetével egyenld. Ez a polinom, illetve racionalis tortfiiggvény
nincs egyértelmiien meghatarozva, és érdemes megkeresni annak legjobban hasznalhato
alakjat. A ‘Moving Average’ és ‘ARMA’ folyamat spektrél stiriségének specidlis alakja
miatt e modellekben viszonylag egyszertien megoldhaté a FELADAT A-ban megfo-
galmazott probléma, ezért ebben az esetben a predikcids probléma vizsgalata kevésbé
nehéz.

Megadom a Moving Average és ARMA folyamatok definiciéjat, és kiszamolom ezek
spektral stirtiségfliggvényét.

Moving average folyamatok definiciéja. Legyen ...,e_1,e9,€1,... fliggetlen stan-
dard normdlis eloszlasu valdsziniiségi viltozok sorozata, €s rogzitsik ag,ay,...,ar valos

szamok eqy sorozatdt. Az

k
Xo=> apen_p, n=...,-1,0,1,... (6.1)
p=0

sorozatot k-ad rendi mozgo dtlagnak nevezzik.

(Ebben a definiciéban a kordbban bevezetett mozgé atlag fogalom specidlis esetét
tekintettilkk, mert a (6.1) formuldban csak véges Osszegeket vettiink.) Az X,, n =
0,+1,+2,..., sorozat g(t) spektral siirliség fliggvényét megadhatjuk g(t) = 5=|P(e')|?,

k
—m < t < 7, alakban, ahol P(z) = ) a,zP. E képlet bizonyitdsit az alabbi (tulaj-
p=0
donképp mar altaldnosabb esetben elvégzett) szdamolds adja.

k k

k k
EXZXH—n = Z Z apap/Esl_penH_p/ =F (Z apal_p> E Ap' En+1—p’
p=0 p'—0

p=0p’=0

T k k
T
- \p=o

p'=0

k 2 k 2
I i(1—p)t I ipt
=5 e Zapel( Pt dt = o | e Zape”’ dt
p=0 p=0
1 T

— % eint|P(eit)’2 dt,

— T

és g(t) = g(—t) a g(t) = 5-|P(e")|? fiiggvényre.
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Bevezetem az ARMA folyamatok definicidjat is.

ARMA folyamatok definicigja. Legyen megadva a Moving Average folyamatok
definiciojaban szereplé ...,e_1,€0,€1,... fuggetlen standard normdlis eloszlasu valo-
szinidségi valtozok €s az ag,aq,...,ar valos szamok sorozatdin kivil valos szdmok egy
mdasik by, ..., by sorozata is. Azt mondjuk, hogy az (egyiittesen) normdlis eloszlasu Yy,
n=...,—1,0,1,..., valdsziniségi vdltozok staciondrius sorozata (k,l) rendii ARMA
folyamat, ha teljesiti a

Zanq Zapgn Cpy am=...,—1,0,1,... (6.2)

azonossdgot.

Prébaljuk meg kiszdmolni az Y,, staciondrius sorozat g(\) spektral siiriiség fiigg-
vényét (feltéve, hogy létezik az adott tulajdonsdgu staciondrius sorozat, és annak van

spektral stiriség fliggvénye). Vezessikk be a Z, = > bY,—¢, n = ...,—-1,0,1...,
q=0
stacionarius sorozatot. Az el6z6 szamolashoz hasonléan felirhatjuk, hogy

EZZqn = EZyZ, Zbe EY_ Y, o

q=0q'=

x ! k
N / <Z bqé“) Y by g(t) di
T \g=0 q’=0

2
g
— / int

l
ahol R(z) = > byz4.
q=0

Zbe t)dt = /emt|R(eit)|2g(t)dt

Osszehasonlitva a (6.2) formula bal és jobb oldaldn szereplé kifejezések kovariancia
fliggvényére kapott kifejezéseket azt kapjuk, hogy

T . 1 T .
/ e | R(e™)|2g(t) dt = by e P(e')]? dt.
m

—r —7

Mivel ennek az azonossdgnak minden n = 0,41,... szamra teljesiilnie kell, innen

. . 1 P(eit) 2
kovetkezik, hogy g(t) = 5 | Frem)

, —m <t <.

Felirtuk a moving average és ARMA folyamat spektral sfirtiségét g(\) = |P(e*)]?,
iay (2
illetve g(\) = ’P(e»k) :

R(e™) —m < X < 7, alakban. Az ezekben a kifejezésekben szerepld
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polinomoknak lehet gyokiik az egységkor belsejében is. A kovetkezd lemméaban megad-
juk egy ilyen alaku spektral stirtiség fiiggvény egy esetleg kiilonbozo eloallitasat, amely-
ben olyan polinomok szerepelnek, amelyeknek nincs gyokiik az egységkor belsejében. Ez
lehet6vé teszi, hogy egyszeri médon elééllitsuk azt a (4.5) formuldban definidlt, a g(\)
spektral slirtiség fliggvénytél fliggd Hy(z) fliggvényt, amely megadja egy g(A) spektral
strtiséggel rendelkez6 stacionarius sorozat Wold felbontasaban szerepl6 egyiitthatékat.

6.1. Lemma. Lemma Moving Average és ARMA folyamatok spektral siiriiség
fiiggvényének reprezentacidjarol. Vegydnk egy olyan staciondrius sorozatot, amely-

2
alakban alkalmas P(z) és

nek g(\) spektrdl siriség figgvénye felirhaté g(\) = )R( ™)
R(z) polinomokkal. Ekkor léteznek olyan P(z) és R(z) polinomok, amelyeknek nincs

P (et 2 D D
‘gg M; A P(z) és R(z)

gyokiik a {z:|z| < 1} komplex egységkirben, és g(A) =
polinomok egyttthatoi valos szamok, és feltehetd, hogy 0 < PE ; < oo. A g(N\) spektrdl

striség fugguényhez tartozo FELADAT A-nak a (4.5) formuldban megadott extremdlis
megolddsa a Hy(z) = R( ) fuggveny

Megjegyzés. Egy feladatban megmutatjuk azt, hogy ha egy spektral siirtiség fiiggvény

2
felirhat6 a 6.1. lemméban megadott g(\) = ‘ Rl A; alakban, akkor létezik olyan ARMA
folyamat is, amelynek ez a spektral stiriiség fiiggvénye.

Bizonyitas. Legyenek a g(\) spektrél stirtiség fliggvényének elééllitdsaban szereplé P(z)

és R(z) polinomok nem zéré gyokei vy, ..., v, és wy,...,w,. Ekkor
- B —ixn o
g()\) B ‘P(GM) 2 B P(GM)P(GM) _ o 1;[ ( Uk)( Uk) (6 3)
B N R(EMR(eN) = , '
R(e™) R(eM)R(et) H (e — wy)(e=> — 10y)

valamely alkalmas C' > 0 szdmmal. A (6.3) formuldban levé C' > 0 szdmot tgy kapjuk
meg, hogy tekintjilk a P(z) és R(z) polinomok f§ egyiitthatéinak a hanyadosat, és
vessziik annak abszolut értékét, azaz C' = |[4&[. (A P(z) és R(z) polinomok zéré gyokeit
figyelmen kiviil hagyhattuk a (6.3) formuldban, mert ezek az e**-e~** = 1 faktort adnak
ebben a kifejezésben.)

Definédljuk a o = v, ha |vg| > 1, 7 = ﬁi a k] < 1,1 < k < m, szamokat

m

és a P(z) = % II (= — o) polinomot, ahol A = T[] |vg|. Definidljuk hasonlé
k=1 k:vg|<1

moédon a Wy = wg, ha |wg| > 1, Wy = wlk, ha |wg| < 1, 1 < k < n, szdmokat és a
m

R(z) = + T1 (2 — ) polinomot, ahol B =[] |wg|. Pontosabban a P(z) és R(z)
k=1 k:wg|<1

polinomokat tigy definigljuk, hogy az el6bb bevezetett P(z) illetve R(z) polinomokbdl

elhagyjuk azokat a (z — ¥y) és (z — Wy) tényezOket, amelyekre 0 = wy. Ilyen médon
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P(z)

& F0) raciondlis tortfiiggvény értékét nem valtoztattuk meg. (Ebben a definiciéban
olyan (v, wy) gyokpéarokra is egyszertisitettiik a 28 racionalis tortfiiggvényt, ame-

lyekre v, = wik)

A P(z) és R(z) polinomoknak nincs gyokiik a komplex egységkor belsejében. Azt

BN ® P ) rca< (g is teljesiil. Valéb
™) "e| = g(N\), —m < XA < 7, azonossag is teljesiil. Valéban,

allitom, hogy a ’

BBy peor L o —a)

R(eiM) R(eiM) A2 ]}i(eM — ) (6= — i)

, (6.4)

ezért a kivant Osszefiiggést megkapjuk Osszehasonlitva a (6.3) és 6.4 formulakat és be-

bizonyitva az (e — ¥p)(e™ — 7;) = ‘U%P(e“‘ —wp)(e™ — o), ha |ug| < 1, illetve
(e — g (e —y,) = |wi|2 (e —wy,)(e™™ — W), ha |wy| < 1 azonossdgokat.
Viszont
(e — T) (e — Ty) = <eM - —) (e—M - l) = (e — Do — 1)
Uk Uk |vg|?
1 = iA 2 1 > —iX|2
= et — 117 = U — €
Lo i 2 L i —ix _ =
= e — Vgl = € —U)le — Vg ),
ol - = e — (e - )

ha |vg| < 1. A maésik bizonyitandé azonossig hasonléan igazolhaté.

Megjegyzés. A fentebb targyalt eljaras, amelyben a P(z) és R(z) polinomokat a P(z) és
R(z) polinomokkal helyettesitettiik, tekinthetd dgy is, mint a 4.1. lemméaban hasznélt
modszer adaptacidja a most targyalt problémara. A 4.1. lemmé&ban alkalmas racionalis
tortfiiggvényekkel vald szorzassal eltiintettiik egy az egységkor belsejében analitikus
fiiggvény nullhelyeit tigy, hogy az analitikus fliggvény radialis limeszének az abszolit
értéke az egységkor hataran nem valtozott. Jelen esetben is hasonlé procedurat foly-

. , ) P |?
tattunk. A minket érdekls g(\) = R(e™)

litikus fiiggvény (radialis) limesze az egységkor hataran. (E fiiggvénynek esetleg lehet
véges sok szingularitdsa az egységkor belsejében.) Ennek vy nullhelyei az egységkor
belsejében megegyeznek a P(z) polinom vy, |vx| < 1, gyokeivel. Ezeket eltiintethetjiik

fiiggvény egy az egységkor belsejében ana-

gy, hogy a P(z) polinomot elosztjuk a megfelel6 A,, (z) = =& = —% =4 racionalis
Uk

tortfiiggvények szorzataval. Ezen eljaras hatasara a ]%] fliggvény értéke nem valtozik

meg az egységkor hatdran. A P(z) polinom helyettesitése a P(z) fiiggvénnyel ennek
a proceduranak felel meg. (A (—1)-gyel vald szorzas elhagydsa nem okoz problémét.)
Hasonlé médon az R(z) fiiggvény helyettesitése az R(z) fiiggvénnyel lehetévé teszi az
egységkor belsejében levo szingularitasok eltiintetését.

35



Belatjuk, hogy a g(\) spektrél siiriség fiiggvény g(A\) = g(—A) szimmetridjabol
kovetkezik, hogy P(z) és R(z) valés egyiitthatds polinomok. A bizonyités ezen 1épésében
nem hasznaljuk fel azt, hogy a g(\) spektral slirtiség fiiggvény definiciéjaban szerepld
polinomokat hogyan definidltuk. Azt mutatjuk meg, hogy abbdl a ténybdl, hogy g(A)
spektral sfirliség fiiggvény kovetkeznek a P(z) és R(z) polinomoknak a lemméaban
megfogalmazott tulajdonsigai. Ennek érdekében el6szor azt latjuk be, hogy az adott
feltételbol kovetkezik, hogy

P(eM)P(eir) = Pem™P(e=),  R(€™)R(e™) = R(e™™)R(e=).

Iletve belatjuk a (formélisan) kissé altaldnosabb

P(2)P (%) _p (%) Pl2),  R()R G) iy G) R(2) (6.5)

A m — A n —
egyenl6tlenséget, ahol P(z) = [] (z — k), R(z) = [] (z — wg), és a 01, ... 7, szdmok
k=1 k=1

a P(2), a Wy, ...0, szamok pedig a R(z) polinom gyokei.
A g(\) = P(e™)P(e?) _ P(e”)P(e=)
R(eM)R(eM) R(e M)[g(e—ix)
PEP(2) _ P()P(G)
téssel azt kapjuk, hogy ROR(L) — RORG) !
vegyiik észre, hogy egy z = e'* szdmra, ahol \ valés szam, és a P(z) polinom egy ©;
gyokére z — v; = e"* —0; = 1 — 7, és ezt az azonossdgot Gsszeszorozva a P(z) polinom

= g(—\) azonossagbdl analitikus kiterjesz-

(Ezen azonossag igazolasa érdekében

minden v; gySkére azt kapjuk, hogy P(z) = C’P(%) alkalmas C konstanssal. Hasonl6

azonossagot tudunk felirni az R(z) polinonomra is.) A (6.5) képlet elsé azonossaganak
két oldalan szerepl¢ kifejezések gyokhelyei a

~ ~ 1 1 . 1 1 = =
ViyeresUmy=—y...,=— illetveaz —,...,—,01,...,0m
(%] Um (%1 Um
szdmok. Igaz az is, hogy a {01, . .. vm,% ce ~1 }es {1, ...,10p, @11,... - } halma-

zok diszjunktak, azaz a vizsgalt klfejezesek gyokgl és polusai kiillonboznek, es a felsorolt
gyokok valéban megjelennek. Innen kévetkezik, hogy P(z)P (1) = ]5(%)? (z), azaz
érvényes a (6.5) formula elsd relaciéja. De akkor igaz a (6.5) formula masodik relaciéja
is.

A ]5(2)]5 (%) fliggvény gyokhelyei koziil a ]5(2') polinom tartalmazza az 1-nél na-
gyobb, a P (%) fiiggvény az 1-nél kisebb abszolut értékiieket. Ezért (6.5) azonossagbdl,
illetve az azonossag két oldalan szereplé polinomok gyokeinek viselkedésébdl kovetkezik,
hogy P(z) és P(z) 1-nél nagyobb abszoliit értékii gyokei megegyeznek, és e polinomok-
nak nincsenek 1-nél kisebb abszolit értékli gyokei.

Ellenorizni kell még az 1 abszolut értékli gyokok viselkedését. Ha egy v szamra
lu| = 1, és a v szdm nullhelye vagy a P(z) vagy a P (1) fiiggvénynek, akkor ez
av = 1 szdm gyoke a masik fiiggvénynek is, mégpedig ugyanolyan multiplicitdssal.

v
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Ebbdl kovetkezik, hogy a ]5(2:)]5 (%) fliggvény rogzitett, 1 abszolut értéki gyokei parba
allithatéak gy, hogy egyikiik a P(z), a mésikuk pedig a P (%) fiiggvénynek a gyoke. Ha-
sonlé tulajdonsiga van a P (1) P(2) fiiggvénynek is. Ez azt jelenti, hogy a (6.5) formula
alapjén a P(z) és P(z) polinomnak ugyanazok a gyokei. Innen az is kovetkezik, hogy a

P(2) polinom megszoritdsa a valds szamegyenesre teljesiti a P(y) ~]5(y) azonossagot,
ezért P(z) valés egyiitthatés polinom. Hasonléan lathatd, hogy az R(z) polinom valds

egyiitthatds. Esetleges (—1)-gyel vald szorzassal elérhetjiik azt is, hogy 0 < RES; < 00.

Léttuk, hogy ho(z) = % olyan valds egyiitthatos analitikus fliggvény a komplex
egységkorben, (a ho(z) fiiggvény azért analitikus, mert az R(z) fiiggvénynek nincs gyoke
az egységkor belsejében), amelynek létezik olyan ho(e®”) radiélis limesze, amely teljesiti
az |ho(e™)]? = g(v9) azonossagot. Be lehet latni kozvetleniil, hogy a ho(z) fiiggvény ele-
me a ‘Ho Hardy osztdlynak. Innen kovetkezik, hogy ez a hg(z) fiiggvény a FELADAT A
egyik megoldasa. Egy ennél tartalmasabb 4llitdst fogunk igazolni. Megmutatjuk, hogy

ho(z) = % megegyezik a (4.5) reldciéban a 3 logg(d) = log | P(e"”)| — log | R(e™)],

—m < 9 < m, fiiggvény segitségével definidlt Hy(z) fiiggvénnyel. Ebbdl az allitdsbol

az is kovetkezik, hogy a ~EZ; a FELADAT A optimalis, a Wold felbontdsnak megfelel6

megolddsa. (Ennek az optimélis megolddsnak a megtaldlasa érdekében biztositanunk
kellett, hogy a P(z) polinomnak nincs gyoke az egységkor belsejében.)

Azt kell megmutatnunk, hogy a % raciondlis tortfiiggvény teljesiti a (4.5) re-

lacidban felirt azonossdgot az % log g(¥) = log |P(e?)| — log |R(e™)|, —7 < ¥ < T,
fliggvénnyel. El6szor megmutatom, hogy a kivant osszefiiggés kovetkezik az

| Re™ — 2z 1 /7r e + Re'® 1

gl —— ) =— . — lo
s —20 21 J_, "9 — Re® 8
azonossagbdl, amely érvényes minden olyan zy szdmra, amelyre |z9| > 1. (A (6.6) relaci6

érvényességének érdekében fel kell tenniink, hogy |zg| > 1.) Ezutén bebizonyitjuk a (6.6)
azonossagot.

oi _

d9, ha0<R<1  (6.6)

Osszegezziik a (6.6) formuldt minden 2zg = 0y, ..., ¥y, illetve minden 29 = 1wy, ...,
Wy, szamra, ahol 01, ..., Uy, illetve Wy, ..., W,, a P(2) és R(z) polinom gy6kei. Vonjuk
ki a két azonossagot egymasbol. Ezutan némi atalakitassal azt kapjuk, hogy
P(Re™) 1 [™ e? + Rew 1
— L = — — 1 9)dd;y, haO0<R<I. 6.7

A (6.7) azonossag igazoldséban felhasznéljuk az 5= [© VR 19 — 1,ha0<R<1

27 7 e'W —Re'®

azonossagot is. (Ez a 6.6) formuldhoz hasonld, de egyszeriibben blzonylthato relacio. )

-1 -1
V1 U Wy W

|U1 'Um'wil“ Wn, |
mind a v1 - U, mind a wy - --w, szorzat valés szém annak kovetkeztében, hogy a

P(z)
R(z)

Ezenkiviil azt kell észrevenni, hogy a tort értéke +1 vagy —1, mert

P(z) és R(z) polinomok egyiithatéi valés szdmok. Mivel a fliggvényt egy esetleges
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P(0)
(0)

kiesik a szdmolds sordan. Ez azt jelenti, hogy a (6.7) formula érvényes, azaz a

—1-gyel valé szorzas segitségével ugy valasztottuk, hogy 7oy > U ezért ez a tényezo

P(2)
R(2)

fliggvény teljesiti a (4.5) formuldt. Hatra van még a (6.6) azonossdg igazolasa.

Ha |zp| > 1, akkor a (6.6) formula baloldalan szereplé kifejezés analitikus fliggvény
a {z:]z| < |z0]} korben, ezért az analitikus fiiggvények Herglotz—integral el6allitass-
6l sz616 tétel alapjan (lasd példdul a Petruska Gyorgy komplex fliggvénytan jegyzet
(9.2.10) tételét), a (6.6) azonossag érvényes. Valdban, a képlet mind a két oldaldn
analitikus fiiggvény szerepel, és a harmonikus fliggvények eléallitasarol szoldé formula
alapjan lathato, hogy e kifejezések redlis részei egyenléek. Ezért elég azt ellendrizni,
hogy mind a két kifejezés nulldval egyenld, ha Re’? = 0. Ekkor a jobboldali kifejezés

értéke 5 [T log|< §T| 1log’7’ 20

Re log ( ) fuggveny harmonikus a {z: |z| < |z0]} tartomdnyban, és ezért e fliggvény

ZZO

dr = log‘

korlntegralja az egységkoron egyenld e fiiggvény értékével az origéban. A baloldal értéke
szintén 0 ebben az esetben.

Ha |z9| = 1, akkor vélasszunk olyan z,, |z,| > 1, n = 1,2,..., sorozatot, amely-

re lim z, = zp. Ekkor felirva a (6.6) azonossdgot, mindeniitt z,-et irva zy helyett,
n—oo

n — oo hatdrdtmenettel megkapjuk a (6.6) azonosségot ezzel a zg szdmmal is. (Vegyiik

észre, hogy a jobboldalon tekintett integral % magfiiggvényének az abszolit
értéke egyenletesen korldtos, ha R < 1. Ez segit a hatdrdtmenet jogossaganak az in-

dokldséban.) A 6.1 Lemma bizonyitasat befejeztiik.

Eredményeinkbél az is kovetkezik, hogy amennyiben egy staciondrius sorozat g(\)
P(e™) 2
R(eik)
fliggvény segitségével, akkor a stacionarius sorozat regularis. Ehhez azt kell ellendrizni,
hogy az ffﬂ log g(\) d\ > —oo feltétel teljesiil. Ez a feltétel teljesiil, bar a g(A) spektral
stiriség fiiggvény vehet fel nagyon kis értékeket, ha a P(z) fiiggvénynek van gyoke az
egységkor vonalon. Ez azonban nem rontja el a log g(A) fiiggvény integralhatdsigat.
Viszont a g(\) spektrél siirtiség el6éllitdasat megado raciondlis tortfiiggvény R(z) neve-
z6jének nem lehet gydke az egységkor vonalon, mert a g(\) fiiggvény integralhaté kell
hogy legyen. Be lehet latni tovabba a koévetkezo allitast is.

spektral silirtiségfiiggvénye g(\) = alakban adhaté meg egy raciondlis tort-

Feladat: E feladat megfogalmazasaban az el6bb bevezetett jeloléseket fogom hasznalni.

1 P(eit) 2
Mutassuk meg, hogy g(t) = 5- R(e™)

g(t) spektralsiiriiségfiiggvénnyel rendelkez6 Y;,, n = ..., —1,0,1,..., staciondrius Gauss
sorozat, és fliggetlen standard normalis valdszintiségi valtozok olyan ..., e_1,¢e9,€1,...
sorozata, amelyek teljesitik a (6.2) formuldt.

alaku, spektral stiriiség fiiggvény esetén létezik

Segitség: Definidljuk véletlen integralok segftségével az ¥, = Jemt A 25332( dt), és
en = [€e™Z(dt),n=...,-1,0,1,..., sorozatokat, ahol Z(dt) a [—m, 7] intervallumon
vett %)\ normalizalt Lebesgue mértéknek megfelel6 véletlen spektral mérték. Mutassuk

meg, hogy ezek a sorozatok teljesitik a (6.2) formulat, ha az a, és b, egylitthatokat a
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k l
P(z) = 3 ap2P és R(z) = Y b,2! formuldk hatdrozzdk meg. Mutassuk meg, hogy az
p=0 q=0

Y, sorozatnak g(t) a spektral siirtiség fiiggvénye. Az Y,, valdsziniiségi véltozokat érdemes

atirni a 2.3 lemméaban megfogalmazott véletlen spektral mértékek szerinti integralok
helyettesitési szabalyanak a segitségével.

Eléfordulhat, hogy egy moving average folyamat g(1J) spektrél siirtiségének van
gyoke a —m < 9 < 7 intervallumban, vagy ami ezzel ekvivalens, a g(1) spektrél siiriiség
fiiggvény g(0) = |P(e')|? eldallitdsaban szerepld P(z) polinom egyik gyoke az egység-
kor hataran van. Ez a legnehezebb eset. Az alabbi példaban ilyen modellre adunk egy
latszolag egyszerii példat.

Példa. Legyen e, n = 0,%1,%2, ..., fiiggetlen standard normalis valdszintiségi valtozok
sorozata, és definidljuk az X,, = e,+¢,_1,n = 0,£1,£2, ..., moving average sorozatot.
Adjuk meg az X,,, n =0,£1,%2,..., sorozat Wold felbontasat.

A példa targyaldsa. A vizsgalandé stacionarius sorozat spektral stirtisége
g(9) =1+ "> = |P(e)?

a P(z) = 14z polinommal. Mivel e polinom egyetlen gytke a z = —1 pont ezért a Wold
felbontast a Hy(z) = 1 + z fliggvény adja meg. Ez azt jelenti, hogy a Wold felbontéas
X,, = V,+V,_1 alakban adhaté meg alkalmas V,,, n = 0, +1,£2, ..., fliggetlen standard
normalis valdoszintliségi valtozok segitségével. A f6 probléma a V,, valészintiségi valtozdk
megaddsa.

Az X,,, n = 0,4+1,£2,..., staciondrius sorozat eldallithaté X,, = [e"?Z(dv),
n = 0,4+1,42,..., alakban, ahol Z(-) egy g(v) = %H + €2, —m < ¥ <, spektral
strtiség fiiggvénnyel definidlt spektral mértékhez tartozo, és az X,,, n =0,+1,+2,...,
sorozat altal meghatérozott véletlen spektral mérték. Tovabba az altalanos elmélet

szerint . )
Vn = /Binﬁz dZ(’l9) = /emﬁ—ﬂ dZ(’l9)
Ho(e™") I+e™

alakban adhaté meg. Ez a formula azonban nem jol szdmolhaté. Ha felirjuk az #(Z)

1 1

T = 142 — S (=1)*2*. Ez formélisan azt sugalln,

k=0

Taylor sorat azt kapjuk, hogy

hogy

. 1 . .
o inyY — inyY _ 1\k _—ik?
Vi —/e T dZ(0) /e kzzo( ke dz(9)
= (—1)k/ei<"—k>ﬁ dZ(0) =Y (1) X 4.
k=0

k=0

Ez azonban egy divergens sor, igy ez az el6dllitas értelmetlen.
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Viszont a szovegben targyalt heurisztikus gondolatmenet a kovetkezd megoldast
sugallja.

. 1 . .
7 ind — 1 intd _1\k pk —ik?
Vi, = I%linl T R dZ () 11%151)11 e kz_o( 1)"R"e dZ(9)
= lim Y (—1)*RF / =R qz9) = lim > (-1)FRFX,_y,
R—1 =0 R—1 =0

ahol a konvergens R szamsorozat elemei 1-nél kisebb szamok. Azaz azt sejtjik, hogy a
oo

VoorR =D, (—-1)*RFX,, _} szamok konvergélnak a V,, valésziniiségi valtozéhoz, ha R —
k=0

1. Vegyiik észre azt is, hogy a > (—1)*RFX,,_), = [ €™ 1+Rle—“9 dZ(d9), azonossag is
k=0

érvényes minden 0 < R < 1 szamra abban az értelemben, hogy a baloldalon vett végtelen

osszeg az X, n = 0,+1, ..., staciondrius sorozat G, G(d9) = g(9) d¥, spektral mértéke

szerinti Ly konvergencidban tart a jobboldalhoz, azaz

N 12
, 1
: k pk ind
— k= ——dz
lim B 20(1)szﬁk¢ /@ T 42 (V)
N 1 2
_ 1 ind \k pk—ik9 _ _
= 1\}1_{{1)0 e (kg_o( 1) R%e T+ Re_m) dG( dl9) 0,

mivel az integrandus az utolsé kifejezés jobboldaldn egyenletesen konvergal nulldhoz
minden 0 < R < 1 szamra, ha N — oc.

Belatjuk, hogy a }ziml Vi, r =V, dllités igaz a kovetkez6 értelemben: Il%iml E(V,.r—
— —
V)2 = 0. Valéban,

. 1 1 2
2 ind
E(Vy—Vop) = E (/e <1 1 +Reiﬁ> dzw))

2

G(dv),

_1/ 1 1
) [14+e @ 14 Re—i
ahol G(d¥) = 5=|1 + e~"|2 dY, az X,, staciondrius sorozat spektral mértéke.

2
11+ e )2 qv

BV ¥ )2__1/’r 1 1
me R T or T+ e @ 1+ Re 0

1 (™ (1-R)?
21 ) |14+ Re=®W2

Ez a kifejezés nullahoz tart, bar }zim1 ff d¥ = oo a +7 pont kis kornyezetének
%

1
m [1+Re— 9|2
hozadéka miatt ezen integrdlhoz. Viszont az (1 — R)? faktor miatt az eredeti integral
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nulldhoz tart R — 1 esetén. Ennek igazolasa érdekében érdemes az integrandust a
(1-R)* _ (1-R)? (1-R)?

[1+Re—*?|2 = 1+R242Rcos?v ~ (1—R)?24+2R(1+4cos?)’

randus minden ¥-ra és R-re kisebb vagy egyenld, mint 1, és ¢ # +1 esetén nulldhoz

tart, ha R — 1.

kovetkez6 alakban irni. Ez az integ-

1. megjegyzés. Az eléz6 példdban kiszamolt V,, valdszintiségi valtozdk valdjaban az
Xn,n=0,£1,£2, ..., valtozok definicigjaban szerepl6 €,,, n = 0, +1,+2, ... fiiggetlen,
standard normalis valésziniiségi valtozok. FEz a vizsgalt sorozatok véletlen spektral
mérték szerinti integral eloallitasabol, és a véletlen spektral mérték szerinti integralok
helyettesitési szabalydbdl azonnal latszik, (elemi bizonyitdsa is egyszerii) ugyanis, ha az
€n véletlen sorozatot ¢, = f emﬁdZo(ﬁ) véletlen spektral mérték szerinti integralként
allitjuk eld, akkor X, = e, + en—1 = [ (1 + e )dZy(9), azaz dZ(¥) = (1 +
e~ dZy ().

2. megjegyzés. Tekintsiink egy a (6.1) formuldban megadott X,, n = 0,£1,..., mov-

k
ing average folyamatot. Ha a P(z) = ) a,2P polinomnak nincs gydke a {z:|z| < 1}
p=0
egységkor belsejében, akkor a (6.1) formuldban megadott képlet az X,,, n =0,+£1,...,
folyamat Wold felbontésa, mert P(z) = Ho(z), és e,, n = 0,£1,... fiiggetlen stan-
dard normalis valdszinliségi véltozok sorozata. A f6 feladat az, hogy mindegyik &,
valoszinliségi valtozot fejezzik ki az X, £k < n, valdszinliségi véaltozdk linearis kom-
binaciéjaként. Lattuk, hogy ennek érdekében egy akalmas véletlen spektral mé_r’gék
ing__1 el

szerinti integralt kell kiszamolni, amelynek magfiiggvénye az e = = —r
Ho(ei?) P(e—i?)

fliggvény. Ennek az integralnak a kiszamitasa érdekében érdemes kiszamolni az %

fliggvénynek a nulla pont koriili hatvanysorat. Ezt konnyebben tudjuk kiszamolni, ha

az ﬁ fliggvényt eléallitjuk elemi ﬁ alaku kifejezések linearis kombinaciéként,
J

ahol z; a P(z) polinom (esetleg t6bbszords) gydke.

A fent vazolt médszer alkalmazéasdban akkor jelenik meg nehézség, ha a P(z) poli-
nomnak van 1 abszolit értékii gyoke. Ilyen esetet targyaltunk az el6zo feladatban,
amelyben a P(z) = 1 + z fiiggvény jelent meg. Bizonyos modellekben olyan P(z) poli-
nom jelenhet meg, amelynek tobbszoros multiplicitasti 1 abszolit értéki sajatértéke
is 1étezik. Ilyen modell példaul az X, = €, + 2¢, 1 +ep_2, n = 0,£1,... mozgd
dtlag. Ehhez a modellhez a P(z) = (1 4 z)? polinom tartozik. Az ilyen modellek
is targyalhatéak hasonléan az X, = ¢, + €,_1 mozgd atlaghoz, bar az egyes 1épések
jogossaganak az igazolasa kissé tobb munkat igényel.
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Kiegészités
a) Staciondrius sorozatok felbontdsa. Regquldris és szinguldris sorozatok.

Ismertetem az 1.1. és 1.2. Tételben kimondott eredmények vazlatos bizonyitasat.
Bizonyos részletek kidolgozasat az olvaséra bizom. A magyardzatban bevezetem a
kovetkezo jelolést. Jelolje Hy, Hyy és Sy az (1.1) formuldban bevezetett mennyi-
ségek megfelel6it akkor, ha a definiciéban felhasznélt stacionarius Gauss sorozat az Y,,,
n=...,—1,0,1,... sorozat.

Az 1.1 Tétel bizonyitdsa. Lassuk el6szor be, hogy az (1.2) képletben megadott felbontés
egyértelmi. Ennek érdekében el6szor azt igazoljuk, hogy egy a tétel feltételeit teljesito
felbontasra Hy = Sx = S. Valéban, H,, a H, y és H,, 7 alterek direkt ¢sszege minden
n indexre. Véve ezek metszetét azt kapjuk, hogy S az Sy és Sz terek direkt Osszege,
de mivel Sy = () az Y,, sorozat regularitdsa miatt, ezért S = Sz, és mivel Sy = H,
S = Hyz. Innen és a tétel feltételeibol kovetkezik, hogy Y,, az X, valdszintiségi valtozo
merodleges vetiilete és Z,, az X,, valészintiségi valtozé vetiilete a H Hilbert tér S alterére.
Ezért a keresett (1.2) felbontds, (ha az létezik egyaltalan), egyértelm.

Az el6z6 gondolatmenet azt is sugallja, hogy hogyan prébaljuk meg eldallitani a
keresett (1.2) felbontést. Legyen Y, az X,, vektor merdSleges vetiilete, és a Z,, vektor
az X, vektor vetiilete az S = Sy altérre. Ekkor tetszoleges m szamra az X téren
definialt U, shift transzformacié teljesiti a Hy,,, = Uy Hy, S = U, S, Hy = U, Hy
azonossagokat, és H az S és Hy alterek ortogonalis 6sszege. Innen mivel

Xn+m - Yn—i—m + Zn—i—m;

és
Xn—l—m — Uan — Um<Yn + Zn) — UmYn + UmZn;

kovetkezik, hogy
Yn+m - UmYn és Zn+m - UmZn

minden n és m indexre, és az Y,, és X, sorozatok az X, sorozat (stacionérius) aldrendelt
sorozatai. (Az utolsé azonossag igazolasaban felhasznaljuk, hogy U, Z, € S, és U,,Y,, €
Hy, tovibba Hy az S altér ortogondlis kiegészitéje a H Hilbert térben.)

Tovabba, mivel
Hn = HY,n @ HZ,n és Hn = HY,n ®S

ezért Hy ,, = S minden n indexre. Az utolsé reladciéban metszetet, illetve uniét véve
kapjuk, hogy
Sz=Hz,=S5=Hyg

(minden n indexre), ezért Z,, szingularis sorozat. Be kell még latnunk azt, hogy az Y,
sorozat reguldris, azaz Sy = (). Azt mutatjuk meg, hogy egyrészt Sy ortogondlis S-re,
mert Sy C Hy,,, és Hy, ortogonalis S-re (az Y,, vektorok definicidja miatt), mésrészt
Sy C S. Ugyanis Sy C Hy, C H, minden n indexre, és metszetet véve minden
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n indexre kapjuk a masodik &llitast. Az Sy altér viszont csak 1gy tudja mind a két
feltételt teljesiteni, hogy Sy = (). A tételt beldttuk.

Az 1.2 Tétel bizonyitdsa. Vezessik bea D,, = H,©H, 1 altereket, n=...,—1,0,1,...,
azaz legyen D,, az (1.1) formuldban definidlt H,_; altér ortogondlis kiegészit&je a H,
Hilbert térben. Nem nehéz belatni, hogy UD,, = D,, 11 az U shift transzforméciéra min-
den n indexre. Tovabba az X, folyamat regularitasat felhasznélva meg lehet mutatni,
hogy H, =---® D,,_o ® D,,_1 ® D,, minden n indexre.

A D,, Hilbert terek egy dimenzidsak, kivéve azt az elfajuld esetet, amikor X,, =
0 minden n indexre. Az utébbi esetben a D,, alterek null dimenziésak. Ugyanis a
D,, terek dimenzidja megegyezik minden n-re a UD,, = D,y relacié6 miatt, és Dy
dimenzidja 1, ha Xog ¢ H_q, és nulla ha Xy € H_;. De az utébbi esetben D,, = (), és
H,=---®D,_5®D,_1®D, =0 minden n indexre.

Valasszunk ki egy 1-re normalt Vj vektort a Dy (egy dimenzids) Hilbert térben, és
definialjuk a V,, = U™V, vektort minden n =...,—1,0,1,... indexre. Ekkor a V,,, n =
.o, —1,0,1, ..., valészinliségi valtozdk sorozata az X, sorozatnak alarendelt fiiggetlen

valészintiiségi valtozdk sorozatat alkotja, és a Hy = --- @& D_o & D_1 & Dy azonossag
miatt felirhatoé az Xg = i crV_i azonossag alkalmas cg, io: ci < oo, egyiitthatékkal.
Ezutén az X, = U™ X, %:OVn_k = U"V_j azonossagok sgg:i(‘gségével azt kapjuk, hogy
X, = i ¢t Vn—_r minden n indexre. Az, hogy a V,,, n = ..., —1,0,1,..., sorozat
regulérilgzlgénnyen lathato. Az 1.2. Tételt bebizonyitottuk.

b.) A felhaszndlt komplex fiigguénytani eredmények. Hardy féle H, fiigguényosztalyok.

A jegyzet {6 targyat képezo predikcids feladatok vizsgalatdban fontos szerepet jatszottak
a 3. fejezetben bevezetett Hardy féle H,, fiiggvényosztdlyok tulajdonsdgai. Ezek olyan
az egységkor belsejében analitikus fiiggvényekbol allnak, amelyeknek véve az R sugaru
korbe vett megszoritdsait, illetve azok természetes dtskalazasait, olyan a [—m, 7| inter-
vallumon definidlt fiiggvényeket kapunk, amelyeknek van limesziikk az L, normaban,
ha R — 1. Erdemes bevezetni és a H, fliggvényosztalyokkal egyiitt tdrgyalni ezek
természetes megfeleldit, a H), fliggvényosztdlyokat. Ezeket hasonléan definidljuk, mint a
H, figgvényosztalyokat, de elemei harmonikus, és nem feltétleniil analitikus fliggvények.
Emlékeztetek arra, hogy egy kétvaltozds f(x,y) fiiggvény akkor harmonikus egy D tar-
toméanyban, ha % + giyéc = 0 minden (z,y) € D pontban. Megengedjiik azt is, hogy
az f(x,y) harmonikus fliggvény komplex szdm értékii legyen.

Roviden felidézem a kapcsolatot a (kétvaltozds) harmonikus és analitikus fliggvé-
nyek kozott. A bizonyitasokat elhagyom ebbdl a targyalasbdél. Célom az eredmények,
illetve a mogottik rejlo kép és motivacié elmagyarazasa. A részletesen kidologozott bi-
zonyitasok megtalalhatbéak példaul Petruska Gyorgy Komplex Fiiggvénytan jegyzetének
9. és 10. fejezetében.

Egy analitikus fiiggvénynek mind a valés mind az imagindrius része harmonikus
fliggvény, és ezek kozott jol megfogalmazhatd kapcesolat van. Egy analitikus fiiggvény
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valés és komplex része egymasnak tigynevezett harmonikus tarsa. Az egyikiik ismereté-
ben a masik is kiszamithaté az tgynevezett Riemann—Cauchy egyenletek segitségével,
és az egy additiv konstans erejéig egyértelmiien meghatarozott.

Jelolje S(0, R) a 0 kézpontu és R sugaru korlapot. Minket elsésorban az S(0, R),
0 < R < 1, korlap belsejében definidlt analitikus és harmonikus fliggvények viselke-
dése érdekel. (Megengedettek a komplex szdm értékii harmonikus fiiggvények is.) A
kovetkezd eredmény az ilyen fliggvények jellemzését tartalmazza.

B1. Tétel. Egy f(z) figgvény akkor és csak analitikus a {z: |z| < R} kérlapon, ha
felirhaté minden z = re'?, r < R, pontban

(hatvdanysor) alakban.

Egy f(z,y) fiiggvény akkor és csak harmonikus az {(z,y): 2%+ y? < R?} kérlapon,
ha felirhaté minden (z,y) = re', r = /22 + y2, r < R, pontban

f(x7y) = f(?“ew) = i Bnrm\eingo

n=—oo

alakban olyan B, egyiutthatokkal, amelyekkel a fenti sorok konvergensek.

Egy a kovetkezé eredmények vizsgalataban fontos kérdés az, hogy adva valamely
g(p), —m < ¢ < m, fiiggvény, hogyan lehet meghatérozni egy olyan wu(re’?) har-
monikus fiiggvényt az S(0, R) koérlapon, amelynek hatarértéke az r — R hataratmenet
esetén a g(yp) fliggvénnyel egyenld, illetve egy olyan analitikus fiiggvényt ugyanezen
a korlapon, amelynek valds része ehhez a g(y¢) fliggvényhez konvergédl. A vizsgalatok
azt mutattdk, hogy ezekben a problémakban a sugdrirdnyd (radiélis) hatdratmenetet
érdemes tekinteni, mint a fiiggvény limeszét a hatdron. A harmonikus fiiggvényekrol
sz6l6, szémunkra legfontosabb eredményeket a 4.2., 4.3. és 4.4. Tételben (ez utébbi
a Fatou tétel) fogalmaztam meg. Erdemes megjegyezni, hogy ezek az eredmények is
mutatnak némi hasonlésagot az analitikus fiiggvényekrdl szolé eredményekkel, csak itt
a Poisson magfiiggvény jatssza azt a szerepet, amit a Z% magfiiggvény jatszik a Cauchy
formuldban. A Fatou tétel, a legélesebb véltozata azon eredményeknek, amelyek arrol
szélnak, hogy milyen feltételek mellett tudjuk biztositani azt, hogy a (4.1) képletben
bevezetett, az irodalomban Poisson formulanak nevezett kifejezés segitségével megadott
harmonikus fiiggvény teljesitse a kivant hatarfeltételt. A Fatou tétel erdsségét és je-
lentéségét az adja, hogy a benne szereplé g(¢) hatarfiiggvény, illetve p hatdrmérték
folytonossagardl enyhe feltételt irtunk eld. Ezenkiviil ezt a hatarfeltételt a tekintett
korlap szélén irhatjuk el6, ahol a harmonikus, illetve analitikus fiiggvények vizsgalata
mar nehezebb problémékat vet fel.

A harmonikus fliggvényeknek még egy fontos tulajdonsagat emlitem meg. Ha
f(x) harmonikus fiiggvény egy D tartomanyon, és z € D, akkor ha egy olyan =z
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kozépponti S(z) korvonalat tekintiink, amely belsejével egyiitt szintén benne van a D
tartomanyban, akkor az f(z) szam egyenld az f(-) fiiggvény integralkézepével az S(x)
korvonalon. (Ez a tulajdonsig egyben jellemzi is a harmonikus fliggvényeket.) E tény
egyik kovetkezménye az, hogy az analitikus fliggvények vizsgalataban fontos szerepet
jatszé maximum elv alkalmazhaté harmonikus fiiggvényekre is.

Felidézem a korlatos valtozast mérték definiciéjat, mert erre késobb sziikségiink
lesz.

Korlatos valtozast mérték definiciéja. Legyen p egy mérték, azaz o-additiv hal-
mazfiigguény valamely (X, A) téren. (Megengedjiik, hogy a u(A), A € A, mérték komplex
értéki legyen.) A p mérték ||u|| (totdlis variacid) normdjdat a

= su B
lull = _ sup_ > u(B;))|

s Bn g

képlettel definidaljuk, ahol a szuprémumot az X halmaz 6sszes véges By, ..., B, véges
particidjdra vesszik. Akkor mondjuk, hogy a p mérték korlitos valtozdsi, ha a ||p|
norma véges.

Emlékeztetek arra is, hogy az analizis eredményei szerint minden monoton fiigg-
vény majdnem mindeniitt differencidlhato, és ez azt jelenti, hogy az altala indukdlt p
Stieltjes mértékre a Fatou tételben szerepld u'(p) derivalt majdnem minden ¢ pontban
létezik. Hasonld allitas érvényes korlatos valtozasu fliggvények altal indukalt Stieltjes
mértékekre is, mivel egy korlatos valtozasu fiiggvény eloallithaté két monoton fiiggvény
kiilonbségeként.

Megadom a H), 1 < p < oo, fiiggvényosztalyok definicidjat.

A H, fiiggvényosztalyok definicidja. A H, figgvényosztaly, 1 < p < oo, azokbdl
a {(z,y): 2% +y? < 1} egységkorben harmonikus H(z,y) fiigguényekbdl dll, amelyekre

(z,y) = re’?, r = /22 + y2 jeldléssel

i
1,7 sup [ H(re )y =sup [ |H(re'*)Pdo < o0, ha1<p <o,
r<l r<lJ_—nr
és et ‘ '
| Hoo || = sup |H (re'?) || = sup |H(re'?)| < oo, hap=oc.
r<l r<l, —m<lp< T

Az érdekesség kedvéért megjegyzem, hogy a H, terek definiciéjaban szerepl6 || H,||
mennyiség definicigjdban a szuprémumot limesszel is helyettesithettiik volna, mert min-
den az S(0, 1) korlapon harmonikus u fiiggvényre v, (r) = ["_|u(re’?)[P dp, 1 < p < oo,
88 Uso(r) = sup |u(re'?)| kifejezés az r véltozé folytonos fiiggvénye a (0, 1) interval-

—m<p<m
lumon. Ez egy érdekes tény, de erre a tovabbiakban nem lesz sziikségiink.

A kovetkezd eredmény megadja tobbek kozott a H,, fliggvényosztaly elemeinek

jellemzését, azok radidlis limeszét, és e radidlis limesz kapcsolatat az 6t meghatarozo
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H, térbeli fiiggvénnyel. Az 1 < p < oo és a p =1 esetek kiilonboznek. Az elsé esetben
(a [—m, 7] intervallumon a Lebesgue mérték altal meghatarozott) L, térbeli fliggvények
jelennek meg lehetséges limeszként, mig a méasodikban a korlatos valtozasi mértékek.
A pontosan megfogalmazott tétel a kovetkez6t mondja.

B2. Tétel a H, fiiggvényosztalyok jellemzésérdl. Legyen u(x,y) = u(re'¥) har-
monikus fligguény az S(0,1) egységkdrben. Rdégzitsink egy 1 < p < oo paramétert. Az
u € Hy reldacio akkor és csak akkor teljesil, ha létezik olyan @ € L, figgvény (ahol az
L, teret a [—m,m| intervallumon definidljuk o Lebesgue mértékkel), amelyre

; T 1—r?
ey = w(?)dy, 0< 1, — m<op<m.
u(re™) /W1+r2—2rcos(19—<p)u<)  URTSLTTRPET

Az uw € Hy relacio akkor és csak akkor teljesil, ha létezik olyan korldtos vdltozdsi
w mérték a [—m, 7| intervallum Borel mérheté halmazain, amelyre

; T 1—r?
) = du(d), 0<r<l1, -71<p<T.
u(re'?) /ﬂ1+r2—2rcos(19—<p) Ho) =" Te=esT

Tovabba

Az u € H, fugguény egyértelmilen meghatdrozza az 6t definidlo u figgvényt, ha 1 <
p < o0, és az 6t definidld p mértéket, hap = 1. Tovdbbd eqy u € H,, fiigguény u(re'?) =

ullp = lltllp, ha 1 <p < oo, ésluly = [ull, hap=1.

m .
Yo Bulr|"e™? alakid elddllitasban szerepld B, egyiitthatok és az 6t meghatdrozé @
n=—o0

fiigguény illetve ||p|| mérték Fourier egyiitthatoi megegyeznek, azaz

an/ e a0 d9, hal<p<oo, n=0=+1,+2,...

—Tr

an/ e ™ du(9), hap=1, n=0,+1,42, . ...

—T

A kovetkezd eredmény tulajdonképpen a harmonikus fliggvények Poisson integral
alaku el6allitasardl szold eredmények kovetkezménye.

B3. Tétel. Legyen u(-) € H,, és legyen u(-) az a [—m,m| intervallumon definidlt
fliggvuény p > 1 esetben, €s az a p korldtos vdltozdsi mérték a [—m, x| intervallum Borel
részhalmazain a p = 1 esetben, amely meghatdrozza az u(-) figguényt a B2. tételben
megadott mddon. Ekkor majdnem minden ¢ € [—7, | szamra igaz a

‘ u(p), hal<p<oo
lim u(re) = ¢ du

r—1 =1
d)\(@)? h‘ap
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reldcio, azaz U(p) illetve %(gp) az u(re'®) figguény irdnymenti hatdrértéke az r = 1

esetben.

A B2 tételben az egy u € H,, fliggvény sorfejtésében szerepl6 [, egyiitthaték tu-
lajdonsagairél megfogalmazott eredménybdl kovetkezik az is, hogy az u fiiggvény akkor
és csak akkor analitikus (akkor teljesiil a 5, = 0 reldcié minden n = —1,—2,... in-
dexre), ha az u fliggvényt olyan @ € L, fiiggvény meghatarozza meg a p > 1 esetben,
illetve olyan p korlatos valtozasi mérték hatarozza meg a p = 1 esetben, amelynek S,
Fourier egyiitthatéi nullaval egyenléek minden n < —1 paraméterre. Ez a tény teszi
természetessé a kovetkezo definiciot.

Analitikus mértékek definicidja. Egy a [—m, 7| intervallum Borel mérhetd részhal-
mazain definidlt korldtos vdltozdsiu p mértéket analitikusnak neveziink, ha

/eim9 du(¥) =0, mindenn=1,2,... szamra.

A fenti eredményekben lattuk, hogy a H,, térbeli fiiggvényeknek mindig van radidlis
limesze, és a lehetséges limeszfiiggvények halmaza megegyezik az L,([—m,7]) tér ele-
meivel, ha p > 1, és a [—m, 7| intervallum Borel mérhetd részhalmazain definidlt korlé-
tos valtozasu mértékek halmazéaval, ha p = 1. Természetes modon felmeriil az a Hardy
fliggvényosztélyok vizsgdlataban fontos kérdés, hogy hogyan sziikiil a lehetséges (radié-
lis) limeszek halmaza, ha a H, tér helyett a sziikkebb a 3. fejezetbem bevezetett H,
fiiggvénytér elemeinek a (radidlis) limeszét tekintjik. Erre a kérdésre csak részleges
valaszt fogunk adni, de ez a részleges vélasz is elegendo a predikcid elméleti vizsgalata-
inkban felmeriilt hasonlé jellegli problémak megoldasahoz.

E kérdés tanulmanyozasdban érdemes az S(0,1) koron analitikus g(z) = g(re?)
fliggvények altal meghazdrozott log |g(0)| szdm és [ fﬁ log [g(re™)| di integralok viselke-
dését vizsgalni 0 < r < 1 paraméterekre, illetve a log |g(0)| szam és az el6bbi integralok
kapcsolatat tekinteni. Bizonyos formulakat kissé altaldanosabb esetekben is érdemes
vizsgélni. Tekinthetiink olyan eseteket is, amelyekben az analitikus g(-) fiiggvénynek
lehet véges sok szingularitasa is.

Emlékeztetek arra, hogy ha ¢(z) olyan analitikus fiiggvény egy D egyszeresen
Osszefliggd taromanyban, amely sehol nem vesz fel null értéket, akkor lehet venni a g(z)
fliggvény logaritmusat a D tartomanyban, amely ebben az esetben analitikus fiiggvény,
ezért a redlis része harmonikus fiiggvény. Tovabba teljesiil a Re logg(z) = log|g(2)|
azonossdg. Ezért, ha g(z) egy az S(0,1) egységkoron definidlt, és ott el nem t{ind
analitikus fiiggvény, akkor a harmonikus fiiggvények tulajdonsigai miatt log |g(0)| =
5= |7 _log|g(re””)|d¥ minden 0 < r < 1 paraméterre. Ha g(z) nem azonosan nullé-
val egyenl6 analitikus fiiggvény az S(0, 1) koron, de lehetnek nullhelyei, akkor ezeknek
a nullhelyeknek nem lehet torlédési pontja az S(0,1) kor belsejében. Ezért minden
0 < r < 1 szdmra a g(z) fiiggvénynek csak véges sok nullhelye van az r sugari kor
belsejében. Ha ezek a nullhelyek valamely aq,...,a; pontokban vanak, akkor a g(z)

fliggvényt elosztva olyan raciondlis tortfliggvények szorzataval, amelyek az r sugaru
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kérvonalat 6nmagaba viszik, az aj, 1 < j < k, nullhelyeket pedig az origéba, olyan g(z)
fiiggvényt kapunk, amelynek nincs nullhelye, ezért alkalmazhatjuk ra az elébb felirt
azonossagot. Tovabba |j(re’#)| = r¥|g(re’#)| minden —7 < ¢ < 7 szdmra, mert z §(z)
fiiggvény definiciéjdban olyan fiiggvények szorzatdval osztottuk el a g(z) fliggvényt,
amelyeknek az abszolut értéke r-rel egyenld az r sugari kérvonalon. Ezen észrevételek
kidolgozasaval egy hasznos azonossigot lehet kapni. Ez a Jensen formuldnak nevezett
eredmény, amely kissé altalanosabb feltételek mellett is megfogalmazhaté, olyan esetek-
ben is, amikor a g(z) fliggvénynek véges sok pdlusa is lehet. Ez a formula a kdvetkezét
mondja.

B4. Tétel. Jensen formula. Legyen g(z) meromorf fligguény egy {z: |z| < R} sugari
kérlapon. Tekintsink egy r < R szamot, és legyenek a g(z) figguény zérushelyei és
polusai az r sugarid kor belsejében az origot nem szamitva és a nullhelyeket, illetve
polusokat multiplicitdssal felsorolva valamely aq, ..., a,, illetve by,..., b, pontok. Tel-
jestljon a g(z) = Agz?+--- reldcio az origo kis kornyezetében. (Ez a formula adja meg,
hogy az origd hdnyszoros gydke vagy pélusa a g(z) fligguénynek.) Ekkor teljesil az

1 [" i
log|Arq|+Zlog Z o8 1 = 5= [ omlotre) v

az0nossdg.

A Jensen formuldnak egyszerii kovetkezménye az aldbbi Jensen egyenlStlenség. (Ez
nem egyezik meg az irodalomban altalaban Jensen egyenldtlenség néven haszndlt rela-
ciéval). A Jensen egyenlStlenség bizonyitasa az el6z6 azonossigot alkalmazza abban az
esetben, amikor a g(z) fliggvénynek nincs pélusa, és az origd se nem pdlus, se nem gyok,
azaz q¢ = 0 a Jensen formulaban.

B5. Tétel. Jensen egyenl6tlenség. Ha g(z) analitikus figgvény egy {z: |z| < R}, R
sugari €s nulla kézéppontu kérlapon, és g(0) # 0, akkor minden r < R szamra

1 [7 -
l0819(0) < 5 [ loglg(re')] .

— T

Vegyiik észre, hogy ez az azonossidg nagyon hasonlé a vizsgalatainkban fontos szerepet
jatszé Szegd tételhez. (Ez utébbi a jegyzet 4.6. tétele.) A lényeges kiilonbség a két
eredmény kozott az, hogy a Szegé tételben, az S(0, 1) kérlapon dolgozva, a (4.8) formula
jobboldalan az R = 1 hatarkoron vettiik az integralt, mig a Jensen egyenl6tlenségben
egy r < R sugaru bels6 korben integraltunk. A f6 probléma az, hogy a Jensen egyenlot-
lenség alapjaul szolgdld Jensen azonossagban kihaszndltuk azt, hogy egy nem azonosan
nulla analitikus fiiggvény nullhelyeinek nincs belsé torlédasi pontja, mig a Szego tétel
esetében figyelembe kell venni azt, hogy egy ¢g(z) analitikus fiiggvény nullhelyeinek lehet
torlddési pontja az analitikus fliggvény értelmezési tartomanyanak a hataran, s6t a g(z)
fliggvény eltiinhet a hatar bizonyos pontjaiban, és az ilyen esetek lehetoségének a hatdsat
is kontrollalni kell.
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Ahhoz, hogy a Szeg6 tételt be tudjuk bizonyitani, és hasonlé jelenségeket vizsgdlni
tudjunk sziikségiink van némi kontrollra egy az S(0, 1) kérben analitikus g(z) fiiggvény
nullhelyeinek a viselkedésérdl abban az esetben, ha sup [ log[g(re?)|dy < oo. Olyan

r<l

tipusd eredményre van sziikségiink, amely arrdl szél, hogy a nullhelyek abszolut értékei
nem striisodhetnek be tiulsdgosan az 1 pont koriil. Ilyen jellegli eredményt mond ki az
aldbbi tétel.

B6. Tétel. Legyen g(z) analitikus figgvény az S(0,1) egységkdron. Akkor és csak akkor
teljesul a

0<r<1

sup / log |g(re™?)| dp < oo (B1)

egyenldtlenség, ha a g(z) figguény aq,as, ... nullhelyei teljesitik a

S0 Jaxl) < (B2)
k=1

egyenlitlenséget. Az utolso kifejezésben az ay nullhelyet annyiszor szamoltuk, amennyi
az ap, nullhely multiplicitdsa.

Ha a fenti (equivalens) reldciok teljesilnek, akkor a g(z) fligguény teljesiti a

Y
hm—/ log |g(re?)| dp = log |4, I—Zloglakl

r—1 27 1

azonossdgot, ahol a g(z) figguény Taylor sora g(z) = Agz?+ -+ alaka.

Kiilon lemma formajaban mondom ki az aldbbi egyszertien bizonyithatd allitast
annak fontossaga miatt a Hardy fiiggvényosztalyok vizsgalataban. Ez azt allitja, hogy
a B6. tételben megfogalmazott relacidk teljesiilnek a Hardy terekben.

B7. Lemma. A 3. fejezetben definidlt H, figgvényosztilyok minden 0 < p < oo
paraméterre teljesitik a (B1) és ezért a (B2) reldcidt.

Ha egy ¢(z) fiiggvénynek véges sok nullhelye van, akkor alkalmas racionalis tortfiigg-
vénnyel valé beszorzassal ezeket a nullhelyeket el tudtuk tiintetni, és a beszorzas segit-
ségével kapott fliggvények tulajdonsagaibol értékes kovetkeztetéseket tudunk tenni az
eredeti g(z) fiiggvény viselkedésérol. A kovetkezd eredmény hasonlé lehetdséget biztosit
akkor, ha egy az S(0,1) egységkoron analitikus fiiggvénynek végtelen sok aj nullhelye
is lehet, de ezek a nullhelyek teljesitik a (B2) reldciot.

B8. Tétel. Keressiink olyan az S(0,1) egységkdrben analitikus, és korldtos fiiggvényt,
amelynek a nullhelyei olyan ay,as, ... szdmok, |ax| < 1 minden 1 < k < oo indezre,
amelyek teljesitik a (B2) relacidt. Az alabbi B(z) figgvény ilyen tulajdonsdgi.

i lak| ar — =z
B = (21 —_— B3
(2) =Cz k_|q+| o Tz (B3)
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ahol q a nullaval eqyenld gyokok szama, ap, =0, ha 1 <k <gq, ésar #0, hak > q+1,
tovdbbd C' tetszdleges eqy abszoliut értékid komplexr szam. Az f(z) fliggvényt definidlo
szorzat egyenletesen konvergdl az S(0,1) nyilt kér minden zdrt részhalmazdban.

Megjegyzem, hogy a BS8. tétel konstrukcidja, hasonlé a Weierstrass tétel kon-
strukciéjahoz. A Weierstrass tételben olyan analitikus egész fiiggvényeket kerestink,
amelyeknek nullhelyei egy el6irt, véges torlédasi ponttal nem rendelkez6 ponthalmazon
vannak. Ezt egy alkalmas szorzat segitségével allitjuk eld, amelyben bizonyos tagokat
azért vezetiink be, hogy biztositsuk a szorzat konvergenciajat. Jelen esetben az 1
abszolit értéki % faktorok biztositjdk a szorzat konvergencidjat. Ezek bevezetése
természetes. Ezek a faktorok biztositjak, hogy a z = 0 esetben B(z) = B(0) kifejezés
(B3) definicidjdban szereplé végtelen szorzat pozitiv valés szam, ‘a végtelen szorzat
kozelité szorzatai nem forognak el’. Bevezetem a kovetkezd fogalmat.

Blaschke szorzat definicidéja. Legyen aq,as, ... eqy a (B2) feltételt teljesité pontsoro-
zat az S(0,1) kérlap belsejében. A (B3) formuldban definidlt B(z) figgvényt az aq,as, . . .
sorozathoz és C, |C| = 1 komplex szamhoz tartozd Blaschke szorzatnak nevezik.

A Hardy terek vizsgalataban fontos a Blaschke szorzatok tulajdonsagainak a meg-
értése. A kovetkezd tétel eredménye ilyen tipusu eredményt mond ki.

B9. Tétel. Ha a B(z) figgvény egy Blaschke szorzat, azaz (B3) alakban irhato fel,
akkor B(z) olyan analitikus figgvény az S(0,1) korlapon, amelyre |B(z)| < 1 minden
|z| <1 argumentumra, és lini B(re'?) =1 majdnem minden —m < p < m szdmra.

rT—r

Megfogalmazok egy olyan eredményt a H,-beli fliggvények tulajdonsdgairdl, amely
a 3. fejezetben megfogalmazott 3.3. tétel természetes altalanositasa arra az esetre,
amikor a H,, tereket nemcsak a p = 2 hanem minden 0 < p < oo paraméterre tekintjiik.
El6tte azonban a teljesség kedvéért megfogalmazom a kovetkezo eredményt.

B10. Tétel. Rogzitsiink egy f(z) requldris fiigguényt az S(0,1) kérlapon, és definidljuk a
vo(r) = vo(r, f) = 7 log|f(r'¥)de, vy(r) = vp(r, ) = [T |f(re®)|Pdp, ha 0 < p <

00, €S Voo(T) = Voo(r, f) = sup  |f(re'?)| figguényeket. A v,(r figgvény monoton
—n<lp<lern
a 0 < r <1 wvdltozoban minden 0 < p < oo paraméterre.

A kovetkez6 eredmény gy tekinthetd, mint a 3.3. tétel legfontosabb részének ter-
mészetes altalanositasa minden 0 < p < oo paraméterre.

B11. Tétel. Egy f € H,, 0 < p < oo, figgvénynek létezik radidlis limesze majdnem
minden iranyban, azaz
(i) A linﬁ f(re*) = f(gp) azonossdg teljesil majdnem minden ¢ € [—m,w| pontban egy
r—
alkalmas a [—m, 7| intervallumon definidlt f(-) figgvénnyel.
(ii) Az (i) pontban szerepld f figguény az L,([—m,w]) tér eleme, és teljesiti az ||f|, =

| fll, azonossdgot, ahol az ||f|, mennyiséget a 3. fejezetben a H, halmazosztdly
definiciojaban vezettiik be.
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(1ii) A lim f(ret) = f(go) konvergencia teljesil az L, értelemben is, ha 0 < p < co.

(iv) | llog|f(p)||de < oo, kivéve, ha f(z) =0 a z € S(0,1) egységkirben. Speci-
alisan, az f figguény vagy majdnem mindeniitt nulla, vagy csak egy (a Lebesque
mérték szerint) null mértékid halmazon lehet nulla.

Mivel az igazan érdekes 1 < p < oo esetben H, C H,,, a H), terek tulajdonsagaibdl
kovetkezik, hogy az 1 < p < oo esetbetben egy f € H, figgvényt egyértelmiien
meghatdroz annak f (-) radidlis limesze, és az f fiiggvény 0 pont koriili Taylor sor-
fejtésének az egytitthatéi megegyeznek az f fliggvény megfelel6 Fourier egyiitthatéival.
Innen az is kovetkezik, hogy az f € H, fliggvények, 1 < p < oo, radidlis limeszei azok
és csak azok az f € L, fiiggvények, amelyekre f e f (¢)dp =0 mindenn =1,2,.
szamra.

Kihasznalva ezeket a tulajdonsagokat valamint azt a tényt, hogy egy analitikus
mérték egy olyan H; térbeli fliggvénynek a radialis limesze, amely benne van a H;
térben is, és a Hi térbeli fiiggvények radidlis limeszei Lq térbeli fiiggvények be lehet
bizonyitani a kovetkezo tételt.

B12. Tétel. Minden analitikus mérték abszolit folytonos a Lebesgue mértékre nézve,
azaz létezik siriségfiggvénye a |—m, | intervallumon.

Megjegyzem, hogy a H, terek fent emlitett tulajdonsdgainak felhaszndldsdval be
lehet bizonyitani a kovetkez6 eredményt is.

B13. Tétel. A H, tér, 1 < p < oo, Banach tér, sot az is igaz, hogy az f — f leké-
pezés (minden f € H, figgvénynek megfeleltetjik annak f radidlis limeszét) a H, tér
egy izomorf és norma tarto leképezését adja az L, Banach tér azon zdrt alterébe, amely
azon f fligguényekbdl dll, amelyek teljesitik az ffw ei’wf(gp) dy = 0 azonossdgot minden
n=12,... szdmra.

A fenti eredményekbdl kovetkezik, hogy minden 1 < p < oo paraméterre egy

a [—m, 7] intervallumon definidlt f fliggvény akkor és csak akkor allithat6 elé, mint

valamely F' € H, fiiggvény radidlis limesze, ha f € L,, és az f figgvény negativ in-

dext(i Fourier egyiitthatéi mind nulldval egyenléek, azaz ffﬁ e™? f(p)dp = 0 minden

= 1,2,... szdmra. Tovabbd azt is tudjuk a B1l. tétel (iv) pontja alapjan, hogy

egy ilyen f fiiggvényre teljesiilnie kell az fjﬁ |log |f(@)||dp < oo egyenlétlenségnek is,
hacsak az f fiiggvény nem tiinik el majdnem mindeniitt.

De ez nem egy teljesen kielégité kép a jellemezni kivant fliggvénycsaladrél, mert
az, hogy egy fliggvénynek mikor tiinnek el a negativ indexii Fourier egytitthatéi csak
nehezen ellenérizheté az éltaldnos esetben, és a Bll. tétel (iv) pontjadban megfogal-
mazott tulajdonsag csak sziikséges, de nem elégséges feltétele annak, hogy f a kivant
fliggvényosztalyba tartozzon.

Lényegesen jobb leirasa van az aldbbi FELADAT B-ben megkovetelt tulajdonsa-
gokkal rendelkezo fiiggvénycsaladnak. Ez a FELADAT B természetes dltalanositasa a
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3. fejezet végén megfogalmazott FELADAT A-nak, amelynek megoldésa fontos szerepet
jatszik a predikcié elméletben.

FELADAT B. Legyen adva egy o(-) fiigguény a [—m, 7] intervallumon, amelyre o(9) >
0 majdnem minden 9 € [—m, x| szamra, és definidljuk minden 0 < p < oo paraméterre
a kovetkezd

Hp(a) ={h(-): h € Hp, és Tlgxolo |h(re'?)| = a(d)

magjdnem minden ¥ € [—7, | szdmra.} (B4)

fliggvényekbél dllo halmazt. Hatdrozzuk meg, hogy mely figgvények elemei a H,()
halmaznak. Specidlisan, mely a(-) figguényekre nem tres a Hy(o) halmaz? Mutassuk
meg, hogy ha H,(a) nem dres halmaz, akkor a FELADAT B-nek van egy mazimdlis
ho(z) € Hp(a) megolddsa, amelyre teljesiil a |ho(z)| > |h(2)| egyenidtienség minden
h € Hy() figguényre és z, |z| < 1, komplex szdmra.

A FELADAT A-ban hasonlé feladatot vizsgaltunk p = 2, esetben «a(¥) = /g(?9)
valasztassal, ahol g(-) egy spektral stirtiség fiiggvény volt. Mivel g(—19) = g(J) egy
g(+) spektral stirtiség fiiggvényre, ezért az a(—J) = «(9) tulajdonsag is teljesiil a
FELADAT A-ban. A FELADAT A-ban (felhasznilva az a(-) fliggvény most emlitett
specidlis tulajdonsdgat) olyan h € H, fliggvényeket keresiink, amelyek hatvanysordban
valos egylitthatok szerepelnek.

A FELADAT A megoldasat nem nehéz megtalalni a FELADAT B eredményének
a segitségével. Masrészt a FELADAT B megoldasa megkaphaté a FELADAT A 4. feje-
zetben ismertetett megoldasi mdédszerének a finomitasaval. Az els6 1épésben egy olyan
eredményt bizonyitunk be, amely a 4.1 Lemma altalanositdasanak tekintheto, és lehetové
teszi, hogy egy f € H,(«) fliggvény ismeretében olyan 4j g € H,(«a) fiigvényt talaljunk,
amelynek nincs nullhelye az S(0,1) egységkorben. Réadasul erre a fiiggvényre teljesiil
az |f(z)| < |g(z)| egyenlStlenség minden z € S(0,1) pontban. Ez kovetkezik az aldbbi
eredménybdl.

B14. Tétel. Legyen f € H, valamely 0 < p < oo paraméterrel. Ez az f figgvény
felirhato fz) = B(z)g(z) alakban, ahol B(z) egy Blaschke szorzat, g € Hp, és g(z) #
0 minden z € S(0,1) pontban. Tovdbbd |lgll, = || fll, o Hardy figguényosztilyok
definiciojaban bevezetett || - ||, kifejezéssel.

A B9. tételbdl kovetkezik az, hogy ha f € H,(«) akkor a B14. tételben konstrualt g
fliggvényre g € Hp(a). A g(z) # 0 tulajdonsag lehet6vé teszi, hogy definidljuk a log g(2)
analitikus fiiggvényt. Tovabba a Blaschke szorzat tulajdonsigaibdl az is kovetkezik,
hogy |g(z)| > |f(2)| minden z € S(0,1) pontban, s6t szigoru egyenlétlenség van akkor,
ha az f(z) fliggvénynek vannak nullhelyei. Ezutdn, ha bebizonyitjuk a 4.6. tételben
kimondott Szego6 tételt akkor a 4.5. lemma bizonyitdsanak természetes modositasaval
bizonyos feltételek teljesiilése esetén mellett meg tudjuk konstrudlni a FELADAT B
egyik megoldasat. A kovetkezd eredményt kapjuk.
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B15. Tétel. Rdgzitsiink valamely 0 < p < oo szdmot, és legyen o(V¥) olyan figgvény
a [—m, | intervallumon, amely teljesiti az ffw|log|a(19)||d19 < oo feltételt, tovdbbd
J7_la(9)|P d¥ < o0, ha 0 < p < oo, és sup |a(9)| < 0o, ha p = oco. Ekkor az

Fo(2) = exp {i / TR ) dﬁ} (B5)

21 J_ e — 2

fiigguényre Fy € Hpy(a). Tovabbd minden f € H,(o) figgvény f(z) = Fo(2)h(z) alakban

adhatd meg, ahol h(z) olyan analitkus fiiggvény az S(0,1) egységkordn, amelyre |h(z)| <

1 minden z szdmra az eqységkor belsejében, és lirri |h(re)| = 1 majdnem minden 9 €
T

[—7, 7] pontban.

A H, osztélybeli fiiggvények radidlis limeszének a B11. tétel (ii) és (iv) pontjaban
megfogalmazott tulajdonsdgaibdl kovetkezik, hogy a B15. tételben az «af-) fiiggvényre
eloirt tulajdonsagok nemcsak elégséges, hanem sziikséges feltételei is annak, hogy a
H,(a) halmaz ne legyen tires. A B15. tétel (B5) formuldjdban definidlt Fy(z) fiiggvényt
az a(-) fliggvényhez tartozd kiils6 fiiggvénynek, a szintén a B15. tételben bevezetett
h(z) fiiggvényt pedig bels6 fiiggvénynek nevezzikk. A FELADAT B megolddséhoz,
azaz a ‘Hp,(«) halmaz pontos megadasahoz az a(-) fliggvényhez tartozé kiilsé fliggvény
megadasan kiviil a belso fiiggvények jellemzése is sziikséges. El6szor leirom a belso
fiiggvények definici6jat. Ez nem fiigg az «(-) fiiggvénytol.

Bels6 fiiggvények definicidja. Azokat az S(0,1) egységkdr belsejében analitikus h(z)

fiigguényeket nevezziik belsd fiigguénynek, amelyekre |h(z)| <1 minden z € S(0,1) pont-

ban, és létezik a lirri h(re®®) = h(9) radidlis limesz egy olyan h(19) fiigguénnyel, amelyre
r—

\h(9)| = 1 majdnem minden 9 € [—=, 7] szdmra.

Megjegyzés. Az irodalomban azokat a fliggvényeket nevezik az of(-) fiiggvényhez tartozoé
kiils6 fliggvénynek, amelyeket a (B5) formuldban szereplé fiiggvényeket egy 1 abszolut
értékil komplex szammal beszorozva kapunk. Raadasul e fiiggvényosztalynak a kovet-
kez6 ‘intrinsic’ jellemzését adjak.

Egy F(z) € H,(«) akkor és csak akkor az a(-) fiiggvényhez tartozé kiilsé fiiggvény,
ha [f(z)] < |F(z)| minden z € S(0,1) pontban minden f € H,(«) fiiggvényre. Az e
jegyzetben is ismertetett eredményekbél az is kovetkezik, hogy az | f(2)| < |F(z)]| szigoru
egyenl6tlenség is érvényes minden z € S(0, 1) pontban akkor, ha az f € H,(«) fiiggvény
nem az «(-) fiiggvényhez tartozé kiils6 fiiggvény.

[rjuk le a belsé fiiggvények csaladjat. Belsd fiiggvények a (B3) formulaban definialt
B(z) Blaschke szorzatok, amelyeket olyan ap € S(0,1) komplex szamok segitségével
definidlunk, amelyek teljesitik a (B2) relaciét. Tovabba az is igaz, hogy minden h(z)
belsé fiiggvény eléall h(z) = B(z)S(z) alakban, ahol S(z) olyan belsé fiiggvény, amely
sehol sem tiinik el az S(0, 1) egységkoron. Adjuk meg az 6sszes ilyen tulajdonsdgu belsé
fliggvényt. Mint latni fogjuk az egy abszolit értékil konstans fliggvényeken kiviil mas
ilyen fiiggvény is van.
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Mivel az ilyen tulajdonsagu S(z) fliggvények nem tiinnek el az S(0, 1) egységkoron,
ezért definidlhatjuk ezen fiiggvények log S(z) logaritmusat ezen a halmazon. Ezek ana-
litikus fiiggvények, ezért a keresett fliggvényekre Re log S(z) = log|S(z)| harmonikus
figgvény az S(0,1) egységkorben. Tovébba }1_}1111 log |S(re™| = 0 majdnem minden

¥ € [—m, 7 szédmra, és log|S(re??)] < 0, ha r < 1. Elészor az ilyen tulajdonsdgt
log |S(e™)| fiiggvényeket keressiik. Felhaszndlva a Fatou tételt (ez a 4.4 tétel) azt
kapjuk, hogy a (4.4) formula jobboldala nem trivialis, kivant tulajdonsagu log |S(z)| =
Re log S(z) fiiggvényeket definidl, ha ebben képletben egy pozitiv szinguldris g mérték
—1-szerese szerint integralunk. (Egy a [—m, 7| intervallum Borel részhalmazain definidlt
p mérték szingularis, ha a tartéja nulla Lebesgue mértékii halmaz.) Azért integraltunk
egy pozitiv mérték (—1)-szerese szerint, hogy biztositsuk a log|S(re??)| < 0, ha r < 1
tulajdonsagot. Véve az igy kapott fliggvények analitikus kiegészitését, majd annak
exponensét az S(0, 1) egységkordn el nem tiiné belsé fiiggvényeket kapunk. Ezeket az

S(z) = Cexp{;w /ﬁ te? du(ﬁ)}7 (B6)

z — e

képlettel adhatjuk meg, ahol p tetszéleges szingularis (pozitiv) mérték a [—m, 7| inter-
vallum Borel mérheté részhalmazain, és C' egy 1 abszolit értékii komplex szam. A (B6)
képlettel definidlhaté S(z) fiiggvényeket szinguldris bels6 fliggvénynek nevezik az iro-
dalomban. Be lehet latni, hogy minden belso fiiggvény felirhaté egy Blaschke szorzat
és egy szingularis belso fiiggvény szorzataként, és ez a reprezentacio, eltekintve az egyes
faktorok 1 abszolut értékli szammal val6 szorzasatol egyértelmi.

Erdem_es a kovetkezd észrevételt tenni. A (B6) formula integréljaban szerepld
g(z) = ;J_”ZZZ magfiiggvény a {z: |z| < 1} egységkort a {z: Rez < 0} félsikba képezd
raciondlis tortfiiggvény minden ¢ € [—m, 7] paraméterre. Innen kovetkezik, hogy egy
S(z) szingularis bels6 fliggvényre |S(z)| < 1 szigori egyenlStlenséggel minden z € S(0, 1)
pontban. Hasonl6 egyenl6tlenség érvényes a Blaschke szorzatokra is.

A fenti eredmények lehetéséget adnak a FELADAT B megoldasanak a leirasara.
Ez a tartalma a kovetkezo tételnek.

B16. Tétel. Akkor és csak akkor nem tres a (B4) formuldban definidlt Hp,(c) figg-
vényhalmaz (eltekintve az a(¥) = 0 elfajuld esett(')'l), ha az a(9) > 0 fligguény teljesiti
az ["_|log|a(V)||dY < oo, valamint az ["_|a(9)[Pd¥ < oo, ha 0 < p < oo, vagy
sup |a( )| < 00, ha p = oo feltételeket. Ha ezek a feltételek teljesiilnek akkor a H,(«)
halmaz megegyezik a kévetkezd képlettel megadott f(z) fliggvények csalddjaval.

f(2) = Fo(2)B(2)5(2), (B7)

ahol Fy(+) a (B5) képletben megadott az a(-) fligguényhez tartozo kilsé figgvény, B(-) a
(B3) képletben definidlt Blaschke szorzat (valamely a (B2) formuldt kiegégitd ay para-
méterekkel), és S(z) a (B6) formuldban (valamilyen szinguldris pu mérték segitségével)
definidlt szinguldris belsé figgvény. A H,y(a) halmazban tartalmazott f(z) fliggvények

(B7) formuldban megadott elddllitdsa, eltekintve attdl, hogy az egyes tényezdket esetleg
megszorozhatjuk eqy 1 abszolut értéki konstanssal, egyértelmd.
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