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Harmadik fejezet: Az optimdlis vilasztds feladata.

Ez a fejezet egy az orosz irodalomban valogatds menyasszony, a magyar irodalomban
Szindbad probléméanak nevezett feladat megoldasanak az ismertetésével kezdodik. A
feladat a kovetkezoképp szol.

Egy holgy (Szindbad) n vilegény (feleség)jelolt koziil vélaszthatja ki leendd férjét
(feleségét). A jeloltek mindségének van egy sorrendje, van kozottiik egy legjobb, egy
mésodik legjobb és igy tovabb, de a vélasztani akaré holgy (Szindbad) az egyes jeldltek
josagat kezdetben nem ismeri. O csak a jeloltek n szamat tudja. A jeloltek véletlen
sorrendben jelennek meg egymas utan a holgy (Szindbad) el6tt, aki az éppen megjelent
jelolt minGségét 6ssze tudja hasonlitani a a korabban megjelentekével. Egy jelolt megje-
lenése utan a holgynek (Szindbadnak) azonnal el kell dontenie, hogy 6t valasztja-e vagy
pedig valamelyik kés6bb megjeleno jeloltet, és ezt a dontését késobb nem valtoztathatja
meg. Tegylik fel, hogy a jeloltek megjelenésének minden lehetséges sorrendje egyforman
val6szinii. A holgy (Szindbad) célja az, hogy minél nagyobb valdsziniiséggel a legjobb
jeloltet valassza. Milyen stratégiat érdemes valasztania, és mekkora a siker valészintisége
az optimalis stratégia valasztdsa esetén? Mi e valdszinliség hatarértéke, ha n — oo?

A szerzok e fejezet els6 részében megoldjék ezt a feladatot. Azt is megmutatjak,
hogy ez a feladat targyalhato a kovetkezd probléma specidlis eseteként. Rogzitsiink
egy értékeit egy véges vagy megszamlalhato sok elemet tartalmazé X halmazon felvevo
Markov lancot valamely ismert p(z,y), z,y € X, dtmenetvalésziniiségekkel, és egy a
Markov ldnc minden =z € X &llapotdban definidlt f(z) fiiggvényt, amelyet nyeremény-
fiiggvénynek fogunk nevezni. A kovetkezo feladatot targyaljuk. Vesziink az X téren egy
valamely x € X pontbdl kiinduld, p(x,y) dtmenetvalészintiségekkel rendelkezé Markov
lancot. Ha a Markov lancot egy véletlen idé6pontban megallitjuk, és a Markov lanc
ebben az id6pontban egy u € X allapotban tartézkodik, akkor f(u) nyereményt kapunk.
Célunk egy olyan optimélis (véletlen idépontbeli) megdlldsi stratégia megaddsa, amely-
nek alkalmazésa esetén nyereményiink varhatd értéke a leheté legnagyobb. Ezenkiviil
szeretnénk kiszamitani a nyeremény varhaté értékét az optimalis stratégia valasztasa
esetében.

E probléma vizsgdlataban természetes modon megjelenik az elso fejezetben beveze-
tett excessziv fliggvények fogalma, pontosabban az ott bevezetett fogalom természetes
altalanositasa arra az esetre, amikor nemcsak bolyongasokat tekintiink az [-dimenzids
racson, hanem Aaltaldnos Markov lancokat egy X éllapottéren valamely p(z,y), =,y €
X atmenetvalészintiségekkel. Az excessziv fluggvények és azok tulajdonsagai fontos
szerepet jatszanak az optimalis megallasi stratégidk megtalalasaban és az optimalis
stratégiahoz tartozo nyeremény kiszamitasaban. Ezek az eredmények segitenek az elébb
emlitett optimalis parvalasztasi probléma megoldasaban is.

E fejezet tartalmazza a fent megfogalmazott optimalis megéllasi stratégidrol szélo
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feladat megoldasat, illetve az excessziv fliggvények e feladat megoldasaban felhasznalt
tulajdonsagainak vizsgalatat. Végiil a fejezet utolsé része egy olyan feladat megoldasat
tartalmazza, amely gy tekintheté, mint az elobb megfogalmazott feladat folytonos
idejli valtozatanak egy specidlis esete. A kovetkez6 problémardl van szé. Tekintstink
egy [0, a] intervallumot valamely a > 0 szdmmal, és egy valamely z, 0 < z < a, pontbdl
kiindulé W (t) Wiener folyamatot a 0 és a pontokkal mint elnyel falakkal. Legyen adva
egy folytonos f(x), 0 <z < a, fliggvény a [0, a] intervallumon. Hatdrozzuk meg azt az
optimalis 7 megdllasi szabalyt erre a W (t) Wiener folyamatra, amelyre az E f(W (7))
varhaté érték maximalis, és hatarozzuk meg ezt a varhato értéket.

A kiindulé feladat megoldasaban hasznos a kévetkez6 eredmény.

3.1. Lemma. Legyen adva n kilonbozé a1 < as < --- < a, valos szam, és vegyiik eqy-
forma % valészindiséggel e szamsorozat dsszes lehetséges ar(vy, - -, Ar(n) permutdcidjdt.
Jelolje minden 1 < j < n szdmra §; azt a valdsziniségi vdltozdt, amely megmondja,
hogy az ar(jy szdm nagysdg szerint hanyadik az ar(1),ar(2),---,ar(;) Sorozatban, azaz
legyen £ = 1, ha 6 a legnagyobb, §; = 2, ha 6 a mdsodik legnagyobb e szdmok
kozott, és igy tovabb. Ekkor a &1, ..., &, valdszinidségi vdltozok fliggetlenek eqymdstol, és
P =s)= % minden 1 < s < j szdmra és 1 < j < n indexre.

Bizonyitds. Elég beldtni, hogy P(& = s1,& = s2,...,& = sp) = -7 minden olyan
S1,...,8y sorozatra, amelyre 1 < s; < j minden 1 < j < n indexre. Ennek iga-
zolasdahoz elég megmutatni, hogy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd az
ilyen tulajdonsagu sy, ..., s, sorozatok és az 1,...,n szdmok m = (w(1),...,m(n)) per-
mutacidi kozott a kovetkezé médon. Ha adva van egy m = (w(1),...,7(n)) permutécio,
akkor tekintjik az éltala meghatarozott ar(1),...,ar(,) sorozatot, majd az e sorozat
segitségével a lemmaban definidlt &1, ..., &, valdszinliségi valtozok ezen permutaciohoz
tartozé si,...,s, értékeit. Ha a m permutacionak ezt az si,...,s, sorozatot felel-
tetjiik meg, akkor a kivant tulajdonsagu kolcsonesen egyértelmi megfeleltetést hozunk
létre. Val6ban, minden m = (7(1),...,7(n)) permuticiénak megfelel egy kivant tulaj-
donsagu sq, ..., s, sorozat, és kiilon6zo permutacidk kiilonbo6zo sorozatokat hataroznak
meg. (Ezt példaul ugy lehet latni, hogy kovetjiikk a leképezés eredményeként kapott
SnySn—1, - .. sorozat értékeit egymas utan az indexek csdkkend sorrendjében.) Ezenkiviil
a (m(1),...,m(n)) permutaciok és s, ..., s, sorozatok szdma megegyezik. Mind a kett&
értéke n!.

A késobbi targyalas érdekében felidézem a Markov lanc fogalmat. Legyen adva
egy (9, A, P) valésziniiségi mezén X1, Xo, ... valdsziniiségi véltozok sorozata, amelyek
értékeiket valamely véges vagy megszamlalhaté sok elemet tartalmazé X térben veszik
fel. Azt mondjuk, hogy ezek a valdsziniiségi véaltozdk (stacionarius) Markov lancot
alkotnak p(z,y), z,y € X, dtmenetvaldszintiségekkel, ha tetszoleges n > 1 szdmra, és
T1,...,&p—1 € X és x,y € X pontokra

PXni1i=ylXn=2,Xn 1 =241,...,X1 = 1) = p(x,9).

Ezt az azonossdgot megkdveteljiik minden olyan esetben, amikor P(X,+1 = y, X,, =
x7Xn—1 =Tn—-1y--- 7X1 = xl) > 0.



Megjegyzem, hogy ebben a definiciéban nem kéveteltiik meg a > p(z,y) = 1
yeX
feltétel teljesiilését. Elég megkovetelni azt, hogy > p(z,y) < 1 minden x € X pontban.
yeX
Ez egyben azt jelenti, hogy megengedjiik azt, hogy egy X, valdszintiségi valtozd ne
legyen definidlva az egész (9, A, P) valésziniiségi mezén, hanem csak annak egy 1-nél
kisebb mértékii részhalmazan.

Erdemes a Markov ldncok definiciojat kissé altalanosabban megadni. Az alta-
ldnosabb definicioban megengedjiik, hogy azokon az eseményeken kiviil, hogy az X,
valészintiségi valtozdk milyen értékeket vesznek fel mas eseményeket is figyelembe ve-
hesstink a vizsgalt feltételes valdsziniiségek definiciéjaban szereplo feltételek kozott. De
ezek az 1Uj események nem befolydsoljdk a vizsgdlt feltételes valdszintiségeket.

Legyen adva egy (2, A, P) val6szintiségi mezén X1, Xo, ... valdszintiségi valtozdk
sorozata, amelyek értékeiket valamely véges vagy megszamlalhaté elemszamu X térben
veszik fel. Legyen ezenkiviil adva F; C Fo C --- C A o-algebraknak olyan novekvd
sorozata, amelyek részei az A o-algebranak, és amelyekre igaz az, hogy X, F,, mérhetd
val6szintiségi valtoz6é minden n = 1,2,... indexre. (Most is megengedjiik, hogy csak a

> plx,y) < 1 feltétel teljesiiljon, és az X, valdszintliségi valtozé ne legyen definidlva
yeX

az egész téren.) Azt mondjuk, hogy ezek a valdsziniiségi valtozdk és o-algebrék (sta-
ciondrius) Markov lancot alkotnak p(x,y), z,y € X, atmenetvaldsziniiségekkel, ha

tetszoleges n > 1 szdmra, és x,y € X pontokra
P(X,41 =y|Fn)(w) =p(z,y), ha X,(w) =2x. (3.1)

A (3.1) pontban felirt azonossig gy értendd, hogy az teljesiil azon w € € pontok
halmazéan, ahol definidlva van az X, (w) fliggvény.

Tekintsiik a valogatds menyasszony problémat. Vegyilik észre, hogy a 3.1 lemma
alapjan ezt a feladatot a kovetkezOképp is atfogalmazhatjuk. Adott &1, ..., &, fliiggetlen
valoszinliségi valtozok sorozata, amelyekre §; az 1,. .., j szdmok valamelyikét veszi fel,
és P(&; =s) = % minden 1 < s < j szdmra. LehetOséglink van arra, hogy megfigyeljik
egymas utan a &1,&s,...,&, valdszinliségi valtozdkat. A megfigyelést azon j indexre
szeretnénk befejezni, amelyre egyrészt & = 1, mdsrészt § > 2 minden k > j indexre.
Hogyan tudjuk elérni, hogy gy fejezziik be a megfigyelést, hogy ez az esemény minél
nagyobb valészintiséggel kovetkezzen be? Ertsiik meg, hogy miért ezt a feladatot kell
megoldanunk a valogatds menyasszony probléméjanak vizsgalataban.

Amikor az egyes jeloltek egymés utan megjelennek, és Gsszehasonlitjuk oOket a
kordbban megjelentekkel, akkor azokat a {; valosziniiségi valtozokat figyeljiilk meg, ame-
lyek megmondjak, hogy az djonnan megjelent jelolt hanyadik az eddigi jeloltek kozott
a josagi sorrendben. Az, hogy {; = 1 azt jelenti, hogy a j-ik jelolt minden korabbinal
jobb. Az, hogy & > 2 minden k£ > j indexre azt jelenti, hogy a késobbi jeloltek
kozott sem jelenik meg a j-ik jeloltnél jobb jelolt. Tehat az, hogy sikeriilt az ilyen tu-
lajdonsagu j indexet megtalalni ekvivalens azzal, hogy megtalaltuk a legjobb jeloltet.
Mésrészt a 3.1 lemma alapjan a &; valdszinliségi valtozoknak az altalunk megadott
egylittes eloszlasa van.



Az el6bbiekben megadtuk a valogatés menyasszony probléma egy ekvivalens megfo-
galmazasat. A feladatot meg lehet oldani ebben a formaban, de a konyv szerzdi leirtdk a
feladat egy olyan ekvivalens megfogalmazasat alkalmas Markov lancok segitségével, ame-
lyik kényelmesebben vizsgalhato. Ismertetem ezt a megfogalmazast. Ehhez sziikséglink
van a kovetkezo eredményre.

3.2. Lemma. Legyen &1,...,&, figgetlen valoszintiségi vdltozok sorozata, amelyre
P =s) = %, 1 <s<jminden 1 < j < n indexre. Definidljuk a kévetkezd ni, no,

, valoszindségi valtozokat. m (w) =1, n2(w) = n1(w), a legkisebb olyan | = ny(w) > 1
index-szel, amelyre §(w) = 1, ha van ilyen | index. Ha nincs ilyen | index akkor sem az
n2(w), sem az ni(w), k > 2, valdsziniségi valtozdkat nem definidljuk az w € Q pontban.
Ha az nj(w) valdszindiségi valtozot mdr definidltuk valamely j indexre egy w € Q pontban,
akkor njt1(w) = njqy1(w) azzal a legkisebb | = njii(w) > nj(w) index-szel, amelyre
& (w) = 1, feltéve, hogy ilyen | index létezik. Ha ilyen | index nem létezik, akkor sem
a njt+1(w) sem az ny(w), p > j + 2, valdszindségi vdltozdkat nem definidljuk az w € €2
pontban.

Az igy definidlt my,mo, ... valdsziniiségi vdltozok Markov ldncot alkotnak az X =
{1,...,n} halmazon felvett értékekkel és a kivetkezd datmenetvaldsziniségekkel: p(lk) =
P(773+1 =lnj =k) = o=y 1)17 hal<k<l<mn, ésp(llk) =0 kilénben.

Definialjuk minden j szamra az F; o-algebrdt, mint az {w: & (w) = s1,&%(w) =

S2,...,&p(w) = sp} alakd események dltal generdlt o-algebrdt, ahol olyan si,...,s,,
1 < s <1 minden 1 <1 < p sorozatokat tekintink, amelyekre p < n, és az s1,...,5;
sorozat nj(w) darab egyest tartalmaz. Az (n;, F;), j = 1,2,... sorozat szintén Markov

ldnc az elébb definialt p(k|l) dtmenetvaldsziniségekkel.

Bizonyitds. Ki kell szamolnunk a

Pmjs1=1nj=knj—1 =kj_1,mj—2 =kj_2,...,m = k1)
_ Pmjt1=ULnj=knj_1=kj_1,nj—2=kj_2,...,m = k1)
P(nj = k?ﬁj—l = kj—l?ﬂj—Q = kj—27 ey = kl)

feltételes valészintiséget minden j indexre, ésn > 1>k > kj_1 > kj_o> - >k =1
feltétel esetén. A fenti tortben szerepld valdszintiségeket ki tudjuk szamolni, mert olyan
események valdszintiségét kell kiszamolni, hogy az egymastdl fiiggetlen , valészintiségi
valtozok koziil egyesek 1-gyel egyenloek, masok pedig nem egyenléek 1-gyel. Azt kapjuk,

hogy

P(”?j+1 =lLn=knj—1=kj—1,mj—2=kj_2,...,m = k1)
1 53— 1 t—1
TR Hz? I =
s=1 1<t<l
t@{lkkj ki1, k1)

<.
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és hasonldan

P =k,nj—1 =kj_1,mj—2 =kj_2,...,m = k1)
—1

1 2.1 t—1
s=1 1<t<k
t@{k,kj,kj_1,..,k1}

Ezért a keresett feltételes valdszintiség

Pmjt1=1nj=knj—1 =kj_1,mj—2 =kj_2,...,m = k1)

1 t—1 k
T 11 t (=D

k+1<t<l—1

fgy a kivant azonossdgot beldttuk minden olyan esetben, amikor P(n;;1 = l,n; =
k,?]j_l = kfj_l,?]j_z = kj_g, e, = kl) > 0.

A 3.2 lemma maésodik felét arrél az esetrdl, amikor a F; o-algebréakat is tekintjiik
hasonléan latjuk be, csak akkor a jelolés kissé bonyolultabba valik.

Jelenjenek meg a vélogatdés menyasszony probléméjaban az egyes jeloltek az 1, 2,
3, ... idopontokban. Jelolje 01, 19, ... azokat az idépontokat, amikor egy minden ko-
rabbindl jobb jelolt jelent meg. A 3.2 lemmaban azt bizonyitottuk be, hogy ezek az n;
idopontok Markov lancot alkotnak, és megadtuk e Markov lanc atmenetvaldszinliségeit.
Vildgos, hogy csak valamelyik 7; idépontben megjelent jeloltet érdemes valasztani, ha
az a célunk, hogy a legjobb jeloltet valasszuk minél nagyobb valdsziniiséggel. (Illetve
az utolsd n-ik jeldltet kell valasztani akkor, amikor mar nincs tobb vélaszthaté jeldlt.)
Célunk annak meghatdrozasa, hogy melyik 7; id6pontban megjelent jeloltet érdemes
valasztani. E kérdés megviélaszoldsdhoz ad hasznos informaciot a 3.2 lemma. A lemma
masodik felében megfogalmazott F; o-algebrékrol szolé allitasnak az a haszna, hogy
segitségével be lehet latni, hogy az a plusz informacié hogy tudjuk mi tortént az n;
és nj41 idépontok kozott, milyen sorrendben jelentek meg az eleve nem valaszthatd
jeloltek, nem ad hasznos informaciét a kérdés megvalaszoldsdhoz. Annak érdekében,
hogy az optimalis stratégiat megtalaljuk érdemes bebizonyitani a kovetkezo eredményt.

3.3. Lemma. Legyen n1,1n2,... eqy Markov lanc az X = {1,...,n} halmazon fel-
vett értékekkel a kovetkezd p(llk) dtmenetvaldsziniségekkel: p(l|k) = P(n;11 = ln; =
k) = g2 ha 1 <k <1 <, ésp(llk) = 0 kilonben. Jeldlje q(k) annak feltételes
valdszintiségét, hogy nem létezik az nj41 valdszindségi valtozo, feltéve azt, hogy n; = k.
Azaz q(k) annak feltételes valdsziniisége, hogy amennyiben a a j idépontban a Markov
lainc a k pontban tartozkédik akkor onnan mdr nem lép sehovd. Jeldlje ¢' (k) annak
a feltételes valdszintségét, hogy a Markov lancban létezik az nj41 > n; valdszindségi
vdltozo, de az njya > nj41 valdsziniiségi vdltozo mdr nem létezik, feltéve, hogy n; = k.
Ez annak a feltételes valosziniisége, hogy amennyiben a Markov ldnc a j idépontban a
k pontban tartozkodik, akkor az tesz még eqy lépést a k pontbol, de ez a Markov lanc
utolso lépése.



Azt dallitom, hogy q(k) = %, 1<k<n, és

k(1 1 1
k=~ (-4 — 4. 1<k<n-—1 2
q (k) <k+k+1+ -l-n_l), hal<k<n-1, (3.2)

n

Bizonyitds. Felirhatjuk az 1 —q(k) = >  p(l|k) azonossigot, ami azért igaz, mert ha

I=k+1
n; = k akkor annak komplementer eseménye, hogy az 1,41 valésziniiségi valtozé nem
létezik az, hogy n;11 = [ valamilyen k + 1 <1 < n szdmmal. Mivel p(l|k) = (l_kl)l =
k(7 — 1) a 3.2 lemma alapjdn, ezért igaz az
n
1 1 1 1 k
1—q(k) = k|l — —=-)=k|l-——|=1——
atk)= (1—1 z) (k n)
I=k+1
azonossag, és ezt kellett belatni.
n n
Igaz a ¢'(k) = l_%lp(ﬂk)q(l) = l_%l (l—kl)l - L azonossdg minden 1 < k < n —1
szamra, mert p(l|k)q(l) annak a feltételes valdszintisége, hogy nj41 = [, és az 142

valoszintiségi valtozo nem létezik, feltéve, hogy n; = k. Innen kévetkezik a (3.2) formula.
A ¢'(n) = 0 azonossag nyilvanvald.

Az eredeti vdlogatés menyasszony problémat a kovetkezd problémaéara vezettiik vissza.
Tekintstink egy a 3.2. lemmdéban leirt 71,72,... Markov lancot. E Markov lanc ele-
meinek egymds utdni megfigyelése (és a p(y|r) dtmenetvalésziniiségek ismeretében)
prébaljuk e Markov lanc megfigyelését minél nagyobb valdszintiséggel abban az idépont-
ban befejezni, amikor e Markov lanc utolsé eleme megjelenik. (Ezt a Markov lancot gy
kaptuk, hogy az eredeti valogatos menyasszony problémdaban az 7); valészinliségi valtozot
ugy definidltuk, mint azt a szamot, amely megmondta, hogy hanyadik jelolt volt a j-ik
olyan jelolt, amely az Osszes korabbi jeloltnél jobb volt. Az n; definiciéja Ggy értendd,
hogy amennyiben nem volt j-ik olyan jelolt, aki minden korabbi jeloltnél jobb volt,
akkor az n; valészinliségi valtozét nem definidltuk. Az igy definidlt Markov lancban az
m = 1 tulajdonség is teljestil.)

Annak érdekében, hogy ezt a feladatot megoldjuk vizsgaljuk el6szor a kovetkezo
kérdést. Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt Markov ldncban az n; = k, 1 < k < n, esemény
bekovetkezett valamilyen j index-szel, és nekiink el kell donteni, hogy ezen esemény
bekovetkezte utan mikor fejezziik be e Markov lanc megfigyelését. Tekintsiik a kovetkezo
két lehetséges stratégiat. Az elsO stratégia az, hogy a j idopontban azonnal befe-
jezziik a Markov lanc megfigyelését. A masodik stratégia az, hogy varunk az 7,11
valésziniiségi valtozo megjelenésére, és ha ez megjelenik, akkor befejezziik a Markov
lanc megfigyelését. (Ha nem jelenik meg az 7,11 valészintiségi véltozd, akkor nem
sikeriilt a Markov lanc megfigyelését a megfelel§ id6pontban befejezni.) Szamoljuk ki a
siker valdszintiségét e két stratégia alkalmazéasa esetén, és hatarozzuk meg, hogy mikor
melyik a jobb.



A két stratégia sikerének a valészintiségét a 3.3. lemmaban kiszamoltuk. Az elso
stratégia sikerének a valésziniisége az ott definidlt ¢(k), a masodiké az ott definidlt ¢’ (k)
mennyiség, és ezen mennyiségeket kiszamoltuk a 3.3. lemmdéaban. Ezek az eredmények
lehetové teszik annak meghatarozasat is, hogy mikor melyik stratégia a jobb. A valasz
megfogalmazasa érdekében vezessiik be azt a k,, pozitiv egész szamot, amely teljesiti az

Ly by e b by (3.3)
kn = kn+1 n—17 kn—1 kyp k,+1 n—1 '
egyenlotlenséget.

Ha k > k, akkor az els6, ha k < k, akkor a mésodik stratégia az elonyosebb.
Ez az eredmény a kovetkezd képet sugallja. Ha 7; = k egy viszonylag kis k szammal
akkor nem érdemes a Markov lanc figyelését befejezni, hanem érdemes tjabb 14 szdm
megjelenésére varni. Ha n; = k egy elég nagy k szdmra, akkor érdemes a Markov ldnc
megfigyelését azonnal befejezni. S6t, azt is megsejthetjiik, hogy a k,, szam a hatar a
kis és nagy szamok kozott. Azaz, ha k < ky,, akkor az n; = k esemény megjelenésekor
nem fejezzik be, és ha k > k,,, akkor az n; = k esemény megjelenésekor befejezziik
a Markov lanc megfigyelését. Az aldbbi eredményben ezt az allitast pontosabban is
megfogalmazzuk.

3.4. Lemma. Tekintsik a 3.2 Lemmdban definidlt n1,n2,... Markov ldncot és az
n; = k eseményt valamilyen j és k szdmokkal. Hatdrozzuk meg a Markov ldnc j
1dopont utdni optimdlis megalldsi stratégidjat, amelynek alkalmazdsa esetén a legna-
gyobb a feltételes valoszinisége annak, hogy a Markov lancot az utolsé n; valosziniségi
vdltozo megjelenésekor dllitottuk meg, feltéve, hogy n; = k. Szdmitsuk ki ezt a feltételes
valosziniséget.

Ha k > ky, ahol ky, a (3.3) formuldt teljesité pozitiv egész szdm, akkor az optimdlis
stratégia az azonnali, j idopontbeli megdllds, és annak feltételes valdsziniisége azn; =k
feltétel mellett, hogy ez a jo megdlldsi idépont a % szammal egyenlo. Ha k < k,—1, akkor
az optimalis stratégia az, hogy megudrjuk az elso olyan n; valdsziniségi valtozo megje-
lenését, amelyre m; = k valamely k > k,, szdmmal. Ha ilyen n; valdszindségi vdltozé nem
létezik, akkor mem sikerilt a j6 megdlldsi idépontot megtaldlni. A jo megdlldsi idépont
megtaldldsanak feltételes valdszinidsége az n; = k feltétel mellett ebben az esetben

ka—1/ 1 1 1 1
— _ 4
n (kn—1+kn+kn+1+ +n—1) (34)

Kovetkezmény. Mivel a vélogatés menyasszony probléma feladatanak megoldasat egy
olyan a 3.2. lemmaban definidlt Markov lanc vizsgalatara vezettiik vissza, amelyben n; =
1 a 3.4 lemma megadja az optimalis stratégiat ebben a feladatban. A k,, idépontnal nem
korabban megjelent jeloltek koziil az els6 minden korabbinal jobb jeloltet kell valasztani.
A sikeres vélasztas valdszinliségét ebben az esetben a (3.4) formula adja meg.

Megjegyzés. A 3.4 lemmaban szereplé optimélis valasztas feltételes valdszintisége nem
figg az n; valdszinliségi véltozé j indexétdl, csak annak k értékétdl. Ez azzal fligg
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Ossze, hogy az n1,1m2, ... sorozat stacionarius Markov lanc. A lemmat azért fogalmaz-
tuk egy 7 index segitségével, mert ily médon olyan allitast tudtunk felirni, amelynek
bizonyitasaban konnyebben végrehajthaté az ott alkalmazott indukcié. Valdjaban a
3.4 lemmat kissé altalanosabban kellett volna megfogalmaznunk egy részletes és pon-
tos bizonyitdsban. A 3.2 Lemma végén definidlt (n;, F;) Markov lanccal kellett volna
dolgoznunk annak érdekében, hogy megmutassuk: Az a plusz informacio, hogy tudjuk
milyen sorrendben érkeztek a nem valaszthatd jeloltek nem segit egy jobb stratégia
kidolgozasaban. A bizonyitasban is egy formalisan altalanosabb allitast kellett volna
bizonyitani. Azt, hogy ha rogzitiink egy olyan eseményt, amelyik az F; o-algebra
valamely az 7; = k esemény altal tartalmazott atomja, és a j idépont utani optimalis
megallast keressiik, és az optimalis megallas feltételes valészintiségét akarjuk kiszamolni
feltéve hogy ez az esemény bekovetkezett, akkor a lemméban az n; = k feltétel esetében
kimondott allitasok érvényesek. Ezen altalanosabb &llitds megfogalmazasa és bizonyi-
tasa csak technikai komplikaciét jelentett volna. Késébb targyalni fogjuk a valogatos
menyasszony feladat egy masik, dltalanos elveken alapulé megoldasat is.

A 3.4. lemma bizonyitisa. A lemmét a k szam szerinti backward indukciéval fogjuk
bebizonyitani. A k = n esetre igaz az allitas. Vegylink egy k > k, szdmot, és tegyiik
fel, hogy az &llitds igaz minden n > k > k szdmra. Ekkor vagy megéllunk az n; = k
pontban, és ekkor a siker (feltételes) valdszintisége % a 3.3. lemma alapjan, vagy tesziink

egy lépést és ekkor P(nji1 = kln; = k) = ﬁ (feltételes) valészintiséggel jutunk a k
pontba. Ha a k pontban vagyunk, akkor érdemes az onnan indulé optimalis stratégist
alkalmazni, ami indukcids feltevésiink szerint a megfigyelések befejezését jelenti, és a
siker valoszintisége ekkor % Ez azt jelenti, hogy ha n; = k esemény utan tovabblépiink,

és azutan az optimadlis stratégidt alkalmazzuk, akkor a siker (feltételes) valdszintisége

n _ n—1
_k__ .k _k L ami k > k, esetén kisebb, mint k azaz a siker feltételes
(k—1k n n k? ) n?
E=k+1 k=k

valoszinlisége az azonnali leallas esetében. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben az
azonnali leallas az optimalis stratégia.

Ha k = k,, — 1, azaz n; = k, — 1 akkor az el6z0 érveléshez hasonléan beldthatjuk,
hogy az optimalis stratégia az, hogy varunk az ;41 valdsziniiségi valtozé megjelenésére,
és utdna alkalmazzuk az optimalis stratégiat. Mivel n;41 > k,,, az optimalis stratégia
ebben az esetben az 1,41 valészinliségi valtoz6 megjelenése utédni azonnali megéllds. Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk ebben az esetben, hogy megvarjuk az elsé olyan 7; valészinti-
ségi valtozo megjelenését, amelynek értéke legalabb k,,. Backward indukciéval belatjuk,
hogy ilyen az optimdlis stratégia n; = k esetén minden k < k,, — 1 szamra. Valéban,
adva egy k < k,, — 1 szam, tegyiik fel, hogy ez az allitds igaz minden k > k szdmra. A
3.3 lemma eredményeibdl kovetkezik, hogy ¢’ (k) > q(k), ha k < k,, — 1, ami azt jelenti,
hogy ebben az esetben elényosebb az, ha nem allitjuk meg a Markov lanc megfigyelését
az 1; idépontban, hanem varunk az ;4 valésziniiségi véltozé megjelenésére, és azutan
fejezziik be a Markov lanc megfigyelését. Akkor viszont a legelényosebb stratégia az, ha
varunk az 7,41 valoszinliségi valtozé megjelenésére, és ha 7,41 = [, akkor az ehhez az
eseményhez tartozo optimalis stratégiat kovetjiik. Innen az indukcios feltevés alapjan
kovetkezik, hogy a 3.4. lemmaban leirt stratégia az optimalis.
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Szintén indukciéval latjuk be, hogy k < k,, — 1 esetén a (3.4) formula adja meg az
optimadlis stratégia sikerének a (feltételes) valdsziniiségét. Tegyiik fel, hogy tudjuk ezt
az 4llitast minden olyan k szdmra, amelyre k < k < k,, — 1. Ekkor, ha s(I)-lel jel6ljiik a
siker feltételes valdszinliségét az optimdlis stratégia esetén az 1,11 = [ feltétel teljesiilése
esetén, akkor azt kapjuk, hogy

n k bl ok EN b, —1/ 1 1 1
s(k) = —s(l) = —— = F— e
gk;l (- 1) l:zk;l((l—m z) n (k:n—l K, n—l)
" k l
2 (I—1l n

=k,

[k k k:n—1+k: 1 +1+ N 1
\kE k,—1 n n| \k,—1 k, n—1

kn—1 1 +1+ n 1
on k,—1 k, n—1)"’

és ezt kellett belatni.

Megadtuk az optimalis stratégiat a valogatés menyasszony problémajaban, és kiszamol-
tuk a siker val6sziniiségét is. Nem nehéz belatni, hogy n — oo esetén k,, ~ 2, és a siker
valésziniisége az % szamhoz tart.

Rétériink az altalanos Markov lancok optimdlis megallitasanak problémajara ismert
nyereményfliggvény esetén. El6szor megfogalmazzuk a feladatot.

Markov lancok optimalis megallitasanak problémaja. Legyen adva egy értékeit
eqy X dllapottéren felvevd valamely (2, A, P) valdsziniségi mezén defininidlt Xo(w),
X1(w), ... Markov ldnc ismert p(x,y), z,y € X, dtmenetvaldsziniiségekkel, és egy
szintén ismert, korldtos f(u), u € X, nyereményfiggvény az X téren. Tekintsiink
egy olyan p(x,y) dtmenetvaldsziniségekkel rendelkezé Xo(w), X7 (w), ... Markov ldncot,
amely eqy rogzitett x € X pontbdl indul, azaz P(Xo(w) = x) =1, és tekintsik e Markov
linc f(Xrw)(w)) nyereményét a Markov ldnc minden lehetséges T(w) megdlldsi szabdlya
esetén. Ha nem definidltuk a T(w) < oo szamot egy w pontban, amit ugy is megfogal-
mazhatunk, hogy T(w) = oo, akkor definicio szerint f(X;,(w)) = 0. Szamitsuk ki
a v(z) = sup E, f(X; ) (w)) mennyiséget, ahol a szuprémumot a Markov ldnc Gsszes
T

lehetséges T megalldsi szabalyara vesszik. Hatdrozzunk meg egy optimdlis T megadllasi
szabdlyt, amelyre E, f( X, () (w)) = v(x), feltéve, hogy ilyen T megdlldsi szabdly létezik.
Ha ilyen megdlldasi szabdly nem létezik, akkor taldljunk minden € > 0 szamra olyan T
e-optimdlis megdlldsi szabdlyt, amelyre E, f(X;)(w)) > v(z) —¢.

A most megfogalmazott probléma megfogalmazasdban szerepelt a megallasi szabély
fogalma. Ezt a fogalmat bevezettiik a konyv 2. fejezetének ismertetésében. De ott ezt
a fogalmat csak idében folytonos sztochasztikus folyamatok esetében definidltuk. A
teljesség kedvéért itt megadjuk e fogalom diszkrét idére vonatkozé természetes megfe-
lel6jét.



A megallasi szabaly fogalmanak definicidja. Legyen adva F,,, n = 0,1,..., o-
algebrdknak nem-negativ egész szamokkal indexezett novekvd csaladja, azaz legyen F,, C
Fn, ham < n, és legyenek ezek a o-algebrak rész o-algebrai eqy (Q, A, P) valdsziniségi
mez6 A o-algebrdajinak. Eqgy nem-negativ egész értékeket felvevd T valdsziniiségi valtozot
megdalldsi szabalynak nevezink az F,, n =0,1,..., o-algebra rendszerre nézve, ha min-
den n > 0 egész szamra {T = n} € F,. Megengedjik azt is, hogy a T valosziniiségi
vdltozo ne legyen mindenditt definidlva, azaz lehetséges az is, hogy P(T < o) < 1.

Legyen adva eqy X,,, n =0,1,..., sztochasztikus folyamat egy (2, A, P) valdszini-
ségi mezon. Azt mondjuk, hogy egy nem-negativ egész értékeket felvevs T valosziniiségi
valtozo megdlldsi szabdly erre a sztochasztikus folyamatra nézve, ha az megdlldsi szabaly
az Fp,=0(Xm, m<n),n=0,1..., névekvd o-algebra csalddra nézve.

A Markov lancoknak e fejezetben ismertetett fogalmat fogjuk hasznalni, azaz nem
koveteljiik meg a > p(x,y) = 1, hanem csak a > p(x,y) < 1 relacié teljesiilését

yeX yeX
minden z € X pontra. A késébb targyaland6 eredményeket lehetséges dltalanositani a
szintén definidlt (X,,, F,,), n = 0,1,..., valosziniiségi valtozé és o-algebra parokbdl &ll6

Markov lancokra is. Itt és a tovabbiakban F, és P, egy olyan Markov lanc esetén fog
varhaté értéket és valoszintiséget jelolni, amely egy valdszintiséggel az x pontbdl indul.

Az elobb megfogalmazott feladat megoldasaban fontos szerepet jatszanak az ugy-
nevezett excessziv fiiggvények. A konyv els6 fejezetének ismertetésében bevezettiik ezt
a fogalmat egy specialis esetben. Most definidljuk ezt altalanos Markov lancok esetében
is.

Excessziv fliggvények definicidja. Legyen p(x,y), =,y € X, eqy az értékeit az
X dllapottéren felvevé Markov lanc dtmenetvaloszinidségfiigguénye. Definidljuk azt az
ezen p(x,y) dtmenetvaldsziniiségfiggvényhez tartozo P leképezést, amely eqy az X téren
definidlt f(x) fiiggvénynek eqy szintén az X téren értelmezett Pf fiigguényt feleltet meg

a Pf(x) = > plx,y)fly), x € X, képlet segitségével. Eqy az X téren definidlt f(x),
yeX
x € X, fligguény excessziv (a p(x,y) dtmenetvaldsziniiségekre nézve), ha f(x) > 0, és

f(z) > Pf(x) minden x € X pontra.

Mint késobb be fogjuk bizonyitani fogjuk, ha a nyereményfiiggvény excessziv, akkor
az optimdlis megélldsi szabédly a 7(w) = 0 azonnali megéllds, barmely x pontbdl indul-
tunk ki. Ez heurisztikus szinten konnyen magyarazhaté. Ugyanis az f(z) > Pf(x)
egyenl6tlenség azt jelenti, hogy nem érdemes a lépéseket késébbre halasztani, az f(x) >
0 egyenlotlenség pedig azt, hogy nem érdemes a soha meg nem &allas stratégidjat va-
lasztani. Annak érdekében, hogy jol tudjunk dolgozni érdemes megadni az excessziv
fiiggvények egy j6 jellemzését.

Az els6 fejezet ismertetésében egy specidlis Markov lanc esetében felirtuk az ex-
o0

cessziv fiiggvényeket f(z) = Gp(x) + C alakban, ahol G = >  P"yp, ¢(z) = f(x) —
n=0

Pf(z) > 0 minden = € X pontban, és C > 0 alkalmas konstans. Az altaldnos esetben
az excessziv fliggvényeket kissé moédositott forméban fogjuk felirni. Ennek érdekében
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definidljuk a G, operdtort minden 0 < a < 1 szamra és korlatos ¢ fiiggvényre a
Gop(z) = o(x) + aPp(z) + a*P?p(z) + - - - (3.5)

képlet segitségével, és vizsgalni fogjuk ennek viselkedését a — 1 esetén. Ehhez ha-
sonlé médszert (egy 0 < a < 1 paraméter bevezetését, majd az a — 1 hatardtmenet
alkalmazasét) gyakran hasznéljdk a Markov folyamatok elméletében.

Adva egy korlatos f(x) fliggvény és egy 0 < a < 1 szdm, definidljuk a p,(x) =
f(x) — aPf(x) fuggvényt. Nem nehéz belatni, hogy f(x) = G,pq(x) minden z € X
pontban. Ezen azonossig igazoldsdhoz az a"P"p(z) = a"P"f(z) — a1 Pt f(x)
azonossagot adjuk Ossze minden n = 0,1,2,... szamra. Ha a korldtos f(z) fliggvény
excessziv, akkor ¢,(x) > 0 minden z € X pontban. Ezen két relaci6 segitségével
belatjuk a kovetkezo lemmat az excessziv fliggvények tulajdonsagairdl.

3.5. Lemma. Legyen adva egy Xo(w), X1(w),... Markov ldinc eqy X téren valamely
p(x,y), z,y € X, dtmenetvaldsziniségekkel és eqy f(x) korlatos, excessziv fligguény ezen
az X téren. Tegyiik fel, hogy a Markov ldnc az x pontbdl indul, azaz P(Xo(w) = z) = 1.
Ekkor a Markov lanc tetszéleges T megdlldsi szabdlydra f(x) > E,f(X;w)(w)), sét ha
T1 és 7o két olyan megdlldsi szabdly, amelyekre T (w) < Ta(w) minden w € Q pontban,
akkor Emf(Xn(w) (w)) = E«’Bf(XTz(w) (w)).

Véve az X halmaz eqy tetszbleges A C X részhalmazdt és eqy tetszéleges x € X
pontbdl kiinduld Xo(w), X1(w), ... Markov lancot, definidlhatjuk azt a tovabbiakban T4 -
val jelolt valdszindségi vdltozdt, amelynek értéke az a legkisebb (az w ponittdl fiiggd) n
nem-negativ egész szdm, amelyre X, (w) € A. Ekkor 74(w) a Markov ldnc megdlldsi
szabdlya. Ha f(x) korldtos, excessziv fiigguény, akkor ha(z) = Eof(Xr, () (w)), v € X,
szintén korldtos, excessziv fuigguény.

A 8.5. lemma bizonyitdsa. A bizonyitasban fel fogjuk hasznélni, hogy a lemma&aban be-
vezetett P operator teljesiti az E,p(X,(w)) = Php(x) azonossdgot minden n = 0,1, ...
indexre és korldtos ¢(-) fiiggvényre. Ezért minden 0 < a < 1 szdmra és korlatos és az
X téren definidlt korlatos f(z) fiiggvényre

F(2) = Gupal®) = (@) + aPpa() + A PPpa(a) + - = E, (Z a”soa<Xn<w>>> ,
n=0

ahol ¢, (z) = f(z) — aPf(z). Némi szdmoléssal azt kapjuk, hogy minden 7 megallasi
szabdlyra, y € X pontra, 0 < a < 1 szamra és N =0,1,2,... indexre

By (a7 f(X o @)l = N, Xn(@) =y) = Y a"Bypa(Xa(w)).
n=N
Ezt az azonossagot Osszegezve el6szor az y € X pontokra, majd az N = 0,1,2,...

szamokra azt kapjuk, hogy

oo

ExaT(w)f(X‘r(w) (w)) =E, Z an@a(Xn(w))

n=1(w)
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minden 7 megallasi szabalyra.

Ha az f fliggvény excessziv akkor ¢,(z) > 0 minden 0 < a < 1 szamra, és
r € X pontra. Ezért a fenti relicidkbdl kovetkezik, hogy f(z) > E,a™@ F(Xrw));
és E,a™ @) f(X, () (W) > Eya™®) f(X,,,)), ha 71(w) < 72(w) minden 0 < a < 1
szamra. Alkalmazva az a — 1 hataratmenetet megkapjuk a lemma els6 paragrafusanak
allitasait.

Annak érdekében, hogy beldssuk a lemma utolsé allitdsét is, definidljuk azt a 7/ (w)
valésziniiségi véltozét, amelynek értéke az a legkisebb n > 1 szdm, amelyre X, (w) € A.
Ez a 7/ (w) valdszinliségi valtozé szintén a Markov lanc megalldsi szabalya, és mivel
7/ (w) > Ta(w) minden w € Q pontban ezért a lemma mér bebizonyitott része alapjin
egy korldtos, excessziv f(-) fiiggvényre B, f(X;, () (w)) = Euf(Xr (w)(w)). Mésrészt
Eof( X7y (w)(Ww)) = ha(z), és

wa(XT:A(W) (OU)) = Zp(xvy)Eyf(X'rA(w) (CU)> = Z p(w,y)h(y) = PhA(x)

yeA yeX

Ezért a fenti egyenl6tlenségbél kovetkezik, hogy ha(x) > Pha(xz) minden x € X pont-
ban. A hu(z) > 0 egyenlStlenség nyilvanvals. Ezért h () excessziv fiiggvény. A 3.5.
lemmat belattuk.

A kovetkezo lemma jellemzi egy adott Markov lanchoz és nyereményfiiggvényhez
tartozé optimalis megdllasi stratégia nyereményének varhato értékét.

3.6. Lemma. Ragzitsik eqy Markov lanc p(x,y), x,y € X, dtmenetvaldsziniiségeit

és eqy f(x), v € X, korldtos nyereményfiiggvényt ezen a téren. Vegyink minden

x € X pontra egy x pontbdl kiinduld, és p(z,y) dtmenetvaldsziniiségekkel rendelkezd

Xo(w), X1(w), ..., P(Xo(w) =x) =1, Markov ldncot, és tekintsik az f(x) nyeremény-

figguényhez tartozo nyeremény varhato értékének a szuprémumdt az osszes lehetséges

megdllds esetén, azaz a v(xz) = sup B, f(X;w)(w)) figgvényt, ahol a szuprémumot a
T

Markov ldnc dsszes lehetséges T megalldsi szabdlydra vesszik. Az igy definidlt v(x)
fliggvény az f(z) fliggvényt majorizdlo minimdlis excessziv figguény, azaz v(x) > f(x)
minden © € X pontban, v(x) excessziv fiigguény, és ha h(x) olyan excessziv fiiggvény,
amelyre h(x) > f(x) minden x € X pontban, akkor h(x) > v(x) minden x € X pontban.

Megjegyzés. Nem magétdl értet6dd, hogy egy korlatos f(x) fliggvényre 1étezik egy azt
majorizalé minimalis excessziv fiiggvény. Az, hogy ilyen fiiggvény létezik a lemma egyik
kovetkezménye.

A 8.6. lemma bizonyitdsa. Az nyilvanvald, hogy v(x) > f(x), és v(z) > 0. (Ez utébbi
allitdas azért igaz, mert ha azt a 7 megallasi szabalyt alkalmazzuk, hogy sehol sem
allunk meg, akkor nyereményiink értéke 0. Annak érdekében, hogy beldssuk a v(x) >
Pu(z) egyenlétlenséget definidljunk minden € > 0 szdmra és y € X pontra olyan egy y
pontbdl kiindulé Markov ldncra vonatkozé 7, (w) = 7y (w) megéllasi szabalyt, amelyre
By f(X:, (w)(w)) > v(y) — €. Alkalmazzuk az x pontbél kiindulé Markov lancra azt a 7
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megdallasi szabalyt, hogy tesziink egy 1épést, és ha X;(w) = y, akkor az X3 (w), Xa(w), . ..
sorozat értékeinek figyelembe vételével a 7, megdllasi szabalyt alkalmazzuk. Ekkor

E.f(X(r(@)(@)) = > p(@,9) By f (X7 ) (@) = Y plz,y)[v(y) — ] > Pu(z) —e.

yeX yeX

Innen kévetkezik, hogy v(x) > Pv(z) — €, és mivel ez az allitds minden € > 0 szdmra
igaz, v(z) > Pu(z).

Legyen h(x) olyan excessziv fiiggvény, amelyre h(x) > f(z). Ekkor a 3.5. lemma
alapjan tetszdleges 7 megalldsi szabdlyra h(z) > E h(X;)(w)) > E.f(X;w)(w)).
Ezért h(z) > sup E, f(X;(,)(w)) = v(x), ahol a szuprémumot az Gsszes lehetséges 7

megéllasi szabalyra vettiik. A 3.6 lemmat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A 3.6. lemma alapjan egy véges sok elembdl &ll6 X &llapottér esetén a
v(x) nyereményfiiggvény értékének meghatdrozasa megfogalmazhaté, mint a kovetkezd
linedris programozasi feladat. Oldjuk meg a v(x), z € X, valtozokra a kdvetkezd linedris
programozasi feladatot.

v(z)
v(z)
v(x) > Z p(z,y)v(y) minden z € X pontban.

min Z v(z)

f(z) minden z € X pontban.
0

>
> minden z € X pontban.

A kovetkezd eredményben megadunk egy optimalis és egy e-optimalis megallasi
stratégiat.

3.7. Lemma. Tekintsink egy Xo(w), X1(w),... Markov ldncot eqy X dllapottéren
valamilyen x € X, P(Xo(w) = x) = 1 kezddponttal és egy korldtos f(x), v € X, nye-
reményfiggvénnyel. Célunk egqy optimdlis T(w) megalldsi szabdlyt talalni, amely maxi-
malizdlja az By f(X; ) (w)) vdrhato értéket. Ennek meghatdrozdsa érdekében definidljuk
a v(x) = sup B, f(Xrw)(w)) figguényt, ahol a szuprémumot a Markov ldnc osszes

lehetséges T megadllasi szabalydra vesszik. Ha az X halmaz véges, akkor a kovetkezo
stratégia optimdlis. Definidljuk a kévetkezd A C X halmazt. A = {u: f(u) = v(u)}.
Legyen T4 (w) az a legkisebb n > 0 index, amelyre X, (w) € A. Ez a T4(w) valdszinidségi
vdltozé optimdlis megdlldsi szabdly, azaz E, f(X,, () (w)) = v(x).

Ha az X dllapottér megszdmlalhato, akkor nem feltétlenil van optimdlis megdlldsi
szabaly, de az alabbi modon minden € > 0 szamra definialni lehet egy e-optimadlis
megalldsi szabalyt. Definidljuk az A. = {u: v € X, f(u) > v(u) — e} halmazt, és legyen
Ta.(w) az a legkisebb n > 0 index, amelyre X, (w) € A.. Ez a Ta_(w) valdsziniiségi
vdltozo e-optimdlis megdlldsi szabdly, azaz B, f(X7, (w)(w)) > v(z) —e.
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1. megjegyzés. A konyv példat mutat egy olyan Markov lancra és nyereményfiiggvény-
re, amelyekre nincs optimaélis megallas. A példa a kovetkezd. Legyen az allapottér az
X =10,1,2,...} halmaz, az d&tmenetvaldsziniiségek legyenek p(0,0) = 1, p(n,0) = #,
p(n,n+1) = 1— 2 minden n = 1,2,... szdmra, és legyen a nyereményfiiggvény
f0)=1,6s f(n) =1—%,n=12,.... Ezzel a vilasztéssal v(u) = 1, A = {0},
ezért a 74 (w) megélldsi szabdly ugy adhaté meg, hogy a Markov lancot akkor allitjuk
meg, amikor az eléri a 0 pontot. De, mint azt némi, a konyvben is elvégzett szamolas
mutatja, ha a Markov lanc egy tavoli n pontbdl indul, akkor ezt a stratégiat valasztva
a Markov lancot nagy valdszintiséggel sehol sem allitjuk meg, és ekkor a nyereményiink
0. Altaldnosabban, nincs olyan megallasi stratégia, amelynek alkalmazasaval egy n #£ 0
pontbdl kiindulva elérhetnénk azt, hogy a nyereményiink varhaté értéke 1 legyen.

2. megjegyzés. Fgyszerl és természetes magyarazata van annak, hogy miért érdemes
egy Markov lanc optimalis és majdnem optimalis megallasi szabalyat a 3.7. lemma&aban
megadott modon keresni. A Markov tulajdonsdg alapjan természetes azt varni, hogy
csak az x € X pont értékétol fiigg, hogy ebben az x pontban érdemes-e megallni. Tehat
nincs jelent6sége annak, hogy milyen utvonalon és hanyadik 1épésben jutottunk oda.
Akkor érdemes megallni, ha az optimalis megallds v(x) nyereménye egyenlé az azonnali
megallas f(z) nyereményével. Ellenkez6 esetben tovdbb megylink egész addig, mig
egy megallasra érdemes pontba, azaz egy olyan x € X pontba nem jutunk, amelyre
f(z) = v(z). Ha majdnem optimélis stratégiat keresiink, akkor hasonléan érvelhetiink.
Csak ebben az esetben mar akkor is érdemes megéllni, ha f(x) > v(z) —e.

A 3.7. lemma bizonyitdsa. Tekintsik el6szor azt az esetet, amikor az X allapottér
véges. Tekintsiik a h(z) = E, f(X;,w)(w)) fliggvényt. A 74(w) valészintiségi valtozd
definiciéja miatt h(z) = E,v(X;, w)(w)), ezért a 3.5 és 3.6 lemma szerint h(x) excessziv
figgvény. (A 3.6 lemmara azért hivatkoztunk, mert ez biztositja azt, hogy v(x) excessziv
fiiggvény.) Azt akarjuk belatni, hogy h(z) > v(z) minden = € X pontban. Ehhez a 3.6
lemma szerint elegendd azt beldtni, hogy h(z) > f(x) minden x € X pontban.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy ma)?([ f(z) — h(z)] = ¢ > 0. Ekkor létezik olyan
BAS

a € X pont, amelyre f(a)—h(a) = ¢ > 0. Erre az a pontra és a 3.7. lemmaéban definialt
A halmazra a ¢ A, ugyanis minden = € A pontra 74(x) = 0, ezért f(z) = h(x).
Masrészt hyi(x) = h(z) + ¢ olyan excessziv fliggvény, amelyre hi(z) > f(x) minden
x € X pontban. Valéban, hq(-) excessziv fliggvény, mert egy excessziv fiiggvény plusz
egy pozitiv konstans, és hi(x) > h(z) + [f(z) — h(x)] = f(x) minden = € X pontban.
Ebbdl kévetkezik, hogy hi(z) > v(z) minden x € X pontban, specidlisan hq(a) > v(a).
De hi(a) = h(a)+[f(a)—h(a)] = f(a). Ezért f(a) = hi(a) > v(a), ahonnan f(a) = v(a),
és a € A a3.7. lemmaban definidlt A halmazra. fgy az a feltételezés, hogy létezik olyan
x € X pont, amelyre h(z) < f(x) ellentmondésra vezetett, ezért f(x) < h(x) minden
x € X pontban.

A lemma masodik felét, amikor az X &llapottér tartalmazhat megszamlalhatéan
végtelen sok pontot hasonléan bizonyitjuk. Ebben az esetben a h(z) = E,v(X;,w)(w))
fliggvényt tekintjiik (tehat a v(-) és nem az f(-) fiiggvénnyel dolgozunk), és ez a fliggvény
hasonléan az el6z6 részben tekintett esethez excessziv. Elegendd azt belatni, hogy
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h(z) > f(z) minden x € X pontban, mert innen kdvetkezik, hogy h(z) > v(x) minden
x € X pontban, és a 74_ valészinliségi valtozé definiciéja szerint

Erf(Xrs )W) 2 Ex[v(Xry () (@) =] = h(z) —e > v(z) —¢

minden z € X pontban.

Tegytik fel indirekt médon, hogy sup[f(z) — h(x)] = ¢ > 0. Ekkor létezik olyan
zeX

a € X pont, amelyre f(a) — h(a) > 0, és f(a) — h(a) > ¢ —e. Minden x € A,
pontra 74_(w) = 0, ezért h(z) = E,v(Ta_(w)) = v(x) > f(x). Mivel h(a) < f(a) innen
kovetkezik, hogy a ¢ A.. Mésrészt h(x)+c > f(x), és h(x) excessziv fliggvény, ahonnan
kovetkezik, hogy h(z) + ¢ > v(x). Ezért f(a) > h(a) + ¢ —e > v(a) — ¢, tehdt a € A..
Feltételezésiink ellentmondéashoz vezetett, ezért f(x) < h(z) minden z € X pontban. A
3.7. lemmat bebizonyitottuk.

A konyv két példat mutat a fenti eredmények alkalmazasara. Az elsé példa a
valogatés menyasszony problémaja. A konyv azt targyalja, hogy hogyan lehet meg-
taldlni az optimalis stratégiat ebben a feladatban a kordabbi eredmények segitségével.

A fejezet kordbbi részében a szerzok megmutattdk, hogy a feladat visszavezetheto
a kovetkez6 problémara. Legyen adva egy n1,72,... Markov lanc az X = {1,2,...,n}
allapottéren p(k,l) = P(nj4+1 = ln; = k) = ﬁ atmenetvaloszintiségekkel, ha 1 <
k<1 <mn,és p(k,l) =0 dtmenetvalosziniiségekkel egyébként. Legyen adva e Markov
lanc X &allapotterén az f(k) = %, 1 < k < n, nyereményfiiggvény, és hatarozzuk meg az
optimalis megallasi szabdlyt és a hozzatartozd nyereményfiiggvényt.

E feladat megoldasdhoz ki kell szimolnunk az f(k), 1 < k < n, fliggvényt ma-
jorizalé legkisebb v(k), 1 < k < n, excessziv fliggvényt. Az, hogy v(k), 1 < k < n, az
f(k) fliggvényt majorizdlé excessziv fiiggvény azt jelenti, hogy

- k
v(k) > > o(l), 1<k<n-—1.
Nem nehéz beldtni, hogy a kivant tulajdonsagi, minimalis v(-) fliggvényt a

v(n) =1, U(k)zﬂl;}x{%,ki%}, 1<k<n-1,

l=k+1

képlettel lehet megadni. Innen backward indukciéval kovetkezik, hogy v(k) = %, ha k >

kn, a (3.3) formuldban definialt k,, szdmmal, és v(k) = k l_% 1 %5, ha k < k. Tnnen

a 3.4. lemma bizonyitdsanak végén végzett szamolds mutatja, hogy a v(k) fiiggvényt
a k < k, szamokra a (3.4) képlettel lehet megadni. Végiil tudjuk, hogy az optimalis
stratégiat gy adhatjuk, meg, hogy az els6 olyan k szam megjelenésénél kell megéllni,
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amelyre v(k) = f(k). Ez jelen esetben azt jelenti, hogy akkor &llunk meg, ha a Markov
lanc meglatogatta a {k,, k, +1,...,n} halmazt.

A masik itt targyalt probléma a kovetkez6. Tekintsiik az X = {0, 1,...,n} halmazt,
és rajta egy bolyongést a hataron elnyel6 falakkal, azaz tekintsiink egy Markov lancot
a kovetkezd dtmenetvalészintiségekkel. Legyen p(j,j — 1) = p(j,j +1) = 3, ha 1 <
j < n-—1,4és p(0,0) = 1, P(n,n) = 1. Legyen adva egy f(j), 1 < j < n—1,
nyereményfliggvény az X halmazon, és szamitsuk ki az optimadlis megallasi stratégiat
ebben a modellben.

Ezt a feladatot a kovetkezé mddon oldhatjuk meg a koényv eredményeinek is-
meretében. Azt kell meghatdrozni, hogy melyek az e feladatban szereplé Markov lanc at-
menetvalészintiségei szerint excessziv fiiggvények. Egy v(k), 0 < k < n, fliggvény akkor
és csak akkor excessziv ezen atmenetval6sziniségek szerint, ha w < v(j) min-
den 1 < j <n—1szdmra, és v(j) > 0, ha 0 < j < n. Nem nehéz belatni, (és a konyvben
ezt megteszik), hogy az e Markov ldnchoz tartozé excessziv fiiggvények megegyeznak
a {0,1,...,n} halmazon definidlt nem-negativ konkav fliggvényekkel. Az eredeti fel-
adatot igy tudjuk megoldani, hogy megkeressiik az f(-) fiiggvény nem-negativ, konkav
burkoléjat, azaz azt a legkisebb nem-negativ, konkav v(-) fliggvényt, amely nagyobb
vagy egyenl6é minden pontban, mint a feladatban megadott f(-) fliggvény. Ezutdn meg
kell hatarozni az A = {x: f(z) = v(z)} halmazt, és az optimalis stratégia az, hogy akkor
allitjuk meg a Markov folyamatot, amikor az elészor meglatogatta ezt az A halmazt.

A korabban vizsgalt problémakban olyan Markov ldncokat tekintettiink, amelyek-
ben az X allapottér véges vagy megszamlalhatoan végtelen szamossagu, az ido pedig
diszkrét, t = 0,1,2,.... Természetesen felmeriil a kérdés, hogy mit lehet mondani az
altalanos esetben, amikor egy értékeit egy altalanos X &llapottérben felvevé Markov
folyamatot tekintiink, és az id6 folytonosan is valtozhat, azaz az idépontok minden
t > 0 értéket is felvehetnek. Az az eset, amikor az id6 diszkrét, de az X allapottér
egy altaldnos halmaz lehet, hasonléan targyalhaté a kordbban vizsgalt probléméakhoz.
Ugyanez elmondhaté a folytonos idejii Markov folyamatok vizsgalatardl is, de ekkor sok
1j, nehéz és a Markov folyamatok altalanos elméletéhez tartozé probléma is megjelenik.
Az alabbiakban egy specialis, idoben folytonos Markov folyamatot vizsgalunk, de ez
segit az altalanos esetben megjelené probléméak megértésében is. A kovetkezo feladatot
targyaljuk.

Tekintstink egy 0 és a pontokban elnyelé hatarfalakkal rendelkezo, valamely z,
0 <z < a, pontbdl kiindulé W (t,w), t > 0, Wiener folyamatot, azaz egy olyan W (¢, w),
t > 0, sztochasztikus folyamatot, amely tgy viselkedik, mint egy Wiener folyamat mind-
addig, amig el nem éri a 0 vagy a hatarpontot, utdna pedig orokké ebben a pontban
marad. Azaz, ha W(T,w) = 0 valamely T > 0 idépontban, akkor W (¢,w) = 0 minden
t > T id6pontban, és ha W(T,w) = a, akkor W (t,w) = a minden t > T idépontban.
Legyen adva egy folytonos f(u), 0 < u < a, nyereményfiiggvény a [0, a] intervallumban,
és hatarozzuk meg a most definidlt elnyel¢ hatarfalakkal rendelkezé Wiener folyamat-
nak azt a 7 megalldsi szabalyat, amelyre az E, f(W (7(w),w)) varhaté érték a lehetd
legnagyobb.

16



Az alabbi feladat vizsgalataban kulcsszerepet jatszik a kovetkezd eredmény.

3.8. Lemma. Legyen W(t,w), t > 0, egy valamely z, 0 < x < a, pontbdl kiinduld
Wiener folyamat 0 és a pontbeli elnyeld hatarfalakkal. Egy korldtos g(u), 0 < u < a,
fligguény akkor és csak akkor teljesiti minden 0 < x < a pontra és T megdlldsi szabdlyra
a g(x) > E,g(W(r(w),w)) egyenldtlenséget, ha g(-) olyan konkdv fligguény, amelyre
g(u) > 0 minden 0 < u < a szdmra.

Emlékeztetek arra, hogy 7(w) = oo esetén definici6 szerint g(W(7(w),w)) = 0. A
3.8. lemma azt jelenti, hogy az e problémaban vizsgalt folytonos idejii Wiener folya-
matban a nem-negativ, konkav fliggvények jatsszak az excessziv fiiggvények szerepét. A
3.8. lemma e fejezet legnehezebben bizonyithaté eredménye. A fejezet utolsé alfejezete,
a 3.8 pont ezen eredmény bizonyitasaval foglalkozik. A fejezet ismertetésének a végén
fogom ismertetni e bizonyitds vazat és legfontosabb gondolatait.

A Wiener folyamatokkal kapcsolatos eredmények bizonyitasaban fontos szerepet
jatszik az alabbi eredmény.

3.9. Lemma. Tekintsink egy valamely [a,b] intervallum belsejében levd = € |a,b]
pontbdl kiindulo Wiener folyamatot, és definidljuk a 7, megdlldsi szabdlyt, amelyiknek
értéke az a legkisebb t > 0 szam, amelyre W (t) = a vagy W (t) = b. Ekkor

b—x T —a

PW(rap(w),w) =a) = — és P(W(Tap(w),w) =0) = T

A 3.9. lemma bizonyitisa. A lemma e konyvben ismertetett bizonyitasa azon alapul,
hogy a 2. fejezet eredményei alapjan a P(W (7,5(w)) = a) valészintiséget megkaphatjuk,
mint annak az 1-dimenzids esetben vizsgalt harmonikus (tehat lineéris) fiiggvénynek
az x helyen felvett értékét, amelyre f(a) = 1, és f(b) = 0. A mésik valdsziniiséget
hasonléan szamolhatjuk ki.

A kovetkezé eredményben megfogalmazzuk a Wiener folyamatok optimélis meg-
allitasarodl szolo kérdésre adott valaszt.

3.10. Lemma. Tekintsunk eqgy a 0 és a pontban elnyelé hatdrfalakkal rendelkezo,
valamely x, 0 < = < a, pontbdl kiindulo W (t,w), t > 0, Wiener folyamatot, és egy
korlatos f(u), 0 < u < a, nyereményfiiggvényt a [0,a] intervallumban. Definidljuk a
v(z) = sup E, f(W(1(w),w)) fliggvényt, ahol a szuprémumot ezen elnyeld hatdrfalakkal

rendelkezé Wiener folyamat osszes megdlldsi szabdlydra vesszik. Ez a v(x) fligguény
az f(x) fliggvény nem-negativ konkdv burkoldja, azaz v(z), 0 < = < a, olyan konkdv
figgvény, amelyre v(x) > max(0, f(z)) minden 0 < x < a szdmra,és v(z) < g(x)
minden 0 < x < a szdmra, ha g(-) olyan a [0,a] intervallumban konkdv figguény,
amelyre g(x) > max(0, f(z)) minden 0 < x < a szdmra.

Ha az f(x) nyereményfiigguény nemcsak korldtos, hanem folytonos is, akkor az
alabb definidlt T valosziniiségi valtozo az elnyeld hatdrfalakkal rendelkezé Wiener folya-
matra vett optimdlis megdlldsi szabdly az f(-) nyereményfigguénnyel, azaz ez a T(w)
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valdszinidségi vdltozé megdlldsi szabdly, és v(z) = E,f(W(T(w),w)). Definidljuk a
I' € [0,a] halmazt a T = {z: = € [0,a], f(x) = v(z)} képlet segitségével. A T
halmaz zart, és definidlhatjuk a 7(w) = min{t: W(t,w) € T'} wvaldszindségi valtozdt.
Ez a T(w)) wvaldsziniségi valtozé a keresett optimdlis megalldsi szabdly, azaz v(z) =

E, f(W(T(w),w)).

Megjegyzés. A konyv egy (egyszerli) példat mutat arra, hogy ha az f(x) nyereményfiigg-
vény nem folytonos, akkor lehetséges, hogy a 3.10 lemmd&ban definidlt 7 valészintiségi
valtozo nem optimalis megallasi szabaly.

A 3.10 lemma bizonyitisa. A bizonyitas sok hasonlésagot mutat a feladat diszkrét
megfelel6jének a bizonyitasaval.

El6szor belatjuk a 3.9 lemma és a Wiener folyamat er6és Markov tulajdonsaga
segitségével, hogy v(zx) konkav fliggvény. Ennek érdekében, ha adva van egy = pontbdl
kiindulé Wiener folyamat elnyel6 falakkal a 0 és a pontban, akkor tekintiink tetszéleges
olyan p és q pontokat, amelyekre 0 < p < z < ¢ < a, és definidlunk a p illetve ¢ pontbdl
kiindul6 elnyeld fald hatdrral rendelkezé Wiener folyamatokhoz olyan 7, és 7, megallasi
szabalyt, amelyekre E,f(W(1,(w),w)) > v(p) — ¢, és E f(W(ry(w),w)) > v(q) — €
valamely elore rogzitett kis € > 0 szammal. Definidljuk egy = pontbdl indulé elnyel6
falakkal rendelkez$ Wiener folyamatra a kovetkezd 7(w) megallasi szabalyt. Elinditjuk a
Wiener folyamatot az x pontbdl, és megvarjuk, hogy az vagy a p vagy a q pontot elérje.
Ha a p pontot éri el elébb, akkor a Wiener folyamat p pontbdl kiindulé darabjara a
Tp, ha a g pontot éri el el6bb akkor a Wiener folyamat g pontbdl kiindulé darabjira 7,
megallasi szabalyt alkalmazzuk. Ekkor

_(]—x TolW x_p TalW
o) 2 Bof (W (r(w),w)) = T Bpf(W(rp()) + = By f(W (rg(@))
> 172 p(p) —e] + ZLo(g) — &) = L=Z0(p) + Z—Lu(g) - ¢

q—p q—p q—p qa—p

a (3.9) lemma és az er6s Markov tulajdonsdg miatt. Mivel ez minden ¢ > 0 szdmra,
igaz, ezért v(z) = T=Cv(p) + T=hv(q). Ezért a v(z), 0 < o < a fiiggvény konkév.
Masrészt v(x) > 0, minden 0 < z < a szamra, mert alkalmazhatjuk a soha meg nem
allas 7(w) = oo stratégidjat.

Mésrészt, ha g(x) olyan konkav fliggvény a [0, a] intervallumban, amelyre g(x) >
max(0, f(x)) minden 0 < z < @ szdmra, akkor a 3.8 lemma alapjan

g(x) > Emg((W(T(w)vw)) > Exf((W(T(w)aw))

minden 0 < z < a pontra és 7 megdllasi szabalyra. Ezért
9(x) = sup Eg f(W(7(w),w)) = v(x)

minden 0 < z < a szdmra, azaz v(x) az f(z) fiiggvény nem-negativ konkav burkoldja.
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A 3.10. lemma mésodik felének bizonyitasat annak igazoldsaval kezdjiik, hogy
v(z) folytonos fliggvény. Mivel v(z) konkdv, ezért ez a fiiggvény folytonos a (0,a)
nyilt intervallum minden pontjaban, de az intervallum végpontjaiban csak azt tudjuk
eredetileg, hogy lin%v(a:) > v(0), és limv(z) > wv(a). Ezért az kell beldtni, hogy

T—r rT—a

lin% v(z) < v(0), és lim v(x) < v(a). Tekintsiik a megfelel allitdst a 0 pontban, és
T—r r—a

vezessiik be a c(u) = Jmax f(x), 0 < u < a fliggvényt. A c(u) figgvény folytonos.
Rogzitsiink egy 0 < u < a pontot, és tekintsitk minden 0 < z < u pontra az z pontbdl
kiindulé W (t,w) Wiener folyamatot, és egy T megallasi szabalyt erre a Wiener folyama-
tra. A 3.9 lemma alapjan P,(W(7(w)) > u) < £, mert a W(7(w)) > u esemény csak
ugy kovetkezhet be, ha az x pontbdl kiindulé Wiener folyamat elébb éri el az u mint a
0 pontot. Masrészt W (f(W(7(w),w)) < c¢(u), ha 7(w) < u, és W(f(W(1(w),w)) < c(a)
mindig. Ezért

B, f(W(r(w),w)) < max[e(u), 0] + = maxc(a), 0]

u
minden 7 megallasi szabalyra. Ezért

v(x) < max[c(u), 0] + %max[c(a), 0],

és r — 0 hatiaratmenettel

:PE%) v(z) < max|e(u), 0]

minden v > 0 szamra. Ezutan véve az u — 0 hatdaratmenetet, és felhaszndlva a
lir% c(u) = f(0) relaciot azt kapjuk, hogy
u—r

lim v(x) < max [lim c(u),O] = max/[f(0), 0] < v(0).

z—0 u—0 -

A lim v(z) < v(a) relaciét hasonléan bizonyithatjuk.

Tr—a
Mivel, mind f(z) mind v(x) folytonos fiiggvény, ezért a I' = {x: = € [0,qa], f(z) =
v(x)} halmaz zart, és a T(w) = min{t: W(t,w) € T'} valdsziniliségi valtoz6 jol van

definidlva (jogunk volt mimimumot {rni a definiciéban), és megéllasi szabdly. A bi-
zonyitds kovetkezd lépésében azt mutatjuk meg, hogy h(x) = E,f(W(7(w),w)) =
E,v(W(7(w),w)) nem-negativ, konkav fiiggvény. Az indoklasban a konkdv fiiggvé-
nyeknek néhany szemléletesen nyilvanvalé és a konyv kiegészitésében bizonyitott tulaj-
donsagara hivatkozunk.

A h(x) figgvény megszoritdsa a I' halmazra megegyezik a nem-negativ, konkav
v(z) fliggvény értékével. A komplementer nyilt halmaz nyilt intervallumok unidja, és
ezen intervallumok végpontjai a I' halmaz pontjai, és lehet még végpont a 0 vagy az a
pont, amelyek nem feltétleniil elemei a T' halmaznak. Ha egy = ¢ T' pontra p és ¢ az
x pontot tartalmazéd nyilt intervallum végpontjai, p < ¢, akkor a 3.9. lemma alapjan
h(z) = &= v(p) + =5v(q), azaz a h(z) figgvény a [p,q| intervallumon megegyezik a
p pontban v(p) és g pontban v(q) értéket felvevé linedris fiiggvénnyel. Ha az x pontot
tartalmazoé nyilt intervallum egyik végpontja a 0 vagy a pont, akkor a kép kissé médosul.
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Ha példédul z a [0, ¢] intervallumban van, 0 # I' és g € T", akkor h(x) = %v(q) és h(0) = 0.
(Lehetséges, hogy v(0) > 0 ebben az esetben.) A konyv kiegészitésének egyik eredménye
alapjdn egy ilyen tulajdonsigi h(z) fiiggvény konkav, folytonos, és nem-negativ.

A bizonyitést befejezziik, ha megmutatjuk, hogy h(z) = v(z). Ennek bizonyitisa
hasonlé a 3.7. lemma els6 felének bizonyitasdhoz. Elég azt megmutatni, hogy h(z) >
f(z) minden x € [0, a] pontban, mert h(x) nem-negativ, konkdv fiiggvény, ezért a lemma
mér bebizonyitott része alapjan innen kovetkezik, hogy h(x) > v(z) minden z € [0, d]
pontban. Mésrészt a h(z) és v(z) fiiggvények definiciéja alapjan h(z) < v(z).

Tegyiik fel indirekt médon, hogy ¢ = min,epp,q[f(u) — h(u)] > 0. Ekkor létezik
olyan s € [0,a] pont, melyre f(s) — h(s) = ¢ > 0. Egyrészt s ¢ I', mert egy s € T’
pontbdl kiindulé Wiener folyamat esetében 7(w) = 0, és f(s) — h(s) = 0. Masrészt
h(z) + ¢ nem-negativ, konkdv fiiggvény, és h(z) + ¢ > f(x) minden x € [0, a] pontban.
Ezért h(z) + ¢ > v(z) minden x € [a,b] pontban. Specidlisan h(s) +c = f(s) > v(s),
ahonnan s € I', ami ellentmondés. A 3.10. lemma bizonyitasat befejeztiik.

Ismertetem a 3.8 lemma bizonyitasdnak legfontosabb gondolatait. Ez hasonl
elveken alapul, mint a 3.5. lemma bizonyitdsa. A 3.5. lemma tugy tekinthet6, mint
a 3.8. lemma diszkrét idejii megfeleloje. Ennek bizonyitdsdban bevezettiink egy P
operatort, amely az allapottéren definidlt korlatos fiiggvények terét képezi onmagara, és
ennek, illetve ezen operator hatvanyainak a segitségével definidltunk minden 0 < a < 1
paraméterre egy ettdl a paramétertdl fiiggd G, operatort, (ldsd a (3.5) formuldt), amely
a Markov folyamatok elméletében hasznélt potencidl alkalmas mddositasa. Ezen G
operatorok segitségével az excessziv fliggvényeket olyan alakban tudtuk megadni, amely
egyszeriivé tette a 3.5. lemma bizonyitasat egy a — 1 hatardtmenet alkalmazasaval.

Megprobaljuk ezt a mddszert adaptalni folytonos idejii Markov folyamatok vizs-
galatara. Ennek érdekében bevezetjiikk a P és G, operatorok természetes megfelel6it
folytonos idejii Markov folyamatokra, és bebizonyitjuk ezen operatorok legfontosabb
tulajdonsagait. Nem tudjuk kozvetleniil adaptalni a diszkrét ideji Markov lancok vizs-
galataban alkalmazott moédszert, de egy hasonld, bar bonyolultabb eljaras segitségével
célhoz ériink. Alabb részletesebben ismertetem ezt a mddszert.

A 3.8 lemma bizonyitdsinak vdza. Az, hogy a g(z) > E,g(W(7(w),w)) egyenl6tlensé-
gekbdl (minden 0 < x < a szdmra es T megallasi szabalyra) kovetkezik, hogy g(x) nem-
negativ, konkav fiiggvény konnyen igazolhaté a 3.9. lemma segitségével. Elég minden
0 < z < a pontra és olyan [p, q] intervallumra, amelyre = € [p,q] C [0,a] az = pontbdl
kiindulé Wiener folyamatot és azt a megéllasi szabdlyt tekinteni, amely szerint akkor
allunk meg, amikor el6szor elértitk a [p, q] intervallum valamelyik végpontjit. Ezutan
felirjuk a megfeleld egyenl6tlenséget erre a Wiener folyamatra és megallasi szabalyra és
a g(z) fliggvényre a 3.9. lemma segitségével. Ezenkiviil tekintjiik a 7(w) = oo megallasi
szabélyt, annak érdekében, hogy lassuk, g(x) > 0.

A maésik irdnyu allitds bizonyitasa érdekében vezessiik be elOszor a P, t > 0,
operatorokat a

Puf(2) = B f(W(t,w)) = /  fWes(dy), 0<z<a,
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képlet segitségével a [0, a] intervallumon definialt korlatos fiiggvények terén, ahol i, ; az
x pontbdl kiinduld, a 0 és a pontban elnyel6 hatarfalakkal rendelkez6 Wiener folyamat
t idépontbeli értékének az eloszlasa.

Nem nehéz belatni a P;, t > 0, operatorok kovetkezo tulajdonsagait. PsP; = Psyy.
A P, operatorok porzitivak a kovetkez6 értelemben. Ha f(z) > 0 minden z pontban,
akkor P, f(xz) > 0 minden z pontban. Ezért, ha f(z) > g(z) minden x pontban, akkor
Pif(z) > P;g(x) minden x pontban. Tovabba létezik a P, = tllglo P, operator, azaz

létezik a tlim P f(z) = P f(x) hatarérték minden korlatos f fiiggvényre és = pontra.
— 00

Meg lehet adni a P, operdtort explicit médon a Py f(z) = == f(0) 4+ £ f(a) képlet

segitégével. E relacié bizonyitasa azon mulik, hogy egy x pontbdl kiinduldé a 0 és a

pontban elnyeld fald Wiener folyamatra 1tlim P(W(t,w) =0) = 4=% és 1tlim P(W(t,w) =
—00 —00

a) = 2.

A [0, a] intervallumban lineéris fiiggvények fixpontjai a P, operatoroknak. Innen
és a P, operatorok monotonitdsabdl (azaz a P, > Ps, ha t > s kovetkezik, hogy az
f(z) = ax + b fiiggvényekre P, f(x) = f(x) minden x pontra. Tovabbd e relaciobdl, a P,
operatorok pozitivitasabdl, és a konkav fliggvények alkalmas jellemzésébol kovetkezik
az, hogy ha f(z) korlatos konkédv fiiggvény, akkor P;f(x) < f(z) minden t > 0 és
0 < z < a szdmpdrra. Ez a tulajdonsig a konkavitds olyan kovetkezménye (valdjaban
jellemzése) a Markov folyamatok nyelvén, amely fontos szerepet jatszik a bizonyitdsban.

A bizonyités kdvetkezd 1épésében bevezetjiik a (3.5) képletben definialt P, operétor
folytonos véltozatat. Definidljuk minden 0 < o < 1 szdmra és a [0, a] intervallumon
definidlt, nem-negativ, korlatos korlatos g(z) fiiggvényre a

Gog(z) = /OOO o' Pg(z)dt = B, /000 atg(W(t,w))dt

operatort. Emlékeztetek arra, hogy a 3.5. lemma bizonyitasanak fontos 1épése volt az ex-
cessziv fiiggvények kovetkezd jellemzése. Ha f(x) excessziv fiiggvény, akkor az felirhaté
f(z) = Gaga(z) alakban tetszéleges 0 < a < 1 szdmra a (3.5) képletben definidlt G,
operatorral és alkalmas g,(x) > 0 fliggvénnyel. A nem-negativ konvex fiiggvények ha-
sonlo jellemzését szeretnénk megadni a most definidlt G, operator segitségével.

Csak egy valamivel gyengébb &llitast tudunk belatni, de az is elegendd lesz sza-
munkra. Nem tudunk minden nem-negativ fiiggvényt ilyen alakban felirni, de el6 tudjuk
Oket allitani ilyen alaku fliggvények alkalmas tulajdonsdgokkal rendelkezé limeszeként,
és a kivant allitast be tudjuk bizonyitani ennek az eredménynek a segitségével. Fel-
hasznaljuk, hogy a [0, a] intervallumban nem-negativ, korldtos, konkév f(x) fiiggvények
olyan nem-negativ, korldtos f(x) fiiggvények, amelyek folytonosak a (0,a) nyilt inter-
vallumban, és teljesitik a P, f(x) < f(x) tulajdonsdgot minden = € [0,a] és t > 0
szamra.

Rogzitsiink egy 0 < a < 1 szdmot. Belatjuk, hogy ha f(x) olyan a [0, a] interval-
lumon definidlt nem-negativ, korldtos a (0,a) nyilt intervallumban folytonos fliggvény,
amelyre P, f(z) < f(x),t >0, z € [0, a], akkor felirhaté f(z) = lir% hs(z) alakban, ahol

S—r

a hg(x) fiiggvények monoton csékkend médon konvergélnak a f(x) fliggvényhez minden
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x pontban, és hg(x) = G,gs(x) az elébb definidlt G,, operatorral és alkalmas gs(x) > 0
fiiggvénnyel. Ismertetem, hogyan lehet az f(x) fliggvény egy kivant el6allitasit meg-
taldlni, de a bizonyitas részleteit, (ami megtaldlhaté a kdnyvben) elhagyom.

Legyen hy(z) = 1 [Fa'P,f(z)dt. Akkor igazolhatd, hogy f(z) = lin%) hs(x), és
s—

T s
az, hogy e formuldban monoton konvergencia érvényes. A hg(z) fliggvények alkalmas
reprezentacigjat a kovetkezo szamoldssal kaphatjuk meg:

he(z) = 1/000 o P () dt é/oo o Py f () dt = /Ooo (@t Pof(x) — at Py o f(x)) Y

S S

:/OoooctPt (f(x)—asPsf(l‘)> dt = Gogs(),

S

ahol gs(z) = M. Mivel f(z) > Psf(z) ezért gs(z) > 0, és megkaptuk az f
fliggvény kivant eldallitasat.

A bizonyitas kovetkezé 1épésében belatjuk, felhasznalva a hs(z) = Gags(z) és
gs(x) > 0 formuldt, hogy h(z) > E,a™“h,(W(r(w),w)) tetszdleges T megallasi
szabalyra. E formula bizonyitdsa hasonlé a 3.5 lemma bizonyitdsdnak megfelel6 részé-
hez, bar technikailag nehezebb, mert altalanos mezokon értelmezett feltételes varhato
értékekkel kell dolgoznunk. A bizonyitds azon alapul, hogy az erés Markov tulajdonsag

felhasznélasaval be tudjuk bizonyitani, hogy
oo

EmaT(“’)hs(W(T(w),w)) = Ew/ algs (W (t,w))dt,

7(w)
mig hy(z) = Gags(z) = B, [ algs(W(t,w)) dt.
Ezutan felhasznélva a lir% hs(x) = f(x) relaciét be tudjuk bizonyitani az f(x) >
5—

E.a” f(W(r(w),w)) egyenl6tlenséget tetszbleges 0 < o < 1 szdmra, majd o — 1
hataratmenettel megkapjuk a 3.8. lemma bizonyitasat.

Felmeriilhet a kérdés, hogyan lehet a 3.8. lemma eredményét altalanos, folytonos
idejit Markov folyamatokra altalanositani. E kérdés vizsgdlataban érdemes bevezetni az
excessziv fliggvény definicigjat folytonos ideji Markov folyamatokra.

Excessziv fliiggvény definicidja. Legyen X (t,w), t > 0 egy értékeit valamely (X, X)
téren felvevé Markov folyamat, és definidljuk az X téren definidlt korldtos, mérhetd
fiigguények terén a Py f(x) = E,f(X(t,w)) operdtort minden t > 0 szamra. Egy az X
téren definialt korldtos, mérhetd f(x) figgvény excessziv e Markov folyamatra nézve, ha

flx) 20, Pif(z) < f(z), és limP,f(z)= f(z)
minden x € X pontra ést > 0 szamra.

Az el6z6 bizonyitas mddszerével be lehet bizonyitani a 3.8 lemma megfelel§jét egy az
er0s Markov tulajdonsaggal is rendelkezé Markov folyamatra nézve excessziv fiiggvényre.
Azt, hogy ha f(z) korldtos, excessziv fliggvény egy az erés Markov tulajdonsiggal ren-
delkez6 X (t,w), t > 0, Markov folyamatra nézve, akkor E, f(X (7(w),w)) < f(z) minden
x € X pontra és a Markov folyamat minden 7 megéllasi szabalydra. Az elmélet 6
nehézsége az excessziv fiiggvények jellemzése.
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