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Elsé fejezet: A rekurrencia feltétele.

Tekintsiink egy kozonséges bolyongast az [-dimenzids racson. Ismert, hogy ez [ =
1,2 esetben rekurrens, azaz egy pontbdl elindulva a bolyongas egy valdszintiséggel
valamikor visszatér a kiindulé pontba, mig [ > 3 dimenzids racs esetében a bolyongas
tranziens, azaz csak 1-nél kisebb valdszinliséggel tér vissza a kiindulé pontba. Az is
igaz, hogy | = 1,2 dimenzidoban tetszoleges pontbdl kiindulva a bolyongas minden pon-
tot 1 valdszintiséggel végtelen sokszor latogat meg, mig [ > 3 dimenziéban a bolyongas
barmely pontot csak véges sokszor latogat meg egy valdszintiséggel.

A konyv els6 fejezetében targyalt f6 probléma a kovetkezo: Tekintsiink egy [ = 3
dimenzids bolyongast, és jellemezziik a 3-dimenzids tér egész koordindtdju pontjaibol
all6 Z3 rdcsnak azokat a nagy részhalmazait, amelyeket a bolyongds barhonnan kiin-
dulva egy valdszintliséggel meglatogat. Az ilyen halmazokat rekurrens (az eredeti orosz
szoveg megfogalmazasaban masziv) halmazoknak nevezziik. Az els6 fejezet eredményei
jellemzik a rekurrens halmazokat. A konyv az [ = 3 dimenziés esettel foglalkozik, de
a bebizonyitott eredményt nem nehéz altalanositani tetszoleges [ > 3 dimenzid esetére.
Az emlitett feladatot, illetve annak megoldasat az teszi kiilonosen érdekessé, hogy szoros
kapcsolatban van a Laplace operator, a harmonikus és szuperharmonikus fiiggvények
elméletével, illetve a fizikaban is fontos szerepet jatszo kapacitas fogalmaval. Pon-
tosabban, az itt felmeriilo fogalmak és eredmények diszkrét véltozatat kell tekinteni.
Ugyancsak érdekes, hogy a vizsgdlatban megjelené eredmények azt is mutatjak, hogy
mennyire hasonléan viselkedik a bolyongas és a Wiener folyamat.

Az analizisben fontos szerepet jatszik az dgynevezett Laplace operdtor, amelynek
definicidja az I-dimenzids térben a kovetkezo.

Laplace operator definiciéja. Tekintsink az l-dimenzids térben egy (sima) f(x) =
f(z1,...,2;) fligguényt. Alkalmazva erre a A Laplace operdtort a kovetkezd Af fiigg-
vényt kapjuk.
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Ugyancsak fontos szerepet jatszik az analizisben az igynevezett harmonikus fiigg-
vény fogalma.

Harmonikus fiiggvény fogalma. FEgy f(x) = f(z1,...,2) (sima) fligguényt har-
monikusnak neveziink eqy G C R! nyilt halmazon, ha Af(z) = 0 minden x € G pontban.
Egy f(x) = f(x1,...,2;) fligguényt harmonikusnak neveziink, ha harmonikus az egész
R! téren.



Sziikségiink lesz a fenti fogalmak diszkrét megfeleldire. Ebben a fejezetben egy
[-dimenzi6s bolyongast tekintiink. Ez olyan (diszkrét idejii, stacionarius) Markov lanc,
amelynek allapottere a Z!, I-dimenziés egész koordinataji racs, azaz az €1 + - - -+ €

alakd pontok halmaza, ahol x1, ..., x; egész szamok, e, = (0,...,0,1,0...,0), 1 <k <
—— N —
k—1-szer l—k-szor

[, egységvektorok, és egy lépésben a bolyongas egy © = x1e1 + - -+ + x;€; rdcspontbol
2% valoszintiséggel egy szomszéd racspontba megy, azaz egy olyan racspontba, ame-
lynek egy koordinataja kiilonbozik az x1,...,x; koordinataktol, és az 1-gyel nagyobb
vagy kisebb, mint az eredeti koordindta. Jeloljiik p(1,z,y) és p(n,z,y) formuldval
egy Markov lanc, specidlisan egy bolyongés 1 illetve n-1épéses atmenetvaldsziniiségeit,
xz,y € E, ahol E a Markov lanc éllapottere, illetve definidljuk a p(1,z,y) 1-1épéses
atmenetvaloszinliségek segitségével a kovetkezd, a Markov lancok elméletében fontos

szerepet jatszé P operatort.

Egy Markov lanc atmenetvaldsziniiségei altal definidlt P operator. Legyen
adva egy E dllapottéren definidlt (diszkrét ideji, staciondrius) Markov lanc p(1,z,y),
x,y € E, egylépéses dtmenetvaldsziniiségekkel. Ez a kovetkezd P operdtort definidlja az
E téren értelmezett f(z), x € E, figguények terében.

= Zp(lax7y)f(y)a xEEa
yeE

feltéve, hogy a fenti dsszeg (abszolut) konvergens minden x € E pontban.

Megjegyzés. Hax = (2(0),x(1),...,) egy Markov lanc P(1,z,y), x,y € E, egylépéses at-
menetvalészintiségekkel, akkor Pf(x) = E, f(z(1)), azaz P f(x) az f(x(1)) val6szinliségi
valtoz6 varhaté értéke a nulla idépontban x pontbdl indulé (x(0),z(1),...), z(0) = x,
Markov lancban. Az [-dimenzids racson definialt bolyongés esetén

!
:%Z f(@+ex) + flz —ex)]

A Laplace operator és harmonikus fiiggvény diszkrét megfeleldi. Tekintsink
eqy bolyongdst az l-dimenzids rdacson a kordbban bevezetett p(1,x,y) egylépéses dtme-
netvaldsziniiségekkel. Ekkor bevezetjik a kovetkezd A operdtort a Z' rdcson definidlt
fuggvényekre, amely a A Laplace operdtor diszkrét megfelelojének tekinthetd.

l

Af(z) = Pf(z) - Ef(z) = % Y U@ +er) + flz—ex) —2f(2)]
k=1

minden x € Z' pontban, ahol f eqy a Z' rdcson értelmezett fiigguény, P a bolyongds
egylépéses dtmenetvalosziniségei dltal definialt P operdtor, és E az idenititdsoperdtor.

Egy a 7! rdcson értelmezett f(x) fiigguényt harmonikusnak neveziink, ha Af(x) =
0, azaz Pf(z) = f(z) minden x € Z' pontban.
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Megfogalmazok néhany a kényvben bebizonyitott fontos eredményt. Ezeket sza-
mozott tételekben ismertetem, de ez a szdmozas nem koveti a konyv jelolését.

1.1. Tétel. Eqgy a Z!, | > 1, rdcson definidlt korldtos harmonikus figguény konstans.
A kovetkezo tétel bizonyitasanak legfontosabb 1épése ezen eredmény alkalmazasa.

1.2. Tétel. Ha eqy B C 7! halmaz rekurrens, | > 1, akkor tetszéleges pontbol kiindulo
l-dimenzids bolyongds 1 valdsziniiséggel végtelen sokszor megldtogatja. Ha eqy B C 7!
halmaz tranziens, akkor tetszoleges pontbol kiindulo bolyongds 1 valdsziniiséggel csak
véges sokszor latogatja meg.

Az 1.2 Tétel bizonyitisa. A bizonyitas érdekes része annak megmutatasa, hogy ha a
B halmaz olyan, hogy van olyan x pont, amelyre az x pontbdél a B halmazba jutas
mp(x) valésziniiségére mp(x) < 1, akkor g (x)-szel jeldlve annak val6szintiségét, hogy
az x pontbdl kiindulé bolyongas a B halmazt végtelen sokszor meglatogatja igaz a
7g(x) = 0 relaci6 minden = € Z' pontra. Ezen &llitds bizonyitdsa érdekében vegyiik
el6szor észre azt, hogy 7p(x) korldtos harmonikus fiiggvvény, ezért konstans értékii,
azaz 7p(z) = 7p valamely 0 < 7p < 1 szdimmal minden = € Z! pontban.

Vegytink egy olyan z pontot, amelyre mp(z) < 1. Legyen 7p(w) az az idépont,
amikor az x pontbdl kiindulé bolyongas el0szor meglatogatja az a B halmazt, és legyen
X, (w) a bolyongés helye ebben az idépontban. (Ha nincs ilyen idépont, akkor 75(w) =
oo és nem definidljuk az X, (w) mennyiséget.) Ekkor P(tp < o00) < 1, és

ap =7p(r) = Y  P(Xry(w) =y)7p(y) = Y P(Xr,(w) = y)7p = 7P (15 < o).
yEB yeEB

Innen 75 =0 a P(7p < o0) < 1 reldci6é miatt.

A lemma maésik fele hagyomanyos médon bizonyithatd. Be lehet latni teljes in-
dukcidval, hogy ha mp(x) = 1 minden x racspontra, akkor a B halmaz m-szeri meg-
latogatasanak a valdsziniisége is 1 minden x racspontra és m = 1,2,... szamra. A
bizonyitas részleteit elhagyom.

Az 1.2. Tétel eredménye némi hasonlésagot mutat a tranziens és rekurrens allapotok
viselkedését leird eredménnyel egy tetszoleges Markov lanc esetén. Fontos szamunkra a
1.2. Tétel aldbbi kovetkezménye.

1.2. Tétel kovetkezménye. A Z! rdcs két tranziens halmazdnak az unidja is tranziens.
Specidlisan | > 3 esetében minden véges sok elembdl dllo D C 7! halmaz tranziens.

Megjegyzés. Az, hogy korlatos, harmonikus fliggvények konstans értékiiek, nemcsak a
7! téren, hanem az R téren értelmezett fiiggvényekre is igaz. Sét, mind a két esetben
igaz az az élesebb allitas, mely szerint nem-negativ harmonikus fiiggvények konstans
értékiiek.

Az analizisben vizsgaljak az ugynevezett Poisson egyenletet, azaz a

Au(z) = —p(z), |w1|1£>noou(a:) =0



egyenletet az R! térben valamely rogzitett p(x) fiiggvénnyel. A kovetkezd eredmény
igaz.

1.3. Tétel. Ha azl > 3 dimenziéban tekintjik a Poisson egyenletet, és o(x) elég szép
(példdul sima és integrdahato) figgvény, akkor a Au = —yp Poisson egyenlet megolddsa
az )
vy
u(z) = C———=—=—=d
(@) R T —yl? Y

fiigguény valamely alkalmas C' = C; > 0 konstanssal.
Megjegyzés. Ez az eredmény szoros kapcsolatban van azzal a ténnyel, hogy az m
fiiggvény, (mint az x véltozé fiiggvénye y paraméterrel) az R' tér, [ > 3, minden
pontjaban harmonikus, kivéve az y pontot. Ez a fiiggvény, alkalmas elméleti hattér ki-
dolgozasa utan ugy is tekinthetd, mint a Au(z) = —Cd(y) egyenlet megoldasa valamely
alkalmas C' > 0 szammal, ahol d(y) az y pontba koncentralt Dirac-delta fiiggvény. Az
[ = 2 dimenzi6 esete kissé eltér. Ekkor a log |z — y| fiiggvény jatszik hasonlé szerepet,
mint az W fiiggvény az [ > 3 dimenzidéban.

A targyalt konyv els6 fejezetében sziikség van a fenti eredmény egy diszkrét valto-
zatara. A kovetkez6 eredményt bizonyitjak be a konyvben.

1.4. Tétel. Tekintsik az
Au(z) = Pu(z) —u(z) = —p(z), ze€Z,

(diszkrét Poisson) egyenletet a Z', | > 3, dimenzids rdcson. Ha @(z) szép fiigguény
(példaul ha a @(x) figgvény teljesiti a > |p(z)] < oo feltéltelt), akkor az egyenlet

el
(végtelenben eltind) megolddsa a kévetkezd u(z) figgvény.

u(z) = Go(z) =Y Plo(x) = > glx,y)ey),
n=0 yel

ahol

g(a:,y) = g(.I‘ - y) = Zp(n,x,y),

és p(n,x,y) a bolyongds n-lépéses dtmenetvaldsziniisége az x pontbdl az y pontba. To-
vabbd,

_ C
9(@.y) =gz —y) ~ - ’ ha |z — y| — oo

z—yl=?

alkalmas C; > 0 szdmmal.

Megjegyzés. Mivel az A = P — E a Laplace operator diszkrét megfeleloje a 1.4. Tételben
vizsgalt egyenlet tekintheté a Poisson egyenlet diszkrét valtozatdnak. Ezen egyen-
let megoldésa is hasonlé a Poisson egyenlet megolddsihoz. A diszkrét esetben az R

4



téren tekintett integralt egy a Z! racson vett Osszeggel helyettesitjiik, és az W

magfiiggvény helyett olyan g(z,y) = g(r — y) magfiiggvényt vesziink, amelynek végte-
lenben valé viselkedése hasonld, mert g(y) ~ Jﬁ, ha |y| — oo.

2. megjegyzés. Az 1.3 Tétel utan tett megjegyzés magyardzatot ad arra, hogy az
T2 fiiggvény, [ > 3, miért jatszik fontos szerepet a Poisson egyenlet vizsgalataban.
Hasonl6 szerepet jatszik a g(z,y) fiiggvény a Poisson egyenlet Au(x) = —p(x) diszkre-
tizdlt megfelel6jének a vizsgdlatdban. Ugyanis a g(z,y) fliggvény [ > 3 dimenzi esetén
(mint az x valtozé fliggvénye rogzitett y paraméterrel) az y pont kivételével harmonikus
fiiggvény a Z! rdcson, azaz Ag(z,y) = 0, kivéve az x = y pontot.

Az 1.4. Tételben megfogalmazott azonossag bizonyitasa viszonylag egyszerii. A
bizonyitasban felhasznaljuk, hogy a P™ operatornak a kovetkezo jellemzése van.

P f(x)= > p(n,z,y)f(y), n=0,1,2,....
yeld

T6bb munkat igényel a g(x, y) fiiggvény végtelenbeli aszimptotikus viselkedését leiré for-
mula bizonyitasa. E formula igazoldsa érdekében el6szor belatjuk, hogy | > 3 dimenzid
esetén g(z,y) < oo minden z,y € Z! esetén. Ezt tigy tudjuk egyszerfien megmutatni,
hogy el6szor a p,(x,y) dtmenetvalészintiségeket, majd a g(z,y) fiiggvényt kifejezziik
Fourier transzformécié segitségével a kovetkezé modon.

1 .
pny) = o [ 0T ) do, (1.1)
(27T)l L
ahol
1
O(9) = 7 Zcosﬁj.
j=1

E szamolasban felhasznaljuk, hogy

Z ei(ﬂ’yfm)]?(n,w,y) = Ee!0&rttn) — (Eei(ﬂ’gl)> = o(V)",
yelil

ahol &1,...,¢&, fiiggetlen, egyforma eloszldsi valdsziniiségi véltozok, és P(& = ej) =
P(fl :—ej) = % ,jzl,...,l.

Vegyiik észre, hogy g(x,y) annak véarhat6 értékével egyenlé, hogy az = pontbdl
kiindul6é bolyongéas hanyszor latogatja meg az y pontot.

A fenti formula segitségével belathatjuk, hogy I > esetben g(z,y) < oo, s6t a g(z,y)
fliggvényt explicite kifejezhetjiik, mint

= 1 : 1
_ b iWa—y) gy, 1.2
g(x,y) ;p(n,x,y) &) /[_m)l ¢ o) ¥ (1.2)



Az (1.2) formulét megkaphatjuk az (1.1) formula 6sszegezésének segitségével az n vélto-
z6 szerint. Annak érdekében, hogy az (1.2) formula igazoldsahoz sziikséges szamolasokat
elvégezhessiik el0szor megmutatjuk, hogy az m fiiggvény integralhaté a [m, )’
halmazon az | > 3 esetben. Az (1.2) formula, illetve a Fourier analizis néhany eredménye
lehet6vé teszi, hogy a g(z,y) fliggvény aszimptotikus viselkedését leirjuk x —y — oo
esetén.

Ismeretes, hogy egy sima fliggvény Fourier egyiitthatéi gyorsan tartanak nulldhoz
a végtelenben. Minél simabb a fiiggvény, annal gyorsabban tartanak a Fourier egytitt-
haték a végtelenben nulldhoz. Ha a fiiggvénynek szingularitdsa van egy pontban,
egyébként pedig mindeniitt sima, akkor a Fourier egytitthatok végtelenben valé viselke-
dését ez a szingularitds hatarozza meg.

Jelen esetben némi szdmolds mutatja, hogy a [—m,7)! tartomanyban tekintett
#W figgvénynek egyetlen szingularitdsa van az origéban, ahol #W’U ~ C|9|~2.
Ezért az analizis altaldnos modszereit felhasznalva be lehet bizonyitani az 1.4. Tétel
utolso allitasat is.

Megjegyzés. A 1.4. Tételben definidlt g(z,y) fliggvény természetes folytonos megfelelGje
a

oo oo 1 9
* = —x),t)dt = = ey 2 gy
g (x,y) /O QD[((:(/ $), ) /O (27Tt)l/2e

fiiggvény, ahol ¢;(-,t) az I-dimenzids, nulla varhaté értéki, és tE kovarianciamatrixi

normalis stiriségfiiggvény, és [ > 3. Alkalmazva a t = ﬁ helyettesitést azt kapjuk,
hogy
1 > 1 1 ¥ — C
z,y) = e -,
) = | ey y—al

A konyv vizsgalataiban fontos szerepet jatszanak az ugynevezett szuperharmonikus
és excessziv fiiggvények. Megadjuk ezek definiciéjat mind az R' Euklideszi téren mind
a Z' l-dimenziés récson értelmezett fiiggvények esetében.

Szuperharmonikus és excessziv fiiggvények definiciéja. Egy az R' Euklideszi
téren definialt (sima) f(x) fligguényt szuperharmonikusnak nevezink, ha —Af(x) > 0
minden x € R! pontban. Egy az R' I-dimenzids téren definidlt f(x) fiigguény excessziv,
ha egyrészt szuperharmonikus, mdsrészt f(x) > 0 minden x € R' pontban.

Egy a 7! l-dimenzidés rdcson definidlt f(z) fiigguényt szuperharmonikusnak neve-
ziink, ha —Af(z) = f(z) — Pf(x) > 0 minden x € Z! pontban. Egy a Z! I-dimenzids
racson definialt f(x) fiigguény excessziv, ha eqyrészt szuperharmonikus, mdsrészt f(x) >
0 minden x € Z' pontban.

A konyv jellemzi a racson definialt excessziv fiiggvényeket.

1.5. Tétel. Rdcson definidlt excessziv fiiggvények jellemzése. Legyen f(x),
x € Z', az l-dimenzids rdcson definidlt excessziv fiigguény. Akkor f felirhato

f=Gp+h, Gox)=) P'ox),
n=0
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alakban, ahol o(x) > 0 minden x € Z' pontban, és h(x) a Z' rdcson definidlt nem

negativ harmonikus fligguény. Az f fiigguény fenti eldallitasdban szerepld ¢ fligguény

megadhaté p(x) = —Af(x) = f(x) — Pf(x) alakban, és h(x) = lim P™f(x). (A tétel
n—oo

azt is dllitja, hogy ez a limesz létezik. Tovabbd a Go(x) = > P"p(x) dsszeg (abszolut)
n=0
konvergens. Sét, Go(x) < f(z).)

1. Megjegyzés. A fenti reprezenticiéban szereplé h(x) nem negativ harmonikus fiigg-
vény sziikségszerfien egy nem negativ konstanssal egyenlé. A tételnek létezik az R
térben érvényes megfelelgje. Ebben az esetben is felirhatjuk, hogy f = Gy + h, tovabba
o(x) = -Af(x), és Go(x) =C; [ |mf$|ﬂ),2 dy az | > 3 esetben.

2. Megjegyzés. Az analizisben bebizonyitjak, hogy egy (sima) f(z) fiiggvény az R' téren
akkor és csak akkor szuperharmonikus, ha f(z) > y—a|=r | (y) dy minden x € R pontra

és r > 0 szdmra. Itt dy azt jeldli, hogy az |y — x| = r halmazon, azaz az x kdzépponti
és r sugarti géombon integralunk az (egyre normalt) egyenletes eloszlas szerint.

Tekintsiik egy tetszbleges B C Z' halmazra a kovetkezd m(x) fiiggvényt.

mp(z) = P(az x pontbdl kiindulé (x(0),z(1),...) bolyongas
meglitogatja a B halmazt).

Nem nehéz belatni, hogy mp(x) excessziv fiiggvény. Ha B rekurrens halmaz, akkor
wp(x) = 1, ami nem kiiliindsen érdekes eset. Erdekesebb az az eset, ha B tranziens
halmaz. Ekkor fel lehet irni a mp(z) fliggvény 1.5. Tételben szereplé felbontdsat. Némi
szamolassal ez azt adja, hogy ha B tranziens halmaz, akkor

m5(z) = Gep(),
ahol a pp(r) = mp(x) — Prp(x) fiiggvény gy is jellemezhetd, hogy
vp(x) = P(egy x(0) = x pontbdl kiindulé bolyongasra

x=ux(0) € Bés x(n) ¢ B minden n =1,2,... id6pontban).

Megfogalmazok tétel formdjaban egy a konyv bizonyos érveléseiben fontos szerepet
jatszd azonossagot. Ebben az F, jelolés varhato értéket jelent abban az esetben, ha egy
x pontbdl kiindulé Markov lanc értékeitol fliggd valdszintliségi valtozé varhatd értékét
tekintjuk.

1.6. Tétel. Tekintsiink eqy v € Z', | > 3, pontbdl kiindulé Markov ldncot, és egy nem
negativ (), x € ZL, fiigguényt. Legyen f(x) = Go(x). Tekintsiink egy B C Z! halmazt,
és jeldlje T = T azt a véletlen idépontot, amikor az (x(0),x(1),...) bolyongds elészir
megldtogatja a B halmazt. Ekkor igaz a kovetkezd azonossdg.

f(z) = E, (i gp(x(n))) + E. f(x(1)).
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Ez az azonossag gy értendo, hogy abban az esetben, ha a bolyongds soha nem ldtogatja
meg a B halmazt, akkor T = 0o, és f(x(1)) = 0.

Megjegyzés. Az e tételben kimondott azonossag hatterében az ugynevezett erés Markov
tulajdonsag van, és valéjaban minden 7 megallasi szabalyra érvényes ez az azonossag.

Bizonyitdsvdzlat: Tekintsiink egy = pontbdl kiindulé Markov ldncot, és vegyiik a Z
racson értelmezett p(z), z € Z!, fiiggvényt. Ekkor

f(x) = E; (Z 90(90(”))> =E, (i 90(93(7%))> + Eq (Z SD(CC(”))) :
n=0 n=0 n=t

Mésrészt E, <Z o(z(n))

x(T) = y) = f(y) minden y € Z! pontban. Ezért

E, (Z @(w(n))) = Y Pula(r) = y)f(y) = Euf(x(7)).
n=r yGZl

Ratérek a kapacitds fogalménak ismertetésére, amelyben az el6bb definidlt mg(x) és
pp(z) fiiggvények fontos szerepet jatszanak. A bevezetendd kapacitds a fizikdban is
fontos szerepet jatszo kapacitds természetes diszkrét megfeleléje. Ezt bizonyos opti-
mum feladat megoldasaként kapjuk. A fizikdban egy B (szép halmaz) kapacitdsa an-
nak a maximalis toltésmennyiségnek az értéke, amelyet gy helyezhetiink el a B hal-
mazban, hogy az altala l1étrehozott potencidl értéke a tér minden pontjaban kisebb vagy
egyenlo, mint 1. A diszkrét racs esetében is hasonlé optimum elv segitségével definialjuk
a kapacitdst. Erdemes ennek megfogalmazasa érdekében bevezetni a kovetkezd Kp
fliggvényosztalyt.

A kapacitas definicigjaban megjelend Kp fiiggvényosztaly definiciéja. Legyen
adva eqy B C 7' halmaz. A Kp fiiggvényosztdly azon a Z' halmazon definidlt p(x),
x € 7!, fiigguényekbdl dll, amelyekre, o(x) > 0 minden x € Z' pontban, ¢(z) = 0, ha
r & B, és Go(r) <1 minden x € Z' pontban.

Nem nehéz beldtni, hogy egy tranziens B C Z! halmaz esetében ¢p(x) € Kp(x),
mert pp(z) =0, hax ¢ B, és Gpp(x) = mp(xr) < 1. S6t, a pp(x) figgvény teljesiti az
alabbi széls6érték tulajdonsagokat is.

1.7. Tétel. Legyen B C Z! tranziens halmaz, | > 3. Ekkor a pp(z), v € Z!, fiigguvényre
p € Kp, és ez a fiigguény teljesiti az alabbi szélséérték tulajdonsdgokat.
a) m(z) = Gp(x) < p(x) = Gop(x) minden ¢ € Kp figguényre és x € Z' pontra.

b) > w(z) < > ep(z) minden ¢ € Kp fiiggvényre.
zeB zeB

Az 1.7 Tétel bizonyitisa. Lattuk, hogy ¢p € Kp egy tranziens B halmazra, és teljesiil a
Gep(x) = mp(z) = 1 azonossdg minden x € B pontra. Az 1.7 Tétel a) része az 1.6 Tétel
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kévetkezménye, mert e tétel és a minden = € Z' pontra és ¢ € Kp fiiggvényre teljesiils
Gp(x) < 1 egyenlétlenség alapjan Go(x) = E,Go(z(1)) < Py(x(1) < o©0) = wp(z)
minden ¢ € Kp fiiggvényre, ahol 7 a B halmaz els6 elérésének az ideje.
A b) rész bizonyitasanak érdekében rogzitsiink egy B tranziens halmazt, és defi-
nidljuk e halmaz segitségével az (f,g) = > f(x)g(z) skalar szorzatot, feltéve, hogy
zeB

ez az Osszeg (abszolut) konvergens. A Kp tér fiiggvényeire a G operator igy irhaté

fel: Gp(x) = > g(z,y)¢(y) minden x € B pontra, ha ¢ € Kp. (Jelen esetben elég
yeB

az y € B pontokra Osszegezni, mert ¢(y) = 0, ha y ¢ B.) Ezért az 1.7 Tétel a)

része alapjan Go(x) < wp(x) = 1 minden ¢ € Kp fiiggvényre és x € B pontra, és

Gep(x) =mp(z) =1, ha z € B. Innen

> o(x) = (¢.Gep) = (Go,08) < (Ligs) = Y ¢p(x)

z€B zeB

minden ¢ € Kp fiiggvényre. A fenti szdmoldsban felhasznéltuk, hogy (p,Gep) =
(G, oB) a g(z,y) = g(y, ©) azonossag miatt.

A 1.7. Tétel alapjan definidlhatjuk a B C Z! alaki tranziens halmazok kapacitdsat
a fizikdban definidlt kapacitas természetes analdgidjaként. Egy ¢ € Kp fiiggvényt
tekinthetiink egy B halmazon definialt toltéseloszlasnak, ahol ¢(z) az x pontba helyezett
toltés. Ez indukél egy m(x) = Gp(x), x € Z!, potencialt, amely minden pontban kisebb

vagy egyenlé mint 1. Egy ¢ € Kp fiiggvény éltal tartalmazott toltés > ¢(x). Ke-
z€B
ressiik a legtobb toltést tartalmazd ¢ € Kp toltéseloszlast, amit egyenstilyi eloszlasnak

neveziink, és az altala tartalmazott toltést kapacitasnak. A 1.7. Tétel szerint pp(x),

r € 7!, az egyenstlyi eloszlds, és C(B) = Y. ¢p(r) a B halmaz kapacitdsa. A ¢p
zeB

egyenstilyi eloszlas 4ltal 1étrehozott potencial a 75 (z) = Gepg(x), » € Z!, fiiggvény.

Megfogalmazom az 1. fejezet f6 eredményét, egy Wiener altal bizonyitott tételt,
amely jellemzi a 3-dimenzids récs tranziens és rekurrens részhalmazait. Egy halmaz
akkor rekurrens, ha valamilyen értelemben nagy. Ezt a tulajdonsagot a kapacitas
segitségével tudjuk jol kifejezni. Megjegyzem, hogy mint lattuk az [ > 3 dimenzids
racs véges részhalmazai tranziensek, ezért 1étezik kapacitasuk.

1.8. Tétel. Wiener tétele tranziens és rekurrens halmazok jellemzésérol.
Legyen B C Z3 a hdrom dimenzids tér rdcsinak eqy részhalmaza, és definidljuk a B
halmaz

By={z:2zeB, 2" <|z| <2}, k=1,2,...

alaku részhalmazait. Ha

akkor a B halmaz tranziens, ha




akkor a B halmaz rekurrens. A fenti formuldkban C(By) a By halmaz kapacitdsdt jeldli.

Roviden ismertetem a 1.8. Tétel bizonyl'tésénak néhény fontos gondolatat.
oo
Némi szamolas azt mutatja, hogy a Z 75, (0) és > (k’“) osszegek, ahol 7p, (0)
k=1
annak valdszintiségét jeloli, hogy az orlgobol kiindul6 bolyongds meglatogatja a By

halmazt, equikonvergensek. Ez abbdl kovetkezik, hogy

C(Bk) v, (Y)

7By, (O) = GSOBIC (0) = Z g(o,y)@Bk (y)7 2k - 77
yEBg yEBy

és Q127% < g(0,y) < @227F alkalmas 0 < Q; < Q2 < oo szamokkal, ha y € By,.

Ha Z C(Bk) < 00, vagy ami ezzel ekvivelens Z 75, (0) < oo, akkor egyszeri
k=1
Borel-Cantelli lemma tipusu érveléssel kapjuk, hogy az origobdl kiindulé bolyongas

csak véges sok Bj halmazt latogat meg 1 valdszintiséggel, ezért a B = |J By halmaz
k=1
tranziens.

A rekurrencidrdl szol6 éllitas bizonyitasa bonyolultabb, mert a Z 7B, (0) = 0o

relacié6 onmagaban nem elegend6 egy Borel-Cantelli lemma tipusu erveles végrehajta-
sahoz. Ezért egy olyan bonyolultabb esemény valdszintiségére adunk jé becslést, amellyel
jobban tudunk dolgozni. Ennek érdekében eloszor vegyiik észre azt, hogy ha a 1.8. Té-
telben szerepld Osszegben csak a 4k, k = 1,2,... vagy 4k+1 vagy 4k+2 vagy 4k+3, k =
0,1,2,..., alaki tagokra Osszegziink abban az esetben, amikor a rekurrencia feltétele
teljestil, akkor 4 olyan Osszeget kapunk, amelyek koziil legalabb az egyik divergens.

Tegyiik fel példaul, hogy

i C(Bu) _

924k ’

k=1

és lassuk be, hogy ebben az esetben a B halmaz rekurrens. Azért érdemes ilyen ese-
tekre redukalni az eredeti allitast, mert a By, halmazok tavol vannak egymaéstol, és ez
segit olyan fiiggetlenség tipusi allitasok megfogalmazasdban és bizonyitasaban, ame-
lyek a Borel-Cantelli lemma divergens osszegekrol szélo felének a szamunkra megfelelo
modositasat adjdk. A wp, (0) valdsziniiségek becslése helyett olyan Ay eseményeket
definidlunk, amelyek valészintiségét szintén jél meg tudjuk becsiilni, és amely események
valészintiségére adott becslések hasznosabbak a szamunkra.

Tudjuk, hogy a bolyongés egy valészintiséggel végtelenbe tart. Ezért, ha valamely x
pontbdl inditjuk a bolyongast, és k elég nagy szam, akkor létezik egy legkisebb (véletlen)
7 idépont, amikor a bolyongas az Sy = {y: y € Z3, 2*¥=2 < |y| < 24*~2 4 1} halmazt
meglatogatja. Tekintsiik azt a hasonldéan definidlt 7441 idépontot, amikor a bolyongas
az Spy1 = {y: y € 73, 2*F+2 < |y| < 24+2 1 1} halmazt eldszor meglatogatja. Jeldlje
Ay azt az eseményt, hogy a bolyongas a |1y, T+1] idGintervallumban meglatogatja By
halmazt. Némi munkaval be lehet latni, hogy

B
P,(Ag) > @1 C<24;lk) minden y € S pontra,
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ahol a ()1 > 0 szdm nem fiigg sem a k indextdl sem az y € Si ponttdl.

Ezen éllitas bizonyitdsa hasonl6 a g, (0) valészintliség becsléséhez, csak némileg
tobb figyelmet igényel. Azt kell kihasznalni, hogy mivel az Sj11 sav pontjai viszonylag
tavol vannak az By, halmaz pontjaitdl, ezért annak a valészinlisége, hogy a bolyon-
gas a Tp+1 idopont utan latogatja meg a By halmazt sokkal kisebb, mint annak a
valoszintlisége, hogy a bolyongés a 7 idopont utan latogatja meg a By halmazt.

Az utolsé egyenlotlenség és az er6s Markov tulajdonsag segitségével be lehet latni
az aldbbi egyenlétlenséget is. Ha |z| < 24™~2 akkor

m-+s
_ _ - C(B
Pm(Amr\lAm+1ﬁ"‘mAm+s) S H (1_Q1 (24:k)>
k=m

minden s = 0,1,2,... szdmra, ahol A az A halmaz komplementerét jeloli. Mivel a
S C(Bar) _ vt 1 . o C(Buw)\ _ ) :
> —sm> = oo relaciobdl kovetkezik, hogy [] (1 — Q1=5z) = 0, ezért a fenti
k=1 k=m

egyenlétlenséghbdl kovetkezik, hogy P, ( N flm+k> = 0, azaz P, < U Am+k) =1az
k=0 k=0

oo

adott feltétel mellett. Ebbél viszont az kovetkezik, hogy a > | % = oo feltétel tel-
k=1

jestilése esetén a bolyongas barmely x pontbdl kiindulva 1 valdszintiséggel meglatogatja

o]
a B = |J By halmazt, azaz a B halmaz rekurrens.
k=1
A Dynkin-Yushkevich konyv elsé fejezete egy érdekes példaval fejez6dik be. Ebben
Wiener tétele segitségével (1.8. Tétel) meghatarozzak, hogy a 3-dimenzids rics bizonyos
részhalmazai rekurrensek-e vagy tranziensek. Nem nehéz belatni, felhaszndlva azt a
tényt, hogy a két dimenzids bolyongés allapotai rekurrensek, hogy a 3-dimenzids racs
By = {(n,0,0): —0o < n < oo} részhalmaza rekurrens. Lényegesen nehezebb annak
eldontése, hogy a By halmaz mely részhalmazai rekurrensek, és melyek tranziensek. Azt
varjuk, hogy a By halmaz egy elég stirti részhalmaza rekurrens, mig egy nem elég stirt
részhalmaza tranziens. De nem vildgos, mikor tekinthetjiik By egy részhalmazat elég
strtinek. Erre a kérdésre ad valaszt az alabbi tétel.

1.9. Tétel. Tekintsiik a 73 3-dimenzids rdcs eqy B = {(b,,0,0), n = 1,2,...} alaki

részhalmazdt, ahol 1 < by < by < -- -, pozitiv egész szamok szigoruan monoton sorozata.
oo o0

Ha > i < o0, akkor a B halmaz tranziens. Ha % = 00, €8 byi1 — b, > cloghb,
n=1 n=1

minden elég nagy n szamra alkalmas ¢ > 0 konstanssal, akkor a B halmaz rekurrens.

Természetesen egy tranziens halmaz minden részhalmaza tranziens, és minden egy
rekurrens halmazt tartalmazé halmaz rekurrens. Igy a 1.9. Tétel elég jo leirasat adja
annak, hogy a By = {(n,0,0): —oo < n < oo}, halmaz mely részhalmazai rekurrensek

és melyek tranziensek. Erdemes megjegyezni, hogy a rekurrencia feltételei kozott a
o.¢]

> bL = oo relacié mellett a b,41 — b, > clogb,, elég nagy n = 1 szdmokra feltétel
n=1 "

is szerepel. Ez egy olyan tipusu feltétel, amely azt koveteli meg, hogy a b, sorozat
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elég reguldrisan valtozzék. A konyv megemlit egy eredményt, amely azt mutatja, hogy
ez a feltétel nem hagyhatd el. A 1.9. Tétel specidlisan azt &llitja, hogy egy (b,,0,0),
1< b <by <...,pontokbdl allé6 halmaz rekurrens, ha b, ~ cnlogn, és tranziens, ha
by, ~ cen(logn)! ™, ¢ >0 és a > 0.

A 1.9. Tétel bizonyitasa a Wiener tétel segitségével egyszerii, ha jé becslésiink
van bizonyos B C By halmazok C(B) kapacitdsdra. Valdjaban elegendd a 1.8. Tétel
megfogalmazasiban szereplé By, halmazok C(By) kapacitdsat megbecsiilni. A bizonyitas
f6 része annak igazoldsa, hogy C'(B) < a B halmaz elemszama, mig ha b,+; — b, >
clogb, minden n = 1,2,... szamra, akkor létezik olyan M > 0 szam, amelyre

1
C(Bx) > v (a By halmaz elemszama)
minden k = 1,2, ... szdmra, ahol By = {(b,,0,0): 28=1 <5, < 2*} .

A 1.9. Tétel egyszeriien kovetkezik a fenti két egyenl6tlenségbdl és a 28~ < b; < 2%,
ha b; € By, relaciobdl. Ugyanis, innen kovetkezik, hogy egyrészt

1 11 B
Z > Z = —(a By halmaz elemszama) > o k>,

bl Q_k 2k oh
l: bje By l: b€By
masrészt, ha b,41 — b, > clogb, minden n =1,2,... szdmra, akkor
. ! 2 C(B
Z _l < Z k-1 = Z_k(a By, halmaz elemszama) < 2M (2kl~c)
l: byeBy l: bjEBy

Az els6 egyenl6tlenség bizonyitdsa egyszerii, mert ¢ p(z) < 1 minden x € B pontra.
Ezért
C(B) = Z vp(z) < Z 1 = a B halmaz elemszédma.
reB reB

A masik irdnyu egyenlétlenség bizonyitasa bonyolultabb. Itt azt latjuk be, hogy ha
bn+1 — b, > clogb, minden n = 1,2,... szdmra alkalmas ¢ > 0 konstanssal, akkor
létezik olyan M > 0 szdm, amelyre igaz minden £ = 1,2,... szdmra, hogy ha azt
a o p, figgvényt definidljuk a Z3 racson, amelyre ¢q g, (b,) = %, ha b, € By, és
©0,B, () = 0 egyébként akkor egy olyan ¢g p, fiiggvényt kapunk, amelyre teljesiil a
©0,B, € Kp, tulajdonsag. Ez ugyanis azt jelenti a 1.7. Tétel b) része szerint, hogy

1 1
C(Bg) = Z B, () > Z 0.8, () = Z U= a By, halmaz elemszidma.
ZEEBk xGBk xeBk

A 6 nehézség annak bizonyitdsa, hogy Gy g, (z) = Y. o, (¥)g(x,y) < 1 min-
yEBy,
den z € Z3 pontban, mert ez kell a ©o,B, € Kp, relacié bizonyitdsdhoz. Ez az a pont,
ahol a b, 11 — b, > clogb,, feltételre sziikségiink van.
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