HATARELOSZLASTETEL POISSON HATARELOSZLASSAL

A centralis hatareloszlastételhez hasonldan létezik hatareloszlastétel Poisson hatarelosz-
lassal. Ennek 4ltalanos alakjat szintén szériasorozatokra érdemes megfogalmazni. Ez a
kovetkezoképpen szol.

Hatareloszlastétel Poisson hatareloszlassal. Legyen adva egy

§1,0 -5 81m
€k71 te 7€k7nk
szériasorozat, azaz &, k = 1,2,..., 1 < j < ny wvaldszintségi vdltozok egy olyan

rendszere, amelyben az eqy sorban dllé (azaz ugyanolyan k index-szel rendelkezd) vald-
sziniségi valtozok fiiggetlenek. Tegyiik fel tovabbd, hogy e valdsziniiségi vdltozok teljesitik
a kovetkezo feltételeket is:

1.) A & valdszindiségi vdltozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.

ng
2) P(fk,j = 1) = )\k,j7 khm )\k,j =A>0.
ni
3.) sup Ap,; — 0, hak— o0, és > P(&k; >2) — 0, ha k — oc.
1<i<ng, Jj=1
ni
Ekkor az Sk, = Y &k, véletlen dsszegek eloszldsban konvergdlnak a A paraméteri
j=1
Poisson eloszlashoz, ha k — oo, azaz lim P(S, =1) = ’l\—!le_’\ minden | = 0,1,2,...

k—oo
szamra.

Megjeqyzés: Ertsiik meg a feladat feltételeit. Nem negativ egész értékii valdszintiségi
valtozokbdl allé szériasorozatot vettiink, amely teljesit egy az egyenletes kicsiséghez
hasonld feltételt. A 3.) feltétel alapjan lim sup P(&; > 0) = 0, ami hasonlit az

k=00 1<j<ny,
egyenletes kicsiség feltételéhez, bar megengedi, hogy nagyon kis valészinliséggel a & ;
valoszintliségi valtozok olyan nagy értékeket vegyenek fel, ami miatt a szérasnégyzetiik

nagy.

Ugyanakkor, mint azt a centralis hatareloszlastétel egyik példajanak targyalasaban
lattuk a (normalizalt) & ; — E&k ; valoszintiségi valtozdk a 2.) tulajdonsdg miatt nem
teljesitik a Lindeberg feltételt. Ezért rajuk nem érvényes a centralis hatareloszlastétel.
A 3.) feltétel alapjan mind a P(&,; = 1) mind a P({ ; > 2) valdsziniiségek nagyon
kicsik nagy k indexekre. De mig a P(& ; > 2) valészinliségek ‘masodrendben’ kicsik a

n

lim Zk P (& ; > 2) = 0 feltétel alapjan a P( ; = 1) valdszintiségek csak ‘els6rendben’

k—o0 j=1
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kicsik a lim Ak,j = A > 0 feltétel miatt. A tétel azt mondja ki, hogy ilyen feltételek
1

k—o0 =
Nk
teljesiilése esetén az S = ) & ; véletlen Osszegek egy A paraméterti Poisson eloszlasi
j=1

valoszintliségi valtozoéhoz konvergalnak eloszlasban.

Jegyezziik meg, hogy bar formalis értelemben az eloszlasok konvergencidjat mas-
képpen definidltuk, abban a specidlis esetben, ha mindegyik Sx, £k = 0,1,2,..., va-
16szintiségi valtozd egész értéket vesz fel az Sy valdszintliségi valtozok eloszlasban valéd
konvergencidja az Sy valdszintiségi valtozohoz k — oo esetben ekvivalens azzal, hogy
a klim P(Sy = n) = P(Sy = n) relacié teljesiil minden n egész szamra. Ezért a
kimoflfiott hatareloszlastétel bizonyitasahoz elég azt megmutatni, hogy az S véletlen
osszegek karakterisztikus fliggvényei konvergdlnak egy A paraméterti Poisson eloszlasu
S valészintliségi valtozo karakterisztikus fliggvényéhez. Ennek bizonyitdsa azon alapul,
hogy j6 aszimptotikus formulat adunk az Ee'*¢ki karakterisztikus fiiggvények értékeire.

A tétel bizonyitasa. Egy X\ paraméterii Poisson eloszlasi Sy valészintiségi karakteriszti-
kus fliggvénye

x ] o0 it\J .
Ee’itS() — Z ﬁe—)\eijt — 6—>\ Z ()\6 )J _ 6)\(6%_1).

Mésrészt Felltti = P(&; = 0) + e P(é; = 1) + ek (), ahol ey ;(t) = 3 P(&; =
=2

e, Vezessiik be a di ; = P(&; > 2) jeldlést. Mivel |eg ;(t)| < P(&; > 2) = Sk,
P(éry = 0) =1 =Py = 1) — P(€r; > 2) = 1 — Apj — O, ezért Ee'tri =

1— Xk —l—eit)\k,j + 1,5 (t) valamely 7y, ;(t) mennyiséggel, amelyre |0y ;(¢)| < 20y ;. Mivel

[log(1 + 2) — 2| < 2[2|%, ha [z] < {5 (tetsz8leges z, |z| < 15 komplex szdmra), és

lim sup Ap; =0, lim sup i ; =0 az el6z6 becslések alapjan felirhatjuk, hogy
k—00 1< j<n,, k=00 1<j<ny

|log Be'®ri — (Be'tvi —1)| < 2|Ee'tkd — 1)2,
és mivel |(Ee®ri — 1) — \g (et —1)| < 25
| log Ee™ 3 — A, j(e" — 1) < 26y, ; + 2|Ee” i — 1]* < 8AF ; + 40 (1)

minden 1 < j < ng indexre, ha k > kg valamilyen alkalmas kg index-szel. Az utolsé
egyenlotlenségben azt hasznaltuk ki, hogy

|[Eetri — 112 < 2|(Be™* — 1) — Ay (e — 1)]? 4 2| Anj (" — 1)|> < 467 + 8A} .

Az (1) egyenlStlenséget Osszeadva minden 1 < j < ny indexre azt kapjuk, hogy nagy k
indexekre

ng Nk Nk
> log Bt — (¢ —1) Y Aies| £ D (4N + 80ky)-
j=1 J=1 J=1
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Mivel lim ) d;; =0és lim ) )\k’j < lIm sup Ag;j- Y. Ak =0, ezért
—00 =1 k—o0 j=1 k—o0 1<j<ny =1

Nk Nk
Zlog Eettri — (¢t — 1) Z Akj| — 0, hak — oo.
j=1

j=1

ng
Tovabba, mivel lim ) Ay ; = A >0, ezért

k—oo j:]-

Nk

li log Ee'®ri = (e — 1), h :
kirgozl og Ee e ), hak— o0
J:

‘ ng o ; .
Ez azt jelenti, hogy lim Eei®St = lim [[ Eeitvi = M1 = EeitSo &g ezt kellett
k—oo k—oo j=1
belatni.

Megjegyzés: A bevezeto valdszinliségszamitas eléaddasban a fenti tétel egy gyengitett
valtozatat a generatorfliggvény modszer segitségével bizonyitottuk be. A karakterisz-
tikus fiiggvény és generator fiiggvény modszer alkalmazdsa kozott (nem negativ egész
értékii valdszintliségi valtozdk vizsgalatdban) szoros kapcsolat van. Valéban, legyen &

[o@)
nem negativ egész értékii valdszintiségi valtozd, P({ = k) =pg, 0 <k < o0, > pr = 1.
k=0

o0
Ekkor a ¢ valdszintiségi véltozé generatorfiiggvénye P(z) = > ppa®, karakterisztikus
k=0

w . .
fiiggvénye pedig o(t) = Y pre®*. Innen ¢(t) = P(e'). Tehat nem negativ egész
k=0

értéklt valdszintiségi valtozdk karakterisztikus fliggvénye megegyezik e valdszintiségi
valtozdk generatorfiiggvényének az értékével a komplex egységkoron. (A p(t) szam
a generatorfiiggvény értékével egyenld az abszcissza tengellyel t szoget bezard komplex
egységvektoron.)

A centralis és tobbdimenzids centralis hatareloszlastétellel
kapcsolatos feladatok.

A t6bbdimenziés normaélis eloszlds definicidja szerint egy n-dimenziés & = (&1, ...,&n)
standard normaélis eloszldsi vektorra és egy n x n méretii A matrixra £A (nulla varhaté
értékil, n-valtozds) normélis eloszldsu vektor. Meg akarjuk mutatni, hogy igaz a kévet-
kez6 altalanosabb allitas.

Allitas. Tetszbleges n-dimenzios & = (&1, ... ,&,) normdlis eloszldsu vektorra és m X n
méretd A mdtrizra EA (nulla vdrhaté értékid, m-vdltozds) normdlis eloszldsi vektor.

Ezt meg lehet mutatni a £ A karakterisztikus fiiggvényének a kiszamolasaval, de
lassuk be ezt az allitast kozvetleniil linedris algebrai médszerekkel.
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Az dllitds bizonyitdsa. Feltehetjik, hogy & n-dimenzids standard normalis eloszlasu
valészintiségi valtozé, mert eloszldsa megegyezik egy € = nB véletlen vektoréval, ahol
n standard normalis, és B n X n-es matrix. Ezért £A eloszldsa megegyezik A = nBA
eloszlasaval, és elég az utobbi véletlen vektor normalitasat belatni.

Ha m = n, akkor ez az &llitds a normalis eloszlas definicidjanak a kozvetlen
kovetkezménye. Az m > n eset szintén egyszerii. Ekkor ugyanis a & véletlen vektort
kiegészithetjiik egy & = (&1, ..., &n) m-dimenzids standard normalis eloszlastu véletlen
vektorrd, A-t pedig egy m x m méretii A matrixra az utolsé m — n sor minden elemét
nullénak vélasztva. Ekkor €4 = £A m-dimenziés normalis eloszldsi vektor. Az m < n
eset vizsgalata érdekében igazolunk egy onmagaban is érdekes és hasznos allitast. Ennek
érdekében definidljuk a kovetkezo Euklideszi teret.

Legyen &1, &, ... &, n fliggetlen, standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo.
n

Tekintsiik az Osszes n = ), a;§; valésziniiségi valtozdt, ahol aq, . . ., a, tetszbleges valds
i=1

szdmok. Az igy definidlt valdszintiségi valtozok egy N Euklideszi teret alkotnak, ha e tér

n n
kétn= > a;§ e N, 1= 3 a;§; € N, elemének az An+ B7 linearis kombindci6jat az
j=1 j=1

An+ B Z (Aa; + Ba;)&;) képlettel definialjuk, skaldrszorzatukat pedig az (n,7) =

Z ;a; formuldval.

Lemma. Az elébb definidlt N Euklideszi tér elemei nulla vdrhaté értékii normdlis
eloszldst valdsziniségi vdltozck. Tovdbbd, ha adva van k darab n; € N, 1 < j < k,

korreldlatlan, azaz olyan valdsziniségi vdltozd, amelyekre Enn; = 0, ha 1 < 4,57 <
k, és i # j, akkor ezek az my,...,n valdszindségi vdltozok fiiggetlenek (és normdlis
eloszldsuak).

Bizonyitds. Tanultuk, hogy fliggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi valtozdk Osszege
n
is normalis eloszlasd. Ezért minden n = Y a;&; alaki, azaz n € N valészintiségi valtozé
j=1
normalis eloszldsi és nulla vérhaté értékd. Amikor be akarjuk ldtni, hogy az n; € N,
1<j3<k,és Enn; =0,1<1,j <k, i#j feltételeket teljesité valoszintiségi valtozdk
fliggetlenek azt is feltehetjiik (az n; vektorokat alkalmas konstanssal megszorozva), hogy
Enjz =1,1<j <k Ekkor azn; € N, 1 < j <k, vektorokat kiegészithetjiik egy
ortonormélt n = (ny,...,n,) bazissd a N térben. Ekkor viszont n = (U egy unitér
U matrix-szal, és mint tanultuk, ebbdl kovetkezik, hogy n standard normalis eloszlasu
véletlen vektor, tehat koordinatai fliggetlenek.

Az allitas bizonyitisa az m < n esetben. Tekintsik a ( = £A vektor ((1,...,Cm)
koordindtait, mint az el6bb definidlt N/ Euklideszi tér elemeit. Tekintsiikk az N tér
C1,...,Cn vektorok &ltal kifeszitett linearis alterét, és abban egy n1,...,nm, m' < m
ortonormalt béazist. Ekkor n = (n1,...,7m ) egy standard normalis eloszlasi vektor, és
¢ = nA’ alkalmas A’ m’ x m méretli métrix-szal. Innen kovetkezik, hogy a ( vektor is
normalis eloszlasu.



Feladatok:

1)

Legyen &1, ...,&, n-valtozos normalis eloszlasu véletlen vektor, és k, 1 < k < n,
egész szam. Mutassuk meg, hogy (&1, ...,&;) k-véaltozés normalis eloszlasu véletlen
vektor.

Megoldds: (&1,...,&,) azonos eloszlast egy (&1,...,&,) = CA+ (mq,...,my,) vek-
torral, ahol ( = ({3, ..., (,) n-valtozés standard normalis eloszlasi vektor, A alkal-
mas n X n méretii matrix, és (myq, ..., m,) alkalmas n-dimenzids (determinisztikus)
vektor. Jelolje B azt a k x n méretli matrixot, amelyet gy kapunk, hogy az A
matrixnak csak az elsé k oszlopat érizziik meg. Ekkor a (&1,...,&k) vektor azonos
eloszlasi a (C1,...,Cn)B + (mq,...,my) vektorral. Innen, illetve a feladatsor elott
megfogalmazott Allitasbdl kovetkezik a feladat &llitésa.

Legyenek &71,&s, ..., &, fiiggetlen normalis eloszlasu valdszintiségi valtozék m var-
n

hat6 értékkel és o2 szérdssal. Ekkor a £ = L 21 & ésaz S, = Zl(fj — £)? vals-
j= j=

szinliségi valtozok fiiggetlenek egyméstol. Tovabba \/TH(E — m) standard normaélis

eloszlas, %Sn pedig n — 1 szabadsdgfoki x? eloszlast valdsziniiségi valtozé. (Ez az

eredmény magyarazza meg, hogy bizonyos statisztikai feladatokban miért jelenik

meg az U-eloszlds, amely egy standard normélis és egy t6le fiiggetlen x? eloszlast

val6szintliségi valtozd hdnyadosanak az eloszlésa.)

Megoldds: Tekintsiik a (&,&; — &, ..., &, — &) véletlen vektort. Ez az el6bb targyalt
eredmény alapjan egy n + 1 dimenziés normalis eloszlasu véletlen vektor. Tovabba
egyszerii szdmolds mutatja, hogy Cov (£,&; — &) = Cov (,&;) — Var € = 0 minden
1 < j < nindexre. Ezért a (£,& —&,...,& — &) véletlen vektor D = (d; ),
1 <14,7 < n+4 1, covariancia matrixa felbomlik egy 1 x 1-es és n X n-es matrix
direkt szorzatdra, azaz di; = d;j; = 0, 2 < j < n+ 1. Ezért a normélis
eloszlasu vektorok tulajdonsdgaibdl, (abbdl, hogy egy normalis eloszlasi véletlen
vektor eloszlasat meghatarozza a véletlen vektor kovariancia matrixa és varhaté
érték vektora) kovetkezik, hogy & és (&1 — &,...,&, — &) fiiggetlenek, tovabba
n

normalis eloszldstiak. Ezért a € és az S, = > (& — &)? valészintiségi valtozdk

J=1

fiiggetlenek egymdstél. A x? statisztikdrdl tanultak alapjan S, eloszldsa meg-
egyezik egy x2(n — 1) eloszlast valészinfiségi valtozé eloszldsdval megszorozva a o
szammal. Ez az eredmény megkaphato, a x? statisztikdrdl sz6l6 eredmény specidlis

eseteként, ha felirjuk a (§1 —¢, ..., &, —§) vektor kovariancia métrixat. E vektor ko-
varianciamatrixa ugyanis Cov (§; —§,§; —§) = n2Var & —2%5 Var & = — %Var &1,

ha i # j, és Var (§ — §) = 51 Var& + (1 — L)*Varg = (1 — L) Varg;.

A kovetkezd az eldadasban bebebizonyitott eredményt alkalmazzuk. Egy k-val-
tozés, nulla varhat6 értékd és (d(,j)), kovariancia matrixi normadlis vektor ko-

ordindtainak négyzetosszege x-négyzet eloszlasi k — 1 szabadsagfokkal, ha d(i, j) =
k

—/Di/Dj, hai # j, és d(i,i) =1 —p;, tovabbd 1 <p; < 1,1 <i <k, és > p; =1,
i=1
Ezt az eredményt alkalmazzuk n =k, p;, = % valasztassal.
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3.)

11

Legyenek &1, ...,¢&, fliggetlen, a [ 55 5] intervallumban egyenletes eloszlasu valé-

szintiségi valtozok. Mutassuk meg, hogy a Z §j és Z 52 Osszegek normalizaltjai-
7j=1 =1

nak, azaz a /12 Z & és /12 Z (52 — &) val6sziniiségi valtozéknak az egyiittes

eloszlasa a két- d1menz1os Standard normalis eloszldshoz konvergal, ha n — oo.

Megoldds: EE =0, BEE? = &5, Var{ = &5, Var&? = B¢ — (BE2)? = & — 14 =
ﬁ Tovabbd Cov (&, &?) = E€* — EEEE? = 0. Ezért a (V12¢5,V180 (£ — §5)),
j=1,2 ..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhato értékkel és az identitas
kovar1anc1a matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételbol

kovetkezik a feladat allitdsa.

Egy népszavazasi kérdést a vélasztason akkor fogadnak el, ha egyrészt tobben
szavaztak ra igennel, mint nemmel, masrészt az igen szavazatok szdma meghaladja
az Osszes valasztopolgarok szamanak a 20%-at. Legyen mondjuk, n = 5000000 va-
lasztépolgar, mindenki egymastol fiiggetlentil 40% valésziniiséggel megy el szavazni,
és 50% valdsziniiséggel szavaz igennel. Mi a valészintisége annak, hogy a népszava-
zas eredményeként elfogadjak a népszavazasi kérdést?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezo (kétvaltozos) vektorértékii (€;,n;) valoszintiségi
valtozokat. §; = 1, ha a j-ik szavazé igennel szavaz, £; = —1, ha nemmel szavaz,
és {; = 0, ha nem megy el szavazni. n; = 1, ha a j-ik szavazé igennel szavaz,
773 =0 egyebkent tehat ha nemmel szavaz vagy ha nem megy el szavazni. Legyen

Z &y Ty, Z n;. Ekkor minket annak a valésziniisége érdekel, hogy
=1

mind az S, > 0 mmd a T, > 0.2n esemény bekovetkezik. Erre a kérdésre a
tobbvaltozos centrélis hatareloszlastétel segitségével tudunk valaszolni, ha azt a
(&j,m;) véletlen vektorok Osszegére alkalmazzuk. Ekkor E¢; = 0, En; = 0.2,
Var{; = E¢; = 0.4, Varn; = En; — (En;)® = 0.2 — 0.2* = 0.16, Cov (&;,1;) =
E&n; — E&GEn; = EEn; = P(§ =1,n; =1) = 0.2. (A szdmolas utolsé 1épésében
kihasznaltuk, hogy 7, két értéket vesz fel. Tovabba, ha n; = 0, akkor &;n; = 0, és
ha n; = 1, akkor a &; és 1; definicidja szerint £; = 1.) Innen nli_}n;{) P(S, >0,T,, >

0.2n) = lim P (\/Lﬁsn >0, = (T, — ET,) > 0), és ez azon (X,Y) normalis el-

oszlasu véletlen vektor altal meghatarozott P(X > 0,Y > 0 valdszintiséghez tart,
amelyre EX = FY = 0, kovariancia matrixat pedig a Var X = 0.4, VarY = 0.16,
Cov (X,Y) = 0.2 képletek hatdrozzdk meg.

Megjegyzés: Az ebben a feladatban kapott valészintliség valamivel nagyobb, mint
0.25, azaz az az érték, ami akkor jelenne meg, ha a hatéreloszldsban megjelend
normalis eloszasu véletlen vektor X és Y koordinatai korrelalatlanok, ezért fligget-
lenek lennének. 0.25 annak az (aszimptotikus) valészintisége, hogy legalabb a szava-
zatok 40%-at leadték, és az igen szavazatok voltak tobbségben. De pozitiv valdszi-
niiséggel az is bekovetkezhet, hogy az Ossz-szavazatok szama valamivel kevesebb,
mint a szavazdsra jogosultak szdménak 40%-a, de ezen belill a tobbségben levé
igennel szavazok szdma meghaladja a szavazdsra jogosultak szaménak a 20%-at.
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5.) Szamoljuk ki az eléz6 feladat megolddsdban megjelend hatareloszlas siiriiségfligg-
vényét, azaz egy olyan normalis eloszlasu (£, n) véletlen vektor stirtiségfiiggvényét,
amelyre F{ = En =0, Var X = 0.4, VarY = 0.16, Cov (X,Y) = 0.2.

Megoldas: Szamoljuk ki a tekintett véletlen vektor kovariancia matrixanak a deter-
minansét és inverzét. A determindns értéke Var Varn — (Cov (£,1))? = 0.4-0.16 —

0.22 = 0.024, az inverz métrix olyan D = (é g métrix amelyre A = 216 —

0.024

% k: % C=qs61= 50 , B = —090% = —2?5. Innen a keresett stirliségfiiggvény
értéke
1 V15 5
flz,y) = mfﬁ_(’qm2+cy2+23x?’)/2 50r &P {—§(2$2 + 5y 5:1;y)}

Innen az is kovetkezik, hogy az el6z6 feladat megoldasat megadd valdsziniiség
kozelitdleg [ [° f(z,y) dz dy a fenti f(z,y) stiriségfiggvénnyel.

6.) Egy termék megvasarldasakor kapunk egy kupont. Osszesen n kiilénboz6 kupon
l1étezik, és az egyes vasarlasok soran egymastol fiiggetleniil % valoszinliséggel kapjuk
meg valamelyik kupont. Egymaéas utdn sok alkalommal vasaroljuk meg ezt a ter-

méket. Jelolje S = an) azt a valdsziniiségi valtozét, hogy hanyadik vasarlasnal
gytijtottiik ssze a kuponok felét, azaz % kiilonb6z6 kupont, (legyen n paros szam),
és So = Sén) azt a valdszinliségi valtozét, hogy hanyadik vasarlasndal gytijtottiik
Ossze az Osszes kupont. Szamoljuk ki 57 = Sf”) és So = Sgn) varhato6 értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Jelolje Uy azt, hogy hanyadik véaséarlasndl kaptuk az els6, U, azt, hogy
hanyadik véasarldsndl kaptuk a maésodik, és igy tovabb Uy azt, hogy hanyadik
vasarlasnal kaptuk a k-ik kupont, 1 < k < n. Ekkor a { = U —Ui_1, 1 <k <n,
(az Uy = 0 jeldléssel) fiiggetlen geometriai eloszldsu Valo'szinﬁségi valtozok, és &

eloszlésdnak a paramétere p = =5+t Tovibba, S(n) Z €k, S(n) Z k. Ezért

a bevezetd eldadasban a geometriai eloszlas varhaté erteknek és szorasnegyzetenek

n/2 n
kiszamol4sarol szol6 eredmény alapjan ESYL) - kz_zl kT = . Z/:2+1 1, ESé”) =

n/2 E—1 n/2

n n

n _ 1 (n) _ n — k=1 _ 4
Z n—k+1 n Z Lo Var Sl - Z (n—k+1)2 — n Z (n—k+1)2> €S
k=1 k=1 k=1 "2 k=1

n k—1

(n) _ R . k-1
Var 52 - Z (n—k+1)2 n Z (n —k+ 1)2 :
k=1 nZ k=1

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy ES( " o Ldr = nlog?2, mig ES( RN nlogn

Hasonléan, Var Si "on 0n/2 CEOE

n/2 T
dr = nf1/2 - t)2 dt = const. n. Masrészt VarS

7



nagysagrendje n

2. Valbban, tekintve a Var S, (") et definilé osszegnek a k = n pa-

rameterhez tartozo tagjat kapjuk, hogy Var S( > n(n — 1). Tovéabba Var Sén) =

2
n E —k+1)2 Ic+1)2 <n E hz = 1 kzl 7z < const.n’.

7.)

Hogyan tudunk a centralis hatdreloszlastétel segitségével egy olyan [A,,, B,| inter-
vallumot definidlni, amelyre nagy n szdmra P(S%") € [A,,By]) ~ 09 a 6. fel-

adatban definidlt S{n) valészintiségi valtozoval? Mutassuk meg, hogy az Sén)
valészintiségi valtozdkra nem alkalmazhaté a centralis hatareloszlastétel.

Megoldas: Lattuk a 6. feladat megoldasaban, és az azt kovetdo megjegyzésben,
hogy Sin) felirhaté 5 fiiggetlen valdsziniiségi valtozd Osszegeként, és a varhatod

értéke Cp, =n Y. %, szorasnégyzete pedig

k=n/2+1
n/2 n/2 k=1 1/2
k—1 t
Var s =n) A dt
ar nkzl T nkg_; i n/o et
BRLE
:n<[—} + [log(1 —t)] 1/2> —log2)n
1—t],
Ezért a centralis hatareloszlastétel alapjan
(n)
Pl—-t< 51 <t | ~20(t
(1 — log2
Valasszuk ¢-t, mint azt a szdamot, amelyre <I>(t = 0.95. A normalis eloszlas

tablazata alapJan t ~ 1.645. Legyen A, = C, — 1.645,/(1 —log2)n, B, =

n

Cp 4 1.645,/(1 —log2)n, ahol C, =n > 1.

k=n/2+1

Meg kell még indokolni, hogy a centralis tétel alkalmazhaté ebben az esetben. A
szériasorozatokrol szold centralis hatareloszlastételre van sziikségiink a flin), n =
2,4,6,..., 1 < k < n, szériasorozatra. Be lehet latni az eldadason fiiggetlen valé-
szintiségi valtozok Osszegére targyalt érveléssel, hogy a centrélis hatareloszlastétel
teljesiil, ha az 6sszeadanddk valamely 2-nél nagyobb (példdul negyedik) momentu-
mai nem tul nagyok. A 42. feladat szamolasa alapjan konnyen ellenorizhet6, hogy
E¢ < Ci,hal <k < 5 egy Cp konstanssal, amely nem fiigg n-t6l. Méasrészt
Var§, > C3 egy n-tdl fliggetlen Co konstanssal, ha 7 < k < 3. Ezek a reldciok
elegendGek a centralis hatareloszastétel teljesiiléséhez.

A 6. feladat utdni megjegyzésben lattuk, hogy Var§&, > const.n?, és Var Sén)
const.n?. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben a centralis hatdreloszldstételhez

sziikséges egyenletes kicsiség feltétele nem teljestil.

Egy nagyvarosban népszavazast tartanak egy kérdésrol. A varos egy folyd két
oldalan fekszik, és a folyd két oldalan lakéknal mas mind a kérdés tamogatottsiga,
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mind a szavazasi hajlanddsdg. A folyé baloldaldan 85000 szavazopolgar lakik, az
ottlakok % valoszinliséggel tamogatjak a javaslatot, és % valoszintiséggel mennek
el szavazni. A foly6 jobbpartjan 50400 szavazdpolgar lakik, az ottlakok % valo-
szinliséggel tamgatjak a javaslatot, és % valészintiséggel mennek el szavazni. Az
egyes lakosok véleménye és szavazasi hajlanddsaga fiiggetlen egymastol. Mi annak
a (kozelitd) valoszintisége, hogy a leadott igen szavazatok szama nagyobb, mint a

leadott nem szavazatok kétszerese plusz 10807

Megoldds. Vezessiikk be a kovetkez6 £;, 1 < j < 85000 és n;, 1 < 5 < 50400,
valészintiségi valtozokat. £; = 1, ha a foly6 j-ik baloldali partjan laké szavazépolgar

igennel szavaz, {; = —2, ha nemmel szavaz, és §; = 0, ha nem megy el szavazni,

1 < j < 85000. Hasonléan, n; = 1, ha a folyé j-ik jobboldali partjan laké

szavazopolgédr igennel szavaz, 17; = —2, ha nemmel szavaz, és 7; = 0, ha nem
85000 50400

megy el szavazni, 1 < j < 50400. Legyen S = > &+ > n;. Vegyik észre,
j=1 j=1

hogy minket a P(S > 1080) valészintiség nagységa érdekel. (A &; és n; valdsziniiségi
valtozokat hasonléan definidltuk. Azért tettiink kozottiik kiilonbséget, mert mas az
eloszlasuk.) Erre a valészintiségre a fiiggetlen, de nem feltétleniil egyforma eloszlasu
valoszinliségi valtozok Osszegére vonatkozo centralis hatareloszlastétel segitségével
tudunk jé kozelitést adni. Ennek érdekében szamoljuk ki az S Osszeg varhaté
értékét és szérasnégyzetét.

Mivel P(§; = 1) = %» P =-1) = % P =0) = %, ezért E¢; = %, E ]2 - %7
Var¢; = %é‘ Hasonléan P(n; =1) =1, P(n; = —1) = &, P(n; = 0) = &, ezért
En; = Enj = 2, Varg§; = 3. Exért ES — 85000 x 1 — 50400 x & = 200,

Var S = 85000 x 34 + 50400 x = (20)2(17% + 14?) ~ 4402

funen P(S > 1080) = P ($558 > I-ES) — P ($555 > ) ~ 1 - 0(2) ~
0.0228.

Tovdbbi feladatok.

Legyenek £ és n fliggetlen, standard normadlis eloszldsi valdszintiségi valtozok.

Lassuk be, hogy &2 + n? exponencidlis eloszlast valészinfiségi valtozd \ = % para-
méterrel.

Megoldds: P(¢2 < z) = ®(\/z) — ®(—/z) = 28(\/z) — 1, ha = > 0. Irjuk fel
€2 stirliségfiiggvényét és konvolucid segitségével a kivant stirtiségfiiggvényt. A &2

val6szintiségi véltozé siiriiségfiiggvénye g(x) = ‘p%@ = \/;Txe_x/ 2 hax >0, és
g(x) =0, ha x <0, és £2 + n? stirtiségfiiggvénye

r 1
- - —u/2 —(z—u)/2
r)=qgx*xqg(x) = _ ¢ e du
@) =99 /0 2w/ u(r — u)
1
1 1

_ —x/2 — —x/2
= e dv = —e ; ha x 2 07

/o 21+ /v(1 — v) 2

és f(x) =0, haz <0.



(1-v)
az a tény, hogy a végeredményként kapott fliggvény siriségfiiggvény, ezért integréalja a
szamegyenesen eggyel egyenld. De ki is tudjuk szamolni ezt az integralt. Vagyiik észre,

hogy

Megjegyzés: Az x paramétertol nem fliggd fol \/% dv integral értékét meghatiarozza
v

1 1 2

Vol —w) \/%—(v—%)Q V1—(2v—1)?

ezért u = 2v — 1 helyettesitéssel

r 1 201 1

[,
o 2my/v(l—v) 1 2mV1—4?

_ 1 . 2c—1 al“CSin(2x — 1) + %

=3 larcsinz]™] © = - '

Innen kovetkezik, hogy a tekintett integral értéke z = 1 eseten 5, mivel arcsinl = 7.

10.) Legyen 1y és no két fiiggetlen normaélis eloszldstu valészintliségi valtozé my illetve
mo varhaté értékkel, o3 és 03 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy az 0y + 1y Osszeg
my +mo varhaté értékii és o2 + 03 szérasnégyzetit normalis eloszldst valészintiségi

valtozé.

A feladat megoldésa elott érdemes megjegyezni, hogy
/ e~ (@=A/B g0 — \/Br.
— 00

Ezt lathatjuk példaul az y = \/5% helyettesitéssel, és abbdl a ténybdl, hogy a
o(y) = \/%e_?f/ 2 fiiggvény stirliségfiiggvény. Ez az észrevétel azért hasznos, mert
ez lehet6vé teszi, hogy amennyiben olyan integralt kell kiszdmolni, amelyben az inte-
grandus exponensében egy kvadratikus alak szerepel, akkor az inegrandusban szerepl6
kifejezést teljes négyzetté alakitva ki tudjuk szamolni az integralt. Ez a gondolata a

jelen feladat megoldasanak is.

Megoldas: Az n1 + ny valdszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

—(u—ml)z/Qaf e—(m—u—m2)2/2¢7§ du

/ 27r01 09

e u? L + L +u m + R
X —_— — — — —_—
27‘(’0‘1 0P P 202 203 o2 o3

2
I ' . 0% + o3 myo3 + (x —ma)o?
N 2mo109 *P 20202 \* o2 + o2
—0 103 1 3



(o} + (e —m)od)? md (e -ma)?|
20202(0? + 03) 202 203

00 1 2 2
:/ exp{_%uz} i
oo 20109 20705

exp { (m102 + (@ —m2)o2)2  m?  (z —my)? }

20203(0% + 03) - 202 203
1 (mio3 + (x —ma)of)®  mi  (x—my)?
= 5 5~ OXP 95202 (02 2 T 952 952
2n(07 + 03) oios(of + 03) o1 03

1 (x —mq —ma)?
= ———exp§ — > :
2n(of + 03) 2(01 + 03)

Megjegyzés. A feladatot lehet egyszertisiteni. Elég példaul arra az esetre koncentralni
a figyelmiinket, amikor m; = 0 és mo = 0. Valéban, vezessiik be az 7, = m1 — my
és Ny = ny — mo valdszinliségi valtozokat. Ekkor 7; és 7, fiiggetlen normalis eloszlasu

2

valészintiségi valtozok 0 varhaté értékkel, of és o3 szérasnégyzettel. Masrészt ny +ny =
M1 + 72 +mq +maq, és ha 71 + 7 stiriségfiiggvénye h(x), akkor n; + n9 siiriiségfliggvénye
h(z —my —msy). Miért? Ez azt jelenti, hogy elég 7, + 72 stirliségfliggvényét kiszdmolni.

11.)

12.)

13.)

Legyen ¢ standard normalis eloszlasu valészintliségi valtozo, azaz legyen £ stri-
Lot o 1 —x2/2

ségfliiggvénye f(xr) = ——e
gfiiggvénye f(z) = —=

valészintiségi valtozé Eelé varhaté értékét.

Megoldas:

, és legyen t valés szam. Szamoljuk ki az e'¢

Feté — /OO et 1 e—u2/2 du — /oo 1 etu—u2/2—t2/2+t2/2 du
— 00 V 27—“ —0o V 27T

_ )2 /Oo 1 —(t—u)?/2 du — t2/2
=e —€ U =e .
oo V2

Legyen & normalis eloszlasi valészinliségi valtozd 2 varhatd értékkel és 3 szorés-
négyzettel. Szamoljuk ki minden valés ¢ szdmra az Fe's varhaté értéket.

Megoldas. A feladatot megoldhatjuk az el6z6 feladat megoldasahoz hasonléan. A
¢ valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvényét is fel tudjuk irni, és ezutan az el6zo fel-
adathoz hasonld integral segitségével fel tudjuk irni a keresett varhatd értéket, és
azt ehhez a feladathoz hasonléan ki tudjuk szamolni. De egyszeriibben is célhoz
érhetiink. A feladatot kozvetleniil visszavezethetjiik erre a feladatra. Felirhatjuk
ugyanis a ¢ valészintiségi valtozét & = v/3n + 2 alakban, ahol 1 standard normalis
eloszlést valészintiségi valtozé. Innen kovetkezik, hogy Eeté = Eet(V31+2) —
2 FetV3n = 2t (V3N — 2t431°/2 55 01876 feladat eredménye alapjan.

Legyen ¢ standard normadlis eloszlasi valészintiségi valtozd, azaz legyen a stliri-

ségfiiggvénye ¢(z) = \/%e_xQ/Q, —00 < x < o0o. Szamoljuk ki a & valdszintiségi
valtozé EEF k-ik momentumét minden k = 0,1,2, ..., nem negativ egész szamra.
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14.)

Megoldds: E¢F = [% a*p(z)dr minden k = 0,1,2,... szdmra. Mivel pdratlan
k = 2k + 1 szdmokra a fenti integral x2**1p(z) magfiiggvénye paratlan, innen
adédik, hogy E€28+1 = 0. Péros indexekre a kovetkezd szamolast végezhetjiik el

parcidlis integralas segitségével.

> 1 > 2
E¢?k :/ 22 o(2) doe = —/ 22k lype=2"/2 4y
3 . o(x) NN

-1 [T o d ( - 2/2)
= — x — (e™® dx
V2 J- dx

—1 2k—1_— 2/2 / p2k=2,— 2/2
= e * (2k — e ¥ /2dx
\/27r [

2k—1 2k—2 —:17 /2 )EEQk de

g

Mivel B¢ = 1 a fenti azonossdgbdl kapjuk, hogy E¢2 = 1, E¢* = 3E¢? = 3
E¢6 = 5F¢* = 5.3, és teljes indukciéval FE? = (2k—1)-(2k—3)-(2k—5)---3-1.

Legyen & és n két fliggetlen standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo.

Szamitsuk ki az % hanyados eloszlas és stirtiségfiiggvényét.

A megoldas kidolgozasa elott tegylink elészor egy dltalanos megjegyzést. Ha adva
van két valdsziniiségi valtozé € és n, amelyek (egyiittes) silirliségfiiggvénye egy is-
mert f(u,v) striségfiiggvény, akkor az g hényados eloszlasfiiggvényét a kovetkezd
médon szamolhatjuk ki: Vezessiik be a g(u,v) = g, (u,v) fiiggvényt, amely a sikon
az {(u,v): ¥ <z} halmaz indikdtorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha 2 < z, és
g(u,v) =0, ha 2 > . EkkorP(% > Eg(&n) = [ [ g(u,v)f(u,v)dudv =

i f{(u 0): v <2} f(u,v) dudv. Litni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgalandé
integral viszonylag egyszerti, konnyebben kezelheto.

Megoldds. A feladatban vizsgdland6 hanyados eloszlasfiiggvénye

1
Flz) =P (ﬁ < x> - /[ L2 gy gy
£ {(u,v): v<zu} 2m
1 00 1 arctan x 1 1
) Y / re_”2/2 drdy = _/ dp = — + —arctan .
2m — 5 <p<arctanz J0 d 2 T

T
2

Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk v = rcosep, v = rsiny transz-
formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szdmolas soran az integrandusban meg-
jelenik az r Jacobian mint szorzé faktor. Ezutdn azt vegyiik észre, hogy a belso r

o0
valtozé szerinti integral fooo re= /2 dp = [—6*7”2/2} =1.

0
Kiszamoltuk a keresett valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. E valdszintiségi
) L g e ’ £ pe ’ NPT _ dF(z) __
valtozé stirtiségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivaltja, azaz az f(z) = == =

12



15.)

Masodik megoldds. A (&,n) vektor stirtiségfiiggvénye %e_(x%y%/ 2 ami forgatésin-
varians fliggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (£, n) vektor
egy origobol kiindul6 « szogl szogtartomanyba esik, 5. Ezért

P (g < :U) =P ((f, n) € [—g, arctan 93) U [g, arctan x -+ 7r> szégtartoményban)

—12< tanx + )—l—l—l tan
—_— —_— I‘ —_ ] = — _r .
5 arctan » 9 5 arctan

Legyen (&,n) két-dimenziés valésziniiségi véltozé f(x,y) stiriiségfiiggvénnyel. Las-
suk be, hogy a g valoszinliségi valtozénak is 1étezik striségfiiggvénye, és az a
g(t) = ffooo f(x, tx)|x| de figgvény. Adjunk ennek az eredménynek a segitségével
1j megoldast az el6zo feladatra.

Megoldds: Jelolje G(t) a g tort G(t) = P (g < t) eloszlasfiiggvényét. Ekkor

G(t) = / f(z,y) dz dy.
(z,y): %<t

Szamitsuk ki ezt az integrilt az (z,z) = (x, %) helyettesitéssel. Ekkor a G(t)
fiiggvényt kifejezé integralban az 1j integréaldsi tartomény az {(z,z): —o0 < T <
00, —o0 < z < t}, f(z,y) = f(&,2Z), és az integraltranszformécié kiszdmitdsdhoz
meg kell hatdroznunk a leképezés Jacobi transzformacidjat. Ez az & = hy(x,y) = =,
z = hy(z,y) = £ jeléléssel

oz 0O%) ahlg(m,y) Bhla(m,y) L0 1
- _ Oz’ 0 _ z ! — ) —
J@2) =11 5 2 || = onstea) ons(ey) || = ‘(_% l)’ — 1z
Oz’ Oy’ ox oy 2 x
és informalisan dz dz = J(x,z)dx dy, ahonnan dxdy = ﬁdf dz = |z|dzdz,

ahonnan

t
G(t) :/ flz,y)dedy = // f(x, zz)|z|dx dz :/ K(z)dz,
(z,y): L<t (x,2):2<t —o00

K(z) = /_OO flx,zz)|z| dz.

Innen lathatd, hogy a keresett stirtiségfiiggvény g(t) = K(t), amint allitottuk.

Ha ¢ és n két fiiggetlen standard norme;mlis 2eloszlés1'1 valoszintliségi valtozo, akkor
(&,m) stirtiségfiiggvénye f(x,y) = %6_(:6 tV7)/2 ezért Zgl stirtiségfliggvénye

g(t) = / e W | da

oo 2T
= [ s VR (V) 4 (VE ),

13



16.)

ahonnan

1 > 2 1 > 2
t) = ————— 2l dp = —— —a?/2,. 4
g( ) 27T(t2 _|_1) /—ooe ’.I‘| T 7T(t2 _|_1)/0 € € ax

Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szamu golyot, ahol
¢ Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobasok eredményei egymaéstél és a & valdszintiségi valtozotol fiiggetlenek. Tegyiik
fel tovabba, hogy minden egyes dobdsnal a goly6 p; > 0 valdszintiséggel esik a j-ik
k
urnaba, j =1,...,k, Y p; = 1. Jelolje n; a j-ik urnaba esé golydk szamat. Ekkor
j=1

az 1, j = 1,..., k, valészinliségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszldsi Ap;
paraméterrel, 7 =1,... k.

Megoldads:

(L4 -+ 1) g, Ly

Pl =, = 1) = PE= I+ ) ol )

Albttle) .
[ N 5 TN 1 S\
T PR
Mo\

! L ~A(pr+-+pi) : (Apj)b

— 1.,.. k,—AP1T TPk) — —ADj

T e _,H1 LrC
j:

tetszoleges I1 > 0, ..., Il > 0 egész szamokra. Innen addédik az allitas.

Lassuk be az el6z6 feladat segitségével a kovetkezo allitast:

17.)

18.)

Legyen adva egy £ Poisson eloszlasu valészintiségi valtozé A paraméterrel. Dobjunk
le egymastol és a € valdszinliségi valtozotdl fliggetleniil véletleniil egyenletesen &
darab pontot az egységintervallumra, azaz tegyiik fel, hogy minden pont b — a
valésziniiséggel esik valamely [a,b] C [0, 1] intervallumba. Ekkor a [0, 1] intervallum
tetsz6leges felbontasara [sg, s1], [s1,82], --., [Sk—1,Sk] diszjunkt intervallumokra,
0 =359 <581 <--- < s =1 igaz az, hogy az egyes intervallumokba es6 pontok
szama egymastol fliggetlen Poisson eloszlast valészintiségi valtozé s; — sj—1, 1 <
J < k, paraméterrel.

Megoldas: Tekintsiik a kdvetkezo urnamodellt. Vesziink £ szamu golydt, tehat an-
nyit, ahany ledobott pontot vettiink az el6z6 feladatban. Tegyiik az [-ik golyot a j-
ik urndba, ha a l-ik pont az [s;_1, s,] intervallumba esett, 1 < j < k. Akkor az el6z6
feladat eredménye alapjan az egyes urnakba esé golydk szama egymastol fiiggetetlen
Poisson eloszlast valészintiségi valtozé s; — s;j—1, 1 < j < k, paraméterrel. Innen
kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen £ és n két valdszinliségi valtozd, amelyek egyiittes eloszlasanak (l1étezd)
stirtiségfiiggvénye f(u,v) = %u + 2uv? + %v alakd, ha 0 < w,v <1, és f(u,v) =0

14



egyébként. Lassuk be elGszor, hogy f(u,v) valéban stlirtiségfiiggvény, majd szamol-
juk ki a & + n valészintliségi valtozé stirtiségfiiggvényét.

Megoldds: Annak érdekében, hogy ellenérizziik, hogy f(u,v) striségfiggvény azt
kell megmutatni, hogy f(u,v) > 0 (majdnem) minden (u,v) szdmparra, és

//f(u,v) dudy = 1.

Az nyilvanval6, hogy f(u,v) > 0 minden (u,v) szdmparra. Mésrészt mivel

1 1 1 1
/ / uv2dudvz/ udu/ U2d1):1-1:1,
o Jo 0 0 2 3 6

fol folududv: 1 és fol folvdudv: 1, ezért [ [ f(u,v)dudv = 1.

A € + n valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényét az

G(z) = /Z (/:u F(u,v) dv) du

képlet segitségével szamithatuk ki, hasonléan 1—G(z) = [ ( [ flu,v) dv) du.

oo r—u
Miésrészt, a slirtiségfiiggvény g(z) = %ﬁﬁ) formula segitségével kiszamithaté. Ez a
mi esetiinkben a kovetkezét jelenti, g(x) = 0, ha x <0, g(x) = 1, ha x > 2, mert

G(z) =0,haz <0, G(z) =1, ha x > 2. Mésrészt

d ([t (" (2 2
g(z) = T </0 /0 <§u + 2uv? + gv) du) dv,

ha 0 <z <1, g(x) = —% <f01fxl_u (%u+2uv2+§v) du) dv, hal < z < 2.
Azért volt érdemes a 0 < x < 1 és 1 < x < 2 eseteket szétvalasztani, mert a
konkrét feladatban a G(x) fiiggvényt tudjuk kényelmesen kiszéamitani 0 < z < 1 és
az 1 — G(x) fiiggvényt az 1 < z < 2 intervallumban. Ez a szétbontds azonban nem
kotelezo.

A fent vazolt mdédon ki lehet szdmolni a slriségfiiggvényt, de valéjaban ezt a
szamolast lehet egyszerlisiteni. Ez hasonlé ahhoz, ahogy a konvolucié formulat
vezetik le fliggetlen valdszintiségi véaltozok Osszegének a stirtiségfiiggvényére. Valo-
ban, a v valtozé z = u 4 v helyettesitésével felirhatjuk, hogy

G(x)z/_o; (/_:uf(u,v)dv) du=/_o; (/_;f(u,z—u)dz) du
:/1</Zf(u,z—u)du) dz,
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19.)

ahonnan derivalassal

g(x) = del;x) = /00 flu,z —u) du.

E képlettel a szamolasokat lehet egyszeriisiteni. Azt kapjuk, hogy jelen esetben
g(z) = 0, ha x < 0 vagy = > 2, (ebben az esetben a g(x) fiiggvényt kifejez
integralban szereplo integrandus azonosan nulla. Ugyanis x < 0 esetében vagy
u<0vagy r —u<0,és x>2esetben vagy u >1vagyr—u>1. Ha0<x <1,
akkor

o(z) = /01_1- (gu F2ule — ) + 2 (o - u)) du,

ha 1 <z < 2, akkor
Lor2 2
g(x) = / <§u 4 2u(z — u)? + g(x - u)) du.
r—1

Mutassuk meg, hogy a fenti feladat megolddsaban kapott részeredmények tartal-
mazzak specidlisan azt az eredményt is, hogy két fliggetlen valdszinliségi valtozo
Osszegének a stlirtiségfliggvényét konvolucio segitségével lehet kiszamolni.
Megoldas. Léattuk, hogy amennyiben egy (£,7n) véletlen vektor siiriiségfiiggvénye
f(x,y), akkor a £+n valészinliségi valtozénak is van siiriiségfiiggvénye, és az g(z) =
ffooo flu,z—u)du. Legyen & és n két fliggetlen val6szintiségi valtozoé hq(z) és ha(x)
stiriségfiiggvénnnyel. Ekkor a (£,7n) vektornak is van stirliségfiiggvénye, és az az
flx,y) = hi(z)ha(y) figgvény. Igy a & + n Osszegnek is van siirliségfiiggvénye, és
az az idézett eredmény szerint g(z) = ffooo flu,z —u)du = ffooo hi(u)he(z —u) du.
Legyen a (&,7n) vektor egyenletes eloszlasu a (0,0), (1,0) és (0,1) pontok &ltal
meghatarozott haromszogon, azaz legyen stiriiségfiiggvénye 2 azon a haromszogon,
amelynek ezek a pontok a cstucspontjai, és legyen nulla ezen a haromszogon kiviil.
Szamitsuk ki a £ és n valdszintiségi valtozok kovariancidjat.

Megoldds: Cov (§,n) = Eén — EEEn, és Eén = [zyf(x,y) dz dy,

E¢ = [af(x,y)dedy, En = [yf(x,y)dzdy, ahol f(z,y) a (§,n) vektor slirtiség-
fliggvénye. Ezért

1 -z 1 % -z 1
Eén = / (/ 22y dy) dr = / 2x l?} dx = / z(1—z)%d
0 0 0 0 0

[x2 23 :1;4} ! 1
0

1 1—a 1 1
E¢ = (/ 2:1;dy> d:z::/ 23:(1—:1:)d:1;:§,
0 0 0

1 1—a 1 1
En:/ (/ 2ydy> dmz/(l—x)Qdm:§,
o \Jo 0

(Szimmetria meggondolasok alapjdn is belathatd, hogy En = F¢.) Innen
COV(faU) = % - % = _%

és
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