Feltételes varhato érték fogalma és martingalok.

El6szor ismertetem a martingalok és szemimartingdlok definiciéjat.

Martingal és szemimartingal definiciéja. Legyen adva o-algebrik F1 C Fo C F3 C
- novekvd sorozata egy (£, A, P) valdsziniségi mezdn, amelyre teljesil az F,, C A tu-

lajdonsag minden n = 1,2,... szamra. Legyen adva ezen kivil F,, mérhetd &,(w),
E|¢,(w)| < oo, wvaldsziniségi vdltozdk sorozata. Azt mondjuk, hogy a &,(w), n =
1,2,..., valdsziniségi vdltozdk sorozata (diszkrét idében definidlt) martingdlt alkot az

Fy, o-algebra sorozatra nézve, ha teljesil az
E(&n+1(w)|Fn) = &n(w) 1 valdsziniséggel minden n =1,2,... szdmra  (D1)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (diszkrét iddben definidlt) szemimartingdlt definidl,
ha teljesil az

E(&n+1(w)|Fn) > &n(w) 1 valdsziniséggel minden n =1,2,... szdmra  (D2)

egyenlotlenség.

Legyen adva eqgymadsba skatulydzott Fy o-algebrdk, t > 0, Fs C Fy, has <t, F; C A
valds szamokkal indexelt rendszere eqy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Legyen tovdbbd
adva F; mérhetd & (w) valdszintiségi valtozok rendszere, amelyre E|&(w)| < oo. Azt
mondjuk, hogy a &(w) valdszindiségi valtozok iddben folytonos martingdlt alkotnak az Fi
o-algebrdk rendszerére nézve, ha teljesil az

E(&(w)|Fs) = &s(w) 1 wvaldszintséggel minden 0 < s <t < oo szampdrra (D1’)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (folytonos iddben definidlt) szemimartingdlt alkot,
ha teljesil az

E(&(w)|Fs) > &s(w) 1 wvaldszintséggel minden 0 < s <t < oo szampdrra (D2')
egyenlotlenség.

1. megjegyzés. Hasonléan definidlhatunk egy véges sok elembdl allé (&,,, F,), 1 < n <
N, martingdlt vagy szemimartingdlt. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a (D1) illetve
(D2) formulat csak 1 < n < N indexekre koveteljik meg. Hasonléan definidlhatunk
egy folytonos paraméterti martingalt egy [a, b] intervallumban, a (D1’) és (D2') tulaj-
donsagot csak a < s <t < b paraméterekre kovetelve meg.

2. megjegyzés. Ha adva van valésziniiségi véaltozdk egy &1 (w), &2(w), . . ., sorozata, akkor

ﬁ(zo) = B(&1,&2, ..., &) a legsziikebb a diszkrét idejii martingalok és szemimartingdlok
definicojaban szerepld feltételeket teljesito o-algebrak. Vegyiik észre, hogy amennyiben
a (D1) feltétel teljesiil akkor az

B (@)IF) = B (B @)1 F)FD) = B (&)1 F) = &)

1 valészintiséggel minden n = 1,2... szamra
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azonossag is teljesiil, azaz ha a &,(w) sorozat martingdlt alkot az F,,, n = 1,2,...,

o-algebra sorozatra nézve, akkor martingdlt alkot az F, O ), n=1,2,..., o-algebra so-
rozatra nézve is. Hasonléan allithatjuk, hogy ha a £, (w) sorozat szemimartingalt alkot
az JF, o-algebrak sorozatara nézve, akkor szemimartingalt alkot az Fj ©) o-algebrak
sorozatara nézve is.

Folytonos idejii martingalok és szemimartingalok esetén definidlhatjuk az Fs ©) =
B(&,, 0 < u < s) o-algebrakat, és ezekkel helyettesitve a Fs o-algebrakat a folytonos
idejii martingdlokra és szemimartingédlokra is dllithatjuk, hogy az &;(w) sztochasztikus
folyamatok martingdlok illetve szemi-martingalok maradnak. Ezért jogunk van valo-
szintiségi valtozok egy sorozatat diszkrét idejii martingdlnak vagy szemimartingdlnak
hivni, ha ez a sorozat martingal, illetve szemimartingal a most definidlt F, ) o-algebrak
sorozatara nézve. Az irodalomban hasznaljak ezt a konvenciét, és mi is élni fogunk ezzel
a lehet6séggel. Hasonlban, egy &;(w) sztochasztikus folyamatot martingalnak illetve

szemimartingalnak hivunk, ha az martingdl illetve szemimartingal az ]_-t(o)’ t >0, o-
algebrak rendszerére nézve.

A martingalok az igazsigos, a szemimartingdlok pedig az elényos jatékoknak a
természetes modelljei. Tekintsiink ugyanis egy jatékot, amelynek minden egyes ido-
pontban van egy fordul6ja, és ennek soran nyereményiink értéke (véletlenszertien) meg-
valtozik. Jelolje F,, azt a o-algebrat, amely tartalmazza az n-idépontig Osszegyiijtott
6sszes informdaciénkat, £,(w) pedig legyen a nyereményiink értéke az n idépontban.
Ekkor az n + 1-ik fordulé utani idopontbeli varhaté nyereménytink az n-ik forduléban
rendelkezésiinkre allé ismeretek alapjan E(&,4+1(w)|Fn). A jaték akkor igazsigos, ha
ez a varhaté nyeremény megegyezik az n-ik idépontbeli &, (w) nyereményiinkkel, és
akkor elényos, ha nagyobb nala. Toébb a martingalok elméletében fontos eredmény
ezen kép alapjan értheté meg. Miel6tt ezeknek az eredményeknek a targyalasat elkez-
denénk, idézziik fel a mar tanult feltételes varhaté érték definiciojat és legfontosabb
tulajdonséagait.

A feltételes varhato érték definicidja felhasznalja az alabb felidézenddé Radon-—
Nikodym tételt. E tétel megfogalmazasénak érdekében elészor be kell vezetni (el6jeles)
mértékek egy mas mérték szerinti abszolut folytonossaganak a definiciéjat.

Egy elojeles mérték egy masik mérték szerinti abszolut folytonossaganak
a definicidja. Legyen u (esetleg o)-véges (o-additiv) mérték és v véges (o-additiv)
elojeles mérték egy Q) téren értelmezett F o-algebrdn. Azt mondjuk, hogy a v eldjeles
meérték abszolut folytonos a pu mérték szerint az F o-algebrdan, ha minden olyan C' € F
halmazra, amelyre u(C) =0, a v(C) = 0 reldcid is teljesil.

Radon—Nikodym tétel. Legyen adva egy Q2 tér, rajta eqy F o-algebra, tovdbba
ezen az F o-algebrdn egqy p (o-véges) mérték és v (véges) eldjeles mérték. Tegyiik
fel, hogy a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mértékre nézve az F o-algebrdn.
Akkor létezik olyan az Q) téren definidlt valds értékd F mérhetd f(w) figgvény, amelyre
J1f(w)]dp(w) < oo, és v(C) = [, f(w)du(w) minden C € F halmazra. Tovdbbd ez
az f(w) fuggveny egyértelmi a kévetkezd értelemben. Ha két f1(w) és fo(w) F mérhetd
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fliggvény teljesiti a fenti reldaciot minden C € F halmazra, akkor fi(w) = fa(w) a p
meérték szerint majdnem minden w € €2 pontban.

Megjegyzés: A Radon—Nikodym tétel tipikus egzisztencia tétel. Az &dltaldanos esetben
nem ad médszert arra, hogyan lehet a keresett f(w) Radon—Nikodym derivéltat effektive
kiszamolni. Ez a probléma a feltételes eloszlas és feltételes varhato érték fogalmaban is
megjelenik, és ez teszi a feltételes varhato érték fogalmat nehézzé.

Tekintsiink egy (€, .4, P) valésziniiségi mezét, azon egy integralhaté £ valészintiségi
véaltozot (azaz legyen E]E | = fQ 1&(w)|P( dw) < o0) és egy F C A o-algebrat.
Definidljuk a pu(A) = [, € A , A € A, el6jeles mértéket. Ekkor p nyilvanvaléan
abszolut folytonos mertek az (Q A P) téren a P mértékre nézve. Ha tekintjik a P
mérték és p eldjeles mérték megszoritasat a F o-algebrara, akkor a p eldjeles mérték
tovabbra is abszolut folytonos marad a P mértékre. Ezért bevezethetjiik a feltételes
varhaté érték alabbi definicidjat.

Feltételes varhaté érték definiciéja. Legyen adva egy &(w) integrdlhatd valdszindsé-
gi vadltozo és eqy F o-algebra egy (2, A, P) valészz/m'iségz' mezé’n Definidljuk a pn = p(§)
eldjeles mértéket a F o-algebrdan a (B fB , B € F, képlet segitségével.
A &(w) valdszindségi valtozé E(&(w)|F) felteteles varhato erteke az F o-algebrdra nézve
egyenld a p elbjeles mérték (F-mérhetd) Radon-Nykodim derivdltjaval a P valdsziniiségi
mértéknek az F o-algebrdra vett megszoritisdra nézve.

Masképp megfogalmazva az E(E|F) feltételes varhato érték olyan valdsziniiségi vdl-
tozo, amely teljesiti a kovetkezo két feltételt:

a.) Az E(&|F) valdszindiségi valtozé mérhetd az F o-algebrdra.
b.) fB (&|F)dP = fodP minden F mérheté B eseményre.

Az ilyen tulajdonsdgu valészintiségi vdltozo létezését (és eqyértelmiiségét) a Radon—
Nykodim tétel biztositja.

Feltételes valdszintiség altalanos definicidja. Legyen adva eqy A mérhetd halmaz és
eqy F C A o-algebra egy Q, A, P) valdsziniségi mezén. Az A halmaz P(A|F) feltételes
valdsziniségén feltéve az F o-algebrdt az A halmaz I o(w) indikdtorfigguényének (azaz
Ijn(w) =1, haw € A, Iy(w) =0, ha w ¢ A) E(15(w)|F) feltételes vdarhats értéket
értjik.

1. megjegyzés: Legyenek adva valamely nq, ..., n, valdsziniiségi véltozok egy (2,4, P)
val6szintiségi mezén. A B(ny,...,n,) o-algebran a legsziikkebb olyan o-algebrét értjiik,
amelyre nézve az 11,...,n, valdészinliségi valtozék mindegyike mérhetd, és adva egy
integralhaté & valoszinliségi valtozé hasznaljuk az

E(§|n17*"7771€) = E(é’B(nla,nk»

jelolést is. (Az egyszeriibb jelolés érdekében véges sok n valdsziniiségi valtozét {rtam,
de vehetiink végtelen, akar kontinum sok 7 valdsziniiségi valtozot.
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2. megjegyzés: Gyakran haszndljak (az eléz6 megjegyzés fogalomrendszerét alkalmazva)
az E(&|m = z1,...,nr = xk) jelolést is, és beszélnek egy &(w) valdsziniiségi valtozo
feltételes varhato értékérdl feltéve, hogy valamely 0y, ... , ni valdészinliségi valtozok xq,

., x értékeket vesznek fel. Ez a kovetkezot jelenti. Azt mondjuk, hogy E(&|n =
1,y = k) = g(21,...,2), ha a g fliggvény teljesiti a kdvetkez6 tulajdonsdgot.
En,...,nx) = glm,...,nk). (Ez az azonossag tgy értendd, hogy a két oldal 1
val6szintiséggel megegyezik.) Természetesen e jelolés jogossdganak érdekében meg kell
mutatni, hogy a kivant tulajdonsagui g fliggvény mindig létezik, illetve tisztazni kell azt,
hogy tekinthetjiik-e ezt a g fliggvényt egyértelmiien definidltnak. A kivant tulajdonsagui
g fliggvény létezését biztositja az alabbi (bizonyitas nélkiil k6zolt) mértékelméleti ered-
mény.

Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) valdszintiségi mezd, azon ni(w),...,nx(w) valdszi-
niiségi valtozok. Jelolje F az ni(w), ..., nk(w) valdszindségi vdltozdk dltal generdlt o-
algebrdt. Egy C valdsziniiségi valtozo akkor és csak akkor mérhetd erre az F o-algebrdra,
ha létezik a k-dimenzids RE euklideszi térben olyan Borel mérhetd g(x1,...,zx) figg-

vény, amelyre ((w) = g(m(w), ..., nk(w)).

Egy ((w) valdszintiségi valtozé fenti tételben megadott reprezenticidjaban az ott
szerepl6 g fiiggvény nincs egyértelmiien meghatarozva. Valéban, gondoljuk meg, hogy
olyan (z1,...,x) pontokban, amelyeket az (1 (w),...,nk(w)) semmilyen w €  helyen
nem vesz fel a g(x1, ..., zy) fliggvényt tetszéleges médon definidlhatjuk. Viszont igaz (és
egyszeriien bizonyithatd) a kovetkez6 gyengébb értelemben vett egyértelmiiség, amely
elegendd a szdmunkra. Ha p jeldli az (n1(w), ..., nk(w)) véletlen vektor eloszldsat (az R¥
tér k-dimenziés Borel mérhet6 halmazain), és g(n (w),. .., nk(w)) = g(n1(w), ..., nx(w))
1 valészintiséggel, akkor g(z1,...,2x) = g(z1),...,2x) a p mérték szerint majdnem
minden (z1,..., ) pontban.

Felsorolom a feltételes varhaté érték legfontosabb tulajdonsagait. Az alabb fel-

sorolt azonossiagok ugy értendok, hogy az azok két oldalan szereplo kifejezések egy
valoszinliséggel megegyeznek.

Tétel a feltételes varhato érték tulajdonsagairol.
o0

1. Ha ) |ag|E|&k| < 0o, F C A tetszdleges o-algebra, akkor
k=1

E (Z ark
k=1

F) (w) = Z ar E(&k|F)(w)  majdnem minden w € 0 pontban.
k=1

2. Ha E|{] < o0, G C F C A tetszbleges o-algebrdk, akkor E (E({|F)|G) (w) =
E(&|G)(w) majdnem minden w € Q pontban. Specidlisan E (E(&|F)) = E.

3. Ha & olyan valdsziniiségi valtozo, amelyre P(a < & < b) = 1 alkalmas —oo < a <
b < oo szamokkal, F C A o-algebra, akkor a < E(&|F)(w) < b majdnem minden

w € Q pontban. Altaldnosabban, ha &(w) > n(w) majdnem minden w € Q pontban,
akkor E(&|F)(w) > E(n|F)(w) majdnem minden w € 2 pontban.
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4. E(¢|A)(w) = &(w), ahol A a valdsziniségi mezd definicidjaban szerepld ,,legna-
gyobb” o-algebra. Ha Agy jeloli a trividlis o-algebrdt, amelyik csak az 2 és () tires
halmazbdl dll, akkor E(&|Ap)(w) = E.

5. Ha E|§| < 0o, F C A, a & valdsziniiségi vdltozo figgetlen az F o-algebrdtdl, azaz
ha tetszbleges F € F és a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R halmazokra,
P{w: ¢{(w) € B}NF)=P({w: {(w) € B})P(F), akkor E({|F)(w) = EE.

6. Ha E? < 00, En? < 00, F C A, a & valdsziniiségi vdltozé F o-algebrdra mérhetd
valdszintiségi viltozo, azaz tetszéleges a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R*
halmazra, {w: {(w) € B} € F, akkor E(én|F)(w) = £(w)E(n|F)(w) majdnem
minden w € € pontban. (Specidlisan, az n(w) = 1 wdlasztdssal kapjuk, hogy
E(¢|F)(w) =&(w), ha & F mérhetd.)

Megadok még két a feltételes varhaté értékrol szolo fontos eredményt, amelyeket
itt nem fogunk haszndlni, viszont hasznos tudni 6ket. Ezek koziil az elsé (nehezebb)
eredmény azt fejezi ki, hogy minden F o-algebrara és (w) valészintiségi véaltozéra létezik
a &(w) valdszintliségi véltozénak olyan feltételes eloszldsa, amely minden w € Q-ra valédi
az (w-tol fiiggd) valdszinliségi mérték. A masodik eredmény arrdl szdl, hogy a feltételes
varhaté értékeket ki lehet fejezni a feltételes eloszlasok segitségével, hasonléan ahhoz,
ahogy a varhato értékeket ki tudjuk fejezni az eloszlasok segitségével. Ebbol kovetkezik,
hogy sok a varhato értékekrol szélé eredményt altalanositani tudunk feltételes varhaté
értékekre is. Az els6 eredmény a kovetkezo.

Tétel a feltételes reguldris eloszlas létezésérél. Legyen (§1(w),...,&k(w)) eqy k-
dimenzids valdsziniiségi vektor egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn, és legyen adva egy
F C A o-algebra. Jelolje B a Borel o-algebrdt az RF k-dimenzids euklideszi téren. A
(&1(w), ..., &k (w)) véletlen vektornak létezik az F o-algebra szerinti requldris feltételes
eloszldsa, azaz meg lehet adni egy olyan F(B,w), F(B,w): B x Q — R, fiiggvényt,
amelyre

i.) F(B,-) minden B € B halmazra F mérhetd valdsziniiségi vdltozo.

ii.) F(-,w) minden w € Q pontra valdsziniiségi mérték az R¥ k-dimenzids euklideszi tér
B o-algebrdjin, azaz F(R*,w) =1, 0 < F(B,w) < 1, minden B € B halmazra,

F ( U Bk,w> = > F(Bg,w) minden diszjunkt By, € B, k =1,2,..., halmazokbdl
k=1 k=1
allo rendszerre.
iii.) F(B,w) = P((&1(w),...,&k(w)) € B|F) (w) minden B € B halmazra. Ez azt je-
lenti, hogy az F(B,w) figguény tekinthetd gy, mint a csak majdnem minden w €

Q pontban meghatdrozott P ((§1(w),...,&k(w)) € B|F) (w) feltételes valdsziniiség eqyik
verzidja.

Legyen adva egy F o-algebra, két véletlen vektor, amelyek kozil az egyik F
mérheto, és tekintsiik ezen véletlen vektorok valamely fliggvényének a feltételes varhaté
értékét feltéve a F o-algebrat. A kovetkez6 eredmény tartalma az, hogy ezt a feltételes
varhaté értéket természetes modon ki lehet szamolni a feltételes eloszlas szerinti integral
segitségével.



Tétel. Legyen adva egy (2, A, P) o-algebra, azon eqgy F C A o-algebra, eqy & =

(&1,...,&k) k-dimenzids és = (n1,...,m) l-dimenzids véletlen véletlen vektor. Legyen
tovdbbd az (n1,...,m) véletlen vektor F mérhetd, és jeldlje az F(B,w), B C R* Bo-
rel mérhetd figgvény, w € Q, a (&1,...,&k) véletlen vektor requldris feltételes eloszldsdt

feltéve az F o-algebrdt. Legyen h(x1,...,Zk,Y1,...,Y1) egy k+1 vdltozés Borel mérhetd

fu.ggvény7 amelyre E|h’<€17 s 761677717 s 7771)’ <oo. Az E (h('Sl? s 75]67/’717 s anl)|F> (w)
feltételes varhato értéket ki lehet szamitani a kovetkezo képlet segitségével:

E(h(&,---7§k,771,---77h)|-7:) (w)
= l/h(acl,...,xk,yl,...,yl)F(dxl,...,da:k,w)

y1=n1(w),-.,y1=m1(w)

A kovetkez6 feladatokban megfogalmazok néhany fontos példat martingalokra. A
feladat allitasai ellenorizhetoek a feltételes varhatd érték elébb felsorolt tulajdonsagai-
nak segitségével.

1. feladat. Legyenek &1,&; ..., fliggetlen valésziniiségi valtozdk, amelyekre F|,| < oo
minden n = 1,2,... szamra. Ha F¢, = 0 minden n = 1,2,..., szamra, akkor az

k
Skp=>.&,k=1,2,..., részletosszegek martingalt alkotnak. Ha F¢,, > 0 minden n =
j=1

1,2,... szamra, akkor az Sk, k = 1,2, ..., részletosszegek szemimartingalt alkotnak.

2. feladat. Legyen adva az A o-algebra rész-o-algebrdinak novekvo F; C Fo C Fo C
-+« C A az sorozata és egy £ valoszintiségi valtozd, F|£| < oo, egy (£2,.A, P) valésziniiségi
mezén. Ekkor az X,, = E(¢|F,), n=1,2,..., sorozat martingalt alkot.

3. feladat. Legyenek &;,&o,... fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk, T, = [] &k, n =
k=1

1,2,.... Ha E§; = 1 minden j = 1,2,... szdmra, akkor a T,,, n = 1,2,..., sorozat
martingdl. Ha E{; > 1,és P(¢§; > 0) =1, j=1,2,..., akkor T}, szemimartingdl.

4. feladat. Legyen W (t,w), t > 0 egy Wiener-folyamat. Ekkor mind a W (¢,w), mind
a W2(t,w) —t, t > 0, sztochasztikus folyamat martingdl. (Erdemes mind a két szto-
chasztikus folyamat esetében a F, = B(W (s); s < t), o-algebrat tarsitani a W (¢) illetve
W?2(t) — t valésziniiségi valtozéhoz.

4'. feladat. Legyen P(t,w), t > 0 egy Poisson-folyamat, A = 1 paraméterrel. Ekkor
mind a P(t,w) — ¢, mind a (P(t,w) —t)? — ¢, t > 0, sztochasztikus folyamat martingal.
Altaldban, ha X (t,w) egy fliggetlen és stacionarius novekményti sorozat EX (t,w) = 0
és EX?(t,w) = t, akkor X (t,w) és X?(t,w) — t martingdl.

A 4. feladat felsorolja egy Wiener-folyamat bizonyos tulajdonsdgait. Ezenkiviil
tudjuk, hogy a Wiener-folyamat trajektoridi folytonosak. Megfogalmazom a Wiener-
folyamat egy korabbi jellemzésének altaldnosabb, martingal-tulajdonsagokkal megadott
jellemzését.



Tétel a Wiener-folyamatok egy jellemzésérél. Legyen X (t,w), 0 <t < 0o, olyan
sztochasztikus folyamat, amelyre EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra, X (0,w) = 0
eqy valdszintséggel, és az X (t,w) és X2(t,w) —t, t > 0, sztochasztikus folyamatok
martingdlok (valamely F; az ‘7__t(0) = {X(s,w), s <t}, t >0, o-algebrdkat tartalmazd
o-algebrdk rendszerére nézve). Ha ezenkivil az X (t,w) sztochasztikus folyamat minden
trajektoridja folytonos, akkor X (t,w) Wiener-folyamat.

A fenti tétel bizonyitasat az eléadasban elhagyom, azt egy kiegészitésben ismerte-
tem. Megjegyzem, hogy a tétel bizonyitasanak lényege az, hogy a fliggetlen valészintiiségi
valtozok Osszegeirdl szolo centrélis hatareloszlastétel dltaldanosithaté martingalokra is,
és ennek az itt nem ismertetett eredménynek a segitségével belathatd, hogy tetszoleges
0 =t) < th <ty < -+ <t < oo szamokra a tétel feltételeinek teljesiilése esetén
az X(tj,w) — X(tj_1,w), 1 < j < k, valészintiségi valtozdk fliggetlenek, és normalis
eloszlastak 0 varhaté értékkel és t; —t,_1 szérasnégyzettel.

Ismertetek néhany a martingalokrol és szemimartingalokrél sz6l6 fontos eredményt.
Nem adom meg mindegyikiik részletes bizonyitasat. Néhany esetben a bizonyitas fontos
lépéseit (némi magyardzattal ellitott) feladat forméjaban fogalmazom meg. Viszont
igyekszem elmagyarazni, hogy a bizonyitasok hatterében ott van az igazsagos és elonyos
jatékok tulajdonsagairdl szolé természetes gondolat. Az elsé eredmény azt fejezi ki, hogy
egy igazsagos jaték esetén nem tudom a jatékot ugy abbahagyni, hogy az szamomra
szigordan elonyos legyen, egy elonyos jaték esetén pedig a legelonyosebb stratégia az,
ha a jatékban végig részt veszek. Természetesen, amikor arra gondolok, hogy milyen
szabaly szerint hagyjam abba a jatékot, akkor olyan szabdlyra gondolok, amelyet ef-
fektive végre is tudok hajtani. Ennek pontos megfogalmazasa érdekében bevezetem a
kovetkezo fogalmat.

Megallasi szabaly definicidja. Legyen adva o-algebrdk névekvs Fu C Fo C F3 C
-+« C A sorozata egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. Azt mondjuk, hogy egy pozitiv egész
értékeket (és esetleg a 0o) értéket) felvevd T(w) valdszindiségi vdltozé megdlldsi szabdly
e o-algebrak rendszerére nézve, ha {w: 7(w) =n} € F, minden n =1,2,... szdmra.

E fogalom idében folytonos megfeleldje a kéovetkezd: Legyen adva Fy C A, 0 <t <
00, o-algebrdknak egqy novekvd rendszere (azaz legyen Fs C Fy, ha s < t) egy (2, A, P)
valdszinidségi mezén. Azt mondjuk, hogy egy mem negativ értékeket (és esetleg a o)
értéket) felvevd T(w) wvaldsziniségi vdltozé megalldsi szabdly e o-algebrdk rendszerére
nézve, ha {w: 7(w) <t} € F; minden t > 0 szdmra.

Megadom a definicié valtozatat abban az esetben, ha o-algebrak helyett valészini-
ségi valtozdk egy sorozata vagy egy sztochasztikus folyamat van adva.

Megallasi szabdly definiciéja. Legyen valdsziniiségi vdltozok & (w),&2(w), ... soro-
zata egqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Egy pozitiv egész értékeket (és esetleg a o)
értéket) felvevd T(w) wvaldsziniiségi vdltozé megdlldsi szabdly e valdsziniiségi vdltozok
sorozatdra nézve, ha megdlldsi szabdly az F,, = B(&k(w), 1 < k < n) o-algebrdk névekvd
rendszerére nézve.



E fogalom idében folytonos megfelelbje a kévetkezd: Legyen adva egy X (t,w), t >
0, egy a pozitiv félegyesen definidlt sztochasztikus folyamat egy (2, A, P) valdsziniségi
mezén. Azt mondjuk, hogy egy nem negativ értékeket (és esetleg a o) értéket) felvevd
T(w) valdsziniségi vdltozé megdllasi szabdly e sztochasztikus folyamatra nézve, ha meg-
dllasi szabdaly az Fy = B(€s: 0 < s <t), t > 0, o-algebrdk névekvd rendszerére nézve.

Erdemes bevezetni a 7(w) (véletlen) megalldsi idSpontig Gsszegyiijtott informéciot
tartalmazé F,. o-algebrat is. Egy B halmaz akkor és csak akkor tartozik a F, o-
algebraba, ha a 7 id6pontig tett megfigyelések alapjan el tudjuk donteni, hogy a B
esemény bekovetkezett-e vagy sem. A pontos definicié a kovetkezo.

Egy megallasi szabaly altal generalt o-algebra definicidja. Legyen adva o-
algebrdk névekvé Fy C Fo C Fsz C .-+ C A sorozata egqy (2, A, P) valdsziniségi
mezdn, és legyen T(w) megdllasi szabdly erre a rendszerre nézve. Az F, o-algebra a
kovetkezo halmazokbol dall: Egy B C Q halmazra B € F, akkor és csak akkor, ha
Bn{w: 7(w) <n} € F, mindenn =1,2,... szamra.

E fogalom idoben folytonos megfeleldje a kovetkezd: Legyen adva és o-algebradk
néovekvd Fy C A, 0 <t < oo, rendszere (azaz leqgyen Fs C Fy, ha s < t) eqy (2, A, P)
valdsziniségi mezdn, és legyen T(w) megdlldsi szabdly erre a rendszerre nézve. Az F-
o-algebra a kovetkezé halmazokbol dll: B C Q2 halmazra B € F.. akkor és csak akkor, ha
BNn{w: 7(w) <t} € Fy minden t > 0 szdmra.

Feladat 1: Lassuk be, hogy a fenti definicio értelmes, azaz az F, halmaz rendszer valéban
o-algebra.

Feladat 2: Legyen adva c-algebrak névekvé Fy; C Fy C --- C A sorozata egy (2,4, P)
val6szinliségi mezo6n, valamint egy 7(w) megallasi szabély erre a rendszerre nézve, és
valésziniiségi valtozok olyan & (w),&2(w),... sorozata, amelyre a &, (w) valészintiségi
valtozé F, mérheté minden n = 1,2,... szdmra. Mutassuk meg, hogy &, (. (w) Fr
mérhetd. Specidlisan, 7(w) F,; mérhet6 valészintiségi valtozo.

Feladat 3: Legyen adva c-algebrdk névekvé F; C Fo C - -+ C A sorozata egy (92, A, P)
valésziniiségi mezon, valamint két olyan 71 (w) és mo(w) megalldsi szabdly erre a rend-
szerre nézve, amelyek teljesitik a 71 (w) < 1o (w) relaciét minden w € ) elemi eseményre.
Mutassuk meg, hogy F- () C Fry(w)- Igaz ezen allitas kovetkezd folytonos véltozata
is. Ha F;, 0 < t < oo, og-algebrak novekvé rendszere, azaz Fy; C F, ha 0 < s <
t < 0o, valamint 7 (w) és To(w) két olyan megallasi szabdly erre a o-algebra rendszerre
nézve, amelyek teljesitik a 71 (w) < m(w) relaciét minden w € €2 elemi eseményre, akkor
]:7-1 (w) © ]:7-2@).

Segitség: Egy B € Fr () eseményt irjunk B = (J(B N {w:7i(w) = k}) alakban, és
k
mutassuk meg, hogy B N{w: T (w) =k} € Fr, ).
A folytonos id6 esetében hasznaljuk ki, hogy amennyiben valamely B halmazra
Bn{w:n(w) <t} € F, akkor BN {w:m(w) <t} = BN{w:n(w) <t} N{w:m(w) <
t} € F.



Feladat 4: (nem kételezd) Tekintsiik névekvd F; o-algebraknak a t > 0 szamokkal
paraméterezett névekvé rendszerét, és egy ezekre nézve természetes moédon adaptalt
X(t,w) folytonos trajektoridju sztochasztikus folyamatot. Fogalmazzuk meg és bi-
zonyitsuk be egy ilyen rendszerre a feladat 2 természetes megfelelgjét. (Miért kellett
feltenni azt, hogy a sztochasztikus folyamat trajektéridi folytonosak?)

Tétel véletleniil megéllitott (szemi)martingdlok varhaté értékének becslésé-
r6l. Legyen adva eqy (§k(w), Fi), k= 1,2,..., martingdl és egy T7(w) megdlldsi szabdly
az Fx, k = 1,2,..., o-algebrdk rendszerére nézve, amelyre P(n < 7(w) < N) =1
valamilyen 1 < n < N < oo szdmokra. Ekkor

E(6r ) ()| Fn) =&n(w) és E(EN(W)|[Frw) = &rw)(w) 1 valdsziniséggel. (D3)

Specidlisan
Eén(w) = E&rw)(w) = Eén(w) = E& (w). (D4)

Ha (&k(w), Fr), k=1,2,..., szemimartingdl, akkor
E(éT(w) (w)|fn) 2 €n(w) és E(&V(wﬂff(w)) = gr(w) (w) 1 valészindséggel, (D?’/)

ezért
E¢y(w) < EST(UJ)(w) < Eén(w). (D4")

Bizonyitds. Eloszor a (D3) és (D3’) formuldk baloldali azonossigéat bizonyitjuk be.
Ennek érdekében vegyiik észre, hogy az nmi(w) = &rp1(w) — &(w), n < k < N,
valésziniiségi véltozok Fpi1 mérhetdek, és a (& (w),Fr), n < k < N, rendszer mar-
tingdl volta ekvivalens azzal, hogy E(ni(w)|Fi) = 0, szemiszemimartingal volta pedig
azzal, hogy E(ni(w)|Fkx) > 0 1 valészintiséggel minden n < k < N indexre. Vezessiik
be az Mr(w) = (W) ie: r@)>k+1}, 7 < k < N valbszintiségi véltozékat. Mivel

N-1
E(¢r ) (W) Fn) = &n(w) = > M(w), a (D3) és (D3') formuldk elsé részének az iga-
k

zoldsdhoz elég azt bebizonyitani, hogy E7g(w)|F,) = 0, & < n < N, ha (&, Fk),
n < k < N, martingdl, és Eng(w)|Fn) > 0, n < k < N, ha (&,Fx), n < k <
N, szemimartingdl. Viszont az {w:7(w) > k + 1} € Fj, (mert komplementere az
{w:T(w) < k} € Fj, halmaznak.) Ezért a feltételes varhaté érték tulajdonsigai alapjan
()| Fa) = B o r(o201Fa) = Elfu. 10)2ne1y EO(@)|F)) ). Tn-
nen E(7g(w)|F,) = 0, ha (& (w), Fr) martingdl, azaz E(ng(w)|Fx) = 0. Hasonlban,
E(ne(w)|Fn) >0, ha (§k(w), Fr) szemimartingal.

A (D3) és (D3') formuldk elsé azonossagabdl megkapjuk a (D4) és (D4’) képletek
elso allitasat, ha varhaté értéket vesziink mind a két oldalon.

A (D3) azonossag masodik reldcidjanak a bizonyitdsa hasonlé elven alapul. Elég
beldtni azt, hogy E(En(w)l{w: r(w)=k}|Fr) = Ee(W){w: r(w)=k) tetszlleges n <k < N
szamra, mert ezt az azonossagot Osszegezve minden n < k < N szamra megkapjuk a
kivant dllitdst. Viszont tekintve egy tetszéleges B € F,(, halmazt BN{w: 7(w) = k} €
Fi, ezért felhaszndlva a tekintett sorozat martingal tulajdonsagat és azt a tényt, hogy
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az EN(W){w: r(w)=k) fliggvény nulldval egyenld az {w: 7(w) # k} halmazon, kapjuk a
kovetkez6 azonossagot: Ha B € Fr (), akkor

/B En () 1o orpy P(d) = /B e (w)dP( dw)

N{w: 7(w)=k}

Bn{w: 7(w)=k} B

Valéjaban ezt az allitast kellett bizonyitanunk.

A (D3') egyenlétlenség mésodik relaciéjdnak a bizonyitdsa hasonlé. Mindossze
azt kell észrevenni, hogy a szemimartingdl tulajdonsdg az E({n(w)Ify: r(w)=k}|Fr) >
§k (W) {w: r(w)=k} egyenlStlenség bizonyitasdt teszi lehetévé tetszdleges n < k < N
szdmra. Végil a (D4) és (D4’) még nem bizonyitott része kovetkezik a (D3) és (D3')
relaciok masodik felének az integralasabol.

Nem kditelezd feladat: Mutassuk meg az el6z6 tétel (D3’) allitdsdnak kévetkezo altalano-
sitasat. Ha (&g (w), Fk), k =1,2,..., szemimartingal, 71 (w) és mo(w) két olyan megallési
szabély az itt szereplé o-algebrék rendszerére nézve, amelyekre P(n < 71(w) < 7o(w) <
N) =1, akkor & (w) < E(&r,(w)(w)|Fr,) 1 valészintiséggel.

A fenti tételben feltételeztiik, hogy a 7 megallasi szabaly 1 valdsziniiséggel véges.
Ezt a feltételt lehet gyengiteni, de teljesen elhagyni nem lehet, mint a kovetkezo hires
példa mutatja. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd jatékot jatszhatjuk. Feldobnak egy
pénzdarabot, amely % valoszintiiséggel esik a fej, % valészintiséggel az {ras oldalra. Fel-
tehetiink tetszéleges tétet, és fej dobas esetén tétiink megduplazodik, iras dobas esetén
pedig elvész. Tegyiik fel, hogy célunk a kovetkezo: Biztosan akarunk nyerni 1 forin-
tot. Ennek érdekében feltesziink 1 forintot, és ha nyertiink hazamegyiink. Ha nem,
duplazunk, 2 forintot tesziink fel, ha nyeriink hazamegyiink, ha nem duplazunk és 4
forintot tesziink fel. Ha nyeriink hazamegyiink, ha nem duplazunk és 8 forintot tesziink
fel, és igy tovabb. El6bb vagy utébb 1 valészinliséggel megjelenik a fej dobdés, és ilyen
modon ebben az igazsagos jatékban 1 valdszintiséggel megnyerjiik a kivant 1 forintot.
Ezek szerint mégis lehet egy igazsagos jatékban biztosan nyerni? Beszéljik meg ezt a

példat részletesebben, fogalmazzuk meg a hozzatartozé matematikai modellt.

Egy érdekes matematikar modell. Legyenek &1, &, ..., fiiggetlen valdszinliségi valtozok,
amelyekre P(§, = 2"7!) = P(§, = —2""1) =1 n=1,2,..., é legyen S,, = 3 &.
k=1

Ekkor S, n =1,2,..., martingdl. Definidljuk a kévetkez§ megélldsi szabalyt. 7(w) =
min{n: n > 1, S, > 1}, és vezessiik be a 7n(w) = min(7(w), N) megalldsi szabalyokat
is minden N = 1,2,... szdmra. Ekkor P(7(w) = k) =2"% k=1,2,..., (a7(w) = k
esemény akkor kovetkezik be, ha a &,, n = 1,2,..., valtozok kozil a k-ik az elso
pozitiv értéki valésziniiségi valtozd), ezért P(T(w) < oo0) =1, és P(S, =1) = 1. Ez
felel meg az el6bbi jatéknak, és annak az allitdsnak, hogy 1 valdszintiséggel 1 forintot
nyeriink. Tekintsiik a 7y megallasi szabalyokat, és a hozzatartozé nyereményeket. Ekkor
P(ry(w) = k) =27% minden 1 < k < N szdmra, P(ty = N)=2-2"", P(S, (o(w) =
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1) =1-2"", P(S (ww) = —(1+24-- 281 = P(S; (w(w) = =2V =1)) =27V Ez
azt jelenti, hogy ES; (,)(w) = 0, ahogy a fenti tétel is dllitja, de ES;(,)(w) = 1. Igaz
ugyan, hogy lim S, ()(w) = S;()(w) 1 valészintiséggel, ezért E < lim STN(w)(w)> =
E(S;(w)(w)). De nem lehet felcserélni a limesz és varhaté érték képzés sorrendjét a
fenti azonossag bal oldalan. Megjegyzem, hogy a fenti példa azt mutatja, hogy valéban

lehet egy ilyen jatékban 1 valdszinliséggel nyerni, de ehhez végtelen sok tokével kell
rendelkezniink, ami lehet6vé teszi, hogy a jatékot ne kelljen id6 el6tt befejezniink.

Megmutatom, hogy a fent megfogalmazott tételnek véletleniil megallitott martin-
galok és szemimartingalok varhatd értékérdl fontos kovetkezményei vannak. Tobbek
kozott ebbol kovetkezik a fliggetlen valdszintiségi valtozdk részletosszegeirol szélo egyik
fontos eredmény, a Kolmogorov-egyenlotlenség. A martingalelméleti targyalds egyben
megvilagitja ennek az eredménynek a mélyebb hatterét.

El6szor bebizonyitok egy becslést martingalok és szupermartingalok maximumarol.

Becslés szemimartingdlok maximumardl. Legyen (£,,F,), n = 1,2,..., szemi-
martingdl. Ekkor

1 Blew(w)
Plama@=2) <5 [ enepin < 250 oy

minden N = 1,2,... egész és A > 0 valos szamra.

A becslés bizonyitdsa. Vezessik be a 7(w) = min(j: §;(w) > A) és 7(w) = min(7(w), N)
megallasi szabédlyokat. Alkalmazzuk a (D3’) reldcié mésodik felét a véletleniill meg-
allitott (szemi)martingdlok vérhat6 értékének becslésérol szolé tételnek n = 1 és N
paraméterrel. Azt kapjuk, hogy

AP | max w) > A g/ Er(o) (W) P(dw
<1<k<N§k( ) ) {w: max &(w)>A} ()< ) ( )
<k<N

<

E(En (@)|Fo ) P(dw) = / En () P dw),

{w: max &x(w)>A}
1<k<N

/{w: max & (w)>A}
1<k< N

mert {w:  ax &x(w) > A} € Fr. Igy megkaptuk a (D5) formula elsé egyenl8tlenségét.

A (D5) formula mésodik egyenlétlensége nyilvénvalé.

A Kolmogorov-egyenlotlenség egyszeriien bizonyithaté az el6zé becslés és a kovet-
kez6 lemma segitségével.

Lemma. Legyen adva eqgy F C A o-algebra és eqy az EE? < oo feltételt teljesitd &
valészintiségi valtozo eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor teljesil a

E(€2|F) > (Ef\}“))Q 1 valdsziniiséggel.
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egyenldtlenség. EbbSl az egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy amennyiben (&n, Fn), n =
1,2,..., martingdl, és E€2 < oo minden n = 1,2,... szdmra, akkor (£2,F,), n =
1,2,..., szemimartingdl.

A lemma bizonyitdsa. Azt allitom, hogy E(£2|F) — (EE|F))? = E(& — E(E)F))?|F),
ahonnan E(&2|F) — (E€|F))? > 0, tehat a lemma egyenlStlensége igaz. Az el6z6
azonossdg kovetkezik az F((§— F(¢|F))?|F) = E(E2|F)—2E(EE(E|F)|F)+(E(E|F))? =
E(&2|F) — (E(&|F))?, mert E(EE(E|F)|F) = (E(E|F))? szdmolasbdl.

Ezért, ha (&, Fn), n=1,2,..., martingdl, F£2 < oo minden n = 1,2, ... szamra,
akkor E(£2.1|F,) > (E(&ng1|Fn))? = &2 (w), n=1,2,..., és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés: Az el6z6 lemma bizonyitdasdban hasznalt azonossag hatterében az a jol
ismert tény all, hogy az F({|F) feltételes varhaté érték a £ valdszintiségi valtozd orto-
gonalis vetiilete az F o-algebrara, ezért alkalmazhatjuk a Pythogordsz tételt a megfelel6
valészintiségi véltozokra. Az fgy kapott az £(w)? = (£(w) — E(E(w)|F)? + E(&(w)|F)?
azonossag két oldaldnak az F o-algebra szerinti feltételes varhaté értékét véve megkap-
juk a lemma bizonyitasdban felirt azonossagot.

A fenti eredmények egyszerti kovetkezménye a Kolmogorov-egyenlotlenség.

Kolmogorov-egyenlotlenség. Legyenek &1, ...,En fliggetlen valosziniségi valtozok,
amelyekre EE, = 0, 02 = F&2 < oo minden 1 < n < N szimra. Vezessiik be az
n

Sp= > &k, 1 <n <N, részletisszegeket. Eményes a
k=1

= minden x > 0 szamra

P( max_|S,| > x

< Var Sy =1
1<n<N -

relacio, amelyet Kolmogorov-egyenlotlenségnek hivnak.

Bizonyitdas. Az S, (w), n =1,..., N, sorozat martingélt, ezért az el6z6 lemma alapjan
az S2(w), n=1,..., N, sorozat szemimartingalt alkot. Alkalmazva erre a szemimartin-
galok maximumardl szélé becslést kapjuk, hogy

S
) < ES% _ VarS, o In

P max |S,| >z 5 5 OB
1<n<N x T x

amint allitottuk.

1. megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov-egyenlotlenség ugyanazt a

becslést adja a P 1£(la<XN|Sn| > x| valdszintiségre, mint amit a Csebisev-egyenl6t-
_n_

lenség ad a P (|Sy| > x) valészinliségre. Ez az eredmény olyan tényt fejez ki, hogy
fiiggetlen, nulla varhaté értéki valdszintiségi valtozdk részletosszegeinek a maximuma
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nem sokkal nagyobb, mint az utolsé részletosszeg. Tobb ilyen jellegii eredmény van a
val6szintiségszamitdsban, (lasd példaul a kovetkezd 2. megjegyzést). A Kolmogorov-
egyenlotlenség hasznos példaul a nagy szamok erds torvényének a bizonyitasaban. Ha a
nagy szamok torvényét a leheto legaltalanosabb feltételek mellett akarjuk bizonyitani,
akkor minél enyhébb momentum feltételek mellett kell j6 becslést adni fiiggetlen valo-
szinliségi valtozok részletosszegeinek a maximumara. Ilyenkor a Kolmogorov-egyenlGt-
lenség tesz jo szolgdalatot.

A Kolmogorov-egyenl6tlenség bizonyitasaban szereplé lemmanak érvényes a kovet-
kez6 altaldnositasa.

Lemma martingdlok konvex fliggvényeir6l. Legyen adva egy {(w) valdsziniiségi
vdltozo és egy ®(x), —oo < x < 00, konvex fligguény, amelyekre teljesilnek az El&(w)| <
o0 €s BE|P(&(w)] < oo feltételek egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn, és eqy F C A o-
algebra. Ekkor teljesiil az

E(®(E(w)|F)) > ®(E(E(w)|F)) 1 valdszintiséggel

egyenlétlenség. Ezért, ha (&§n,Fn), n = 1,2,..., martingdl, ®(x) konvex figguény, és
E|®(&,)] < 0o minden n = 1,2,... szamra, akkor (®(&,), Fpn), n=1,2,..., szemimar-
tingdl.

A lemma indokldsa. A Jensen egyenlGtlenség alapjan tudjuk, hogy a £ valdsziniiségi
valtozora érvényes az

pos() = [ @F(dn) = @ ( [ar(an) ) = o (Blew)

egyendtlenség, ahol F(x) jeloli a & valészintliségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Tudvan,
hogy létezik a & valdszinliségi valtozé F(B,w), feltételes eloszldsa F o-algebrara nézve,
ahol w € Q, és B a szamegyenes Borel mérheto részhalmaza, és azt, hogy hogyan lehet
a feltételes varhaté értéket a feltételes eloszlas segitségével kiszamitani, kapjuk, ismét a
Jensen egyenl6tlenség segitségével, hogy

Do) = [S@F(drw) 2 @ ( [oP(dne)) = o (EEWIP

1 valészintiséggel,

ahol F(-,w) jeloli a & valészinliségi valtozé feltételes eloszlasat feltéve a F o-algebrat.
Ennek az egyenlGtlenségnek a segitségével belathato, hogy (®(&,),Fn) n = 1,2,...,
szemimartingdl az adott feltételek mellett.

Feladat. Lassuk be elemi mddszerekkel (a feltételes eloszlas 1étezésérdl szolé eredmény
ismerete nélkiil), hogy |E(£(w)|F)| < E(|&(w)||F) és (E(£(w)|F))T < E(&(w)™|F), ahol
zt = max(z,0). Mutassuk meg, hogy ha (£, (w), F,,) martingél, akkor (|, (w)|, Fy) és
(& (w), Fn), n=1,2,..., szemimartingdl.
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Felhaszndlva a martingdlok konvex fiiggvényeir6l sz0l6 lemmét az ®(x) = |z|?,
1 < a < oo konvex fiiggvényekkel valamint a (D5) formula els§ egyenl6tlenségét be
lehet latni az alabbi eredményt, amelynek bizonyitasat elhagyom. Magat az eredményt
is inkabb az érdekesség kedvéért emlitem.

Tétel martingdlok maximumanak a momentumairdl. Legyen (&, F,), 1 <n <
N martingdl. Ekkor

E(max |gn|> g( a ) Elén|® haa> 1,
-

1<n<N 1

Elén|log™ [én]

E(max |§n|>§L+ ‘

1<n<N e—1 e—1
az a =1 esetben, ahol log™ x = max(log z,0).

2. megjegyzés. Az el6z6 eredmény azt jelenti, hogy egy martingdlnak (példaul nulla
varhaté értéki valdszintiségi véltozok részletosszegeinek) az abszolut értékét, akkor az
igy kapott sorozat maximuméanak a momentumai csak konstans szamszor nagyobbak,
mint az utolsé tag maximuma. Ez az egyenlotlenség is olyan tényt fejez ki, hogy egy
martingal maximuma nem sokkal nagyobb, mint az utolsé tagja. Erdemes megjegyezni,
hogy az o = 1 eset kissé “kilég a sorbol”. Itt a felsé becslés kissé gyengébb, mert az
egy E|én|log™ |€n| alaki tagot is tartalmaz, azaz egy logaritmikus faktor is megjelenik.
Megmutatték, hogy ez a tag nem hagyhaté el a becslésbol.

Konvergencia tételek martingdlokra.

Fontos eredmények érvényesek martingalok 1 valdszintiségi konvergencidjarol. Itt csak a
legfontosabb eredményt ismertetem. Ezenkiviil megmutatom ennek az eredménynek egy
érdekes alkalmazasat, amely lehet6vé teszi bizonyos esetekben a Radon—Nikodym de-
rivalt tobbé-kevésbé explicit kiszamolasat. Ezeknek az eredményeknek a bizonyitasaban
is azt haszndljuk ki, hogy a martingdlok az igazsigos, a szemimartingdlok pedig az
elonyos jatékok modelljei.

Tétel martingdlok 1 valésziniiségi konvergencidjardl. Legyen (&,(w), Fn), n =
1,2,..., martingdl egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor az E|&,(w)|, n=1,2,...,
sorozat monoton novekszik. Ha ez a sorozat korldtos, azaz létezik olyan K > 0 szdam,
amelyre E|&,(w)| < K minden n = 1,2,... szidmra, akkor létezik 1 valdsziniséggel a
Eoo(w) = nlingo &n(w) hatarérték. Ezenkivil érvényes az Elés (w)| < K egyenldtlenséqg is

ugyanazzal a K > 0 konstanssal.

A tétel bizonyitdsa. Abbol, hogy (&, (w), F,) martingal kovetkezik, hogy az (|&,(w)|, Fn)
sorozat n = 1,2,..., szemimartingdl. Ezért az E|,(w)| sorozat monoton novekszik,
amint azt a tételben allitjuk. Az, hogy a &,(w), n =1,2,..., sorozat 1 valésziniiséggel
konvergdl ekvivalens azzal a ténnyel, hogy nulla annak a valészintisége, hogy az £, (w),
n=1,2,..., sorozat limesz szuperiora szigorian nagyobb, mint annak limesz inferiora.

14



Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy a &, (w) sorozat 1 valdszintiséggel
konvergdl, elég megmutatni, hogy

P(liminf &, (w) <r; <re <limsup&,(w)) =0

n—0o0 n—00

minden (r1,72), 71 < 72, raciondlis szdimpdrra. Ezt meg tudjuk mutatni ugy, hogy
definidljuk természetes médon azt, hogy az (£,(w),n), n = 1,2,..., pontokon keresz-
tillmend (véletlen) toréttvonal fliggvény hanyszor metszi at az [ri, 2] X [1, 0o sdvot, és
bebizonyitjuk, hogy ez a metszésszam 1 valdszintiséggel véges.

Rogzitsiink valamilyen 1 < N < oo szdmot és az 1 < n < N iddéintervallumban
tortént dtmetszések szdménak definicidja érdekében vezessiik be a kovetkezé (i (w), k =
1,2,... (véletlen) id6pontokat:

Gi(w) =min{k : 1 <k < N, & (w) <71}, ha létezik ilyen k index, (2(w) = min{k :
G(w) <k < N,&(w) > ro}, ha létezik ilyen k index. A tovébbi (;(w), j = 3,4,...
id6pontokat hasonléan definidljuk (amig ez lehetséges). Ha j péros szdm, akkor legyen
Gi+1(w) = min{k : (j(w) < k < N,&(w) < ri}, ha létezik ilyen k£ index. Ha j
péaratlan szdm, legyen (;y1(w) = min{k : {;(w) < k < N, (w) > r2}. Legyen Oy (w) a
legnagyobb olyan j index, amelyet ily médon definidlni tudtunk, és ezutdn definidljuk a
Cay (w)41 valésziniiségi valtozot (véletlen index-szel) a (g, (w)+1 = IV képlet segitségével.
Vegyiik észre, hogy {w: (;(w) =n} € F), tetszéleges j =1,2,..., 1 <n < N szamokra.
Itt ¢j(w)-t tekinthetjiik olyan valdszintiségi valtozénak, amely nincs értelmezve az egész
(Q, A, P) valészintiségi mez6n, vagy azt mondjuk, hogy (;(w) = N + 1 azokon az w € {2
helyeken, ahol eddig nem definidltuk 6t. Be lehet latni, hogy a By (w) valészintiségi
becslés varhato értéke teljesiti a kovetkezo egyenlétlenséget.

Becslés annak varhato értékérol, hogy egy martingal hanyszor metsz at egy
intervallumot. Legyen (&,(w),Fn), n =1,2,..., martingdl egy (2, A, P) valdsziniségi
mezon. Rogzitsink eqy N, N > 1 egész, és két ri, ra, 11 < 12, valds szamot, és tekintsuk
az dltaluk az el6z6 bekezdésben definidlt By (w) valdszindiségi valtozét. Ez teljesiti az

EﬂN(w) — 1

5 (ro —r1) < E(€n(w) — )t < Elén(w)] + |r1]. (D6)

egyenlétlenséget, ahol T = max(z,0).

A becslés bizonyitdsa. Vezessiik be a &, (w) = (&n(w) —7r1) T és np(w) = Enyr (W) — En(w),
n = 1,2,..., valészinfiségi véaltozokat. Ekkor (&,(w),Fn), n = 1,2,..., szemimartin-
gal, és E(nn(w)|F,) > 0 1 valészintiséggel minden n = 1,2,... szamra. Tekintsiik
a [C2j—1(w),C)(w) — 1], 1 < j < 5NT(‘”) (véletlen, és véletlen szami) intervallumok
(PR
rendszerét, valamint az A(w) = {1,...,N — 1} \ U  [(j-1(w),(aj(w) — 1] | vé-
j=1

i w)+1
[ N(2) ]

letlen halmazt és a Z,(w) = > (e, () (@) — &6y () (w)) valdszintiségi véltozdt,
j=1
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ahol [z] egy szdm egész 1észét jeloli. Ekkor (ro —rl)%)_l < Zn(w) 1 valésziniiséggel,
mert (§e,;(w) (W) = &ey () (W) 2 (r2 —71), ha 2j < By (w), és a 2j = By (w) +1 esetben

(54% () (W) =&, 1 (w)(w)) > 0. A most bebizonyitott egyenlStlenséghdl kévetkezik, hogy

EﬁN(w) -1
2

(ro —71) < EZn(w).

Masrészt azt allitom, hogy
EZy(w) < E(En(w) —m)" = B(&i(w) = )" < E(Gy(w) — )"

A fenti két egyenl6tlenségbdl kovetkezik a (D6) egyenlétlenség elsé fele. Az utoljara felirt

egyenltlenség pedig azért igaz, mert F({y(w) — )t — E(&(w) — )t — EZy(w) =
N-1
> Ennli,: neaw)y, és mivel {w:n € A(w)} € Fy, ezért Ennli,. neaw) > 0 minden
n=1

1 <n<N —1 szdmra.

A (D6) formula mésodik egyenl6tlensége nyilvanvald.

A tétel bizonyitasat egyszertien befejezhetjiik az el6z6 becslés segitségével. Mivel
On(w), N = 1,2,..., monoton névekvé fliggvénysorozat, Sy(w) > 0 minden N =
1,2,... szdmra és w € (2 pontban, alkalmazhatjuk a Beppo-Levy tételt monoton
fliggvény sorozat hatérértékének integréaljarél. A Beppo—Levy tételbél és a (D6) becs-

1ésbél kovetkezik, hogy F (A}lm ﬁN(w)> = A}im Efn(w) < 0o, ahonnan kapjuk, hogy

P <N11m On(w) < oo) = 1. Innen kovetkezik a fent elmondottak alapjan, hogy a

&n(w) sorozat 1 valdsziniiséggel konvergal egy &~ (w) valésziniiségi véaltozéhoz. A Fa-
tou lemmabdl kovetkezik, hogy Elés(w)| < lim E[¢,(w)| < K. A Tétel bizonyitdsét
n—oo

befejeztiik.

Megjegyzés. Szeretnénk bizonyos esetekben tudni, hogy a &,(w) martingdl nem csak

1 valészintiséggel konvergal a £ (w) valdszintliségi véltoz6hoz, hanem L; norméban is,

azaz lim F|{,(w) — {x(w)| = 0. Ez a relacié nem feltétleniil érvényes a martingalok
n—oo

1 valészintiségi konvergenciajarol szolé tétel feltételeinek teljesiilése esetén. Ellenpéldat
kaphatunk példdaul azon példa moédositasaval, amelyben megmutattuk, hogyan lehet
igazsagos jatékban 1 valdszintiséggel nyerni.

Legyenek X, (w), n =1,2..., fiiggetlen valészintiségi valtozdk, P(X,(w) = 2" 1) =
P(X,(w) = —2771) = L Definidljuk az S,(w) = > X;(w) részletosszegeket és a
j=1

2
T(w) = min{k: Si(w) > 1}, Th(w) = min(n,7(w)), n = 1,2,..., megéllasi szabdlyokat.
Vezessiik be az &,(w) = 57, ), n = 1,2,..., valésziniliségi véltozokat. Ekkor &, (w),
n=1,2,..., martingdl, és E|{,(w)|=2—-2"",n=1,2,.... Ez azt jelenti, hogy erre a

martingalra is alkalmazhaté a martingalok 1 valdszinliségi konvergenciajarél szolo tétel.
Kézvetleniil is lathaté, hogy lim &,(w) = 1, azaz a martingdl sorozat 1 val6szintiséggel
n—oo

konvergal 1-hez, mig F¢,(w) = 0. Tehdt ez a martingdl 1 valdszintiséggel konvergal
1-hez, és L1 normaban nem konvergdl oda.
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A kovetkezé eredmény a martingdlok 1 valdszinliségi konvergenciajardl szolo tétel
egyik érdekes kovetkezménye, amely segithet a Radon—Nikodym derivalt kiszamitasaban
bizonyos esetekben.

Tétel. Legyen adva egy {(w), E|{(w)| < 0o, valdszinidségi valtozd és F1 C Fo C ... A
o-algebrdk névekvd sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Jeldlje Foo a Fp, n =
1,2,... o-algebradk dltal generdlt o-algebradt. A

lim E(§(w)|Fn) = E((w)|Fx)

n—oo
konvergencia teljesil 1 valosziniséggel és L1 normdban 1s.

A tétel bizonyitdsa. A (€, (w), Fn), &n(w) = E(&(w)|Fn), n =1,2,..., sorozat martingal,
és El&,(w)| < El¢(w)|, ezért alkalmazhaté rd a martingdlok 1 valdszintiségi konvergen-
cidjardl szolé tétel. Innen kovetkezik, hogy létezik a & (w) = lim &, (w) hatarérték

1 valésziniiséggel alkalmas & (w) valdsziniiségi véltozéval, de be kell bizonyitani, hogy
¢oo(w) = E(&(w)|Fs). Ez ekvivalens azzal az allitassal, hogy

| ee@P(do) = [ cwP(av)

B B

minden B € F,, halmazra és n = 1,2,... szamra. Ezért elég belatni, hogy
lim E|E(§|F,) — &oo(w)] — 0,

azaz a &, (w), n =1,2,..., sorozat nem csak majdnem mindeniitt, hanem L; normdban
is konvergdl a £~ (w) valdsziniiségi véltozéhoz. Ehhez az analizis dltalanos eredményei
alapjan elegend6 beldtni, hogy a &, (w), n = 1,2, ..., valdsziniiségi véltozok egyenlete-
sen integralhatéak, azaz minden € > 0 szamhoz létezik olyan K = K(g) szam, hogy
f{w: 60 ()| > k) 16n(W)[P(dw) < € minden n =1,2,... indexre. Viszont

/ 60 (@) [ P(dw) < / £(w)|P(dw),
{w: [€n(W)|>K}

{w: [€n(w)|=K}

és minden € > 0 szdmhoz létezik olyan 6 = d(¢) > 0 szdm, hogy [ [£(w)|P(dw) < &,
ha P(B) < 6. Mésrészt, P(w: |€,(w)] > K) < Bl < BEWIL < 5 ha K > Ky (6)
alkalmas Ky(6) > 0 szamra. A fenti becslésekbél kovetkezik a Tétel allitasa.

Kovetkezmény: Legyen adva egy (X,X) mérhetd téren egy p valdszinidségi mérték

€s eqy v, a i valosziniségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles mérték, amelynek

mind a pozitiv mind a negativ része véges. Tekintsik az X tér olyan egyre finomodd

{Agn),...,A,E:)} particidit, n = 1,2,..., A;n) € X, 1< j <k, amelyek egyesitése
v(A™)

generdlja a X o-algebrdt, és definidljuk az f,(x) = AT ha x € A;n) fuigguényeket.
J
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Az fn() fiigguények p majdnem mindeniitt konvergdinak o % (x) Radon—Nikodym de-

o dp
rivdalthoz.

Bizonyitds: Tekintsiik az (X, X, u) teret, mint valészinliségi mez6t, vezessiik be rajta

azokat az F,, n = 1,2,..., o-algebrakat, amelyek atomjai az {Agn), . ’Al(c:)} particié
elemei, és legyen f(z) = g—;(ﬂv), x € X. Ekkor a Kovetkezményben megfogalmazott
feltételek teljesiilés esetén E f(z) < oo, fn(x) = E(f(x)|Fn), és az F,, ndvekvé o-algebra
sorozat generdlja a X o-algebrat. Ezért az el6z6 tétel szerint f, () egy valdszinliséggel

konvergél az f(x) fliggvényhez, és ezt kellett beldtnunk.

A fenti eredménynek érvényes a kovetkezo altalanositdsa, amely szintén hasznos biznyos
alkalmazasokban.

A kovetkezmény altaldnositasa: Legyen adva egqy (X, X) mérhetd téren egy p vald-
sziniségi mérték és eqy v, a p valdsziniségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles
mérték, amelynek mind a pozitiv, mind a negativ része véges. Tekintsik az X téren

F1 C Fa C --- o-algebrdk olyan novekvd sorozatdt, amelyek egyesitése generdlja a
X o-algebrat. Vezessiik be az fn(x) = g—/’: }_(a:), x € X, n=12,..., valdsziniiségi

valtozokat, amelyek a p mérték Radon—Nikodnym derivdltjaval egyenloek, ha mind a p
mind a v mértéket megszoritjuk a F,, o-algebrdra. Az fn(x), n=1,2,..., figgvények u
majdnem minden pontban és Li(p) normdban is konvergdlnak a g—l’:(x) Radon—Nikodym
derivdlthoz az (X, X)) téren.

Megforditva, ha nem tudjuk, hogy a v mérték abszolut folytonos-e a pu mértékre nézve

az (X, X) téren, de tudjuk, hogy az f,(x) figguények L1(u) normdban konverdlnak egy
foo() fiiggvényhez, akkor dllithatjuk azt, hogy a v mérték abszolut folytonos az (X, X)
téren a p mértékre nézve, és g—;(x) = foo(T).
Indoklds: Az szorul még magyarazatra, hogy abbdl, hogy az f,(x) fliggvények Lq(u)
normaban konvergalnak egy f., fiiggvényhez miért kovetkezik a v mérték abszolut
folytonossdga a pu mértékre nézve az (X, X) téren fo(x), z € X, Radon—Nikodym
derivélttal. Viszont az adott feltételek mellett felirhatjuk, hogy

o) = i [ fulan(de) = [ fulohu(do)
A A

n—oo

minden A € |J F,, halmazra. Viszont a mértékek kiterjesztésének egyértelmiisége miatt
n=1

(egy algebrérdl egy o-algebréra) kovetkezik, hogy a v(A) = [, foo(x)pu(dx) azonossig

érvényes minden A € X halmazra, és ezt kellett bizonyitanunk.

Feladat: Legyenek & (w), & (w),. .., figgetlen, egyforma eloszldsu valészintliségi vélto-
zO0k, amelyeknek létezik varhaté értékiik. Legyen 7(w) egy megallasi szabdly a F,, =
B(&1,...,&), n = 1,2,..., o-algebrédk sorozatira nézve. Tegyiik fel tovdbba, hogy

létezik olyan N egész szdm, amelyre P(1(w) < N) = 1. Vezessiikk be az S, (w) =
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> &k(w), n=1,2,..., jelélést. Mutassuk meg, hogy ES;(,)(w) = E7(w)E& (w). Igaz
=1

ennek az allitdsnak a kovetkez6 némileg élesebb formdja is. Ha E7 < oo, (azaz 7
nem feltétleniil véges, csak véges varhato értékill valoszintliségi valtozd, akkor ES; () =
ET(w)E& (w).

Ha E& (w) =0, és Bé3(w)) < oo, ET(w) < oo, akkor ES2( y(w) = ET(w)EE& (w).
Ez az allitas atfogalmazhaté a kovetkezo ekvwalens moédon. Nem tessziik fel, hogy
E¢ (w) = 0. Ekkor is felirhatjuk a Var S, (,)(w) = E7(w)Var{;(w) azonossdgot. (A
fenti eredményeket hivjadk Wald azonossdgnak az irodalomban.)

Feladat: Legyen Sy (w), S2(w),..., a nulla pontbdl kiindulé bolyongas az egész szamo-
kon, azaz legyenek az S,,11(w) — Sy, (w) valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, és vegyenek
fel +1 vagy —1 értéket, mind a kettot % valészinliséggel. Rogzitsiink egy a > 0 pozitiv
és egy b < 0 negativ egész szamot. Jeldlje 7,(w) azt a véletlen idSpontot, amikor a
bolyongés elészor eléri az a vagy b pontot. Léassuk be (az el6z6 feladat eredményének

a segitségével), hogy annak a valdsziniisége, hogy el6szor az a pontot latogatja meg a

ofmr» annak, hogy a b pontot % Tovabbd ET,p, = alb|. Jeldlje 7,(w) azt

a véletlen idépontot, amikor a bolyongas el6szor meglatogatja az a > 0 pontot. Lassuk
be, hogy P(7,(w) < 00) =1, de E1y(w) = 0.

bolyongas

Segitség: Vegyiik észre, hogy Sr ., () (W), és STN( b)(w)( W) =TN(ap) (W), N =1,2,...,

martingdlok, ahol Ty, () (w) = min(V,7,5(w)). Ennek segitségével beldthatd, hogy
ESTa,b(w)(W) = 0, és

Erop(w) = BS?, ) (@) = & P(P(7ap(w) = 0) + B P(1ap(w) = ~b).

Tovabbéa P(7,(w) < 00) = bhm P(rap(w) < 00) =1, és Etg(w) = bhm Et,p(w) =
0.

Feladat: Legyen W (t,w), t > 0, Wiener-folyamat a félegyenesen. Lassuk be, hogy a
Z(t,w) = eW(tw)=t*/2 + > () sztochasztikus folyamat martingsl.

Feladat: Legyen W (t,w), 0 < t < 1, Wiener-folyamat a [0, 1] intervallumon. Vegyiik

(n) < t(n) < t(? = 1 felosztassorozatat

mindenn = 1,2, ... szdmra ugy, hogy lim sup (tg:b_)l —t(n)) =0, és vegylk a Z, (w) =

n—oo 1<

a [0,1] intervallum egyre finomodé 0 = ¢;

kp—1

Zl (W(tgi)l) W(t§”>)> valészinfiségi valtozokat és T, = B(W (™), 1 < j < ky)
j:

o-algebrdkat. Mutassuk meg, hogy a (Z,(w),F,), n = 1,2,..., sorozat martingal.
Mutassuk meg a martingalok 1 valdszintiségi konvergencia tételének a segitségével, hogy

a Z,(w) sorozat 1 valészintiséggel konvergal 1-hez.

Segitség: Ha mér bebizonyitottuk azt, hogy a Z,, (w) sorozat 1 valészintiséggel konvergal,
de még nem tudjuk, hogy mi a limesz, akkor elegendo egy elég ritka részsorozatanak a
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hatarértékét megtalalni annak érdekében, hogy a bizonyitast befejezziik. Az eléadasban
szereplo hasonld tétel bizonyitasa segit ennek a részfeladatnak a megolddsaban.

Nem kotelezd feladat: Tekintsiik a W(t,w), 0 < t < 1, Wiener-folyamatot a [0, 1]
intervallumon és a W (t,w) +mt, 0 <t < 1, sztochasztikus folyamatot, ahol m rogzitett
valés szam. Jelolje p a Wiener-folyamat, és v, a W (t,w) + mt sztochasztikus folyamat
eloszlasat a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a v, mérték abszolut folytonos

a p mértékre nézve, és Radon-Nikodym derivaltja < d”m (x(t)) = emz(1)=m*/2 5y x(t),
0 <t <1, folytonos fiiggvény helyén.

Az el6z6 nem kotelezd feladat dltaldnositasa: Tekintsiik a W(t,w), 0 <t <1, Wiener-

folyamatot a [0, 1] intervallumon és egy W (t,w) + fo t)dt, 0 <t <1, sztochasztikus
folyamatot, ahol m(t), 0 <t <1, folytonosan dlﬁeren(nalhato fuggveny szam. Jelolje

i a Wiener-folyamat, és v, a W(t,w) + fo t) dt sztochasztikus folyamat eloszlasat
a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a vy, mertek abszolut folytonos a p mértékre
nézve, és Radon-Nikodym derivaltja

S ) oo { [ mey o)~ 5 [ e},

(Az eredmény &altalanosithatd, de ennek megfogalmazisdhoz sztochasztikus integralok
haszndlatdra van sziikség, és ez nem témaja ennek az el6addsnak.)

Nem kdételezd feladat: Legyen W (t,w), 0 < t < 1, Wiener-folyamat a [0, 1] interval-
lumon. Mutassuk meg, hogy ennek feltételes eloszldsa feltéve, hogy W(l,w) = =
megegyezik egy B(t,w) + tz, 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat eloszldsaval, ahol
B(t,w), 0 <t <1, egy Wiener-bridge. Pontosabban megfogalmazva, rogzitve valami-
lyen 0 <t <tg <--- <t <1 idopontokat és uq, ..., ur szamokat

P(W(tlaw) < Uy,.. 7W(tk7w) < uk:|W(17w) = ‘/B)
= P(B(t1,w) + t1x < uy,...,B(tk,w) + tpx < ug).

Segitség: Erdemes a bizonyitasban felhasznalni a W (t,w) = B(t,w) + tW(1,w) azonos-
sagot, ahol B(t,w) = W(t,w) —tW(1l,w) a W(1,w) valésziniiségi véltozétdl fiiggetlen
Wiener-bridge.
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Kiegészités. Wiener-folyamatok martingdl jellemzése.

Tétel a Wiener-folyamatok egy jellemzésérél. Legyen X (t,w), 0 <t < oo, olyan
sztochasztikus folyamat, amelyre EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra, X (0,w) = 0 egy
valdszintiséggel, és az X (t,w) és X2(t,w) —t, t > 0 sztochasztikus folyamatok martin-
gdlok (az Fy = {X(s,w), s < t}, t > 0 o-algebrdk rendszerére nézve). Ha ezenkivil az
X (t,w) sztochasztikus folyamat minden trajektoridja folytonos, akkor X (t,w) Wiener-
folyamat.

A Wiener-folyamatok martingal jellemzésérol szo6l6 tétel bizonyitasa érdekében el6-
szor megfogalmazom és bebizonyitom a Lindeberg feltételt teljesité szériasorozatokrdl
sz0l6 centralis hatareloszlastétel martingal megfelel6jét, amely valdéjaban az eredeti tétel
altalanositasa. Eloszor bevezetem a kovetkezo definicidt.

Martingal kiilonbség szériasorozatok definiciéja. Legyen adva minden k =1, 2,

. oszdmra gy - - &k, valoszindiségi vdltozok valamint Firo C Fr1 C - C Fronys
novekvé o-algebrdk sorozata, azaz legyen Fi j C Fpr o minden k =1,2,..., és1 < j <

j < ny indexpdrra. Ezt a rendszert martingdl kilonbség szériasorozatnak nevezziik,
ha & ; Fr,j mérhetd valoszintiségi vdltozo, E| ;| < oo, és E(&k | Fk,j—1) = 0 egy
valosziniséggel minden k =1,2,..., 1 < j < ny indexre.

A kovetkez6 eredményt fogalmazom meg.

Martingal kiilonbség szériasorozatokrodl sz6l6 centralis hatareloszlastétel. Le-
gyen valdosziniségi valtozok & 1, ..., Ekon, valamint minden rogzitett k indexre novekvd
o-algebrdk Fro C Fr1 C -+ C Finy, b = 1,2,..., rendszere martingdl kilonbség
szériasorozat, amely teljesiti a kovetkezd feltételeket is:

np
a.) O']%’j = ES,%] < oo minden k=1,2,...,1<j < nyg indexekre, és klin;o Zl cr,%’j =1.
‘]:

Nng
b.) lim 21E|E(§§,j’fk,j—1) —opl=0.
00 j=

c.) Teljesil a Lindeberg feltétel, azaz
ng
) ) B
s Z; E&; 1 ({51 > €}) =0,
J:

minden € > 0 szdmra, ahol I1(A) egy A halmaz indikdtor fiiggvényét jeloli.

ng
Ekkor az Sy = > &k, k= 1,2,..., dsszegek eloszldsban konvergdlnak a standard
—

j
normdalis eloszlasfigguényhez, ha k — oo.

A tétel bizonyitdsa. Vezessilkk be minden k = 1,2,... indexre fiiggetlen, nulla varhato
értékil, o? ; szorasnégyzetit ny,;, 1 < j < ny, normalis eloszlasu valoszintseégi valtozok
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J
sorozatat, amelyek fiiggetlenek az Fy, ,,, o-algebratdlis. Vezessiik be az Yy ; = > & i+
s=1

Nk Nk Nk

Yo My, 1 < j < nyg, (specidlisan Yy ., = > &kj) €8 Yio = D> ni,; valdsziniiségi
s=j+1 j=1 j=1
valtozokat. Azt kivinom megmutatni, hogy minden ¢ valds szamra

n

E (eity’“’“n — eity’“’o) = ZE (eity’“j — eity’“’jfl) — 0 hak — oo. (A1)
j=1

ng 2 2

. Yo — Tie 5t
Mivel Ee't¥ro0 = exp{— >

Jj=1

} N e—t2/2, ha k — oo, ezért (Al) relaciébdl ko-

vetkezik, hogy Ee''St = FeitYern — ¢=t°/2 minden ¢ valés szdmra, ha k — oo, azaz
Sy karakterisztikus fliggvénye konvergal a standard normalis eloszlas karakterisztikus
fiiggvényéhez. Ezért az (Al) formulabdl kovetkezik a Tétel allitasa.

Az (A1) reldci6 bizonyitdsdhoz j6 becslést kell adni az E (e — eit¥ri-1) Kkife-
jezésekre. Ennek érdekében vegytlik észre, hogy mivel az 7y ; valdsziniiségi valtozok
figgetlenek az Fj, p, o-algebrdtdl, igy a &, 1 < j < ny valdszinliségi valtozoktdl is,

J ng
ezért bevezetve az U j = > &ks, 1 < J<np, Upo=1,Vij = > nij, 0 <7 < ng,

s=1 s=j+1
Vin, = 1 mennyiségeket, a kovetkezd Osszefliggéseket irhatjuk fel:

|E (eitYk,j . eitYk,j,1)| —|E <eit(Uk,j71+§k,j+Vk,j+1) _ eit(Uk,j71+77k,j+Vk,j+1)>‘

_|E <eit(U’“'j’1+£k’j) o eit(Uk7j71+nk,j)>’ |Eez‘th,j+1|

< E (eit(Uk’j_1+§k,j) _ eit(Uk,j—1+77k,j))‘
<E (’E <<eit(Uk,j71+£k,j) _ eit(Uk,jfl‘H']k,j)) ‘ Fu j—1> D .

Tovabba, mivel

‘E <<€it(Uk,j—1+§k,j) _ eit(Ukvj—1+nk’j)> ’ ]:k j*1> ‘
= [t | B (6 — ) )|
_ ’E (eri | Fyj—1) — €—t2a-l2g,j/2"
ezért

| (et¥rs — eit¥ii1)| < E‘E (eitgk,jw_-k’j_l) _ e_tQO'i,j/Q‘

fk,j—l)‘

E(& j|Frjr) —e=" Tl

"y . t?
< F ‘ E <6 tri 1 — thkd‘ + E&%’j

t2

Ell—-—
+Ef1-
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t2

e . ¢ ey
< E e — 1 — ity ; + ESZ’j +FE ‘1 - gE(fi,ﬂ]’—k,j—l) —e ka2
Maésrészt
t? 2 —t202 /2
BNl = S B j|Frj—1) — e T

t? 2 s
< EE‘o-i,j - E(ﬁi,ﬂfk,j—m + ‘1 — Eai’j — et Tk,/2

Az el6z6 két egyenlGtlenség alapjan

, . , t2
‘E (ethk,j _ e’LtY}c,j—l)‘ <E eztEk,j — 1= itfk,j + E&%J‘

2 2 (A2)
t 2 2 t 2 _ 4252 /2
+ S BB | Fr—1) = oii sl + |1 = oie; — e TR

2 »J

A Lindeberg feltételbol kovetkezik a a,%’ ;= E&é ; mennyiségek kovetkezd egyenletes
kicsiségi tulajdonsaga:
li 2. =0. A3
Fooo 1?}?5% kg (43)
Valéban tetszOleges € > 0 szamra létezik olyan ko = ko(¢) index, hogy k > ko, 1 < j <
n; indexekre

oij = BE pI(€k4] < €) + BE (I (16k 3] > €) < € + B I(|€rj > €) < 26

minden 1 < j < k indexre, ha k > kg a Lindeberg feltétel alapjan. Innen kovetkezik az
(A3) relacié. Az (A3) relaciébdl levezethetd, hogy

ok 2 2 2
lim 1— —a,% et ok,;/2
k—oo 4 2 J
Jj=1

~0. (A4)

Valéban, létezik olyan ko = ko(e, t) index, amelyre igaz, hogy ‘1 — %Ui,j _ etk ;/2| <

t4a,‘§7 j < 60’27 j ha k > kp minden 1 < 5 < ny indexre. Ezeket az egyenlotlenségeket

ng
Osszeadva minden 1 < j < nj indexre, és felhaszndlva a klim > aij = 1 feltételt,
— 00 j=1 ’

kapjuk az (A4) relacidt.
A Lindeberg feltétel felhaszndlasaval megmutathato az is, hogy

lim iE
1

. t2
et — 1 — ity + 56,%,]. = 0. (A5)

k—o00 4
J:
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Valéban rogzitve egy tetsz(ﬁlegesen kicsi € > 0 szamot, és felhaszné,lva az |et® — 1 —
ite + & "] < |t‘(|)."”| <5|t % ,ha |z| <eés e —1—ite + 5 “22| < 222, ha |z| > €
egyenlotlensegeket kapjuk, hogy

t°| EEE

oE . t?
E e — 1 —it&y, ; + Efg,j Se— T EEE (16,51 > €).

Osszeadva a fenti egyenlStlenséget minden 1 < j < ny indexre, és felhasznilva a

ny
klim > o ; = 1 feltételt és a Lindeberg feltételt azt kapjuk, hogy
— 00 j=1 ’

t2
i _ 1 — itfk,j + 55730' < 8|t3|.

lim sup Z Ele

k—>oo]1

Mivel a fenti reldcié igaz minden £ > 0 szdmra, innen kovetkezik az (A5) relacio.
Az (A1) relaci6 elsé azonossagdbol, az (A2), (A4) és (A5) relacidkbdl valamint a
Tétel b) feltételébol kovetkezik az (A1) relacié masodik fele is. A tételt belattuk.

Sziikséglink lesz még az alabbi lemmara és annak egy kovetkezményére.

Lemma. Legyen X (t) folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamat valamely [0, T]
intervallumon. Rogzitsiunk két € és o pozitiv szdmot, és vezessik be segitséguikkel az
alabbi T valdsziniségr vdltozot:

=71(e,a,T) =max{t: | X(u) — X(v)|<e, ha 0<u<v<T, és|u—v|<a}l.

A T walosziniségi valtozo megallasi szabdaly eqy F¢, 0 < t < T, monoton o-algebra
rendszerre nézve, ha B(Xs, 0 < s <t} C Fi, azaz{w: 7(w) <t} € Fy minden0 <t <T
szdmra.

Tekintstink eqy tetszdleges 0 < t < T szdmot, és definidljuk a 7, = min{t, 7}
valdszindiségi vdltozét. Ha E|g(X(u),u)| < oo, 0 < u < T, és (g(X(u),u)),Fu),
0 < u < T, martingdl valamely folytonos g(x,u) figgvénnyel és F,, 0 < u < T,
monoton névekvd o-algebra rendszerrel, akkor g(X (1), 7)) = E(g(X(T),T)|F7,).

Kovetkezmény. Legyen X (u), 0 < u < T, folytonos trajektoridji sztochasztikus folya-
mat valamely [0,T] intervallumon, amelyre EX?(u) < oo, 0 < u < T. Legyen tovdbbd
(X (u), Fy) és (X2(u)—u,Fy,), 0 <u<T, martingdl valamely F,, 0 < u < T, monoton
névekvd o-algebra rendszerrel. Ekkor az (X (7¢), Fy,) és (X2(1y) — 74, Fr,), 0 <t < T,
sztochasztikus folyamatok a lemmdban definidlt 7, valdszinidségi vdltozokkal szintén mar-
tingdlok.

A Lemma bizonyitdsa. Adva egy 0 < t < T szam, jeldlje Q; a [0,t] intervallumba esd
raciondlis szamok halmazat. Ekkor

[e.¢]

{w:T(w) <t} = U U {w:|X(u,w)—X(v,w)|25+%}E}"t,

(u,0)uEQL, VEQ:, |lu—v|<am=1
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ami azt jelenti, hogy 7(w) megallasi szabaly. (A t = T elfajulé esetben nyilvéan igaz, hogy
{w:T(w) < T} =Q € Fr.) A fenti reldciéban felirt azonossag érvényes, mert 7(w) < ¢
akkor és csak akkor, ha létezik két olyan 0 < @,v < t szdm, amelyekre |u — 0| < «, és
| X (@,w) — X(v,w)| > e. Ekkor azonban (a trajektoridk folytonossdga miatt) léteznek
olyan u € @Q; és v € Q4 szamok, és m pozitiv egész szdm, amelyekre |u — v| < «, és
X(u,w) — X(v,w)| > e+ L.

Legyen Z, = g(X(u),u), 0 < u < T, és tekintsiik minden m = 1,2,... pozitiv

egész és 0 < t < T valds szamra a Z;r = ¢ (X (%), %) valészintiségi valtozokat,
a Gjr = Fjr o-algebrdkat, 1 < j < m, valamint a 7.m) diszkretizalt megallasi

(m) _

szabdlyt, amelyet a 7, %, ha % <7 < %, 1 <1 < m, képlet segitségével
definidlunk. (Jegyezziik meg, hogy az X (t) folyamat trajektéridinak folytonossagabol,
és a 7 valdszintiségi valtozd definicidjabdl kévetkezik, hogy 7(w) > 0 minden w-ra.)

Ha (g(X(u),u),Fy,), 0 < u < T, martingdl, akkor (Zg,Qg), 1 < j <m, szintén
(m)

martingal, és 7, megdllasi szabdaly erre a rendszerre nézve. Ezért az eldadasban
targyalt véletlentil megéllitott (szemi)martingdlok varhaté értékének becslésérél szolo
tétel alapjan (annak (D3) képletét haszndlva) kapjuk, hogy Z o) = E(Zr|F: )
t

a g(X(u,w),u), 0 <u <T,
folyamat trajektéridinak folytonossdga miatt. Ezért a Lemma bizonyitasanak befe-
jezése érdekében elég megmutatni azt, hogy az E(ZT|.7-"Tt(m)) valszintiségi valtozok
konvergalnak az E(Zrp|F;,) valosziniiségi valtozéhoz, ha m — oo.

min-

den m = 1,2,... szdmra. Maésrészt Z,, = lim Z,
m—oo  t(m)

S6t, a kivant 4llitds igazoldsdhoz elég azt ellendrizni, hogy az E(Zr|F: ) valé-
szinliségi valtozdk, m = 1,2,..., egyenletesen integralhatéak. Ugyanis azt mar tudjuk,
hogy ezek 1 valdsziniiséggel konvergalnak valamely (egyelére ismeretlen) Z valdszintiségi
valtozéhoz. Ezért az egyenletes integralhatésagbol, illetve az F., C F; relaciobol

t(’m)
kovetkezik, hogy [, ZdP = lim [, E(Zr|F;

(my ) AP = fA Zp dP minden A € F,,
halmazra. Innen kapjuk, hogy Z = E(Zp|F;,).

A kivant egyenletes integralhatésig igazoldsdhoz, (azaz az 20| > K |Z(™) | dP < e
egyenl6tlenség bizonyitdsdhoz minden m = 1,2,... szdmra, ha K > K(g) ahol Z("™) =
E(ZT|~7:rt<m) )) elég azt megmutatni, hogy egyrészt minden € > 0 szdmhoz létezik olyan
§ = 6(g) > 0 szam, hogy [,|Z™|dP < e, ha P(B) < § és B € Fr (my» Mésrészt
P(|1Z™)| > K) < 6 minden m = 1,2,... szdmra, ha K < K(J) alkalmas K(J)
szdmmal. Az elsé allitds azért igaz, mert az adott feltételek mellett [, |Z™)|dP <
[z 1Zr|dP, és [5|Zr|dP < e, ha P(B) < 4. A misodik 4llitds azért igaz, mert
E|Z(™| = B|E(Zr|F,,,,)|) < E|Zr], é innen P(|20M| > K) < B2 < BlZrl < 5,
ha K > K(9). A lemmat bebizonyitottuk.

A Kévetkezmény bizonyitdsa. Az adott feltételek mellett X (74, w) = E(X(T,w)|F7,) és
X%(1y,w) — 7(w) = E(X*(T,w) — T|F,,). Ezért, ha 0 < s <t < T, akkor F,, C F,,
és E(X(m,w)|Fr,) = E(E(X(T,w)|F:,)|Fr.) = E(X(T,w)|F.,) = X(1s,w). Ez a
kovetkezmény elso éallitasa. A masodik allitds hasonléan bizonyithaté.
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A Wiener-folyamatok egy jellemzésérdl szolo tétel bizonyitasa. Azt kell megmutatnunk,
hogy a tétel feltételeinek teljesiilése esetén tetszoleges 0 =ty < t1 < - -+ < t,,, szamokra
az X(t;) — X(t;j—1), 1 < j < m, valésziniiségi valtozdk fiiggetlen nulla vérhaté értéki,
t; — tj_1 szérasnégyzetli, normdlis eloszlasi valészinliségi valtozok. A bizonyitas f6
részében azt magyardzom el, hogy hogyan lathaté t; = 1 esetben az, hogy X(t1) —
X (tp) = X (1) standard normaélis eloszlasi valdszintiséségi véltoz6. Ezutdan elmagya-
razom, hogyan lehet a tétel allitasat teljes egészében belatni. (Valéjdban a Tétel egy

enyhe altaldnositasat bizonyitom be.)

Tekintsiink egy folytonos trajektéridkkal rendelkez6 sztochasztikus folyamatot egy
[0, 1] intervallumban. Mivel egy véges intervallumban folytonos fiiggvény egyenletesen is
folytonos, ezért az ¢, = %, k=1,2,..., sorozathoz valaszthato olyan ay, k =1,2,...,
sorozat, amelyre

lim P ( sup | X (t,w) — X(s,w)| > 8k> = 0.

k—oo  \ 0<s,t<1, |t—s|<ay

Feltehetjiik a fenti reldciéban, hogy ap — 0, és nx = a—lk egész szam, ha k£ — oo.

Tekintsiik a lemmaban bevezetett 7 = 7, = 7(eg, g, 1) és T,gj) = min{7g, jar}, 1 < j <
ny, valoszintiségi valtozokat, k =1,2,..., 0 < j < nj. Legyen tovabba & ; = X(T,gj)) —
X(rY™Y), 1 < j < ny. Ekkor lim P(X(1,w) = X(7%,w)) = 1. Ezért clegendd beldtni,
— 00
ny
hogy az X(1;) = &k, valdsziniiségi valtozok eloszlasban konvergalnak a standard
j=1
normalis eloszlashoz. Megmutatom, hogy ez az allitas kovetkezik a martingal kiilonbség
szériasorozatokrél szélo centralis hatareloszlastételbol és a Lemma kovetkezményébol.

Valoban, legyen Fy ; = F ), Fro = Fo, k=1,2,...,1 < j < ny. Ekkor a Lemma
k

kévetkezménye alapjan (&g j,Frj), £ = 1,2,..., 1 < j < nyg, martingdl kiilonbség
sorozat, és E(Séﬂ}"k,j_l) = E(min{7y, jor }|Fr,j—1) — min{7g, (j — 1)ay }, mert

B(&} j\Fijm1) = B(X (1) = X (/™)1 Fijmn)
= B(X(r)* = 7| Frymr) + B0 Fi o)
= 2X(r{ TYEX (1) Figor) + X (1)
=X/ =+ B Frye) = 2X (10T + X ()T
= B |Figor) =7 7
Ellenérizni akarjuk, hogy a (&, Fr;), k =1,2,..., 1 < j < ny, valszinliségi véltozok
teljesitik a martingal kiilonbség szériasorozatokrdl szolo centralis hatareloszlastétel fel-

tételeit. A (& ;, Fk, ;) parok nyilvan martingal kiilonbség szériasorozatot alkotnak. Nem
nehéz belatni, hogy teljesitik az a) tulajdonsagot, mert

Ej ;= BE(min{ry, joy}) — E(min{r, (j — Dax}),
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n,

ahonnan ) Eé’ij = E(min{7g,1}) — 1, ha k — oo, mivel klim P(r, = 1) = 1,
=1 —o0

és Tp(w) < 1 minden w-ra. A c) feltétel szintén nyilvén teljesiil, mert a konstrukcié

alapjan P(|¢,;| > €) = 0 minden 1 < j < ny, indexre, ha k < 1.

A b) tulajdonsag igazolasahoz vegyiik észre, hogy

BE(& j|1Fr.j—1) = E([min{rg, jor } — min{re, (j — V)ar})]| Fr,j—1) < o,

ahonnan U,i ; < oy s kovetkezik, és
Nk ng
> BIE(& | Frj-1) — ol <Y Elok — B ;| Frj-1))
=1 =1

ng
=1-)Y E& ;-0 hak— oo

Jj=1

Mivel E|E(§,§’j|fk,j—1)—0£,j| =2E ‘E(flz,j|Fk7J—1) - Ji,j‘

ahol || = max(—=z,0), ezért a fenti reldaciékbol

< 2E|E(§1%,j|~7:k,j—1) —agl,

Nk Nk
> E|E(&} ;| Fr 1) —oi 1 2> E|E(& ;| Fr 1) — okl = 0, hak — oo,

j=1 j=1

és a b) feltétel is teljestil. lgy az X (%) valdszintiségi véltozok konvergalnak a standard
normalis eloszlashoz, és ezt kellett belatnunk.

Az altalanos eset targyaldsa elott vezessiik be a Wiener-folyamat kissé altalanosabb
definicidjat.

Altalanositott Wiener-folyamat definicidja. Legyen adva egy X (t,w) sztochasz-
tikus folyamat, F; o-algebrdk névekvs sorozata, 0 < t < T, azaz legyen Fs C Fy, ha
0 < s <t <T. Tegyik fel tovabbd, hogy X(t,w) Fr mérhetd minden 0 < t < T
szamra. Azt mondjuk, hogy az (X (t,w),Fy) parok, 0 <t < T, (dltaldnositott) Wiener-
folyamatot alkotnak a [0,T] intervallumon, ha X (0,w) = 0 minden w elemi eseményre,
X(t,w)—X(s,w) az Fs o-algebrdtdl figgetlen, nulla varhato értéki, t — s szérdsnégyzeti
normdlis eloszldsu valdsziniségi vdltozo minden 0 < s < t < T szampdrra, és X (t,w)
folytonos trajektoridju sztochasztikus folyamat minden w elemi eseményre.

Ervényes az (altaldnositott) Wiener-folyamatok kdvetkezd jellemzése.

Tétel az (Altaldnositott) Wiener-folyamatok egy jellemzésérél. Legyen adva
eqy X (t,w), sztochasztikus folyamat és Fy, o-algebrdk novekvd sorozata 0 < t < T pa-
raméterekre 1igy, hogy X (t,w) Fy mérhetd minden 0 < t < T szdmra. Tegyiik fel azt is,
hogy EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra, X(0,w) = 0 minden w elemi eseményre,
és az (X(t,w), Fp) és (X3(t,w) —t,F), 0 < t < T, pdrok martingdlok. Ha ezenkiviil
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az X (t,w) sztochasztikus folyamat minden trajektoridja folytonos, akkor az (X (t,w), F)
rendszer (dltaldnositott) Wiener-folyamat a [0,T] intervallumon.

A Tétel bizonyitisa. Azt kell megmutatni, hogy tetszoleges 0 < s < t < T szamparra
X(t,w) — X(s,w) a Fg o-algebratdl fiiggetlen nulla varhaté értékii t — s szérasnégyzetii
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo. Ezt az el6zé bizonyitas némi mddositasaval,
finomitasaval megtehetjiik.

Rogzitstink egy 0 < s < T szdmot, és definidljuk az Y (u,w) = X (s+u,w)—X(s,w),
0 <u < T — s, sztochasztikus folyamatot, és G, = Fs4, o-algebrakat, 0 <t < T — s.
Vegyiik észre, hogy E(Y (v,w)|G,) = 0 és E(Y?(v,w) —v|G,) = Y?(u,w) — u, ha 0 <
u<v<T—s. Az utolsé azonossdgot a kovetkezo szamolds mutatja:

E(Y*(v,w) = v|Gu) = B([X (v + 5,w) = X(s5,w)]* = v|Fsru)
=E(X?*(v+s,w) — (v+8)|Foru) + X2(5,w) — 2X(5,0) EX (v + 8,w)|Fosrn) + 5
= X% (u+s,w) — (u+s)+ X%(s,w) — 2X(5,w) X (u+ s,w) + s
= (X(u+s,w)— X(5,w)) —u=Y?*u,w) —u

Ezért alkalmazhatjuk az el6z6 bizonyitast némi atskaldzassal. Abbdl azt kapjuk, hogy
Y(t — s,w) = X(t,w) — X(s,w) nulla varhaté értéki, ¢ — s szérasnégyzetli normalis
eloszlasu valdszintiségi valtozd. Meg kell még mutatni azt is, hogy ez a valdszintiségi
valtozd fiiggetlen a Fy o-algebratél. Ennek érdekében alkalmazzuk a kovetkezo érvelést.

Vegyiink egy tetszéleges B € Fs = Gy eseményt, amelyre P(B) > 0, és tekintsiik
az (Y(u,w),Gy), 0 < u < T — s, parokat ugyanazon az (£2,.4) valdsziniiségi mezon,
de helyettesitsiik a P valdszintiségi mértéket azzal a Pp valdsziniiségi mértékkel, ame-

lyet a Pp(A) = Z55, A € A, képlet definidl. Az (Y (u,w),Gu) és (V(u,w) —
U, Gy)y, 0 < u < T — s, rendszerek tovabbra is martingalt alkotnak. Ezért a fenti
Pp mértékhelyettesitéssel kapott rendszerre alkalmazva a mar bizonyitott eredményt,
kapjuk, hogy P({w: X (t,w) — X (s,w) < 2}NB) = P(B)®(x,t—s), ahol ®(x,0?) a nulla
véarhaté értékit o2 szérasnégyzetii normalis eloszlds értékét jeldli az o helyen. Mivel ez
az allitas igaz minden x valds szamra és B € Fg eseményre, innen kovetkezik a tétel

allitésa.
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