AZ ERGOD TETEL

A valészinliségszamitas, az analizis és a (matematikai) fizika egyik fontos eredménye
az ergod tétel. Ezt az eredményt ismertetem, illetve megmutatom, hogyan kovetkezik
beldle a nagy szamok erds torvénye. Célom a legfontosabb eredmények és fogalmak
ismertetése. Bar a bizonyitasokat is leirom, ezeket nem fogjuk kérdezni a vizsgan.

Az ergod tétel megfogalmazasaban sziikség van a feltételes varhato érték altalanos,
o-algebrak mint feltételek szerinti definiciéjara. Bar ez a nem trivialis fogalmat késobb
fogjuk targyalni, roviden ismertetem ezt a fogalmat. Ennek keretében felidézem a
mértékelméletben tanult Radon—Nikodym tételt, amelynek ismerete megkeriilhetetlen a
feltételes varhato érték altalanos definiciéjanak megértéséhez.

Az ergod tétel az ugynevezett dinamikus rendszerek viselkedésével foglalkozik. Is-
mertetem a dinamikus rendszer fogalmanak a definiciéjat.

Dinamikus rendszer definicidja. FEgy olyan (X, A, u,T) rendszert nevezink di-
namikus rendszernek, amelyben (X, A, p) mértékter, T pedig mértéktarts transzformdcio
ezen a mértéktéren. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti, hogy adva van egy
X alaphalmaz, annak bizonyos ‘szép’ halmazainak eqy A rendszere, amely o-algebra,
eqy | mérték ezen az A o-algebrdn és eqy T: X — X, mérhetd és a p mértékre
nézve mértéktarto transzformdcio az X téren. A T transzformdcio mérhetésége azt
jelenti, hogy minden A € A (mérhetd) halmaz T-1(A) = {y: Ty € A} bsképére
T71(A) € A. Az hogy a T transzformdcié mértéktarts a p mértékre nézve azt jelenti,
hogy n(T—1(A)) = u(A) minden A € A halmazra.

1. megjegyzés. Bar a definiciéban nem koveteltiik meg, hogy a p mérték valdszintiségi
(azaz véges, 1-re normalt) mérték legyen, a tovabbiakban mégis csak ilyen dinamikus
rendszerekkel fogunk foglalkozni, és a p mértéknek ezt a tulajdonsagat mindig fel fogjuk
tenni.

2. megjegyzés. Mind a mérhet6ség, mind a mértéktartas definicidjaban a T' transz-
formécié T~! inverze és nem maga a T transzformécié szerepelt. Mivel nem tettiik fel,
hogy a T transzformacié invertalhaté, azaz lehetséges, hogy T'(x) = T'(y) valamely x # y
pérra, ezért nem mindegy, hogy a T transzformécié vagy annak (esetleg tobbértékii) 71
inverze szerepel-e a definiciéban. Az &ltalunk bevezetett 7! transzformacié segitségével
megadott definicidk bizonyultak szerencsésnek.

Legyen adva egy U(z), x € X, valés értékii (mérhetd) figgvény az (X, A, u,T)
dinamikus rendszerben. Ekkor definidlhatjuk az U(x) fiiggvény TFU(z) = U(T*x)
eltoltjait minden k = 0,1,... szdmra, ahol T*x azt jelenti, hogy a T transzformaciét
k-szor alkalmazzuk szukcesszive az z pontra. Specidlisan T2 = z a k = 0 esetben

Az ergod tétel azt mondja ki, hogy nagyon altaldnos feltételek mellett a = Z U(TFx)

atlagoknak a p mérték szerint majdnem minden x pontban létezik hatarerteke han —
oo. Tovabba ezt a hatarértéket Jellemezm tudjuk. Természetes lenne azt varni, hogy
ez a limesz az U(x) figgvény [, U(x)u(dz) integralja azaz az (X, A, u) valészintiségi
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mezOn definidlt U(x) valdszinliségi valtozé varhatéd értéke. A helyzet azonban ennél
bonyolultabb. Csak bizonyos plusz feltételek teljesiilése esetén érvényes a

n—1

1
lim — E U(T*z) = / U(z)u(dr) a p mérték szerint 1 valdszintiséggel (1)
n—oo N “— X

azonossag. Altaldnos esetben is létezik a az (1) kifejezés baloldalan szereplé kifejezésnek
limesze a pu mérték szerint 1 valdszinliséggel, de az egy bonyolultabb kifejezés. Az
(1) formula teljesiilését a fizikusok ugy szoktdk interpretdlni, hogy az idébeli atlag
(limesze) egyenlé a térbeli atlaggal. Ugyanis az (1) formula baloldalan szerepld kife-
jezés a kovetkez6 médon is megadhatd. Vezessiik be a kovetkezo tigynevezett empirikus
ftn, mértéket minden n = 1,2,... szdmra és € X pontra. p,(Alz) = L4{j: 0 < j <
n—1, Tz € A} minden A € A halmazra, ahol #(C) a C halmaz szamossagat jeloli.

Ezzel a jeloléssel - Z U(T*z) = [ U(v)un(dv|z) és az, hogy az (1) formula igaz U(-)

fliggvények egy nagy Csaladjara (minden a p mérték szerint integralhaté fliggvényre)
ugy is interpretalhatd, hogy az U(-) fiiggvények idébeli dtlaga, azaz a p, (-|x) empirikus
mérték szerinti integralja tart e figgvények [U(x)u(dz) térbeli dtlagdhoz.

Az (1) formuldban megfogalmazott (u mérték szerinti) egy valdszintiségi konver-
gencidt kifejez6 azonossigot, illetve annak altaldnosabb alakjat, amely megadja az (1)
formula hatarértékét az altalanos esetben nevezik ergod tételnek. Ennek pontos meg-
fogalmazasahoz be kell vezetni a feltételes varhaté érték dltalanos definicidjat. A nagy
szamok torvénye kovetkezik az ergod tételbol, de ez kiilon indoklast igényel.

A pontos eredmény megfogalmazasahoz el0szor be kell vezetni az invarians halma-
zok fogalmat, és be kell bizonyitani azok egy egyszerli tulajdonsagat.

Dinamikus rendszer invaridns halmazainak a definiciéja. Egy (X, A, u,T) di-
namikus rendszer valamely Eqy A € A halmazdt e rendszer invaridns halmazdinak
neveziink, ha T™1(A) = A.

Igaz a kovetkez6 (egyszeril) lemma.

Lemma az invaridans halmazok viselkedésérol. Egy dinamikus rendszer invaridns

halmazai o-algebrat alkotnak, azaz, ha A invaridns halmaz akkor annak komplementere,
oo o0

X\ A is az, és ha Ay, As, ... invarians halmazok, akkor a |J A, és [ A, halmazok

n=1 n=1
18 invariansak.

Bizonyitds. Az allitds egyszerii kovetkezménye a T~! inverz transzformdcié tulaj-
donsagainak.

Jelolje Z C A az invarians halmazok o-algebrdjat, és vezessiik be a kovetkezd
definiciot.



Ergodikus dinamikus rendszerek definiciéja. Egy (X, A, pn,T) dinamikus rend-
szert ergodikusnak neveziink, ha e rendszer invaridans halmazainak I o-algebrdja trividlis
a kovetkezd értelemben. Minden A € T halmazra p(A) = 0 vagy p(A) = 1.

Vegyiik észre, hogy amennyiben x € A egy A € 7 invarians halmazra, akkor

n—1
a L > U(T"z) étlagokban szerepld T"z pontok mindegyike az A halmazban van.
k=0

Valéban, ha A a T transzformécié invarians halmaza, akkor A a T* k = 1,2,...,
transzformacioknak is invaridns halmaza, és ugyanez érvényes az A halmaz X \ A kom-
plementerére is. Ha a Tz ¢ A, azaz T*z € X \ A relacié lenne érvényes valamely
k > 0 szamra, akkor abbdl az kovetkezne, hogy = € X \ A, ami ellentmond az = € A
feltételnek. Ez a tény azt jelzi, hogy az (1) formuldban megfogalmazott azonossidg nem
lehet érvényes az &altaldnos esetben. Ugyanis természetesebb lenne a jobboldalon az
[ U(x)p( dx) kifejezés helyett az ﬁ [ U(x)pu( dx) kifejezést, azaz az U fiiggvénynek
az A halmazbeli dtlagat venni, ha egy olyan x € X pontot tekintiink a baloldalon,
amelyre x € A valamely A € 7 invaridns halmazzal. S6t, mivel altalaban nincs egy
legkisebb az x pontot tartalmazé invarians A halmaz, a képlet még bonyolultabb. A
pontos eredményt a az invaridns halmazok altal generdlt 7 o-algebra szerinti feltételes
varhaté érték segitségével lehet megfogalmazni. Ez az eredmény specidlisan azt adja,
hogy az (1) formula érvényes akkor, ha az (X, A, u,T) dinamikus rendszer ergodikus,
és az U(z) fiiggvény integrédlhat6 a p mérték szerint.

Egy valamely (2,4, P) valésziniiségi mezén definidlt & valészintiségi véltozé var-
hato értéke szemléletesen azt fejezi ki, hogy mit varunk, mekkora lesz e valtozé értéke.
Ez a megitélésiink valtozhat akkor, ha tovabbi informéciokkal rendelkeziink, bizonyos
eseményekrol tudjuk, hogy bekovetkeztek-e vagy sem. Vegyiik az 6sszes olyan eseményt,
amelynek be vagy be nem kovetkezését meg tudjuk allapitani. A feltételes varhato
érték altalanos definiciéjaban azt akarjuk kifejezni, hogy ezen rendelkezésiinkre allo
plusz ismeretek alapjan hogyan értékelnénk a £ valdszintiségi valtozé varhato nagysagat.
Vagyiik észre, hogy az édltalunk megfigyelheté események egyiittese (azon események,
amelyekrol tudjuk, hogy bekovetkeztek-e vagy nem) o-algebrat alkotnak. Valéban, ha
egy esemény bekovetkeztét meg tudjuk allapitani, akkor meg tudjuk &allapitani ezen
esemény komplementerének a bekovetkeztét vagy be nem koévetkeztét is, ha megszam-
lalhato sok esemény mindegyikérdl kiilon kiilon el tudjuk donteni, hogy bekovetkezett-e,
akkor el tudjuk donteni, hogy bekovetkezett-e ezen események mindegyike, vagy igaz-e
az, hogy ezen események koziil legaldbb egy bekovetkezett. FEzen tények jelentik azt,
hogy a megfigyelhet6 események o-algebrat alkotnak.

Ezért az altaldnos esetben egy (€2, .4, P) valdsziniiségi mez6n definiédlt & valészintisé-
gi valtozénak egy F C A o-algebra szerinti E(&|F) feltételes varhaté értékét definialjuk,
ahol F szemléletes tartalma az altalunk Gsszegyiijtott informacié. Azt, hogy a feltételes
varhaté érték ezen informécidktol fiigg a feltételes varhatd értéknek az a tulajdonsaga
fejezi ki, hogy az E(£|F) feltételes varhato érték egy F mérheté valdszintiségi valtozo.

Az E(&|F) feltételes varhaté érték definicidjanak megaddsdhoz fel kell idézniink
a mértékelmélet egyik fontos és mély eredményét, a Radon-Nikodym tételt. Eloszor
értsiik meg azt a kérdést, amelyre a Radon—Nikodym tétel adja meg a valaszt.
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Kérdés. Legyen adva egy p (o-véges) mérték egy (U, F) mérhetd téren és egy az
(0, F) téren definidlt F mérhetd g(-) figguény, amelyre [ |g(w)|p(dw) < oco. Ekkor
a v(A) = [,g(w)u(dw) halmazfiggvény, A € F, elbjeles mérték az (Q,F) téren.
(Azaz, v o-additiv halmazfiigguény. Lassuk be, hogy ez kévetkezik a Lebesgue tételbél.)
Kérdés: Mely v eldjeles mértékek dllithatoak el ilyen mdédon, azaz az (Q,F) téren levd
v mértékek kozil melyekhez létezik olyan g(w) F mérhetd figguény, amelyre v(A) =
J19(W)v(dw) minden A € F halmazra? Ha létezik ilyen g(w) figgvény, akkor az meg
van-e hatdrozva egyértelmien?

Vilagos, hogy egy a fenti integralel6allitas segitségével definialhato v el6jeles mérték
véges, azaz |[V(A)| < K minden A € F halmazra egy alkalmas K < oo szdmmal. (A
K = [|g(w)|p(dw) egy alkalmas valasztds.) Ezenkiviil, ha p(A) = 0 valamely A € F
halmazra, akkor v(A) = [, g(w)u(dw) = 0. Ez az észrevétel tette természetessé a
kovetkezo definicié bevezetését.

Egy el6jeles mérték egy mérték szerinti abszolut folytonossaganak a defi-
niciéja. Legyen u (esetleg o )-véges (o-additiv) mérték és v véges (o-additiv) eldjeles
meérték eqy ) téren értelmezett F o-algebrdn. Azt mondjuk, hogy a v eldjeles mérték
abszolut folytonos a p mérték szerint, ha minden olyan B € F halmazra, amelyre u(B) =
0 a v(B) =0 reldcio is teljesiil.

A Radon—Nikodym tétel azt mondja ki, hogy a v elgjeles mérték fent megfogalma-
zott abszolut folytonossiga (és végessége) nemcsak sziikséges, hanem elégséges feltétele
is v kivant alaku eldallitdasanak. Tovabba ez az eldallitas 1ényegében egyértelmii. Ez az
egyértelmiiség a kovetkezét jelenti. Vildgos, hogy ha a g(w) fliggvényt megvaltoztatjuk
egy a p mérték szerint null mértékli halmazon, akkor a v(A) = [, g(w)u(dw) in-
tegralok értékei nem véltoznak. Tehat ennyi szabadsidgunk van a g(-) fiiggvény meg-
valasztasaban. A Radon—Nikodym tétel azt is kimondja, hogy tobb szabadsdgunk mar
nincs. Végiil szeretném hangsilyozni, hogy a Radon—Nikodym tételben megjelend g(-)
figgvény F mérhetd. Ezt azért fontos érteni, mert sok esetben olyan (2, F) térben al-
kalmazzuk a Radon—Nikodym tételt, ahol természetes modon megjelenik az F o algebra
mellett egy szintén az X téren definidlt bévebb A o-algebra is, amelyre F C A. Fontos
érteni, hogy olyan g¢(-) fiiggvényeket tekintiink ilyen esetekben is, amelyek a (sziikebb)
F o-algebra szerint is mérhetoek.

Radon—Nikodym tétel. Legyen adva eqy Q) tér, rajta eqy F o-algebra, tovibbd ezen
az F o-algebrdan egy p (o-véges) mérték és v (véges) eldjeles mérték. (Az, hogy egy v
eldjeles mérték véges azt jelenti, hogy |V(A)| < oo minden A € F halmazra.) Teqyiik
fel, hogy a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mértékre nézve. Akkor létezik olyan
az Q téren definidlt valds értéki f(w) figgvény, amelyre [ |f(w)|du(w) < oo, és teljesiti
a kovetkezd két tulajdonsdgot.

a) f(w) F mérhetd.
b) v(C) = [, f(w)du(w) minden C € F halmazra.

Tovdbbd ez az f(w) fliggvény egyértelmien meg van hatdrozva a kovetkezd értelem-
ben. Ha két f1(w) és fao(w) F mérhetd fiigguény teljesiti a fenti reldaciét minden C' € F
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halmazra, akkor fi(w) = fao(w) a p mérték szerint majdnem minden w € Q pontban.

A tételben kimondott tulajdonsagi f(w) fliggvényt a v elGjeles mérték p mérték

szerinti Radon—-Nikodym derivaltjanak nevezik az irodalomban, és g—;(w)—val jelolik.

A Radon—Nikodym tétel felhasznalasaval tudjuk egy & valdszintiségi valtozd F o-
algebra szerinti F/(§|F) feltételes varhat6 értékét definidlni az altaldanos esetben. Ezt a
feltételes varhaté értéket csak akkor definidljuk, ha E|{| < oco.

Egy valdsziniiségi valtozo valamely o-algebra szerinti feltételes varhaté ér-
tékének a definiciéja. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniségi mezd, azon egy &,
E|¢] < o0, walésziniségi valtozo és eqy F C A o-algebra. Az n = E(E|F) feltételes
vdarhato érték az az m valdsziniségi vdltozo, amelyre

a) n F mérhetd valdsziniségi vdltozo.

b) [pn(w)P(dw) = [5&(w)P(dw) minden B € F halmazra.
A kovetkez6 eredmény azt mondja ki, hogy a fenti definici6 értelmes.

Tétel a feltételes varhato értéket definialé definicié jogossagarodl. Létezik a
feltételes varhato érték definicidjiaban megfogalmazott a) és b) tulajdonsdgot teljesité n
valoszinidségi vdltozo, és az eqy valdsziniiséggel meghatdrozott. Azaz, ha n és 1 két olyan
valdszinidségi valtozo, amelyek mindegyike teljesiti mind az a) mind a b) tulajdonsdgot,
akkor P(n=1n) = 1.

A tétel bizonyitdsa. Definidljuk a v(B) = [, &(w)P(dw), B € F, halmazfiiggvényt az
F o-algebran. Ekkor v egy véges és a P mértékre abszolut folytonos el6jeles mérték a
F o-algebran. Ezért 1étezik az n(w) = 2% (w) Radon-Nikodym derivélt a F o-algebran,
amely teljesiti mind az a) mind a b) tulajdonsigot. Ha 7 és 7 teljesiti mind az a) mind
a b) tulajdonsdgot, akkor n — 77 F mérheté valészintiségi véltozod, és [,(n —7)dP =0
minden B € F halmazra, specidlisan a By = {w: n(w) — 7(w) > 0} By = {w: n(w) —
f(w) < 0} halmazokra is. Innen P(B;) = P(B2) = 0, azaz P(n # 1) = 0. Innen
kovetkezik a tétel allitasa.

Megjegyzés. Legyen (X, A, u,T) egy ergodikus dinamikus rendszer, U(-) eqgy A mér-
hetd figgvény, amelyre [, U(v)u(dv) < co. Ekkor E(U(x)|Z) = EU, ahol az U(-) vald-
szintségi vdltozo varhato és feltételes varhato értékét az (X, A, u) valdsziniségi mezén
tekintyik, és T az invarians halmazokbol dllo o-algebra.

Megfogalmazom az ergod tételt.

Ergod tétel. Legyen (X, A,u,T) egy dinamikus rendszer, U(x) egy A mérhetd valds
értékd figguény, amelyre [ |U(z)|p(dx) < co. Ekkor

n—1
1 .
lim — E U(T’z)=EU|I)(x) a p mérték szerint majdnem minden x € X pontra,
n—oo N
i=0



ahol T az invaridns halmazok o-algebrdja. Ha az (X, A, p,T) dinamikus rendszer er-
godikus, akkor E(U|L)(x) = EU = [ U(z)p(dz).

Meg akarom mutatni, hogy a nagy szamok erds torvénye kovetkezik az ergod
tételbdl. Fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszinliségi valtozdk &1,&s,... sorozatanak
viselkedése mutat némi hasonlésagot a dinamikus rendszerekhez. Ha a &1, &o, ... sorozat-
nak megfeleltetjik a &,&s,... sorozatot akkor az hasonlit a mértéktart6 shift transz-
forméaciéhoz. De ahhoz, hogy az ergod tételt alkalmazni tudjuk egy olyan rendszerrel
kell dolgozni, ahol valédi (mértéktartd) shift transzformacié van. A nagy szamok erés
torvényét vissza lehet vezetni egy ilyen rendszer vizsgalatara. Erdemes ezt a vissza-
vezetést egy altalanosabb modellben is megcsinalni. Bevezetem a kovetkezo fogalmat.

Stacionarius sorozatok definicidja. Legyen adva &y, &1, &2, ... valosziniiségi valtozok
eqy sorozata egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat sta-
ciondrius, ha minden 0 < ny < ng < -+ < ng ésm > 1 szamokra a (§ny,&nyy -+ &ns)
€s (§ny+msEngs -« - s Enp+m) Véletlen vektorok eloszldsa megegyezik.

Vegylik észre, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu &y, &1, ... valdszinliségi valtozok
sorozata staciondrius.

Feladat.
Legyen &y, &1, ... valdszintiségi valtozok egy Gauss sorozata, azaz negy olyan soro-
zat, amelyre (£, , ..., &, ) (t6bbvéltozds) normélis eloszldsi véletlen vektor minden

{n1,...,n} € {0,1,2,...} indexhalmazra. Ha E¢, = M valamely M szammal,
és B&& = ali — j), azaz EE;E; csak az ¢ — j kiilonbségtdl fiigg, akkor a &, &1, . ..
sorozat stacionarius.

Legyen (X, A, u,T) egy dinamikus rendszer, U(x) egy mérheté fliggvény ezen a
téren. Definidljuk a &(x) = U(T*z), k = 0,1,2,..., valészintiségi valtozdk sorozatét
az (X, A, u) valészintiségi mezén. Ekkor a &y, &7, ... sorozat staciondrius. Megforditva,
adva egy stacionarius sorozat tudunk konstrualni egy dinamikus rendszert, és abban
egy valdszintiségi valtozét és annak eltoltjait gy, hogy ezek hasonlitanak az eredeti
staciondarius sorozathoz. Ilyen médon az ergod tételbol érdekes eredményeket kaphatunk
az eredeti staciondrius sorozatra.

Vezessiik be az (R>°,B>°) mérhet6 teret, ahol az R* halmaz pontjai az © =
(o, x1,...) valés szamokbdl &ll6 végtelen sorozatok, és B> a Borel o-algebra az R
téren, azaz az {xg < ag,r1 < ai,...,x; < ai} alakid halmazok altal generalt legsziikebb
o-algebra. Vezessiik be a kovetkez6 T' transzformaciot az R téren. T'(xg, x1,22,...) =
(r1,T2,...). Adva egy & (w), &1 (w), ... staciondrius sorozat egy (€2, .A, P) valdsziniiségi
mezon definidljuk a kovetkezé Z: Q — R leképezést. Z(w) = (&o(w), & (w),...,).
Ekkor Z mérhet6 leképezés az (€2, A) térbdl az (R, B*°) mérhetd térbe. Ez természetes
moédon indukélja a kovetkez6 a kovetkez p mértéket az (R, B°) téren. p(A) =
P{w:Z(w) € A}) minden A € B> halmazra. Szavakban elmondva ez azt jelenti, hogy
az A halmaz p mértéke az A halmaz Osképének a P mértéke a Z transzformaciéra
nézve. Ez egy természetes konstrukcido a mértékelméletben, és e konstrukcioban a 2
transzforméci6 egy mértéktartéd leképezés az (2, A, P) térbél az (R, B>, u) térbe.
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Ezzel a konstrukciéval a (R*°, B>, u,T) rendszer dinamikus rendszer. Az a tu-
lajdonsag ugyanis, hogy a & (w),&2(w),... sorozat staciondrius abban titkrozédik a
képtérben, hogy a T transzformacié mértéktarté. (A u(T—1(A)) = u(A) azonossig
konnyen ellenérizheté az A = {(xg,z1,...): ©o € Bo,x1 € By,...,z, € By} alakd
halmazokra, ahol By, ..., By Borel mérhet6 halmazok a szamegyenesen, és altaldnos itt
nem ismertetett mértékelméleti eredményekbdl innen kovetkezik, hogy 17" mértéktarto.
Vezessiik be a &,(r) = 25, k = 0,1,2,..., ha = (2, x1,...) valosziniiségi valtozdkat
az (R%, B>, u) valésziniiségi mezén. Ekkor az (R, B, u,T) dinamikus rendszerben
definidltuk valészintiségi valtozék egy olyan &y, &1, ... sorozatit, amelynek ugyanolyan
az eloszlasa, mint a kiinduld &g, &1, ... stacionarius sorozatnak. Ez lehetové teszi, hogy
stacionarius sorozatok vizsgélatat visszavezessiik dinamikus rendszerek vizsgélatara.

Tekintsiik példaul fliggetlen, egyforma eloszlasu &g, &1,... valdszintiségi valtozdk
sorozatat. Definidljuk a kovetkez6 (X, A, u, T) dinamikus rendszert. Legen X = R,
A = B>, és definidljuk a p mértéket a kovetkezé médon. Legyen p{(zo,z1,...,): o <
ap,r1 < a1,...,x5 < ar} = P(§ < ap)P(& < a1)--- P(§ < ar) minden k egész
és ay,...,ar valés szdmokra. Legyen a pu mérték ennek egyértelmi kiterjesztése az
(R, B%°) térre. Definidljuk a T shift transzformaciét gy, mint korabban, tehét legyen
T((xg,21,...)) = (z1,22,...). Végiil legyen &(z) = zx, k = 0,1,2,..., ha z =
(xo,21,...). Ekkor (R*,B%, u,T) egy dinamikus rendszer, tehat alkalmazhaté ré az
ergod tétel. Tovabbd a &y, &1, ..., és £y, &1, . .. ) sorozatoknak ugyanaz az eloszldsa, ezért
egyszerre teljesitik vagy nem teljesitik a nagy szdamok er6s torvényét. Ahhoz tehat, hogy
beldssuk, hogy a nagy szdmok erds torvénye teljesiil a &g, £1, . . . sorozatra, ha E|&y| < oo,

n—1 _ _ o
elég belatni, hogy lim % > & = p(&o) &o,&1,. .. sorozatra, ha E|§)| < oo. Ahhoz,
n—oo " k=0

hogy ezt levezessiik az ergod tételbél gy, hogy azt az el6bb konstrualt (R, B>, u,T)
dinamikus rendszerre alkalmazzuk az U(xg,x1,...) = o fliggvénnyel elég azt megmu-
tatni, hogy ez a dinamikus rendszer ergodikus. Ez kovetkezik az alabb megfogalmazott
lemmabdl, illetve a korabban targyalt Kolmogorov-féle nulla egy torvénybol.

Tétel az invaridns halmazok egy tulajdonsagardl. Tekintsink egy (R, B, u,T)

dinamikus rendszert, a kordbban definidlt R* térrel, B> o-algebrdval és T(xo, 21, ... )

shift transzformdcioval. Vezessiik be a & (x) = xx, k= 0,1,2,..., ha x = (zg,x1,...)
— — o0

valdszinidségi vdltozokat és Fp, = 0(&ny&nti,---) valamint Foo = (| Fn o-algebrdkat.
n=1

Ha A invaridns halmaz, azaz T~1(A) = A, akkor A € F.

Kovetkezmény. Ha a tételben bevezetett &, valdszintséqgi vdltozok figgetlenek, akkor
a tekintett dinamikus rendszer ergodikus. Ugyanis minden A € T halmazra A € Foo,
ezért w(A) = 0 vagy u(A) =1 a Kolmogorov-féle nulla egy torvény alapjan.

A kovetkezmény alapjan a nagy szamok torvénye kovetkezik az ergod tételbol, mert
olyan dinamikus rendszert tekintettiink a bizonyitasban, amely ergodikus.

A tétel bizonyitisa. Legyen egy A € A halmaz indikator fiiggvénye az [(zg,x1,...)
fiiggvény. Ekkor a T~"(A) halmaz indikétor fliggvénye az I4(z,, Tpy1,...) fliggvény.
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Ha A invaridns halmaz akkor A = T~"(A) minden pozitiv egész n szamra, és indikator
fiiggvénye csak az x,, Tpy1,... koordinataktdl fiigg. Innen kovetkezik, hogy A € F,.
Mivel ez minden n szédmra igaz, A € Fio.

Kiegészités: Az ergod tétel bizonyitasa.

A nagy szamok torvényének egy bizonyitdsa a Kolmogorov egyenlotlenségen alapult,
ami egy maximum tipusu egyenlotlenség. Az ergod tétel egy mésik maximum ergod
tételnek nevezett maximum tipusi egyenlétlenségen alapul. Ismertetem ezt a kissé
szokatlan eredményt, illetve annak legegyszeriibb ismert, Adriano Garciatél szarmazd
bizonyitasat.

Maximum ergod tétel. Legyen (X, A, u,T) egy dinamikus rendszer, U(x) az X
téren definidlt mérhetd figgvény, amelyre [|U(z)|u(dx) < co. Vezessik be az Sy(x) =
Ulx) +U(Tz) + - +U(T* '), k=1,2,..., és M,(x) = max{0, 5 (x),...,S.(z)}
mennyiségeket. Fkkor

/ U(x)u(dx) > 0.
M, (z)>0

Bizonyitds. Mivel M, (x) > Si(x) minden 1 < k < n indexre

U(z) + M, (Txz) > U(z) + Sp(Tx) = Sk+1(z) minden 1 < k < n szamra,

ezért,

U(x) > Sp(x) — M,(Tz), 2<k<n.

Tovabba
Ula) > $1(x) — My (Tx),

mert S1(z) = U(x), és M,,(T'z) > 0. Ezen egyenlStlenségek alapjin
U(z) > max(Si(z),...,S. () — M, (Tx),

és mivel M,,(z) = max(S1(x),...,S,(x)) az {z: M, (z) > 0} halmazon

/ U(a)p(de) > / Mo (2) — Mo (T2l de). )
M (2)>0 M, (z)>0
Tovabba

[ Ma@utdn) = [ M(@)a(da),

/ M,y (T2)p( dz) < / M,y (T2)p( d).
M, (z)>0
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Ezért a (2) egyenlStlenségbél kovetkezik, hogy

/Mn(x)>o U(x)p(dz) > /Mn(:lr)u(dac) — /Mn(T:r)u(dx) —0.

A tételt belattuk.
Az ergod tétel bz’zony{tdsa Vezessiik be az U(z) = U(x) — E(U(x)|Z) fiiggvényt. Ekkor
E(U(x)|T) =0, és + Z U(Trz) =1 Z U(T*x)— E(U(z)|Z). (Azt a tényt hasznéljuk

ki, hogy mivel E(U (z )|I) 7 mérhet6 fuggveny, ezért E(U(T*2)|Z) = E(U(2)|Z).) Innen
kovetkezik, hogy elég azt belatni, hogy

n—1
1
lim — E U(T*z) =0 p majdnem mindeniitt,
n—oo M,
k=0

ha E(U(z)|Z) = 0 a p mérték szerint majdnem minden x € X pontban.
- n—1
Ennek bizonyitdsa érdekében vezessiik be a U(x) = limsup = Y~ U(T*z) fiiggvényt
n k=0

és valamely rogzitett € > 0 szdmra a D = D(g) = {U(x) > £} eseményt. Ekkor U(x) T
mérhetd fliggvény, és ezért D € 7. Legyen

U*(z) = [U(z) — ellp(x),

és vezessiik be a maximum ergod tétel megfogalmazdsdban definidlt S} (z) és M) (x)
fiiggvényeket, ha U*(x) jatssza az U(x) fiiggvény szerepét. Ekkor a maximum ergod

tétel alapjan
/ U* (2)u( der) > 0. (3)
M (x)>0
Legyen
F, ={M;(z) >0} = {121;?2{ Si(x) > 0} :
Az F,, halmazok monoton nének az
Sy S
F:{supSZ(I)>O}:{supﬂ>0}:{8upﬂ>s}ﬂD:D (4)
k>1 k>1 K k>1 K

k—l

halmazhoz, ahol Sy(x) = U(T7x), mivel D T invaridns halmaz, ahonnan S;k(x) =
= < < )
Ip(x) Z UTiz)—¢ ’“]ix) - 5) és ilili ’“]Ex) > U(z). Tovabba, mivel

U*(z) < |U )| + ¢, és E|U(z)| < 0o a Lebesgue tétel alapjan

U*(x dac—>/U*

Fy



Ezért a (4) majd a (3) formula alapjan

/DU*(x)u(dx) :/ U(z)p(dz) = lim U*(z)p(dx) > 0.

F n— 00 F,

Innen

0< /D U ()l der) = / Ux)u( dz) — ep(D)

D

_ /D E(U(2)[T)p(dz) — ep(D) = —ep(D),

ezért u(D) = p(D(e)) = 0. (A fenti szdmoldsban a feltételes varhaté értékhez val6
attérésnél megint kihasznaltuk, hogy D € Z.) Mivel ez a relacié minden £ > 0 szdmra,
igaz, ezért a D halmaz definiciéja alapjan

U(x) = limsup Sn(2)
n

n—oo

<0 p majdnem minden x pontra.

Alkalmazva ezt az eredményt a —U(x) fiiggvényre is azt kapjuk, hogy lim 5 ”TSI) =0
n—oo

1 majdnem minden x pontra. Az ergod tételt belattuk.
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