A Valészintiségszamitas I1. eldadassorozat masodik témaja.

A CENTRALIS HATARELOSZLASTETEL

A valészinliségszamitds legfontosabb eredménye a centralis hatareloszlastétel. Ez azt
mondja ki, hogy fiiggetlen valészinliségi valtozok normalizédlt részletosszegeinek az el-
oszlasa nagyon altalanos feltételek teljestilése esetén kozelitéleg a standard normalis
eloszlas. Megfogalmazom, majd késobb bebizonyitom a centralis hatareloszlastétel
legaltalanosabb alakjat. Ezutan ismertetek néhany fontos eredményt, amelyeket ez a
tétel specidlis esetként tartalmaz. Mutatok néhany példat, amelyek magyarazatot ad-
nak a tételben megfogalmazott feltételek szerepére. Megfogalmazom, és a kiegészitésben
bebizonyitom a centralis hatareloszlastétel megforditasat is. Ez az eredmény azt allitja,
hogy a tételben megfogalmazott feltételek nemcsak elégséges, hanem egyben sziikséges
feltételei is a centrélis hatareloszlastételnek.

Roviden targyalom az ugynevezett lokdlis centrdlis hatareloszlastételt is. Ez, né-
mileg informalisan megfogalmazva azt allitja, hogy alkalmas feltételek teljestilése esetén
fiiggetlen valdsziniiségi valtozok normalizalt 6sszegeinek nemcsak az eloszlasfiiggvényiik
van kozel a standard normélis eloszlasfiiggvényhez, hanem a stirtiségfiiggvényiik is kozel
van a standard normadlis stirtiségfiiggvényhez. Ennek az eredménynek a bizonyitdsaban
hasonlé gondolatok jelennek meg, mint amilyenekkel a Stirling formula korabban ismer-
tetett bizonyitasaban talalkoztunk.

Az eredmények ismertetése elott bevezetek néhany fogalmat. A centralis hatar-
eloszlastétel altalanos alakja szériasorozatok részletosszegeinek eloszlasardl szol. Ezért
ismertetem a szériasorozatok definiciéjat.

Szériasorozatok definicigja. A

51,17 cee 751,%1

Sk,la <o 7€k,nk

valdszintiségi vdltozdk rendszere, k — o0, szériasorozat, ha az egy sorban levd & 1,
- &komy, valdszindiségi valtozok fiiggetlenek. (A kilonbézé sorokban levd valoszinidségi
vdltozok kapcsolatdrol nem tételezink fel semmit.)

A centralis hatdreloszlastétel szériasorozatokra azt éllitja, hogy egy &k j, K = 1,
ng
2, ..., 1 < j < ny, szériasorozat S, = > &k, k = 1,2,..., sordsszegei alkalmas
j=1
feltételek teljesiilése esetén eloszlasban konvergalnak a standard normaélis eloszlashoz.
Természetes megkovetelni, hogy nagy k indexre a & ;, 1 < j < nyg, sornak ne legyen
olyan eleme, amely ugyanolyan nagysagrendii, mint a tobbi tag Osszege egyiittvéve.
Ilyen kovetelményt fogalmaz meg az egyenletes kicsiség aldbb bevezetett feltétele.
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Egyenletes kicsiség feltétele szériasorozatokra. Legyen & j, k=1,2,...,1 <35 <
nk, olyan szériasorozat, amelyre K& ; = 0, ES,%,J- <oo,k=1,2,...,1 < j<nyg, és
ny
lim Eﬁ,f’j = 1. Egy ilyen szériasorozat teljesiti az egyenletes kicsiséq feltételét, ha
1

—00 j—

lim ( sup E{i’j) =0.

k—oo \1<j<ny

A centralis hatareloszlastétel altalanos (szériasorozatok sordsszegeirdl sz6l6) alak-
jaban fontos szerepet jatszik az alabbi Lindeberg feltétel.

Lindeberg feltétel definici6ja szériasorozatokra: Legyen &, k= 1,2,..., 1 <
J < nyg, olyan szériasorozat, amelyre B¢y, ; = 0, ESI%J <oo,k=1,2,...,1 <7< ng, és
ni

klim E&2 ; = 1. Bz a szériasorozat akkor és csak akkor teljesiti a Lindebery feltételt,
— 00 le ’

ha tetszoleges € > 0 szamra
ng
. 2 .
kh_)ngozlEgk,jI ({l€k.51 > €}) =0,
j:

ahol I(A) egy A halmaz indikdtor figgvénye.

Megfogalmazom a centralis hatareloszlastétel altalanos alakjat szériasorozatok sor-
Osszegeire.

A centralis hatareloszlastétel szériasorozatok sordsszegeire. Legyen & ;, k =
1,2,..., 1 < j < ng, olyan szériasorozat, amelynek tagjaira E&; ; = 0, Eﬁij < 00,

ny
k=1,2,...,1<j <ng, klim > Eé% ;=1 és teljesitse ez a szériasorozat a Lindeberg

feltételt. Ekkor

a.) A szériasorozat teljesiti a lim ( sup Eg,%) = 0 egyenletes kicsiség feltételét.
k—=oo \1<j<ne 7

ng

b.) Az Sk =Y &k, 1 < k < oo, véletlen dsszegek eloszldsban konvergdlnak a standard,

Jj=1
azaz nulla vdrhato értéki és 1 szordsnégyzetii normadlis eloszldshoz, ha k — oo.

Igaz a szériasorozatok sorosszegeirol szolo centralis hatéareloszlastétel kovetkezd
megforditasa is.

A szériasorozatok sorosszegeirdl szolo centralis hatareloszlastétel megfordi-

tasa. Legyen &5, k= 1,2,..., 1 < j < ng, olyan szériasorozat, amelyre E¢; ; = 0,
ni
E&2 ;<00 k=1,2,...,1<j<mng, klim S EE ; =1, és teljesiti a szériasorozatokra
) — 00 ,]:1 ’

2



megfogalmazott eqyenletes kicsiségi feltetelt 15. Ha ez a szériasorozat teljesiti a centrdlis

hatdreloszldstételt, azaz az S = Z §kj, 1 < k < oo, véletlen dsszegek eloszldsban
]—1

konvergalnak az eqy szorasnégyzeti és nulla varhato értékii normadlis eloszlashoz k — oo

esetén, akkor a & 5, 1 <k <00, 1 < j < ny, szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.

Megjegyzés: A fenti eredményben a centralis hatareloszlastétel teljesiilésének a feltétele
nemcsak azt jelenti, hogy az Sy sorosszegek eloszlasban konvergalnak egy normalis
eloszlashoz, hanem azt is, hogy ennek a normalis hatareloszlasnak a ‘helyes’ 1 sz6-
rasnégyzete van. Fogunk példat latni olyan az egyenletes kicsiség feltételét teljesito
szériasorozatokra, amelyek sorOsszegei eloszlasban egy ‘rossz’ (tul kicsi szorasnégyzetii)
normaélis eloszlashoz konvergalnak és nem teljesitik a Lindeberg feltételt. A centralis
hatareloszlas megforditdsardl szolé eredmény felételei némileg gyengithetoek. Azt a
feltételt, hogy a hatéreloszlas legyen nulla varhaté értékii valdszintiségi valtozé csak
kényelmi okokbdl tettem fel. A tétel bizonyitasabol lathatd, hogy ez a feltétel elhagy-
hato. Ha a szériasorozat teljesiti az egyenletes kicsiség feltételét és a sortsszegek egy
egy szorasnégyzetli normalis eloszlasu valoszinliségi valtozohoz konvergalnak, akkor ez
csak tgy lehetséges, hogy a hatdreloszlas a (nulla varhat6 értékii) standard normaélis
eloszlés.

A fenti tételek kielégité magyarazatot adnak arra a kérdésre, hogy szériasorozatok
sorosszegei mikor teljesitik a centrdlis hatareloszlastételt. Minket azonban tovabbi a
centralis hatéareloszlas problémakoréhez tartozé kérdések is érdekelnek. Példaul szeret-
nénk azt is tudni, hogy fiiggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegei mikor
teljesitik a centrdlis hatareloszlastételt. Részletesebben megfogalmazva ez a kérdés a
kovetkezo:

Tekintsiik fliggetlen valdszintiségi valtozok egy &,, n = 1,2,..., sorozatat, amelyre
n

E¢, =0,6s 02 = FE2 < oo, n=1,2,.... Jelolje S,, = > & e sorozat els n tagjanak
k=1

n
az Osszegét, és legyen s2 = Var S, = Y o7 ezen véletlen Osszeg szérasnégyzete. Tegyiik
k=1
2

fel, hogy az s, szamsorozat teljesiti a lim s;
n—oo

= oo relaciét. Azt szeretnénk tudni, hogy

az f—” normalizalt részletosszegek mikor konvergalnak eloszlasban a standard normaélis
n
eloszlashoz.

Nem nehéz latni, hogy ez a probléma specidlis esete annak a kérdésnek, hogy
szériasorozatok sorosszegeil mikor teljesitik a centralis hatareloszlastételt. Valdban, te-
kintsiik fiiggetlen valdszinliségi valtozok egy &,,, n = 1,2,..., sorozatat, amelyre F¢,, =

n

0, és 02 = BE2 < oo, n = 1,2,.... Jeldlje S, = Y. & a sorozat els6 n tagjdnak az
k=1

Osszegét, és legyen s2 = Var S, = Z 0% ezen véletlen Osszeg szérasnégyzete. Definidljuk

k=1
ezen &1,&o, ... figgetlen valdszintiségi valtozok, illetve a segitségiikkel bevezetett s,
n = 1,... mennyiségek felhaszndldsival a kovetkezo & ;, k= 1,2,..., 7 =1,...,ny,
szériasorozatot:



ng =k és &y = g—i, ha 1l <j <k minden k =1,2,... szdmra.

S

Ezzel a vélasztdssal a az = normalizélt részletosszegek akkor és csak akkor kon-
n

vergdlnak eloszlasban a standard normaélis eloszldshoz, ha a & ; = g—i, k=1,2,...,1<
J < k, szériasorozat sorosszegei teljesitik a centralis hatareloszlastételt. Ezenkiviil ezt a

ng
szériasorozatot ugy definidltuk, hogy az teljesiti a ) Efz, ;=1 k=12,..., relaciot.
j=1

Ezért a szériasorozatok sorosszegeirdl szo6lé centrélis hatareloszlastétel természetes ko-
vetkezményeként fliggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegeire érvényes
centralis hatareloszlastételt kaphatunk. Ennek megfogalmazéasa érdekében vezessiik be
a Lindeberg feltétel és az egyenletes kicsiség feltételének természetes atfogalmazasat
fiiggetlen valdszintiségi valtozok részletosszegeire.

Az egyenletes kicsiség feltétele fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok sorozataira:

Legyen &,, n = 1,2,..., flggetlen valosziniiséqgi vdltozék sorozata, amelyre K&, = 0,
=FE& <oo,n=1,2,.... Vezessiik be az s2 Z o2, n=1,2,..., mennyiségeket.
k=1

Azt mondjuk, hogy a &,, n =1, 2 ., sorozat teljesiti az egyenletes kicsiséqg feltételét,

. , . O'
ha lim s% =00, és lim sup —% =0.
n—00 n—00 <<y 7

Lindeberg feltétel fiiggetlen valdszintiiségi valtozok sorozataira: Legyen &,, n =
1,2,..., figgetlen valo’szz’nﬁségi vdltozok sorozata, amelyre E€, = 0, 02 = F£2 < oo,

n=12,..., és az s2 Z ak, n=1,2,..., sorozat teljesiti a lim s2 = oo feltételt.
k=1 n—oo
Azt mondjuk, hogy a &,, n = 1,2,..., sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt, ha minden

e > 0 szamra

B&I({|6k] > esn}) =0

A kovetkezd centralis hatareloszlastétel, illetve annak megforditasa egyszert kovet-
kezménye a szériasorozatok részletosszegeirol kimondott centralis hatareloszlastételnek
és annak megforditasanak.

A centralis hatareloszlastétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozék normalizalt

részletosszegeire. Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen valdsziniiséqgi valtozok sorozata,
n

amelyre B, = 0, 02 = B2 < oo, n = 1,2,..., lim s2 = oo, ahol s2 = Y o}.
n—oo —

Teljesitse ez a &,, n = 1,2,..., sorozat a figgetlen valosziniséqgi valtozok dsszegeire

megfogalmazott Lindeberg feltételt. Ekkor ez a sorozat teljesiti a fliggetlen valosziniiségi

> &k
vdltozok sorozataira megfogalmazott eqyenletes kicsiségi feltételt, és az S— = ’“% nor-
malizalt részletosszegek eloszldsban konvergalnak a standard normalzs eloszlashoz ha

n — Q.



Fiiggetlen valdszintiségi valtozék normalizalt részletosszegeirol szolo centra-
lis hatareloszlastétel megforditasa. Legyen &,, n = 1,2,..., figgetlen valdsziniiségi

vdltozok sorozata, amelyre B¢, =0, 02 = B2 < 0o, n=1,2,..., lim s2 = oo, ahol

n—oo

n
= " oi. Teljesitse ez a &,, n = 1,2,..., sorozat a figgetlen valdszindiségi vdltozdk

> &k
osszegeire megfogalmazott egyenletes kicsiséq feltételét. Ha az f—" = =— normalizdlt
részletosszegek eloszldsban konvergdlnak a standard normadlis eloszlashoz n — oo esetén,
akkor a &,, n = 1,2,... sorozat teljesiti a fiuggetlen valdsziniségi vdltozok sorozataira

megfogalmazott Lindeberg feltételt.

Szeretnénk latni, hogy a fent megfogalmazott altalanos, centrélis hatareloszlastétel
alkalmazhaté a minket érdekl6 esetekben. A f6 probléma az, hogy mikor teljesiil
a centralis hatdreloszlas feltételeként megfogalmazott Lindeberg feltétel. Tekintsiik
elOszor azt a fontos, specidlis esetet, amikor fliggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi
valtozok normalizalt részletosszegeit vizsgaljuk.

Centralis hatareloszlastétel fiiggetlen, egyforma eloszlast valdszintiségi val-
tozok normalizalt részletosszegeire. Legyen &1,&o, ..., flggetlen, eqyforma eloszla-
st valdszintiségi vdltozdk sorozata, amelyre E€? < oco. Vezessiik be a 0? = Varé =

Z Exk—nEE

E& — (E&)? mennyiséget.  Ekkor az S"_ngl = k=L T normalizdlt osszegek

eloszlasban konvergdlnak a standard normadlis eloszldshoz n — oo esetén.

Bizonyitds. Azt fogom megmutatni, hogy ez az eredmény megkaphaté a fiiggetlen

valoszintliségi valtozok normalizalt részletosszegeire vonatkozé centralis hatareloszlasté-

tel specialis eseteként. Feltehetjiik, hogy E¢; = 0, F¢F = 1. Valéban, bevezetve a &), =

Sn—BCk Eg’“ , k= 1,2,..., mennyiségeket, egy fiiggetlen egyforma, eloszldsi, nulla varhato

erteku és 1 szérasnégyzetii valdszintliségi valtozokbdl 4116 &, &, . . . sorozatot definidltunk,
> &

S/ k=1 _ Sp,—nmE¢&; , ” 7. , , ,
amelyre T T T e Ezért elegendé a centralis hatareloszlastételt csak erre

az Uj esetre belatni.

Ha &,&,. .., fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok sorozata, ame-
lyekre B¢ = 0, E€2 = 1, akkor a centrélis hatdreloszlastétel bizonyitdsdhoz elég belatni,

hogy ez a sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt. Mivel ebben ez esetben s2 Z E& =

n, ez azt jelenti, hogy azt kell megmutatni, hogy

LS B > es) - ZE51(|@|>5\/nE52)— E(&1(I&| > ev/n) — 0

”kl

minden ¢ > 0 szdmra, ha n — oo. Viszont E(£31(|¢1] > ey/n) — 0, ha n — oo. Ez
kovetkezik a Lebesgue tételbdl, mert £21(]€;1| > ey/n) — 0 1 valészintiséggel, ha n — oo.
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Ezenkiviil £2(w)I(|&(w)| > ey/n) < & (w) minden w € Q pontban és n = 1,2,...
indexre, és F¢? < oo.

Megfogalmazok egy tovabbi eredményt, amely azt mondja ki, hogy a centralis
hatareloszlastétel érvényes alkalmas feltételek teljestilése esetén. Ez az eredmény arrdl
sz0l, hogy a Lindeberg feltétel teljesiil, ha bizonyos konnyebben ellenérizheté feltételek
teljesiilnek.

A centralis hatareloszlastétel fiigggetlen valdszintiiségi valtozék normalizalt

részletosszegeire. Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen valdsziniiséqgi vdltozok sorozata,
n
amelyre E&, = 0, 02 = B2 < oo, n=1,2,..., lim s2 = oo, ahol s2 = Y oi. Ez
Z &k

a sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt, igy a normalizalt osszegek, n = 1,2,...,

k=1
Sn
eloszlasban konvergdlnak a standard normadlis eloszldshoz, ha a kovetkezo feltétel teljestil.

a) El&*TY < oo, minden k = 1,2,... szdmra valamilyen o > 0 konstanssal, és
> EBlgPte
: k=
lim IT =0.
n— 00 Sn

b) Az a) feltétel és ezért a centrdlis hatdreloszlastétel teljesiil abban az esetben, ha
E&2 > K valamilyen K > 0 szdmmal minden k = 1,2, ... indezre, és ezenkiviil érvényes
a lim k=2 B|&L]2T = 0 reldcid.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Holder egyenlStlenséget mindegyik EEZI(|Ex| > €s,), 1 <

k < n, tagra p = QJFTO‘ és q = QfTO‘ véalasztassal, majd a becslésként kapott Osszegre

alkalmazzuk megint a Holder egyenl6tlenséget ugyanezzel a (p,q) péarral. ﬂy moédon a
kovetkez6 becslést kapjuk.

n

- 2/(24a)
ZEfﬁI(‘fk‘ > €Sn) < Z <E“£k‘(2+a)> P(’gk’ > €sn)a/(2+a)
k=1 k=1

n 2/(2+a) s g a/(2+a)
< (Z E|§k|(2+a)> (Z P(|&k] > €Sn)> :
k=1 k=1

A
=l V)

= 5% . Ezért

3N

n n
Miésrészt, a Csebisev egyenl6tlenség alapjan Y P(|€x| > €sp) < > L
k=1

€2s
k=1

n a/(24a)
(Z P(|&| > z—:sn)) < e720/(2+) ég ha teljesill a tétel a) feltétele, akkor
k=1

n 2/(2+w)
| ZE|£k|(2+a)
limsup Y0 B (Jge] > es,) < &2/l | = =0
n—oo  Sp T nmee n



minden € > 0 szamra, azaz teljesiil a Lindeberg feltétel.

Az b) részben megfogalmazott feltételek teljesiilése esetén s2 > const.n, és ezenki-
n

vill 3 El& 2T = o (n(eF2)/2) = o(s2+%), ha n — co. Ezért ekkor teljesiilnek az a)
k=1

rész feltételei is. Ekkor teljesiil a Lindeberg feltétel, és igy a centrélis hatareloszlastétel

is.

, n
Ertsiikk meg a fenti tétel szemléletes tartalmdt. Tudjuk, hogy s2 = > E& =
k=1

S EBEI(|€k]| <)+ > E&I(|¢] > €) minden £ > 0 szdmra. A Lindeberg feltétel azt
k=1 k=1

fejezi ki, hogy a fenti azonossag jobboldalan szerepl6 0sszeg masodik tagja sokkal kisebb,
mint s2. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy az E¢&; = [&F(w)dP(w) integralokban
azon w-k hozadéka, ahol |{x(w)| til nagy, (pontosabban az {w: [&x(w)| > es,} hal-
maz hozadéka) elhanyagolhatéan kicsi. Ennek kivantuk valamilyen viszonylag konnyen
ellenorizheto, és sok érdekes esetben teljesiilo feltételét megadni.

A gondolat a kovetkezd volt. Az E|&[*T* = [|£]*T*(w)dP(w) integralokban
az a > 0 esetben azon w-k hozadéka, ahol & (w) rendkiviil nagy, nagyobb, mint az
E&2 kifejezést megad6 integralokban. Szép esetekben az F|&,|?T¢ integral nem tul
nagy. Példaul, ha mindegyik & valészintliségi valtozo abszolut értéke kisebb, mint egy
(a k indext6l nem fiiggd) korlat, akkor E|&|*T® < const. F€Z minden k indexre, és

n
S E&R|*T < const.s?. A fenti tétel a) pontban megfogalmazott feltételében az
k=1

n
a > B|&|*T* Osszegre egy ennél gyengébb feltételt fogalmaztunk meg. (Jegyezziik
k=1

meg, hogy az ez az a) feltétel csak akkor teljesiilhet, ha lim s2 = co.) Az a) feltétel

n
n—oo

megengedi, hogy legyenek olyan w-k, amelyekre & (w) viszonylag nagy, de ezek hatésa
elhanyagolhatéan kicsi. Igy sikeriilt olyan feltételt talalni, amely biztositja a Lindeberg
feltétel teljestilését.

Annak érdekében, hogy a centrélis hatareloszlastétel tartalmat, illetve a Lindeberg
feltétel szerepét ebben az eredményben jobban megértsiik lassunk olyan példakat is,
amelyekben a centralis hatareloszlastétel nem érvényes, mert nem teljesiil a Lindeberg
feltétel. Két kiillonboz6 példat fogok mutatni, amelyekben a centralis hatareloszlastétel-
ben eldirt fliggetlenségi és egyenletes kicsiségi feltételek teljesiilnek, mégsem érvényes a
centrélis hatareloszlastétel, mert nem teljesiil a Lindeberg feltétel.

Példa olyan modellre, amelyben nem teljesiil a centralis hatareloszlastétel.
Legyenek &,, n = 1,2,..., fiiggetlen valosziniiségi vdltozok a kovetkezd eloszldssal:

P(fn:n):P(gn:_n):#;P(gnzl):P(gn:_l)zia éSP(gnZO):
53— 5, n=12,.... Ekkor E§, =0, B =1. Az S, = \/Lﬁkz_zlén normalizdlt rész-

27’L2 )

letosszegek sorozata egyrészt teljesiti az ES,, = 0, és Var S,, = 1 reldciokat, mdsrészt,
mint latni fogjuk, eloszlasban konvergal egy nulla varhato értéki és % szorasnégyzeti
normdalis eloszlasu valdsziniségi valtozohoz, ha n — .
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Ebben a példaban fiiggetlen valdszintiségi valtozok olyan normalizalt részletossze-
geit tekintettiik, amelyre nem teljesiil a centrélis hatareloszlastétel. Ugyanis a centralis
hatareloszlastétel szerint az S,, normalizalt részletosszegeknek a nulla varhaté értéki
és eqy szordsnégyzetti normalis eloszlashoz kellene konvergalni. Az egyenletes kicsiség

2
feltétele teljesiil ebben a példaban, mert s2 = n, és sup ESE" = % nullahoz konvergal,
1<k<n ™

ha n — oco. Viszont nem teljesiil a Lindeberg feltétel, mert példaul € = % vélasztéssal

2
& 3 B@I6 > es) =1 S KP(6l > 5 =1 $ #ak=1
k=1 = 5+

A példa indokldsa. Az ES, =0 és ES% = 1 reldci6 nyilvanvalé. A hatdreloszlasrél sz616

allitas bizonyitasa érdekében vezessiik be az X, = &, 1(|&,] < 1), Yo, = &.1([&] > 1),
n n

= Y. Xy és V,, = > Y) mennyiségeket. Ekkor S, = \/LﬁUn + \/LﬁVn. A fiiggetlen,
k=n k=1

egyforma eloszlasi valdsziniiségi valtozok részletosszegeire vonatkozd centralis hatar-

eloszlastétel alapjan az \%Un, n = 1,2,..., sorozat eloszlasban konvergal a nulla

varhaté értéki és szérésnégyzetﬁ normalis eloszldshoz n — oo esetén, mert az Xy,
EX, = 0, EX? , valoszintiségi valtozék k = 1,2,..., fiiggetlenek és egyforma
eloszlasuak. Az \FV kifejezések sztochasztikusan konvergalnak nulldhoz, ha n — oc.

|| N~

oo
Ugyanis > P(Y) # 0) < 0o, ezért a Borell-Cantelli lemma alapjan egy val6szintiséggel
k=1

o0
csak véges sok Yi(w) nem egyenld nullaval, és > |Vi(w)| < K(w) 1 valésziniiséggel.
k=1
A példa allitasa kovetkezik a fenti allitasokbdl és a kiegészitésben bizonyitott (egyéb-
ként egyszeril) Slutzky lemmébdl. Ez a lemma azt mondja ki, hogy amennyiben va-
16szinliségi valtozok valamely P, sorozata eloszlasban konvergdl egy F' eloszlashoz,
és valdszinliségi valtozok egy masik (), sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz,
akkor a P, + @, sorozat is konvergal eloszlasban az F eloszlashoz. Mivel S, =
\%Un + \%Vn, a példa allitasa kovetkezik a fenti relaciokbodl és a Slutzky lemmabdl
P, = \%Un és Qn = \/LHVH valasztassal.

Egy masik példa olyan modellre, amelyben nem teljesiil a centralis hatar-

eloszlastétel. Tekintsink egy Ek,j; k=1,2,..., 1< 5 < nyg, szériasorozatot, amely-

re npy — 00, ha k — o0, a fk,j, 1 < 5 < ng, valdszintségi vdltozok fiiggetlenek,

P&j=1)=1—=P(,; =0) = \j, 1 < j < ng, és a Ny, konstansok teljesitik

a lim sup Ag; =0 ésa lim Z Ai,j = 1 feltételeket. Legyen & ; = f;w Efkj A
k—oo 1<i<n, k—oo ;

k., 1 < j <y, szériasorozat a Lmdeberg feltétel kivételével teljesiti a szériasorozatokra
Nk

vonatkozd eloszldstétel feltételeit. Mdsrészt az Sy = ) &k, sordsszegek eloszldsban
i=1

konvergdlnak egy n — En wvaldsziniségi vdltozéhoz, ahol n Poisson eloszldsu A = 1

paraméterrel.

A példa indokldsa. A fk,j, 1 < 5 < ng, szériasorozat teljesiti a szériasorozatokra
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vonatkoz6 Poisson hatareloszlastétel feltételeit A = 1 paraméterrel. Ezért,mint késébb

_ N _
latni fogjuk, az Sy = ) & ; Osszegek egy A = 1 paraméterti Poisson eloszlasti n
j=1 ) .
valészintiségi valtozohoz, az Sy = Sk — ES) valoszinliségi valtozok pedig az n — En
valészintiségi valtozohoz konvergédlnak eloszlasban.

Konnyen lathato, hogy a & j, 1 < j < ny, szériasorozat a Lindeberg feltételt kivéve
a szériasorozatokra vonatkozo centralis hatareloszlastétel Gsszes feltételét teljesiti. A
Lindeberg feltételt viszont nem teljesiti. Ugyanis 1étezik olyan k = ko index, hogy
B = Mj < 3 minden k > ko és 1 < j < ny, indexre. Ezért En (€l > €) =
f;ijf(fk,j = 1), hak > ky és e = L. Innen Eﬁi,j[(‘fk,j’ > g) = Eg,ijl(fk’j =1) =

2
Nk ng
)\k’j(l — )\kyj)Q, és Z Efzdj(’ﬁk’j > 8) = Z )\k’j(l — )\ij)Q, ha k > kj, és e =
Jj=1 j=1
Viszont nem nehéz belatni, hogy a Ai ; szdmokra tett feltételek mellett

1
5

Nk

m Y Api(1— M) =1
k—oo —
]_

Rétérek a centralis hatareloszlastétel bizonyitasara. Az eloszldsok konvergencidjdardl
szolo Alaptétel eqyszeriisitett vdltozata alapjan elég azt bebizonyitani, hogy ha tel-
jesiilnek a megfeleld centralis hatéreloszldstétel feltételei, akkor a sordsszegek (szé-
riasorozat esetén) vagy a normalizdlt részletosszegek (fliggetlen valdszintiségi valtozok
sorozata esetén) karakterisztikus fiiggvényei konvergalnak a standard normalis eloszlés
karakterisztikus fiiggvényéhez. Ezért érdemes el6szor a standard normalis eloszlas ka-
rakterisztikus fliggvényét kiszamolni. Ez torténik a kovetkezd lemmaban. A lemma
bizonyitasaban kihasznalom a komplex fliggvénytan néhany fontos eredményét.

Lemma a standard normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvényérol.

A p(x) = \/%76—932/2, —0 < x < 00, striuségfigguénnyel rendelkezd standard normdlis
—t2/2

eloszlasfiigguény karakterisztikus figgvénye a g(t) = e figguény, azaz

SO 1 2 2
eztx_efa: /2 dr = eft /2.
/Oo V2T

Bizonyitds.

oo 1 9 oo 1 o ,
g(t) :/ ezt:r: e 7 /2 dr = _e—(m—zt) /2€_t /2 dr
—00 V 21 oo / QT

t2 9 OO*’L't 1 2 9
— et/ / e % /2 4.

—oo—it V2T

A fenti szamolasban a szokasos technikat alkalmaztuk, az exponensben szereplo kvad-
ratikus alakot teljes négyzetté alakitotuk at. Azt allitom, hogy

OO—’it 1 9
/ e /2 dy = 1.

—oco—it V2T




Ez az integral abban kiilonbozik a standard normalis siirtiségfiiggvény integraljatol,
hogy a normaélis strtiségfliggvény integraljat nem a valds tengelyen, hanem egy vele
parhuzamos egyenesen tekintjiik. Ez az integral ugyanannyi, mintha a valds tenge-
lyen integraltuk volna az %e‘”ﬁ/ 2 fiiggvényt. Ez egyszeriien kovetkezik a komplex
fiiggvénytan talan legfontosabb eredményébdl, amely szerint egy analitikus fiiggvény
korintegralja egy zart gorbén nulla. Azt kell kihasznélni, hogy a h(z) = e=*/2 fliggvény
analitikus az egész szamsikon, és ezenkiviil a h(z) fiiggvény olyan, hogy amennyiben a z
argumentum imagindrius részének az abszolut értéke kisebb mint valamely fix K szam,
redlis részének az abszolut értéke pedig nagyon nagy, akkor a h(z) fliggvény nagyon
kicsi. Mivel ez a bizonyitas a komplex fliggvénytani ismeretek felhasznalasa segitségével
egyszeriien végrehajthatd, viszont ez a komplex fliggvénytani rész, amelyet nem ta-
nult mindenki elengedhetetlen ebben a bizonyitasban, ezért a részletek kidolgozasat
elhagyom.

Kovetkezmény. Két fiiggetlen normadlis eloszldsi valosziniiségi vdltozo osszege normd-
lis eloszlasu valdsziniségi valtozo.

Bizonyitds. A kovetkezmény allitasat be lehet bizonyitani két normalis strliségfiiggvény
konvolucidjanak a kiszamitasaval, és a gyakorlaton ezt meg fogjuk tenni. De egysze-
rlibben célhoz ériink két fliggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd Gsszegének
a karakterisztikus fliggvényének a kiszamoldsaval és annak felhasznalasaval, hogy egy
eloszlast meghataroz a karakterisztikus fiiggvénye.

Legyen & egy my vérhaté értékil és o szérasnégyzetii normélis eloszlasi valdszi-

niségi valtozé. Akkor ¢ felirhatd € = o1& + my alakban, ahol & standard normalis
eloszlasu valdszintiségi valtozé. Ezért & karakterisztikus fiiggvénye

p1(t) = Eeitlogitm) _ gitmy poi(ton)ér _ ,—oit?/2+itmy

Legyen 7 a &-t6l fiiggetlen mo varhatéd értékii és o3 szérasnégyzetii normalis eloszldsi
val6szintiségi valtoz6. Akkor n karakterisztikus fiiggvénye wo(t) = e=o3t /2 +itmy € 4 n
karakterisztikus fiiggvénye pedig o1 (t)ps(t) = e~ (1 +o2)t*/2+it(mitma) npen kivetke-
zik, hogy & +n my + mo varhaté értékii és of + o5 szérasnégyzetii normélis eloszldsi

valoszintliségi valtozo.

A szériasorozatok sordsszegeire érvényes centrdlis hatdreloszlastételt fogom bebi-
zonyitani. A bizonyitds el6tt ismertetek egy heurisztikus indoklast, majd megmutatom,
hogy e heurisztikus indoklas részleteit kidolgozva hogyan kaphatunk pontos bizonyitast.

Tekintstink egy &5, k= 1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozatot, amelynek tagjaira

ni
E¢, ; =0, Ef,%’j <00, k=1,2,...,1<j<ny,és kli_)ngojgl Efl%,j = 1. Jelolje py () =
Eelvi, —00 < t < 00, a &k,; valdszinliségi valtozd karakterisztikus fiiggvényét, és

ny
vezessiik be az Sy = ) & ; jelolést.
j=1
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Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy klim EeitSs = ¢=*/2 minden —oo < t < 00
— 00

szamra. Viszont tudjuk a fiiggetlen valészintiiségi valtozdk szorzatanak varhato értékérol
sz0lo eredmény alapjan, hogy

Nk ng N
EeSv = Eexp Zitfk,j = H Eeltéri = H ©k,;(t) (1)
=1 i=1 i=1

A fenti azonossagban logaritmust véve a bizonyitandé allitast igy fogalmazhatjuk at:

ny
1i ] (1) = —t2/2, — t . 2
kggO; 08 ©r,;(t) /2, —oo<t<oo (2)

Viszont a ¢y, ;(t) karakterisztikus fiiggvényeket Taylor sorba fejtve a ¢ = 0 pont koriil,
és felhaszndlva a valosziniségi valtozok momentumainak kifejezésérol a karakterisztikus
fugguényiik segitségével megadott kifejezésérdl szolé eredményt az el6zé eléadasbdl a
vk ;(t) karakterisztikus fiiggvényekre a kovetkezd kozelitést tudjuk adni. (Itt felhasz-
naljuk, hogy mint azt késébb latni fogjuk, a tekintett valészintliségi valtozok kicsisége
miatt az aldbbi Taylor sorfejtéseket a nulla egy kis kérnyezetében végezziik.)

2

t
Ok, (t) ~ 0k, ;(0) + tpy, ;(0) + )

, t2 t2
o ;(0) =1+ itEE, ; — EEg,jj =1- EEg,jj.
Tovabba, mivel log(1 —u) ~ u kis u szdmokra, azt varjuk, hogy a log ¢y, ;(t) ~ —%Ef,aj
jo kozelitést ad E kozelito reléciékat ('jsszegezve és felhasznalva a tétel feltételeit azt

kapjuk, hogy Z log @i ;(t) ~ Z Efkd ~ —7, és ezt kellett megmutatni. Belatjuk,
7j=1

hogy a fenti kozelité azonossagok pontosabb kifejtése segitségével be tudjuk bizonyitani

a kivant centralis hatareloszlastételt. E program végrehajtasanek érdekében azonban

fel kell tenni, hogy teljesiil a Lindeberg feltétel.

A részletek kidolgozasa el6tt beldtok egy a bizonyitasban hasznos lemmat, amely
arrél szél, hogy az e™ trigonometrikus fiiggvényt milyen j6l kozelitik Taylor sordnak
szeletei.

Lemma trigonometrikus fliggvények Taylor sor kozelitésérol. Tetszileges nem
negativ egész k és valos u szamra

<iu>k)‘ y (|u\k+1 5

CE

6 (1—}—?‘4‘ -+ k'

Bizonyitds: Vezessiik be az F(u) = e — <1 + ’1—7,‘ + et (ZZ,)k> fliggvényt, és tekintsiik
ennek FU)(u) derivéltjait. FU)(0) = 0, ha 0 < j < k, és |[FEHD(u)| = |ev| = 1
minden u valds szamra. Teljes indukciéval kapjuk, hogy |FW) (u)| < Iy |FUD (5)|ds <
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u |s|®I kt1l-j . . , ; k+
fo \S(Ik_;)c!ls — (|Z-||-;Lij;' minden j = k+ 1,k,...,0 szdmra. Tehat |F(u)| < likl:|+1)'7 és ez

a Lemma allitasa.

A centrdlis hatdreloszldstétel bizonyitdsa szériasorozatok sordsszegeire. Lassuk el6szor
be, hogy a Lindeberg feltétel teljesiilésébol kovetkezik az egyenletes kicsiség tulaj-
donsaga.

Rogzitsiink egy € > 0 szdmot. Ekkor
ng
B ; = E&  T{(6] <eb) + B T({I6ky > €}) <2+ ) B T({[ék4] > €}),
j=1

ezért a Lindeberg feltétel alapjan limsup sup FE&?2 k. e2. Mivel ez az 4llitds minden
k—oo 1<j<ny

e > 0 szamra érvényes, innen kovetkezik az egyenletes kicsiség feltétele.
A centralis hatareloszlastétel bizonyitdsa érdekében el6szor azt mutatom meg, hogy
az F¢, j = 0 relacié és a Lindeberg feltétel teljesiilése miatt

ng ng t2

L 1 (pr,i(t) —1) = klirgOk 1E (eMtki —1 —itg;, ;) = -3 (4)
J: =

Mivel lim Z E¢? r; = 1, ez ekvivalens azzal, hogy

k—eoo

k— o0

t2
lim ZE ( Wk — 1 — itéy; + Eg,’;j) —0.

Alkalmazva a (3) formulat u = t&, ; véalasztéssal k = 2-re, ha [ty ;| < e és k = 1-re, ha
|t&k ;| > € azt kapjuk, hogy

Nk 2
S (e~ 1~ itgas + Sek, ) Tfleusl < <) <ZE‘“’”' I({J6e] < <)
=1

Nk gi
<elt]? ZE?J < const. e,
=1

és a Lindeberg feltétel alapjan

. N ‘ ' . t2
lim ZE (e”f’“ —1—atég ; + Efi,j))f(ﬂgk,j > e})
=1

k—oo

ng
: 2¢+2 _
< klglgo;Et i L€k 51 > €}) = 0.
j:

12



Mivel ezek a relacidk minden & = O-ra érvényesek, innen kovetkezik a (4) formula.

Meg akarom mutatni, hogy igaz a (4) formula azon mddositisa, amelyben az 1 —
vk, ;(t) figgvényt a log gy ;(t) fiiggvénnyel helyettesitem, azaz igaz a (2) formuldban
felirt azonossiag. Ennek érdekében beldtom a koévetkezo technikai jellegii lemmat.

Lemma karakterisztikus fiiggvény logaritmusanak a becsléséro6l. Tekintsik egy
€ wvaldszintiségi valtozo ¢(t) karkakterisztikus fligguvényét valamilyen régzitett t szdmra.

Ha E€ =0, EE? < ¢ egy elég kis € = e(t) > 0 szdmmal akkor |1 — ¢(t)| < %E£2, és
4 2
[log p(t) + (1 — ()| < 5 (E€?)".

A lemma bizonyitdsa. Alkalmazva a (3) formulat k& = 1-re kapjuk, hogy |e*¢ —1 —it| <

EE Baért véve a baloldalon az abszoliitérték jelek kozdti kifejesds vérhatd értélet

kapjuk, hogy |p(t) — 1] < E§2 Ha F¢? < e elég kis ¢ = e(t) > 0 szémmal, akkor
11— p(t)] < i Vegyiik eszre hogy véve a log(1 — z) fiiggvény Taylor sordt a |z\ < 1
halmazon, azt kapjuk, hogy |log(1 — 2) — z| < |2%]. Innen |logo(t) + (1 — @(t))] =

[log (1 — (1 — () — (1 — ()| < |1 — (1) < & (E€?)", ha EE* < e(t).

Megjegyzés. A fenti bizonyitasban is felhaszndltam a komplex fliggvénytan néhany
fontos eredményét. Ugyanis o(t) komplex értékii fliggvény, igy a szdmoldsban a lo-
garitmus fiiggvény analitikus kiterjesztésével kellett dolgoznunk. Azt az eredményt
hasznaltam ki, hogy az e!*# fiiggvénynek kis z, pontosabban |z| < i, szamokra létezik
olyan egyértelmii log(1 + z) inverze, amely a z = 0 pontban nullaval egyenld, és ezt a
fiiggvényt ki lehet fejezni a log(1 + z) = i w hatvanysor segitségével.
k=1

A bizonyitandé tétel feltételeinek teljesiilése esetén, a & ;, k =1,2,...,1 < j < ny,
szériasorozat teljesiti az egyenletes kicsiség tulajdonsagat, ezért alkalmazhatjuk a fenti
lemmat mindegyik & ;, 1 < j < ng, valdsziniiségi valtozora elég nagy (a t paramétertol
fiiggd) k indexre. Innen kapjuk, hogy

nk ) t4 nk 9 t4
hinsup g log i, (t) + E (1—r; () < hinsup 1 g (Eﬁi,j) < S
=t j=1 o =t

Az utolsé egyenlStlenség azért igaz, mert sup EE7 j <& hak> ko(g) valamely ko
1<j<ny

kiiszobindex-szel, és lim Z E&? j = 1. Mivel a fenti egyenl6tlenség minden ¢ > 0

k:—>oo

szamra ervenyes ezért

n
lim Zloggp;w Z or,;(t =0.
7j=1

k— o0

Ebbdl a relaciébdl, és a (4) formuldbdl kovetkezik a (2) formula. Ezutdn véve mind
a két oldal exponencialis hatvanyat a (2) formuldban, és felhaszndlva az (1) formula
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azonossagat azt kapjuk, hogy klirn EeitSk = ¢=t*/2 Egt az azonossigot akartuk bebi-
— 00

zonyitani.

Roviden targyalni fogom az tigynevezett lokalis centralis hatareloszlastételt fligget-
len, egyforma és racsos eloszlasi valdszintiségi valtozok osszegére. Megfogalmazom a
f6 eredményt, és teszek néhdany megjegyzést, amelyek segitenek megérteni az eredmény
tartalmat, illetve azt, hogy miért természetes varni egy ilyen eredményt. A tétel rész-
letes bizonyitasat a kiegészitésben irom le.

Az eredmény megfogalmazasa el6tt bevezetem a racsos eloszlds fogalmat, illetve
definialom azt, hogy mikor nevezhetjiik az egész szamok halmazat egy eloszlast tartal-
mazo legritkdbb racsnak.

Racsos eloszlas fogalma. Egy & valosziniiségi viltozo racsos eloszlasiu az egész szamok

racsdan, ha értékei az egész szamok racsdra vannak koncentralva, azaz eqy valosziniséggel
oo

csak egész értékeket vesz fel, masképp fogalmazva > P(§ = k) = 1. Azt mondjuk,

k=—o00
hogy az egész szdmok rdcsa a & valdosziniiségi vdltozo eloszldsdat tartalmazo legritkdabb

oo
rdcs, ha tetszéleges A > 1 és B egész szamokra Y, P({ = Ak+ B) < 1.
k=—oc0
Altaldnosabban, eqy & valdsziniségr valtozot racsos eloszlasunak nevezink, ha azok
értékei egy valdsziniséggel eqy {b + kh: k = 0,£1,£2,...} alakd halmazra vannak

koncentrdlva valamilyen h > 0 és b valds szdmokkal, azaz i P& =kh+0b) = 1.
Azt mondjuk, hogy a & valdsziniiségi vdltozo értékei eqy h,k7z_o>o 0, szélességil rdcsra
(mint legritkabb rdcsra) vannak koncentrdlva, ha létezik olyan b valds szdm, amelyre

i P =kh+b)=1, és io: P& = Akh + B) < 1 tetszdleges A > 1 egész és B
I;)Zl_o’zoszdmokm. e

Megfogalmazom a kovetkez6, az egész szamok halmazara, mint legritkdbb racsra
koncentralt eloszldsu fiiggetlen és egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok Osszegére
vonatkozo lokdlis centrélis hatareloszlastételnek nevezett eredményt.

Lokalis centralis hatareloszlastétel fiiggetlen, egyforma, racsos eloszlasi va-
I6szintiségi valtozok oOsszegére. Legyen &1,&o, ..., fiuggetlen, egyforma eloszldsi
valosziniségi valtozok sorozata, mely valdsziniiségi vdltozok rdcsos eloszlasuak az egész
szamok rdcsdn, €s az egész szamok rdcsa a legritkabb a &; valdszindségi vdltozok (kézds)
eloszldsdt tartalmazé rdcs. Legyen E&, = m, EE? = mgy < oo, (tehdt feltessziik, hogy
a & waldszintiségi vdltozé mdsodik momentuma véges), és legyen o = mg —m3 a &
valosziniséqgi vdltozo szorasnégyzete. Tekintsik az S, = & + -+ &, n = 1,2,...,
részletosszegeket. Ekkor

1 (k — nm)? 1 B
P(Sn—k)— QWnUeXp{—W}—FO(%), k:—O,:tl,:I:Q,...,

ahol o(-) egyenletes a k vdltozdban.
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Megjegyzés. Legyen &1, &, ... fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok soro-
zata, amelyek racsos eloszlasuak, és eloszlasuk egy kh+b k = 0,4+1,+£2,..., h szélességli
n

racsra, mint legritkabb racsra, legyen koncentrélva. Vezessiik be az S,, = ) &, n =
j=1

1,2,..., részletosszegeket. A fenti tétel segitségével jé aszimptotikus becslést tudunk
adni a P(S, = kh + nb) alaki valésziniiségekre is. Ennek érdekében vezessiik be a
& = 'Ej—h_b, j =1,2,..., az egész szdmok racsara (mint legritkdbb récsra) koncentralt

— n —
valdszintiségi valtozdkat, és ezek S, = ) ; részletosszegeit. Ekkor a P(S, = kh+b) =
j=1
P(S,, = k) azonossag segitségével az el6z6 tétel j6 aszimptotikat ad a minket érdekld
valoszintliségre.

Ertsiik meg a fenti lokdlis centralis hatareloszlastétel tartalméat, és azt is, hogy
miért nevezik ezt az eredményt lokdlis centralis hatareloszlastételnek.

A centrélis hatédreloszlastétel szerint P (S’i}# < x) ~ ®(x), ahol ®(-) a standard

normélis eloszlasfiiggvény. Ezenkiviil azt is tudjuk, hogy a most vizsgalt esetben az

Sp—nm 7 s s s s s k—nm _ 1 o s s .
Vo valészintliségi valtozo a TR k=0,£1,£2,..., o SUrtiségt racson veszi fel

z értékeit. Azt varjuk, valészintisége, Z—\/%Uv'z""'v'—
az értékeit. Azt varjuk, hogy annak a valésziniisége, hogy az 22 =27 valdszintiséei vl

k—nm—% k;—nm—f—%

Vno 0 /no

annyi, mint annak a valdszintisége, hogy egy standard normalis eloszlast valészintiségi
valtozo is ebben a kis intervallumban veszi fel az értékét. Ennek valdszinlisége pedig
g (bmnmrz) g (honmmd) 2 _lhonm)® 1A Jokalis centralis hatérelos
NG NG 5— exXp ST (- okélis centralis hatarelosz-
lastétel ezt az allitast mondja ki pontosabb formaban. A lokélis jelz6 a tételben arra

utal, hogy a P(S,, = k) val6sziniiség viselkedése az S,, eloszlas lokalis viselkedését irja
le.

tozd a | | intervallumban veszi fel az értékét, azaz S, = k, koriilbeliil

A lokalis centralis hatareloszlastétel bizonyitasanak az az alapgondolata, hogy a
P(S, = k) valészintliségeket pontosan ki tudjuk szdmolni a &; valdszintiségi véltozo
. w .
o(t) = Bel'st = S P(& = k)e'* karakterisztikus fiiggvénye segitségével. Valéban,
k=—00

EetSn = ¢ (t), és a Fourier sorok egyiitthatéit kifejezé formula segitségével azt kapjuk,
hogy

P(S, =k) ! / ’ e~ Fton(t) dt. (5)

—= % -

A feladat ezutan az, hogy adjunk j6 aszimptotikus formuldt az (5) formula jobboldalan
szerepld integralra. Ennek érdekében érdemes elészor az integralban szerepld ™ (t)
kifejezésre j6 becslést adni. Tudjuk, hogy ¢(0) = 1, ¢'(0) = imt, ¢"(0) = —mao.
Ezért azt varjuk, hogy kis t értékekre a karakterisztikus fiiggvény origé korili Tay-

lor sorfejtése alapjan elég jé kozelitést kapunk a ¢(t) fiiggvényre, illetve annak n-ik
hatvanyara. A karakterisztikus fiiggvény Taylor sorfejtése azt sugallja, hogy @™ (t) ~

. mat> "
(14 imt — 32

érdemes a fenti érvelés kissé finomitott valtozatat alkalmazni. Célszerii az alkalmas

~ en(imt=mat®/2) o160 16 kizelités kis ¢ argumentumokra. Valéjaban
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kozelités kiszamitasdban nem a ¢(t), hanem a log p(t) Taylor sor kozelitésével dolgoz-
ni és utdna a " (t) = e"'°8¢(*) azonossigot haszndlni. De ez az eljards is csak kis ¢
paraméterekre ad j6 kozelitést a ¢(t)"” mennyiségre, és felmeriil a kérdés, hogy hogyan
tudjuk jol becsiilni a karakterisztikus fliggvényt nem kis ¢ argumentumokra.

Ezen a ponton jelenik meg az a feltétel, hogy a &; valdszinliségi valtozo eloszlasasat
tartalmazé legritkabb racs az egész szamok racsa. Arra, hogy a & valészintségi valtozo
racsos eloszldsasu azért volt sziikség, mert ez biztositja az (5) formula érvényességét.
A kovetkezo lemmaban belatjuk, hogy a & eloszlasanak el6bb emlitett tulajdonsagabol
kovetkezik, hogy a [—m, 7] intervallumban, azaz az (5) formuldban szerepld integrél in-
tegraldsi tartomanyaban a t = 0 pont az egyetlen olyan pont, ahol |p(t)| = 1. Ennek
a ténynek, illetve a karakterisztikus fliggvény folytonossaganak a segitségével kénnyen
beldthatd, hogy az ¢ < |t| < 7 tartomény hozadéka exponencidlisan kicsi az (5) for-
mulaban szerepl6 integralban minden € > 0 szamra.

Lemma egy racsos eloszlast valészintliségi valtozé karakterisztikus fliggvé-
nyének a viselkedésérol. Legyen eqy & valdsziniiségi vdltozo eloszldsa az egész szamok
racsdra, (mint legritkabb rdcsra) koncentrdlva. Tekintsik a & wvaldszinidségi vdltozé

karakterisztikus fiigguényét definidle P(t) = Y. e*P(¢ = k) Fourier sort. A P(t)

Fourier sor periodusa 27, P(0) = 1, |P(t)| < 1 minden valds t szamra, és |P(t)| < 1,
ha |t| <, ést#0.

A lemma bizonyitdsa. Nyilvanvalé médon |P(t)| < 1 minden ¢ valés szamra, és P(0) = 1.
Mutassuk meg, hogy a & valdszinliségi valtozo eloszlasanak egy h > 0 szam akkor és csak
akkor peridédusa, azaz akkor és csak akkor koncentralddik £ eloszlasa valamely kh + b,
k = 0,41,42,... alaki halmazra, ha |Ee?™¢/"| = 1. Valéban, ha |Ee??7¢/h| = 1,
akkor Eei2m¢/h — 1270 gzay Eei?m(&/h=a) — 1 valamilyen, valés a szdmra. Mivel
Re e?™ < 1 minden x valés szamra, és Re 2™ = 1 csak akkor teljesiil, ha x egész szam,
az Eet?m(&/h—a) — 1 azonossig csak akkor gllhat fenn, ha a LS valoszinliségi valtozd

h
eloszlasa a k, k = 0,4+1,+£2,..., pontokba van koncentralva, azaz a & valdszinliségi
valtozé a kh+ b, k = 0,£1,+2,..., radcsra van koncentralva, ahol b = ha. Megforditva,
ha a £ valdszintliségi valtozo eloszlasa egy kh+b, k = 0,41, ..., racsra van koncentralva,

akkor Ee®?™s = 27| tehat |Ee’?™¢| = 1.

Ha a ¢ valdészintliségi valtozo eloszldsa nincsen semmilyen h > 1 szélességi racsra
koncentrélva, akkor az el8bbiek alapjén [P(2X)] < 1 minden h > 1 szdmra, tehdt a
lemma feltételeinek teljesiilése esetén |P(t)| < 1 minden 0 < ¢ < 27, specialisan minden

0 <t < 7 szdmra. Mivel P(—t) = P(t), ahol a feliilvonds komplex konjugaltat jeldl,
ezért |P(t)| < 1, ha [t| <, és t # 0. A lemmat bebizonyitottuk.

Mivel minden karakterisztikus fiiggvény folytonos, a fenti lemmébdl kovetkezik,
hogy a fiiggetlen, egyforma, rdcsos eloszldasu valosziniségi vdltozok dsszegére megfogal-
mazott lokdlis centrdlis hatdreloszldstétel feltételeinek teljesiilése esetén minden € > 0
szamhoz 1étezik olyan 0 = d(¢) > 0 szam, amelyre a & valdszintliségi valtozo ¢(t) karak-
terisztikus fliggvénye teljesiti a |o(t)] < (1 — §) egyenlétlenséget minden € < |t| < 7
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szamra. Ezért minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan 0 < § < 1 szam, amelyre

1 .
= / e~ M (8) dt| < (1 — 5)". (6)
T J{t: e<|t|<m}

Ez azt jelenti, hogy az (5) formula jobboldalan szerepl6 integrél becslésében elég az
integralnak egy [—¢,¢| intervallumba esd részére j6 becslést adni. Ez, mint jeleztem,
lehetséges a karakterisztikus fliggvény origé koriili Taylor sorfejtése segitségével. A
részletes bizonyitast a kiegészitésben adom meg.

Megjegyzem, hogy a Stirling formula bizonyitasdban hasonlé érvelést alkalmaz-
tunk a Poisson eloszlasra. Az egyetlen kiilonbség az volt, hogy ott a karakterisztikus
fiiggvényre egyszert, explicit formulat tudtunk adni, ami egyszerisitette a szamolasokat.

A réacsos eloszlasu valdszintiségi valtozokra bizonyitott lokalis centralis hatarelosz-
lastételt a Fourier sorok Fourier egytitthatdit kifejez6 (5) formula segitségével tudjuk bi-
zonyitani. Ismertetek egy az (5) formuldhoz hasonlé eredményt, amely lehet6vé teszi egy
fliggvény értékeinek kiszamitasat a fiiggvény Fourier transzformaltjanak segitségével.

Inverziés formula egy fiiggvény Fourier transzformaljara. Legyen f(x) in-
tegrdlhato fiigguény a szamegyenesen, azaz teqyuk fel, hogy ffooo |f(x)| dx < co. Tekint-

stk az f(-) fiuggvény Fourier transzformdltjdt, azaz az f(t) = ffooo e f(x) dx, —oco <
x < oo, figguényt. Ha az f(t) figguény szintén integrdlhatd, azaz ffooo |f ()] dt < oo,
akkor f(x) a Lebesgue mérték szerint majdnem minden x € R' pontra megegyezik az
aldbbi folytonos és korldtos fiigguvénnyel:

fw =5 | e ey dt. )

:% .

Ezen inverziés formula segitségével strtiségfiiggvénnyel rendelkezé fiiggetlen valo-
szintségi valtozdk normalizdlt Osszegének a stlirtiségfliiggvényére is lehet lokdlis centra-
lis hatareloszlastételt bizonyitani. FEz azt allitja, hogy fiiggetlen, stirtiségfiiggvénnyel
rendelkezé valdszintiségi valtozdk normalizalt Gsszegének a (1étezd) stirtiségfiiggvénye
alkalmas feltételek teljesiilése esetén minden —oo < x < oo pontban konvergdl az
f(z) = \/%76_%2/ 2 standard normadlis stirtiségfiiggvényhez, és ez a konvergencia egyen-
letes. Az eredmény pontos megfogalmazasat és bizonyitasat, amely a racsos eloszlasu
valoszinliségi valtozok Osszegérdl szold centralis hatareloszlastétel bizonyitasahoz ha-
sonld, és a (7) formuldban felirt integral becslésén alapul, elhagyom.

Egy ilyen lokalis centralis hatareloszlastétel bizonyitasanak végrehajtasahoz tud-
nunk kell, hogy mikor alkalmazhatjuk siiriiségfliggvény kiszdamitasihoz a (7) formulat.
Ehhez az kell, hogy mind a siirliségfiiggvény mind annak Fourier transzformaltja in-
tegralhaté legyen. Egy siiriségfiiggvény mindig integralhatd, és a Fourier analizis
eredményei alapjan a Fourier transzformaltja is integralhaté, ha a stirtiségfliiggvény elég
sima.

17



Kiegészités.
Néhany a jegyzetben megfogalmazott eredmény bizonyitasa.
El6szor a kovetkezo eredmény bizonyitasat ismertetem.

Szériasorozatok sordsszegeirdl szolo centrdlis hatareloszldstétel megforditisdinak bizonyi-
tasa. Jelolje oy ;(t) a &, ; valészintiségi valtozo karakterisztikus fiiggvényét. Elészor azt
mutatom meg, hogy a tétel feltételeinek teljesiilése esetén

Nk t2

Jim. ;Re (pr() = 1) = =5 (8)

Valéban a centrélis hatareloszlastételbdl, illetve abbdl a kissé gyengébb allitasbol,
hogy a ) & ; sordsszegek eloszldsban konvergdlnak egy 1 szérdsnégyzetii (ismeretlen
i=1
m varhaté értékil) normalis valésziniiségi valtozéhoz kdvetkezik, hogy

lim H orj(t)=e" */2+imt  pinden valés ¢ szamra,
k—o0

illetve el6szor abszolut értéket majd logaritmust véve

ng 2
kh—{go Re (log ¢r,;(t)) = ) minden valds ¢ szdmra. (9)
=1
Tovabba az egyenletes kicsiség feltétele miatt minden € > 0 szamhoz létezik olyan
ko = ko(e) kiiszobindex, amelyre Eféj < ¢ minden 1 < j < nyg indexre, ha k& <
ko. Ezért a karakterisztikus figguény logaritmusdnak a becslésérdl szolé lemma alapjan
minden t > 0 és elég kis € = (t) > 0 szdmhoz 1étezik olyan kg = ko(e) kiiszobindex,

n 2
amelyre [Re (1og 1,5 (1)+Re (1= 1,5 (1)] < [log ons () +(1—n5()] < 5 (B&,) <

4
iEfz j minden k > ko és 1 < j < ny indexre. Ezen egyenlStlenségeket Osszegezve, €s

felhaszndalva a lim Z Efk = 1 relaciét, azt kapjuk, hogy

k:—>oo

et?

ng
lim sup ZRe log i, (t)) + ZRe (1—pr,(t)] < e

k—oo j=1

Mivel ez a relacié minden £ > 0 szdmra igaz, ezért a (9) relaciéval egyiitt implikalja a
(8) formulét.

Mivel nagy k indexre a szériasorozat sorainak az osszege kozel egy szérasnégyzetii,
ezért a (8) formulabdl kovetkezik, hogy

2
lim E cos(t& ;) — 1+ —== gk’j =0 minden t € R' szdmra. 10
- 2

kzﬂoo

18



Vegyiik észre, hogy cosu — 1 + “72 > 0 minden u € R! szdmra. Valéban, az F(u) =
cosu — 1+ % fiiggvényre F"(u) = 1 — cosu > 0 minden u valés szamra, és F(0) =
F’(0) = 0. Innen az F'(u) = [, F"(s) ds fiiggvényre F'(u) >0, ha u >0, és F'(u) <0,
ha u < 0. Hasonléan, tovabbi integréldssal F'(u) > 0 minden u szamra. Ezenkiviil
cosu — 1+ “72 > -2+ “72 > “’TZ, ha |u| > 3. Ezért a (10) formuldban szereplé véarhatd
értékekre felirhatjuk, hogy

26k 26k

E (cos(t§k7j) -1+ > =F (cos(t§k7j) -1+ > I(|t& ;1 < 3)

t2§2 ] t2
+FE (cos(tgk,j) —1+ #) I(|ték. 5] > 3) > ZEgg’jI(\tgk,jy > 3).

Ezt felhasznalva a (10) formuldbdl kovetkezik, hogy

2, 3
3 ({=3)) o

azaz,
ng 3
li E& T I>24) =
i 3£ ({le = ) =0
7j=1
minden ¢ szamra. Innen ¢t = % valasztassal megkapjuk a tétel allitasat.

A kovetkezo ismertetendo eredmény a Slutzky lemma és annak bizonyitasa.

XS

Legyen adva valosziniiségi vdltozok eqy Ty és € sorozata, k = 1,2,..., 1gy, hogy a
Ty sorozat eloszlasban konvergdl eqy F eloszldshoz, és az €, sorozat sztochasztikusan
konvergdl nulldhoz, ha k — oo. Ekkor az S = Ty + ek, k = 1,2,..., sorozat szintén

eloszlasban konvergdl az F' eloszldashoz, ha k — oo.

A Slutzky lemma bizonyitdsa. Tekintsiik az F(-) hatdreloszlas fliggvény egy x folyto-
nossagi pontjat. Rogzitsiink egy kis 6 > 0 szamot, és valasszunk olyan n > 0 szamot,
amelyre F(x +n) < F(z) + 0, F(x —n) > F(z) — 0, és mind az x + 7, mind az x — 7
pont folytonossagi pontja az F'(-) fiiggvénynek. Fzzel a vélasztassal

P(Tk—l—é‘k<£L‘)§P(Tk<$+77)+P(€k<—T/)

és

1—PTy+er <zx)=P(Ty+er > )
SP(TkZ$—n)+P(Ek>T])=1—P(Tk<$—77)+P(Ek>T]).

Innen

PTy,<x—mn)—Pler>n) < PTi+ep <z) < P(Tp <z+n)+ Plex, < —1),
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és k — oo hataratmenetet alkalmazva és felhasznalva azt, hogy az e; valdsziniliségi
valtozok sztochasztikusan nullahoz konvergalnak azt kapjuk, hogy

Fz)—0 < F(x—n) < likminf P(Ty + e < x)

<limsup P(T + e < z) < F(x+1n) < F(x) 4 6.

k—oo
Mivel ez az allitds minden 6 > 0 szamra érvényes, innen kovetkezik a Slutzky lemma.

Ismertetem még a lokalis centralis hatareloszlastétel bizonyitasat is racsos eloszlasu va-
16szintiségi valtozdkra.

A lokdlis centrdlis hatareloszldstétel bizonyitdsa fliggetlen, egyforma, rdcsos eloszldsi
valdszindségi vdltozok dsszegére. Az (5) formula alapjan

P(S, =k) = /W ie—i’“P”(t) dt :/

—|—/ +/ = I + I + I,
x 2T t<d=  J2=<lti<e  Je<|ti<n

ahol P(t) = > e P(& = k), és ¢ > 0 tetszOleges kis pozitiv szdm. A tétel bi-
k=—00
zonyitasa érdekében jo6 becslést adunk az I, Iy és I3 integralokra.

Az I3 integralt mar megbecsiiltiik a (6) formuldban. Az I és I integralok kiszdmi-
tasahoz j6 becslést kell adnunk a P™(t) fiiggvényre, ha |t| < €. Kényelmesebb a log P(t)
fiiggvénnyel dolgozni. (Ez kis € > 0 szdmra lehetséges, mert ebben az esetben a P(t)
fiiggvény értéke a [—e, €] intervallumban szeparédlva van nullatél.) Egyszerii szamoldssal
kapjuk, hogy

dlog P(t)  P'(t) dlog P(t) —im
d  P(t)’ da  |_y
2 " _ p! 2 2
d* log P(t) _ P"(t)P(t) — P'(t) 7 d*log P(t) =yt m? = —o?,
dt? P2(t) dt? =0

ezért az origd koriili Taylor sorfejtéssel kapjuk, hogy
o2
log P(t) = imt — 7th +0(t?), halt| <e.

Innen, mivel |Pn(t)| — enRelog P(t) — e—n(g2t2/2+o(t2)) < 6_n02t2/37 ha |t| <egésn>
n(e), ezért

1 1

<o [ Ptz [ el
2m = <lItl<e 2 o= <ltl<e

< 1 /OO 6—02752/3 dt < L6—02/452
—m/n ) ~—vn '
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Il — E\F 1 efzktJrznmt no’t /2+0(nt )dt
_ 127

1
A
/ ez(mn—k)t/\/ﬁ—aztz/2+o(t2) dt
_1 27'('\/5

:/ ez(nm—k)t/\/ﬁ—aztz/Q dt—/ 1
Coo 2T/

f>1 2my/n
+o0 (%) .

ei(nm—k)t/\/ﬁ—azt2/2 dt

Maésrészt

1

n

/ z(nm k)t/v/n—oc?t?/2 dt
[t|>1 277\/_

2 2
60/45

és az alabbi integral exponensében szereplé kvadratikus alakot kiegészitve teljes négy-
zetté azt kapjuk, hogy

e 1 . 2,2
i(nm—k)t/\/n—o’t?/2 dt
/_oo 2m/n

e—(nm—k)2/2n02 0

[ amp\?) el
= Xpl —— |t —i——s> =
2m\/n oo P 2 Vno?

2mno

a komplex fiiggvénytan integralasi szabdlyai szerint. Egyébként az utolsé azonossag

a normalis eloszlas karakterisztikus fliggvényét kifejezd képlet eredménye alapjan is
lathato. Ezekbol a becslésekbol kovetkezik, hogy

I 1 expd (k —nm)? < const. oot
2o 2no? vn

ha n > n(e). Mivel az I, Iy és I3 kifejezésekre adott becslések tetszolegesen kicsi
e > O-ra érvényesek, ha n = n(e) elég nagy, innen kovetkezik a tétel allitasa
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Néhany tovabbi kiegészitéo megjegyzés.

Targyalok néhany olyan problémat és eredményt, amelyek természetes moédon megje-
lennek a centralis hatareloszlastétel vizsgalata soran. Ezen eredmények tobbségét nem
fogalmazom meg pontosan, és megelégszem azok érvényességének egy heurisztikus in-
doklasaval.

Lattuk, hogy a Fourier sorok Fourier egyiitthatoit kifejezé formula, illetve az in-
verz Fourier transzforméciot kifejezo formula segitségével tigynevezett lokdlis centralis
eloszlastételt tudunk bizonyitani fliggetlen, racsos eloszlasi vagy stirtiségfiiggvénnyel
rendelkezo egyforma eloszlasi valészintliségi valtozdk Osszegére. Az ilyen jellegii tételek
azt mondjak ki, hogy megfelelo feltételek teljestilése esetén fliggetlen valdszintiségi valto-
z0k alkalmasan normalizalt 0sszegeinek strtiségfliiggvénye konvergal a standard normalis
eloszlas striségfuggvényéhez. A bizonyitds azon alapul, hogy a keresett stirtiségfiigg-
vényt ki tudjuk fejezni egy alkalmas integral segitségével, amelynek a magfiiggvényében
szerepel a karakterisztikus fiiggvény n-ik hatvanyanak alkalmasan atskalazott alakja.
Némi szamoldssal be lehet latni, hogy igynevezett szingularis integralokat kell vizsgalni,
amelyeknek a lényeges hozadéka a nulla kis kornyezetébe van koncentralva, és az in-
tegral maradék része elhanyagolhatéan kicsi. A karakterisztikus fliggvény, pontosabban
a karakterisztikus fiiggvény logaritmusanak kis értékeit jol megbecsiilhetjiik e fiiggvény
origé koriili masodik tagig vett Taylor sor fejtésének a segitségével, és ez a kozelités
lehet6vé teszi a striségfiiggvényt kifejezé integral olyan jé aszimptotikus becslését,
amelybol kovetkezik a centrédlis hatareloszlastétel.

Természetes gondolat, hogy a karakterisztikus fiiggvény logaritmusanak tobb ta-
got tartalmazd Taylor sorat véve pontosabb becslést lehet adni e fiiggvényre, és ezaltal
fiiggetlen valdszintiségi valtozdk normalizalt Osszegének a strliségfliggvényére is. Ez
a program végrehajthatd, és ilyen médon alkalmas feltételek teljesiilése esetén meg
lehet adni ezen normalizalt 6sszeg strtiségfiiggvényének az tgynevezett Edgeworth sor-
fejtését. Ez egy olyan véges Osszeg, amelynek az els6, azaz f6 tagja a standard normalis
stirliségfiiggvény. Ezt koveti egy korrekcids tag, amelyben n~'/2-szer a standard nor-
malis strtségfiiggvény van megszorozva egy alkalmas polinommal. FEzt a kozelitést
esetleg még tovabb finomithatjuk egy tovabbi korrekciés taggal, amelyben n~!-szer a
standard normalis stirtiségfiiggvény van megszorozva egy alkalmas polinommal. Ezt az
eljarast tovabb is folytathatjuk. A k-ik korrekciés tag n~—*/2-szer a standard normélis
strtiségfiiggvény megszorozva egy alkalmas polinommal. Az elsé k korrekcids tagot fi-
gyelembe vevé kozelités n~(F+1)/2 pontossiggal kozeliti a siirliségfiiggvényt, a benne
szerepld polinomok explicit médon kiszamolhatéak, és azon véletlen 0sszeg tagjainak az
els6 k42 momentumatol fiiggnek, amelynek a normalizalt stirtiségfiiggvényét vizsgaljuk.

Felmeriil a kérdés, hogy létezik-e hasonlé Edgeworth sorfejtés fliggetlen valdszint-
ségi valtozdk Osszegének az eloszlasfiiggvényére is. (Tehat nemcsak a siirliség, hanem
az eloszlasfiiggvényre is szeretnénk alkalmas sorfejtést taldlni.) Ilyen eredményt is be
lehet bizonyitani, bar ez a probléma nehezebb. A & nehézség abban rejlik, hogy az
eloszlasfiiggvényt nem tudjuk a stlirtiségfiiggvényhez hasonlé viszonylag egyszerii for-
muldval kifejezni a karakterisztikus fliggvény segitségével. Ezen a probléméan alkalmas
simitasi eljarasok segitségével lehet segiteni. Ilyen simitasi eljarasok segitségével az
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eloszlasfiiggvények vizsgalatat vissza lehet vezetni a stlirtiségfliggvények vizsgédlatara.

A fent emlitett kérdések és eredmények els6sorban elvi szempontbdl érdekesek,
gyakorlati probléméakban ritkan jelennek meg. Fontosabb a kovetkezo kérdés vizsgalata.

n

Tekintsiik fiiggetlen, egyforma eloszlasu &1, &, . .., valdszintiségi véltozok S, = > &,
k=1

n = 1,2,..., részletosszegeit. A centralis hatareloszlastétel j6 aszimptotikus formulat

ad a P S"_T\/i? > 9:) valoszintiségekre rogzitett x szamra, ha n — oo. Tudunk-e
nVar &1

hasonlé aszimptotikat adni a P <% > xn) valoszinliségekre akkor, ha x,, — oo,
nvar gy

azaz az m paraméterrel egyiitt az x, szam is végtelenhez tart? Kiilonosen fontos az
az eset, amikor x,, = x/n valamely rogzitett x > 0 szammal. Ez azt jelenti, hogy

a P <% > x/Var §1> valészintiség értékére vagyunk kivancsiak. A nagy szamok
torvénye azt mondja ki, hogy ez a valészintiség nullahoz tart, ha n — oo. De szeret-

nénk tudni e konvergencia pontos nagysagrendjét is. Erre a kérdésre kielégité valasz
ismeretes, és ezt a valaszt a nagy eltérés tételnek nevezik. Megfogalmazom ezt a tételt.

Nagy eltérések tétele fiiggetlen, egyforma eloszlasit valészintiségi valtozok
osszegére. Legyen &1,&s, ... fiuggetlen, egyforma eloszldsu valdsziniségi vdltozok so-
rozata, amelyekre B&; = 0, és R(t) = Ee'*' < oo valamely t > 0 szdmmal. Jeldlje

n
Sp = > &, n=1,2..., e valdsziniiségi vdltozok részletdsszegeit. Ezek teljesitik a
k=1

kévetkezd aszimptotikus reldciot.

1 Sh .
lim ——log P (— > x) = p(z) minden x >0 szdmra,
n

n—oo N

ahol p(x) = sup (tz—log R(t)), és R(t) = Ee'®, ha Ee'®t < 0o, és R(t) = oo egyébként.
t: t>0

p(z) > 0 minden x > 0 szdmra, és p(x) = % + O(23) kis x > 0 szdmokra.

A fenti tétel azt mondja ki, hogy rogzitett x > 0 szamra a P (%" > 93) valészintiiség
exponencialisan kicsi az n valtozoban, és megadja az exponens nagysagrendjét. Ezt
a nagysagrendet a p(z) fiiggvény adja meg, amit az R(t) fiiggvény Legendre transz-
formaltjanak neveznek az irodalomban. Kis x szamokra ez a nagysagrend koriilbeliil
annyi, mint amennyit a centralis hatareloszlastétel sugall. Ezt fejezi ki a p(x) = ﬁ +

O(x?) aszimptotikus azonossdg. De ez csak kozelitSleg igaz. Be lehet 14tni, hogy a p(x)
fliggvény értékei a nulla egy tetszoleges kis kornyezetében egyértelmiien meghatarozzak
a & valészintiségi véltozd eloszlasat. Megjegyzem azt is, hogy a nagy eltérés tétel
eredménye lényegesen kiilonbozik az Edgeworth sorfejtésben kapott eredménytdl. Ott
a P(S, > /nz) valésziniiségre olyan aszimptotikdt kaptunk, amelynek a hibatagja
O(n~(F+1/2 valamilyen régzitett k egész szammal. Ilyen pontossagi becslések semmit
sem mondanak olyan esetben, amikor exponencidlisan kicsi valdszintiségeket becsliink.

A nagy eltérés tétel feltételei kozott szerepelt az Fe's' < oo egyenl6tlenség valamely
t > 0 paraméterrel. Erdemes ennek a feltételnek a szerepét is megérteni. Emlékeztetek
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arra, hogy a klasszikus centrélis hatareloszlastétel feltételei kozott szerepelt a Lindeberg
feltétel, ami egy olyan jellegii megkotés volt, hogy a tekintett valdszintiségi valtozok
csak kis valészintiséggel lehetnek nagyon nagyok. Az Ee'$' < oo feltétel egy hasonld
jellegli, csak er6sebb megkotést ir eld6. Valoban, a Markov egyenltlenség alapjan e

feltételbdl kovetkezik, hogy P(& > x) = P(ef® > el®) < Eee:fl = const. e~ azaz a &
valoszinliségi valtozé csak exponencialisan kis valészintiséggel vesz fel nagy x értékeket.
A kovetkez6 példa célja annak megvilagitasa, hogy miért van sziikség a nagy eltérés

tételben egy ilyen feltételre.

Tekintsiik fliggetlen, egyforma eloszlasi &1,&o, ..., valdszinliségi valtozék olyan
sorozatat, amelyben a & valészintiségi valtozénak f(x) = const.e™®I” alakii sfirtiség-
fliggvénye van valamely 0 < « < 1 paraméterrel. (A const. egyiitthatét gy valasztjuk,
hogy f(x) stiriiségfliiggvény legyen.) Ekkor E&; = 0, (mert az f(x) siiriiségfiiggvény
paros), E|¢1|¥ < oo minden k > 0 szdmra, azaz ¢; minden momentuma véges, de

Eelt = [% et f(z)dx > const. [[°e'®"*" dz = oo minden ¢t > 0 szémra, azaz a

n
nagy eltérés tétel feltételei nem teljesiilnek. Legyen S,, = > &. Azt éllitom, hogy
k=1

P (% > x) > et 2" minden z > 0 szémra valamely az x szamt6] fiiggs konstanssal,
azaz az ebben a példaban tekintett véletlen Gsszeg nem teljesiti a nagy eltérések tétel
becslését. A P (S” > x) valészintiiség til nagy, nem exponencialisan kicsi.

n

n
Valéban, parossagi meggondoldsok alapjan P (Z Sk > 0) = %, és
k=2

P<%>x> 2P<£1>nx,%25k20) :P(£1>nx)P<% 2§k20>

k=2

= P& >ne) = / f(z) dx > emoomstn

alkalmas konstanssal, amint allitottuk.

A lokalis centralis hatareloszlastétel, illetve annak finomitasaiban a siirtiségfiigg-
vényre a Fourier analizis segitségével felirt integralok aszimptotikajara adtunk jé becs-
1ést. Az eloszlasfiiggvények aszimptotikajat megadd centralis hatareloszlastétel bizonyi-
tasanak a hatterében is ezek a formuldk rejtéznek. Megprébalhatnank ezen formulak
alaposabb vizsgalataval a nagy eltérések tételét is bebizonyitani. Egy ilyen mddszer
azonban nem miikoédik jol. A problémét az okozza, hogy olyan integralokat kell jél
becsiilni, amelyekben a (komplex szadm értékil) integrandus nagyon erésen oszcillal. Az
ilyen integralok becslésére a komplex fiiggvénytanban kidolgoztdk az tgynevezett nye-
regpont modszert, és ennek alkalmazasaval lehet a nagy eltérés tételt is bebizonyitani.
Az R(t) = Ee't < oo feltételre azért van sziikség a bizonyitdsban, mert ez teszi lehet6vé
a komplex fiiggvénytani modszerek alkalmazasat. A részletek kidolgozasatdl eltekintek.
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