Wiener-folyamatok legfontosabb tulajdonsagai. Poisson-folyamatok.

Lattuk, hogy a Wiener-folyamat teljesiti az tigynevezett funkciondlis centréalis hatar-
eloszlastételt. Ez az eredmény durvan szélva azt fejezi ki, hogy ha olyan filiggetlen
valoszinliségi valtozokat vesziink, amelyek teljesitik a centralis hatareloszldstétel fel-
tételeit, akkor ezek részletOsszegeinek segitségével természetes modon definidlhatunk
olyan torottvonalfiiggvényeket, amelyek viselkedése hasonlé a Wiener-folyamatéhoz.
A Wiener folyamatok segitségével egyszeriien lehet definidlni egy Wiener-bridge-nek
(vagy Brown-bridge-nek) nevezett (Gauss) sztochasztikus folyamatot, amelyre az igaz,
hogy fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozékbdl
készitett empirikus eloszlasfiiggvények normalizaltjai gyengén konvergdlnak a Wiener-
bridge eloszlasahoz. Ez az eredmény rendkiviil fontos a matematikai statisztika szamara,
ezért érdemes a fent megfogalmazott allitast részletesebben és pontosabban kifejteni.
El6szor megadom a Wiener-bridge definiciéjat.

Wiener-bridge definiciéja. Egy B(t), 0 <t < 1, Wiener-bridge olyan folytonos tra-
jektoridji Gauss-folyamat, amelyre EB(t) =0, 0 <t <1, és EB(s)B(t) = min(s,t) —
st, 0 <s,t<1.

A kovetkezo két feladat feladat megfogalmazza a Wiener-bridge néhany fontos tu-
lajdonsagat. Specidlisan, ezen feladatok eredményébdl kovetkezik, hogy valéban 1étezik
Wiener-bridge.

1. feladat. Legyen W (t), 0 <t <1, Wiener-folyamat a [0, 1] intervallumon. Ekkor a
B(t)=W(t) —tW(1), 0 <t <1, Wiener-bridge, amely fiiggetlen a W (1) valdsziniiségi
valtozotol.

Megforditva: Legyen B(t), 0 <t <1, Wiener-bridge, ésn a B(t) Wiener-bridge-tdl
fiiggetlen standard normdlis eloszlasi valdsziniségi vdltozo. Ekkor W (t) = B(t) + tn
Wiener-folyamat a 0 <t < 1 intervallumon.

A fenti feladat pontos megértése érdekében idézziik fel a kovetkezd definiciot.

Sztochasztikus folyamatok fiiggetlensége. Legyen adva két X (t), t € T, és Y (t'),
t' € T' sztochasztikus folyamat. Azt mondjuk, hogy az X (t) sztochasztikus folyamat fiig-
getlen az Y (t') sztochasztikus folyamattol, ha minden {t1,...,ts} CT és{t},...,t.,} C
T véges halmazra az (X (t1),...,X(tx)) és (Y (t)),...,Y(t.)) véletlen vektorok fiigget-
lenek eqymdstol.

A feladat megolddsanak alapgondolata: Normaélis eloszlasu vektorok eloszlasat egy-
értelmiien meghatarozza azok varhaté érték vektora és kovariancia matrixa. Egy nor-
malis eloszlasu vektor koordinatéi fiiggetlenek, ha korreldlatlanok.

A masodik feladat megfogalmazasa el6tt megadom az eloszlasfiiggvény, illetve nor-
malizalt eloszlasfliggvény definicidjat.

Empirikus eloszlasfiiggvény definicidja, és annak normalizaltja. Legyen adva
eqy F(x) eloszlasfigguény, és legyen &1,...,&, figgetlen F(x) eloszldsi valdsziniségi



vdltozok sorozata. Ekkor a &1,...,&, valdszintségi valtozok sorozata (a matematikai
statisztika széhaszndlatdban minta) dltal meghatdrozott F,(x) empirikus eloszldsfigg-
vényt a kovetkezo képlet adja meg:

1 . . . [
F.(z)= - x azon j, 1 < j < n, indexek szdma, amelyekre {; <z, —oo < x < 00.

(C1)

Az F, () empirikus eloszldsfliggvény normalizdltja a

Gn(z) = Vn(Fp(z) — F(z)) (C2)

fugguény.

Az el6bbi definici6 tetszéleges F(x) eloszlasfiiggvény esetén érvényes. Viszont a
kovetkezé (egyszeril) feladat lehetévé teszi, hogy statisztikai feladatok vizsgdlatdban
figyelmiinket csak a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlassal foglalkozzunk.

Feladat. Legyen az F(z) eloszlasfiiggvény folytonos fiiggvény, &1,...,&, F(x) eloszlasu
minta. Ekkor az n; = F(§;), 1 < j < n, fiiggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, azaz az n;, 1 < j < n, valészinliségi valtozok
fliggetlenek, és G(z) = P(n; <z) =x,ha0<x <1, G(z) =1, haz > 1, G(z) =0, ha
z <0.

Megjegyzés. Az n = F(&) transzformécié altalanositott (véletlenitett) transzformaciéja
segitségével tetszoleges eloszldst minta transzformdalhaté a [0, 1] intervallumban egyen-
letes eloszlashoz tartozé mintava.

Bizonyos éllitasok (kényelmesebb) megfogalmazésa érdekében érdemes bevezetni az
empirikus eloszlasfliiggvények, illetve azok normalizaltjanak olyan alkalmas mdédositasat
bevezetni, amely folytonos fiiggvény.

Moédositott empirikus eloszlasfiiggvény definicdja, illetve annak normalizalt-
ja. Legyen &, ..., &, figgetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsi valdsziniségi
vdltozok sorozata. Tekintsik az e sorozat dltal a (C1) képlet segitségével definidlt F,(x)
empirikus eloszlasfugguényt. Ennek moddsitdsa a kovetkezo ﬁ’n(ac) fiigguény, 0 <z <1,
amelynek egyszeribb megfogalmazdsa érdekében bevezetem a §§ = 0, &1 = 1 jelolést.
Ezenkivil legyen £ < &5 < --- < &8 a &1, ...,&, mintabol készitett rendezett minta,
azaz e sorozat elemeinek nagysag szerint sorbarendezett vdltozata. Ezekkel a jelolésekkel
legyen

F€)=Fu), 0<j<ntl,  (Fu§)=2 hao<j<n)

x e (C1)
Fy(x) = f]_—an(ff_l) + ;_—]an(ﬁf),
J j—1 j j—1

Gn(x) = Vn(F,(z) — x). (C2)
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2. feladat. Legyen &1, ..., &, figgetlen, F(z) eloszlasi valdszintiségi véltozdk sorozata.
Ezek normalizalt G, (z) = /n(F.(z) — F(x)) empirikus eloszlasfiiggvénye teljesiti a
kovetkezé azonossagokat: EG,(z) = 0 minden —oo < z < oo szdmra,

Cov (Gp(x),Gr(y)) = min(F(z), F(y)) — F(x)F(y), —oo<z,y < 0.

Specidlisan, ha F'(x) megegyezik az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényével a [0, 1] in-
tervallumon, akkor a G, (z), 0 < x < 1, és egy B(z), 0 < z < 1, Wiener-bridge ko-
variancia fiiggvénye egyenld. (Mind a két sztochasztikus folyamat nulla varhaté értéki
valészintiségi valtozokbdl all.)

Segitség a 2. feladat megolddasahoz. Minden —oo < x < oo szamra és 1 < 7 < n indexre
definidljuk az n;(x) valészintiségi valtozékat az n;(z) = 1, ha & < z, n;(x) = 0, ha

n
& > x. Ekkor F,(z) = L > n;(x). Ezen észrevétel segitségével a keresett véarhato
j=1

értéket és kovarianciafiiggvényt ki tudjuk szamolni egyszerii fliggetlen véletlen vektorok
Osszegének a vizsgalataval.

A 2. feladat allitasa azt jelenti, hogy egy a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsu
val6szintliségi valtozok sorozatabdl elkészitett G, (x) empirikus eloszlasfiiggvény varhatd
érték és kovariancia fiiggvény struktiraja megegyezik a Wiener-bridge-ével. Ezenkiviil
a tObbdimenziés centrélis hatareloszlastételbdl az is kiolvashaté, hogy a G, (x) véges
dimenziés eloszlasai konvergdlnak a Wiener-bridge megfelel koordinatdinak véges di-
menzios eloszlasaihoz. Ezek az eredmények azt sugalljak, hogy a normalizalt empirikus
folyamatok gyengén konvergalnak a Wiener-bridge eloszldsdhoz, azaz a funkcionéalis
centralis hatéareloszlastételhez hasonld allitas érvényes ebben az esetben is. Ez az el-
képzelés helyes. Az alabb kimondott tétel megfogalmazza a pontos allitast.

Tétel normalizalt empirikus eloszlasfiiggvények gyenge konvergenciajardl a
Wiener-bridge-hez. Legyen adva egy figgetlen &,...,&,, a [0,1] intervallumban
egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozokbol allo sorozat. Készitsiuk el segitségiikkel
a (C2) képletben definialt normalizdlt empirikus eloszlasfiggvényt, vagy annak a (C2')
képletben definialt vdltozatat. (Jelen esetben F(x) a [0,1] intervallumban egyenletes
eloszlds eloszldasfiiggvénye.) Ekkor mind a G, (x) mind a én(:v), 0 <z <1, sztochasz-
tikus folyamatok gyengén konvergdlnak a Wiener-bridge eloszldsahoz, ha n — oo.

Megjegyzés: Annak az éllitdsnak a jelentése, hogy a G, (z) véletlen fiiggvények sorozata
gyengén konvergdl a Wiener-bridge eloszldsdhoz tovabbi magyarazatra szorul. Ugyan-
is a G, (z) sztochasztikus folyamat trajektoridi nem folytonos fiiggvények, igy ez nem
tekintheté C'([0, 1]) térbeli valdszintiségi valtozonak. Viszont gyenge konvergenciat csak
valamely szeparabilis metrikus tér értékeit felvevd valdszintiségi valtozok eloszlasaira
definidltunk. Ezen a technikai jellegi nehézségen lehet segiteni. Az irodalomban be-
vezették az dgynevezett D([0,1]) teret, amely a [0,1] intervallumon balrdl folytonos
és minden pontjaban jobboldali hatarértékkel is rendelkezé fliggvényekbdl all, és ezen
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a téren alkalmas metrikat is bevezettek. Ezen a téren dolgozva a fenti Tételben ki-
mondott allitasnak pontos értelme van. Mi egy egyszeriibb megoldast valasztottunk.
Bevezettiik a médositott G, (z) normalizilt empirikus eloszlasfiiggvényeket, amelyek
mér folytonos (véletlen) fiiggvények és alig kiilonboznek a G, (x) empirikus eloszlés-
fiiggvényektdl. Ezek gyenge konvergenciajarél a Wiener-bridge eloszlasahoz minden
elokészités nélkiil jogunk van beszélni. Ez az eredmény ugyanolyan jél hasznéalhato,
mint a fenti tétel elso allitdsa. Valéjaban a két eredmény ekvivalens.

A normalizalt empirikus eloszlasfiiggvények gyenge konvergenciajardl szolé tételnek
fontos kovetkezményei vannak. Szdmos a matematikai statisztikaban szerepl eredmény
kovetkezik ebbdl az eredménybdl. Igy példdul az a tény, hogy a sup +/n|F,(z)— F(z)]

0<z<1

vagy sup +/n(F,(x)—F(z)) valésziniiségi valtozéknak van hatdreloszlasuk, ha n — oo,
0<z<L1

ahol F,, egy n-elemii minta empirikus eloszlasfiiggvénye, F'(z) pedig a mintaelemek
valédi eloszlasfiiggvénye adddik innen. (Az elsé kifejezést Kolmogorov statisztikdnak a
mésodikat Szmirnov statisztikdnak hivjak.) Az els§ esetben a hatédreloszlas megegyezik

a sup |B(z)| a masodik esetben pedig a sup B(z) valdszintiségi valtozo eloszlaséval,
0<z<1 0<z<L1

ahol B(z), 0 <z < 1, egy Brown-bridge. Ezen valdszintiségi valtozdk eloszlasét bizonyos
nem trividlis modszerek segitségével ki lehet szamolni. Annak targyaldsa, hogy ezt a
szamolast hogyan lehet végrehajtani, nem része ennek az eléaddsnak. Megjegyzem,
hogy a matematikai statisztikdban szoktdk az tigynevezett von Mieses statisztikdkat is
tekinteni. Ezek n [7_(F,(x)— F(z))? F(dz) alaku statisztikdk. Ezeknek is van limesze,

amely megegyezik az fol B?(x) dx valésziniiségi valtozo eloszldsaval. A von Mieses-féle
statisztikakrol szold hatareloszlastétel is kovetkezik a fenti gyenge konvergencia tételbol.

Wiener-folyamat trajektoridinak a viselkedése.

Lattuk, hogy a Wiener-folyamat trajektériai folytonosak. (Pontosabban azt, hogy
ezt feltehetjiik, azaz léteznek olyan a Wiener-folyamat definicigjaban eléirt varhato
értékkel és kovariancia fiiggvénnyel rendelkezé Gauss-folyamatok, amelyeknek a tra-
jektoridi folytonosak.) Masrészt ezek a trajektoridk egyébként elég rossz simasagi tu-
lajdonsagokkal rendelkeznek. Néhany ilyen jellegii eredményt ismertetek. Az, hogy a
Wiener-folyamatok rossz folytonossagi tulajdonsidgokkal rendelkeznek tulajdonképpen
nem meglepo. Heurisztikus szinten ez azzal magyarazhatd, hogy a Wiener-folyamatok
véletlenszertien fejlédnek, és ez bizonyos szabalytalansagot kolcsonoz a viselkedésiiknek.

El6szor a kovetkezo eredményt ismertetem.

Tétel Wiener-folyamat trajektdridinak viselkedésérol. Legyen W (t,w), 0 <t <
1, Wiener-folyamat a [0, 1] intervallumon. A Wiener-folyamat teljesiti az alabbi reldcidt:

2" 2
. k k—1
nh—>Holo ,;:1 {W <2—n,w) - W ( om ,w)} =1

magjdnem minden w € ) elemi eseményre.
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A tétel bizonyitisa. Vegyiik észre, hogy rogzitett n indexre az

k kE—1 2
nk,nIlW<2—n,w)—W( 5 ,w)} , k=1,...2"

valoszintliségi valtozok fliggetlenek, és nulla varhato értéki, 27" szérasnégyzetii normalis
eloszldsu valészinfiségi véltozok négyzetei. Ezért ng , = 27", Varng , = 2- 272", ahon-
nan kovetkezik, hogy

2" 2
k kE—1
E - _
Bl Ge) v (5]
k=1
2n 2
—1
Var <Z [W (%,w) - W (k2n ’wﬂ ) =2.27",
k=1
és a Csebisev egyenl6tlenség alapjan
2 2
k k—1
P — — —_— -1
(3= () - (550 )

oo

minden £ > 0 szdmra. Mivel a > 27"¢~! < co minden ¢ > 0O-ra, ezért a Borel-Cantelli
n=1

lemma alapjan a fenti egyenlotlenségbol kovetkezik a tétel allitasa.

Il
—_

> 5) < 2 negl

A fenti tétel hatterében az a tény all, hogy a centralis hatareloszlastétel alapjan
egy kis [s, ] intervallumban a Wiener-folyamat megvaltozasa (t—s)'/? nagysagrend, és
diszjunkt intervallumokra e megvaltozasok fliggetlenek. Ezért e megvaltozasok négyzet-
Osszege kozel van e négyzetosszegek varhaté értékéhez. Megjegyzem, hogy sima, példaul

differencidlhaté f(x) (a [0,1] intervallumon definidlt) fliggvények korlatos valtozasuiak,
k

azaz teljesitik a Y |f(z;) — f(z;-1)] < K egyenlStlenséget valamely csak az f fiigg-
j=1
vénytdl fliggd k szdmmal a [0, 1] intervallum tetszéleges 0 = tg < t1 < -+ < t =

1 felosztasra. A fenti tétel eredményébdl az is kovetkezik, hogy a Wiener-folyamat
trajektoriai nem korlatos valtozasiak. Megfogalmazom ennek a tételnek egy lehetséges
altalanositasat is. Az altalanositott tétel bizonyitasat, amely a martingdlok elméletének
az eredményein alapul, elhagyom.

A Wiener-folyamat trajektoridinak viselkedésérol sz6l6 tétel altalanositasa.
Legyen W (t,w), 0 < t < 1, Wiener-folyamat a [0,1] intervallumon. Tekintsik a [0,1]
intervallum egyre finomodo 0 = t(()n) < t§") < e < t,(;z) felosztasait n = 1,2,...,
(azaz teljesiiljon a {tén),tgn), . ,t,(;z)} C {t(()nﬂ),tgnﬂ), . 7tl(£ill)} feltétel) gy, hogy
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lim sup (tén)—t,?_)l) = 0. A Wiener-folyamat majdnem minden trajektoridja teljesiti
n—oo 1<k<k,
az alabbi reldaciot:

Kn 5
lim g [W (t;n),w> - W (t;@l,w)] =1 majdnem minden w € ) elemi eseményre.
n—00 —

J_

A kovetkezo egyszert feladat azért is érdekes szamunkra, mert lehetévé teszi azt,
hogy a Wiener-folyamat trajektéridinak a [0,1] intervallumban megéllapitott tulaj-
donsagait “atorokitsiik” a trajektoridk mas intervallumokban vald viselkedésére is.

Feladat: Ha W (t) Wiener-folyamat valamely az [a, b] intervallumot tartalmazé interval-
lumon, akkor W(t) = \/%(W(a +tb—a))—W(a)), 0 <t <1, Wiener folyamat a
[0, 1] intervallumon. Ha W(t), 0 < t < a, Wiener folyamat valamely [0, a] intervallu-
mon, akkor a ta='/2W (%), t > 1, sztochasztikus folyamat Wiener-folyamat az [1, oo]
intervallumon, (azaz eloszldsa megegyezik egy a [0,00) félegyenesen definidlt Wiener-

folyamatnak a megszoritdsaval a [1,00) félegyenesre.)

A fenti feladatbdl és az elézé tételbdl kovetkezik, hogy egy W (t) Wiener-folyamat
trajektéridinak egy tetszéleges [a, b] intervallum felosztdsain vett megvaltozdsaira igaz,
hogy azok négyzetosszegei a fent kimondott tételhez hasonl6 tulajdonsagot teljesitenek.
Ez a tény azért is érdekes, mert a sztochasztikus folyamatok elméletében vagy a nem
paraméteres statisztikak elméletében tObbszor megjelenik az a feladat, hogy szamit-
suk ki egy sztochasztikus folyamat eloszlasanak egy masik sztochasztikus folyamatra
eloszlasa szerinti striiségfiiggvényét, azaz Radon—Nikodym derivaltjat. Ilyen siirtiség-
fiiggvény nem mindig létezik. Elképzelhetd (s6t gyakran el6fordul), hogy két sztochasz-
tikus folyamat egymasra nézve szinguldris, mert trajektéraik maés tipusu fiiggvények
csaladjaban vannak. Lassuk be a kovetkezo allitast.

Feladat: Legyen W (t,w), 0 <t < 1, egy Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon. Léssuk
be, hogy a W (t,w) és 2W (t,w) sztochasztikus folyamatok egymadsra nézve szinguldrisak,
azaz létezik a C'([0, 1]) térnek két olyan (mérhetd) A és B halmaza, amelyekre teljesiilnek
az ANB =0 és Plw: W(t,w) € A) =1, P(w: 2W (t,w) € B) = 1 tulajdonsdgok.

Megfogalmazom (bizonyitds nélkiil) az aldbbi két eredményt, amely Wiener-folya-
matok trajektoridinak folytonossagi modulusat, illetve az igynevezett iteralt logaritmus
tételt irja le.

Tétel Wiener-folyamatok folytonossagi modulasardél. Legyen W (t,w), 0 <t <1,
Wiener-folyamat a [0, 1] intervallumon. Teljesiil a kévetkezd azonossdg:

Pl lim sup ’W(t7w) — W<va)|

=1] =1
e—0 (s,t): 0<s<t<Ll,t—s<e \/Q(t — S) log ﬁ




Iteralt logaritmus tétel Wiener-folyamatokra. Legyen W(t,w), 0 < t < 1,
Wiener-folyamat a [0, 1] intervallumon. Ekkor teljesiil a kévetkezd azonossdg:

t
P | lim sup Wt w)l =1]=1.

=0 [2tloglog

Feladat: Lassuk be az egyik korabbi feladat eredménye segitségével, hogy a Wiener-
folyamatokra megfogalmazott iteralt logaritmus tétel ekvivalens az alabbi allitassal: Ha
W (t) Wiener folyamat a ¢t > 0 félegyenesen, akkor

: (W (t,w)]
P11 ——=1)=1.
(1£ri>sogp V2tloglogt

A kovetkez6 eredmény a Wiener-folyamatok trajektéridinak egy érdekes tulajdon-
sagat fogalmazza meg.

Tétel a Wiener-folyamat trajektoriainak nem differencialhatésagi tulajdon-
sdgairdl. Egy a [0,1] intervallumban tekintett W(t,w), 0 < t < 1, Wiener folyamat
trajektoridi 1 valosziniséggel sehol sem differencidlhatoak.

A tétel bizonyitdisa. Jelolje D azt az eseményt, hogy a Wiener-folyamat trajektoriaja
differencialhaté valamely pontban. Ha w € D, akkor valamely 0 < s(w) < 1 szdmra a
) e el o ) , . +1
W'(s,w) véges derivélt létezik. Vegyiik minden elég nagy n egész szdmra azt a [}71 , 2
intervallumot, j = j(s,n), amelyre s € [fl ‘7:1] Ekkor s < 1 esetén a W(-,w) fliggvény
derivalhatésagabdl az s pontban kovetkezik, hogy alkalmas L egész szamra a

1 ] L
() (e)l= 5
n n
L L
() ()
n n
. -
() ()
n n

egyenlotlenségek mindegyike teljesiil. Fontos, hogy az ezekben az egyenlétlenségekben
szereplé L szdm nem fiigg az n szdmtol. (Az s = 1 szdm esete kissé eltérd, mert ekkor
j+1 = n és nem vehetiink a [7 . :1] intervallumtdl jobbra fekvé intervallumot. Viszont
ebben az esetben felirhatjuk az

. 1 L
n n n
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) —1 ) — 2 L
() ()l <5
n n n

egyenl6tlenségeket minden elég nagy n > ng(w) szamra. A fent elmondottakbdl kdvet-
kezik, hogy ha a W(:,w) trajektéridnak van olyan pontja, ahol ez a fliggvény differ-
encialhatd, akkor elég nagy Lo = Lo(w) és m m(w) egész szamra igaz, hogy minden

L > Ly és n > m szamra a C(j,n, L) ﬂ {w: ‘W(’Jrs w) — W(jJ’S_1 w)| < L1,
1 < j < n— 3, események koziil legaldbb az egylk teljesiil. Ez azt jelenti, hogy
0o o] n—3

pclJlU Il N (UcGnr ,

m=1 \n=m \ j=0

cny= o o (52) o (432 s}

ahol

Ezért a tétel bizonyitasahoz elég belatni azt, hogy

minden m és L pozitiv egész szamra, ami kovetkezik a

n—3
lim P U C(j,n,L) | =0 minden L =1,2,... szdmra (C3)
n—oo

7=0

allitasbol.

Viszont a C'(j,n, L) esemény harom fliggetlen esemény metszete, és ezek mindegyike

olyan esemény, amelyben azt tekintjiik, hogy egy 0 varhaté értéki és % szorasnégyzetl

normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo abszolit értéke kisebb, mint % Ezért

gc(j,n,L) Snp(‘WG’w)‘S%)a
sw(lé\s%)zn@%) _%7

ahol ¢ standard normalis eloszlast valdszintiiségi valtozo. Ebbol az egyenlotlenséghol
kovetkezik a (C3) relacio, ezért a Tétel éllitasa is.



Wiener-folyamatok jellemzése.

Megadom a Wiener-folyamat néhany fontos jellemzését. Ezek ismertetésének érdekében
eloszor bevezetek néhany fogalmat.

Fiiggetlen né6vekményi folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t,w), —oo < a <
t < b < o0, sztochasztikus folyamat valamely [a,b] (véges vagy végtelen) intervallumban.
Azt mondjuk, hogy az X (t,w) sztochasztikus folyamat fiiggetlen novekményd, ha minden
k > 2 egész szdmra és tetszdleges a < t1 < to < -+ < t, < b valds szamokra az |a,b]
intervallumban az X (tj41,w) — X (tj,w), 1 < j <k, valdsziniségi vdltozok figgetlenek.

Staciondrius névekményii folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t,w) szto-
chasztikus folyamat a —oo < t < oo egyenesen vagy a 0 < t < oo félegyenesen. Azt
mondjuk, hogy az X (t,w) sztochasztikus folyamat staciondrius névekményd, ha minden
u > 0 szdmra az X (t,w) = X (t+u,w)— X (u,w) sztochasztikus folyamat véges dimenzids
eloszldsai megegyeznek az X (t,w) folyamat véges dimenzids eloszldsaival. Mdasképp meg-
fogalmazva azt kéveteljiik meg, hogy minden u > 0 szdmra, és minden k > 1 egész szamra
valamint ty < to < --- <t} szdmokra a szamegyenesen, illetve a {t: t > 0} félegyenesen
az X(tj,w), 1 <j <k, k-dimenzids és X (t; + u,w) — X(u,w), 1 < j <k, k-dimenzids
véletlen vektorok eloszlasai egyezzenek meg.

A késObben targyalandd témék megértése érdekében vezessiik be a stacionarius
folyamatok fogalmat is.

Staciondrius folyamat definicidja. Legyen adva egy X (t,w) sztochasztikus folyamat
a —o00 < t < 0o egyenesen, vagy a t = 0,£1,%2,... egész szamok halmazdn. Azt
mondjuk, hogy az X (t,w) sztochasztikus folyamat (erds értelemben) staciondrius, ha
minden u > 0 szamra (a szdmegyenes esetében, és minden u > 0 egész szdmra, ha
a sztochasztikus folyamat az egész szamokkal van indexelve) “az X (t,w) sztochasztikus
folyamat v szdmmal vald eltoltja” az X (t,w) = X(t + u,w), —00 < t < 00, (vagy
t =0,+1,%2,...), sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszlasai megegyeznek az
X (t,w) folyamat véges dimenzios eloszldsaival. Mdsképp megfogalmazva azt kéveteljik
meg, hogy minden u > 0 (egész) szamra, és minden k > 1 egész szamra valamint
—00 < t; <ty < - <ty < 00 szdmokra az X(t;,w), 1 < j < k, k-dimenzids és
X(t; +u,w), 1 <j <k, k-dimenzids véletlen vektorok eloszldsai egyezzenek meg.

Megjegyzem, hogy az erds értelemben stacionérius folyamatnak van egy megfeleléje,
amelyet ugy hivnak, hogy gyengén stacionarius folyamat. Megadom ennek a definiciéjat
is.

Gyengén stacionarius folyamat definiciéja. Legyen adva eqy X (t,w) sztochasztikus
folyamat a —oo < t < o0 egyenesen, vagy at = 0,£1,+2, ... egész szamok halmazdn, és
legyen EX (t,w)? < oo minden t paraméterre. Azt mondjuk, hogy az X (t,w) sztochaszti-
kus folyamat gyenge értelemben staciondrius, ha létezik olyan M szam, hogy EX (t,w) =
M, minden t szamra, azaz a vdrhatd érték nem figg a t szamtol, és létezik olyan p(s)
fligguény (—oo < s < 00, ha a sztochasztikus folyamat a valds, és s = 0,+1,4+2, ..., ha a
sztochasztikus folyamat az egész szimokkal van indexelve), gy, hogy Cov (X (t,w), X (t+
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s,w)) = p(s), azaz az X (t,w) és X (t+s,w) valdszintiségi vdaltozdk kovarianciafigggvénye
nem fligg a t szamtol, hanem csak a t ést+ s szamok s kilonbségétol figg.

A kovetkez6 egyszerli lemméban megfogalmazok egy egyszerli kapcsolatot az erésen
és gyengén stacionarius sztochasztikus folyamatok kozott.

Lemma. Ha X(t,w) erdsen staciondrius sztochasztikus folyamat, és EX (t,w)? < oo,
akkor X (t,w) gyengén staciondrius folyamat.

Megforditva, ha X (t,w) gyengén staciondrius sztochasztikus folyamat, és egyben
Gauss-folyamat, akkor X (t,w) erdsen staciondrius folyamat.

A lemma bizonyitdsa. A Lemma els6 allitdsa nyilvanvalé. A masodik allitas iga-
zoldsa szintén egyszerti, ha megértjik, hogy egy tobb-dimenziés normaélis eloszlasu
valoszinliségi vektor eloszldsat meghatarozza annak varhatd érték vektora és kovari-
ancia matrixa.

A kovetkezo allitasokat feladat formajaban fogalmazom meg. Ezek megoldasa is
azon alapul, hogy egy tobb-dimenzids normalis eloszlési vektor eloszlasat meghatarozza
annak varhaté érték vektora és kovariancia matrixa.

Feladat: Egy Wiener-folyamat fliggetlen novekményti és stacionarius névekményti, nulla
varhaté értékii Gauss-folyamat. Megforditva, minden fiiggetlen névekményt és sta-
cionérius névekményi, nulla varhaté értékii (és folytonos trajektoéridji) Gauss-folyamat
egy Wiener folyamat konstansszorosa.

Feladat: Legyen adva egy W (t,w), 0 <t < oo, Wiener-folyamat a pozitiv félegyenesen,
t

és definidljuk a Z(t,w) = We(f/gw), —00 < t < 00, sztochasztikus folyamatot. A Z(t,w)

sztochasztikus folyamat stacionarius EFZ(t,w) = 0, —oo < t < oo, varhato értékkel, és

EZ(t,w)Z(u,w) = e~ ""1/2 —00 < t,u < 0o kovariancia fiiggvénnyel.

Megjegyzés: A fenti feladatban definidlt Z(¢,w) sztochasztikus folyamatot Ornstein—
Uhlenbeck folyamatnak hivjak az irodalomban.

A kovetkezd tartalmasabb eredményben megadom a Wiener-folyamatok egy nem-
trividlis jellemzését.

Tétel a Wiener-folyamatok egy jellemzésérSl. Legyen X (t,w), EX(t,w) = 0,
0 <t < o0, fiuggetlen és staciondrius novekményii sztochasztikus folyamat a pozitiv
félegyenesen, amelyre teljesiil az EX (t,w)? < oo reldcié minden t > 0 szdmra. Teqyiik
fel tovdbba, hogy az X(t,w) sztochasztikus folyamat minden trajektoridja folytonos.
Ekkor az X (t,w) sztochasztikus folyamat egy Wiener-folyamat konstansszorosa.

A fenti eredményben nem tettitk fel, hogy a tekintett sztochasztikus folyamat
Gauss-folyamat. Késébb ismertetni fogom ennek az eredménynek egy élesitését is,
amelyben martingalok segitségével jellemezziik a Wiener-folyamatot. Ezen altalanosabb
tétel tzirgyalé,sﬁoz viszont sziikséges megérteni a martingdlok onmagaban is érdekes
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elméletének a legfontosabb eredményeit, illetve atismételni a martingalok definiciéjaban
fontos szerepet jatszo feltételes varhato érték fogalmat.

A fenti tétel, illetve e tétel (martingal tipusi) élesitésének a bizonyitasat elhagyom.
Viszont szeretném legalabb heurisztikus szinten elmagyarazni, hogy miért fontos a
Wiener-folyamatok egy jellemzésérdl szo6lo tételnek az a a feltétele, hogy a sztochasztikus
folyamat trajektoriai folytonosak. Az itt nem ismertetett bizonyitas f6 gondolata az,
hogy a Tétel feltételeit teljesito sztochasztikus folyamatok Gauss-folyamatok. Ezt a
centralis hatareloszlastétel segitségével lehet megmutatni.

A bizonyitas f6 része annak megmutatasabol all, hogy ha tekintiink valamely 0 <
s < t szamokat, akkor az X (t,w) — X (s,w) valdszintiségi véltozé normélis eloszlasu.

Ennek megmutatédsa érdekében érdemes az [s, t| intervallum finom s = t; <tg < -+ <
tr = t felosztésat tekinteni, (azaz olyan felosztdsat, amelyre sup (t;41—t;) kicsi), és be
1<j<k

bevezethetjiik az n;(w) = X (tj4+1,w) — X (tj,w), 1 < j < k, valészinliségi véltozokat. Az
k—1

nj, 1 < j < k, valészintiségi valtozdk fiiggetlenek, és X (t,w) — X (s,w) = > n,(w). Be
j=1

szeretnénk latni, hogy az [s, t] intervallum egyre finomodé felosztasaihoz tartozé el6bb
definidlt dsszegekre alkalmazhaté a centralis hatareloszlastétel, ezért az X (t,w)—X (s, w)
valészintiiségi valtozd normélis eloszlast. Be lehet 1atni, hogy a sztochasztikus folyama-
tok trajektoridinak folytonossdga biztositja az n; valészinliségi valtozdkra azt a kicsiségi
feltételt, (a Lindeberg feltétel teljesiilését), amely sziikséges a centralis hatdreloszléstétel
teljesiiléséhez. A Poisson-folyamat alabb ismertetett konstrukciéja mutatja, hogy a
trajektoridk folytonossagarodl szolé feltétel nem hagyhaté el ebbdl a tételbol.
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Poisson-folyamat konstrukcidgja és e folyamat néhany fontos tulajdonsaga.

El6szor felidézem a Poisson-folyamat ismertetésében fontos szerepet jatszo Poisson el-
oszlas definiciéjat.
Azt mondjuk, hogy a £ valdsziniiségi valtozé Poisson eloszlasi A\, 0 < A < oo, para-
k
méterrel, ha £ nem negativ egész értékeket vesz fel, és P(§ = k) = %e”‘, k=0,1,....
Emlékeztetek tovabba a Poisson eloszlasnak az aldbbi lemméaban megfogalmazott
fontos tulajdonsagara.

1. Lemma. Legyen £ és n két fiiggetlen Poisson eloszldsiu valosziniiségi vdltozo, & X és
n w paraméterrel. Akkor £+n Poisson eloszldsu valdszintségi vdaltozo A+ u paraméterrel.

A kovetkezo lemma tekinthet6 az el6z6 lemma megforditasdanak. Ez lehetové teszi,
hogy egyszerti médon konstrualjunk Poisson-folyamatokat.

2. Lemma. Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen & szami golyot,
ahol & Poisson eloszldsu valosziniségi valtozé A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobdsok eredményei eqymdastol és a & wvaldszintlségi vdltozotol fiiggetlenek. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden egyes dobdsndl a golyo az j-ik urndba p; > 0 valdsziniiséggel esik,

k

j=1...k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba esé golyok szamdt. Az az n;, j =
j=1

1,...,k, valosziniiségi vdltozok fiiggetlenek, és n; Poisson eloszldsi Ap; paraméterrel,

i=1,... k.

A 2. Lemma bizonyitdsa.

(I 4+ ) b ph

Plpo=l,..ome =l) =PE=h+- -+ 1) BN k

At I 5 Owy)h
— T plke=A J —Ap;
= G e = 1 e
j=1
tetszoleges [1 > 0, ..., [ > 0 egész szamokra. Innen adddik a 2. lemma allitasa.

Az alabbiakban definidlom a Poisson-mez6 fogalmat, és bebizonyitom az 1. Lemma
és 2. Lemma segitségével, hogy Poisson-mezok valoban léteznek.

Poisson-mez6 definiciéja. Legyen adva egy (X, X) mérhetd tér, és azon egqy p o-
additiv mérték. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniségi mezd, és azon minden w € §)
elemi eseményre az X tér véges vagy megszamldlhatd sok kijelolt x1(w), x2(w), ... pontja.
(A kijelolt pontok szama lehet nulla is.) Azt mondjuk, hogy az igy definidlt rendszer
Poisson-mezd az (X, X) téren p szamldls mértékkel, ha minden A € X, pu(A) < oo,
halmazra az A halmazba esé kijelolt pontok (a(w) szama Poisson eloszldsu valdsziniségi
vdltozo p(A) paraméterrel, és diszjunkt Aq,..., Ay € X, p(4;) < oo, 1 < j < k,
halmazokra az ezekbe a halmazokba esd pontok (a,(w), 1 < j < k, szdmai fiiggetlen
valosziniségi vdltozok.
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Tétel Poisson-mez6k 1étezésérisl. Tetszbleges (X, X) mérhetd térhez és azon defi-
nialt p o-additiv mértékhez létezik Poisson-mez6 az (X, X) téren p szdmlalé mértékkel.

A Poisson-mezok létezésérdl szolo tétel bizonyitdsa. ElOszOr azzal a specialis esettel
foglalkozunk, amikor a p mérték véges, azaz u(X) < oo. Tekintsiik a kdvetkez6 kon-
strukciot. Vesziink véletlen sok ((w) pontot, amelyek szama Poisson eloszlasu p(X)

paraméterrel, és dobjuk le ezeket a pontokat az (X, X') térre gy, hogy mindegyik pont
H(A)
n(X)
nikai részleteit elhagyom.) Azt allitom, hogy az igy definidlt rendszer Poisson-mez6
az (X,X) téren p szamlalé mértékkel. Elég beldtni azt, hogy az X tér tetszbleges

Ay,..., Ay particiGjdra, azaz olyan Aj,..., Ay eseményekre, amelyekre A; N Ay = 0,

valoszintiséggel esik az A halmazba. (Ilyen konstrukcié lehetséges, de ennek tech-

k
ha j # 4, U A; = Q az Ay,..., A, halmazokba esé ledobott pontok (;(w) szamai,
j=1
fliggetlen, Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozok u(A;) paraméterrel. (Ha Aj,..., Ay
diszjunkt halmazok, akkor kiegészithetjiik ezt a rendszert e halmazok unigjanak a
komplementerével egy particiova, és elegend6é belatni, hogy e particié elemeibe es6
ledobott pontok szamai fliggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozdk a megfelelo
paraméterekkel.) Viszont ez utébbi alllitds kovetkezik a 2. Lemmabdl A = p(X), és

p; = P;: ((ég)) véalasztassal.

Tekintsiink altaldnosan egy (X, X) mérhetd teret egy p o-additiv p mértékkel.
Ekkor az X térnek 1étezik olyan véges vagy megszamlalhaté Xq, Xo, ... diszjunkt halma-
zokbol all6 particidja, | J A; = X, amelyre teljesiil, hogy u(X;) < o0, j =1,2,..., apar-

J

ticié minden X; elemére. Jelolje (X, X;, 11;) azt a teret amelyre X; az A € X, A C X
alakd halmazokbdl all, és p; a p mérték megszoritdsa a A o-algebrara. Tekintsiink
mindegyik (X, X;) téren egy Poisson-mez6t p1; szamlalé mértékkel, amelyek kiilonb6z6
7 indexre fliggetlenek. Ekkor be lehet latni az 1. lemma segitségével, hogy minden

Ae X, u(A) < oo halmazra A = [J(X; N A) az A halmaz felbontdsa diszjunkt halma-
J
zokra ezért az A halmazba esé pontok szama Poisson eloszlasi pu(A) = > pu(X; N A)
J

paraméterrel, és ha Ay, ..., Ay diszjunkt véges p mértékii halmazok, akkor az ezekbe
a halmazokba es6 pontok szama fliggetlen.

Végiil megadom a Poisson-folyamat definiciéjat.

Poisson-folyamat definiciéja. Egy ll(t,w), 0 <t < T, T > 0, sztochasztikus folya-
matot Poisson-folyamatnak neveziink A paraméterrel a [0, T intervallumon, ha I1(t,w)
teljesiti a kovetkezd feltételeket.

(i) ATI(t,w) folyamat fiiggetlen novekményti, azaz tetszéleges 0 < t1 < tg < -+ <ty <
T pontokra a 1(t1,w), H(ty,w) —(t1,w), ..., H(tg,w) — (tk—1,w) valdsziniségi
vdltozok fiuggetlenek.

(ii) TI(t,w) — II(s,w) Poisson eloszldsi valdsziniiségi vdltozé A(t — s) paraméterrel.

(iii) A T1(-,w) trajektoria szigorian monoton jobbrdl folytonos egész értéki figgvény.
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Ha II(t,w), t > 0, teljesiti az (i)-(iii) feltételeket, akkor I1(t,w) Poisson-folyamat
a [0,00) félegyenesen.

Tekintsiink egy Z Poisson-mezét a [0,00) félegyenesen p = A-Lebesgue mérték
szamlalé mértékkel. Legyen II(t,w) ezen Z Poisson-mezé pontjainak szama a (0, ¢] inter-
vallumban. Ekkor I1(¢,w), t > 0, Poisson-folyamat A paraméterrel a [0, co] félegyenesen.

Legyen Il(t,w) Poisson-folyamat a félegyenesen A\ = 1 paraméterrel, és legyen
X(t,w) =1I(t,w) — t, t > 0. Ekkor X(¢,w) fliggetlen és stacionarius névekményii folya-
mat, FX (t,w) = 0 minden ¢ > 0 szdmra. Az X (t,w) folyamat valéban stacionarius és
fiiggetlen névekményti folyamat, mert a I1(¢,w) Poisson-folyamat az. Tehét az X (¢, w)
folyamat a Wiener-folyamatok jellemzésérdl szolo tétel minden feltételét teljesiti, kivéve,
hogy e folyamat trajektoridi nem folytonos fiiggvények.

A fenti példa mutatja a folytonos trajektoria létezésének fontossagat a Wiener-
folyamatok jellemzésérol szélo tételben. Ertsiik meg azt is, hogy a

=[x (4) (52

j=1

azonossag jobboldaldn megadott Osszegekre az n — oo esetén azért nem alkalmazhato
a centralis hatareloszlas-tétel, mert nem teljesiil a Lindeberg feltétel. Ugyanis abban
az esetben, ha a Poisson-folyamat nem azonosan nulla a [0, 1] intervallumban, aminek
n . . 9
pozitiv (nevezetesen 1 — e™!) a valészinfisége, akkor Y [X (L,w) — X (%,w” >
j=1

(1 — 2)2. Ezért a Lindeberg feltétel nem teljesiil ebben az esetben.

Abbdl, hogy a Poisson-folyamat fiiggetlen és stacionarius novekményti kovetkezik
az is, hogy (folytonos idejii) staciondrius Markov-lanc. Nem nehéz beldtni, hogy egy a
P(n,t,t +h) = h+ o(h), ha h — 0 feltételnek eleget tevé dtmenet-valdszintiségekkel
rendelkezo sziiletési folyamat Poisson-folyamat. A Poisson-folyamatnak van masfajta
eloallitasa is. Igaz a kovetkezo tétel.

Tétel A. Legyenek X1, Xo, ... fliggetlen, \ paraméteri, exponencidlis eloszldisiu valoszi-
n
niségi vdltozék, So =0, S,, = Xk, n=1,2,..., és definidljunk egy 11(t) sztochasz-
k=1
tikus folyamatot a 11(t) = n, ha S, <t < Spy1, n =0,1,2,... képlet segitségével. Az
igy definialt I1(t) sztochasztikus folyamat Poisson folyamat A paraméterrel.

Az, hogy a Tétel A-ban definialt 11(¢) sztochasztikus folyamat trajektoriai a kivant tu-
lajdonsagtiak konnyen lathaté. Azt is lathatjuk, hogy egy A paraméterti IT(¢) Poisson-
folyamat esetében az S; = min{t: II(t) > 1} valdszintiségi véltozé exponencidlis elosz-
lasti A paraméterrel. Valdban, P(S; > t) = e, mert P(S; > t) megegyezik annak
valésziniiségével, hogy a Poisson-folyamatot meghatarozé Poisson mezében a [0, t] inter-
vallumba nem esik pont. Ha hivatkozhatnank az el6adason nem targyalt folytonos idejti
Markov lancokra érvényes er6s Markov tulajdonsagra, akkor be tudnank bizonyitani
azt is, hogy a Poisson-folyamatnak az az n = 1,2,... pontokba torténé egymast koveto
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ugras idopontjai kozott eltelt iddintervallumok egymaéstol fiiggetlen, A paraméteri ex-
ponencidlis eloszldasi valdsziniiségi valtozok. Innen kovetkezik a Tétel A allitdasa. A
kiegészitésben ismertetem a Tétel A egy a Poisson-folyamat alkalmas diszkretizacidjan
alapul6 bizonyitasat. A diszkretizacid lehetové teszi, hogy az er6s Markov tulajdonsagot
csak egyszeri, konnyen ellenérizheto esetekben kelljen hasznalnunk.

A Wiener-folyamatrol sz6l6 legfontosabb eredmény, a funkciondlis centralis hatéarel-
oszlastétel, a centralis hatareloszlastétel végtelen dimenzids valtozataként is tekintheto.
A centralis hatareloszlastételhez hasonléan létezik egy olyan fontos hatareloszlastétel,
amelyben a limesz a Poisson eloszlas, bar ennek az eredménynek a jelentésége kisebb,
mint a centralis hatareloszlastételé. Ennek az aldabb ismertetett eredménynek létezik
funkcionalis hatareloszlastétel véltozata, amelyben a hatarérték a Poisson-folyamat
eloszldsa. Ismertetem (bizonyitds nélkiil) mind a hatareloszlastételt, mind annak funk-
cionalis hatareloszlastétel valtozatat. Ez utébbi eredmény teljes magyarazatdhoz hoz-
zatartozna a gyenge konvergencia bevezetése az ugynevezett D([0,1]) térben, de ezt
elhagyom. A probléma az, hogy az ebben a tételben megjelené hatarérték, a Poisson-
folyamat eloszldsa, nem tekinthetd a folytonos fiiggvények C([0, 1]) terén definidlt mér-
téknek. Ezért sziikséges alkalmas definiciéval a balrél folytonos, jobbrél hatarértékkel
rendelkezé ( cadlag, azaz continue a droite, limité & gauche) fiiggvények terét (tel-
jes) szepardbilis metrikus térré tenni. Ez teszi lehet6vé azt, hogy beszélhessiink az
értékeitket e tér mérheté halmazain felvevd valdsziniiségi mértékek gyenge konvergen-
ciajarol.

Poisson eloszlashoz valé hatareloszlastétel. Legyen

§1,1--,81,m
gk,l cee 7€k,nk
szériasorozat, azaz legyenek a k-ik sorban szerepld &g 1, ..., &k n, valdszintségi vdltozok

fliggetlenek, amely teljesiti a kovetkezd feltételeket:

1.) A & ; valosziniiségi vdltozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.

Nk
2) P(fkyj = 1) = )\k,jy klirgo Zl )\k,j =X>0.
j:

n
3.) sup Ap; =0, hak —o00, és > P({k; >2) =0, ha k — 0.

1<j<ny, i=1
ni

Ekkor az Sy, = Y &, j valdszindiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a A paramé-
J=1

terd Poisson eloszlashoz, ha k — oc.

E tétel funkcionalis hatareloszlastétel valtozata a kovetkezd eredmény.
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Tétel Poisson folyamathoz valé gyenge konvergencidhoz. Teljesitse az el6zd
tételben tekintett

51,1 s 761,71,1

fk,l s 7£k,nk

szériasorozat az ott bevezetetett 1.), 2) és 3.) feltételeket, illetve a 2.) feltétel alabbi
erdsebb vdltozatdt:

[tng]
2".) P(&kj=1)= Mg j, klirgo ‘21 Aij = At >0 minden 0 <t <1 szdmra, ahol [x] az x
.]:

szam eqész részét jeloli.

ng _ e Jo_ '
Legyen 3 Akj = Ay Akj = 3 uko =0, ugy = D> Ak, k=1,2,...,, 1 <j <
J:l s=1
nk, €s definidljuk e szériasorozat segitségével az alabbi Xy (t), k = 1,2,..., sztochasztikus

folyamatokat a [0, 1] intervallumban:
J

Xi(t) =0, haO<t<ug; Xk(t)Zka,s, ha ug; <t <wugjr1, 0<7<ng,

s=1

Xi(1) = Zghs-
s=1

Ekkor az X (t), 0 <t <1, sztochasztikus folyamatok eloszldsai gyengén konvergdlnak a
A paraméteri; Poisson folyamat eloszlisdhoz a D([0,1]) térben, ha k — oo.
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A Tétel A egy lehetséges bizonyitasa.

Tekintsiink egy A\ paraméterti I1(¢) Poisson-folyamatot, és definialjuk az S,, n = 1,2, ...
valészintiségi véltozokat, mint a legkisebb olyan ¢ értékeket, amelyekre II(t) = n, min-
den n = 1,2,... szamra. A Tétel A bebizonyitasahoz elég azt megmutatni, hogy az
S1, S, ... illetve Sy, Sa, ... véletlen sorozatok egyiittes eloszldsai megegyeznek. Ugyan-
is tetszoleges 0 < t1 < to < - - -t} idOopontokra és nq,ne,...,ng pozitiv egész szamokra
P(II(t1) < mnqy,...,(tg) <ng) = P(Sp, >t1,...,Sn, > tr), és hasonld reldcié érvényes

a II(t) sztochasztikus folyamatra és S1,Ss, ... valészintiségi véltozdkra is.

A kivant allitdst a II(t) Poisson-folyamat alkalmas diszkrét idejti Markov-lanc
kozelitésével fogjuk igazolni, felhasznalva azt a tényt, hogy diszkrét idejii Markov lancok
esetében alkalmazhatjuk az er6és Markov tulajdonsagot. Minden pozitiv € > 0 szamra
definidljuk az ng(e), k = 1,2,... valészinliségi vdltozékat tgy, hogy nx(e) = 1, ha
[I(ke) — II((k — 1)e) > 1, és ni(e ) = 0, ha II(ke) — II((k — 1)) = 0. Definidljuk a
e = (ke) —TI((k—1¢), Zi(e) = Z nk(e), 1 =1,2,...,és S,(e) = emin{l: Z;(e) > n},
n=1,2,..., valészinliségi valtozokat Azt allitom, hogy

a) S,(¢) = S,, ha e — 0 minden n = 1,2,... szdmra, ahol = sztochasztikus konver-
genciat jelol.
b) Az (S1(g),S2(e) — Si(e),...Sn(e) — Sp_1(g)) vektorok eloszldsban konvergalnak

n fiiggetlen, \ paraméteri exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozébol allo
véletlen vektorhoz minden rogzitett n szamra, ha € — 0.

Az a) és b) 4llitasbdl kovetkezik, hogy az Si,Ss,... illetve Si,Ss,... véletlen
sorozatok egyiittes eloszlasai megegyeznek. Ezért elegendd ezt a két allitast belatni.

_ ! _ _
Vezessiik be a Zj(e) = > mr(e), 1 =1,2,..., 65 S,,(¢) = emin{l: Z;(e) > n}, n =
k=1

1,2, ..., valosziniiségi véltozdkat is. Az a) részben megfogalmazott allitas kovetkezik az
alabbi két relaciobdl.
al) lin% P(ne(e) = fr(e)minden 1 < k < e73/2 szdmra) = 1, és minden rogzitett n

E— _

pozitiv egész szamra lir% P(S;(e) = Si(e) minden 1 <[ <n szamra) = 1.

E—r

a2) S,(e) — S, 1 valészinfiséggel, ha ¢ — 0 minden n pozitfv egész szdmra.

P(nk(e) = g ( )minden 1 <k <e3/? szdmra) = P(H(ks) f[((k: - 1)5 <1,1<

—3/2 e 2, 2\e"3/2 —A%et
k<e =(1- e)>2))" < (1-A%2)F 7 <e e hae<
kovetkez1k z al) elso alhtasa Innen

5 w ahonnan

lir% P(Z(¢) = Zj(¢)minden 1 < 1 < £~%/2 szdmra) = 1.
e—

Tovabbd, mivel Z, s/2(¢) — oo 1 valdszinliséggel, ha ¢ — 0, innen kovetkezik az al)
mésodik allitdsa is. Az a2) allitdsa nyflvdnvalé az S, (c) — e < S,, < Sy, (g) Ssszefiiggés
alapjan.
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A b) relaci6 a kovetkezd Osszefiiggés alapjan lathatd. Az gy valdszintiségi valtozdk
fiiggetlenek, és P(ny = 1) =1—P(nr, = 0) = 1 —e~** = A\e + O(e?). Ezért az ¢~ 15, (e),
n = 1,2,..., valésziniiségi valtozok tugy is értelmezhetoek, hogy fliggetlen kisérleteket
végeziink egymds utan, amelyekben a siker valdszintisége p(e) = 1 —e™*¢ = \e + O(£2),
és €715, (¢) jeloli az n-ik sikeres kisérlet idépontjat. Ezért az Sp(g), So(e) — Si(e), ...
val6szintliségi valtozok fliggetlenek, és egyforma eloszldstak, valamint P(S(e) > ke) =
(1 —p(e))*, ahonnan P(S;(¢) > u) ~ (1 —Ae+ O(e2))*/¢ ~ e ** minden u > 0 szamra,
ha az € > 0 szam kicsi. Ez azt jelenti, hogy 21_13(1) P(S1(¢) > u) = e . Ezért igaz a b)

allités is.
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