Feladatok:
la.) Legyen n standard normalis eloszldsu valészintliségi véltozé. Bizonyitsa be, hogy
Eeln = ¢t’/2,

1b) Legyen W (t), t > 0, Wiener folyamat, a valés szam. Mutassa meg, hogy

2

exp {aW(t) — %t} , t>0,

martingal.
Megoldas:
la.)
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1b.) Legyen 0 < s < t. Ekkor W (£) = W (s)+[W (t) =W (s)] = W (s)+/f — s -0,
tovabba W (s) Fs mérhetd % pedig az F, o-algebratol fiiggetlen standard
normalis eloszlasu valészintiségi véltozé. (Egy olyan (W (t), F;) martingdallal dolgo-
zunk, ahol rogzitett s > 0 szdmra a W(u + s) — W(s), u > 0, folyamat fiiggetlen
az Fs o-algebratol.)

Ezért, ha 0 < s < t, akkor

b (oo far- £4)| )

o) 2

= exp {aW(s) = a—;t} E <exp av/t— SW(t\};TM;(S) H }'5)
— exp {aW(s) - a—;t} E (exp {a T sW(t)t__VSV(S) })

— exp {aW(s) - “—;t} exp { C‘Q(t; s) } — exp {aW(s) _ “;s}



Tekintsiik a Kevei jegyzet 3. példajat, és beszéljiik meg részletesebben hogyan kell
a benne szerepld It6 folyamatok szorzatat kiszamolni. (A feladat eredménye egy ezzel
a képlettel ekvivalens 4llités.)

Legyenek adva az

t t
Xt:XO—l—/sts—i—/HdeS
0 0

és
t t
Y, = Y0+/Lsds+/Gdes
0 0

Ito folyamatok, és irjuk fel az X;Y; szorzatot Ito6 folyamat formajaban.

Az 1t6 formuldt kell alkalmazni az X,Y; = f(X;,Y:) folyamatra, ahol f(x,y) =
xy, azaz az f(x,y) kétvaltozés fiiggvény elsé koordindtdjaba az X; a mésodik ko-
ordinatajaba az Y; Ito folyamatot kell behelyettesiteni. Ekkor

2
aﬁ;(wy)—y,ai(my)—w,gxﬁ(l‘y) 0, L (z.y) =0,

aiafy (z,y) = aayafx (x,y) =1, azaz
2 2
X0 Y0) = Ve, (XY = X, FH1) =0, G =0
(Xt’ift) 8y8y (Xtath) =1

Az X; ésY; folyamatokat meghatarozé formulak differencidlalakban
dX; = Kydt + Hi dWy és dYy = Ly dt + Gy dWy (X és Yy kezdeti értékekkel). Ezért az

It6 formula szerint

Gmay

o 0
O (X0 vy ax. + 8—§<Xt,m>dyt

dXYy =
162 192
+ 58_£(Xt7 ;) (dX)? + §a—£(Xt, ;) (dY;)?

LT v, viyax,ave) + -2 (x, vy ax, avy)
28 8 ty Lt t t 28 a ty Lt t t

= Y, dX, + X, dY; + (dX,dY;) = Y dX; + X, dY, + H,G, dt,

azaz ezt az azonossagot “kiintegralva”

t t t
}Ki}g —-}(0}6 ::0/" };(i)(s-Fu/P )(S(i}; 4‘0/" }{8(;5(18.
0 0 0

A Kevei jegyzet ezt az azonossigot irja fel kissé atrendezett alakban. Természetesen
ebben az azonossagban bizonyos integralokat részletesebben is felirhatnank. Nevezete-
sen,

t t t t
/stxsz/ Ys(sts-i—HdeS):/ Y;sts-l—/ Y, H, dW,,
0 0 0 0
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és

Al)

t t t t
/XSdYS:/ XS(LsderGSdWS):/ XSLSds+/ X,Gy dW,.
0 0 0 0

Legyen Z(t) = eV® s Y () = eV " ahol U(t) = fg X(s)dW(s) — %fg X2(s)ds
egy olyan X (s), 0 < s < T, sztochasztikus folyamattal, amelyre X (-) € H' ezért az
ng(s) dW (s) és fOT X2(s)ds, 0 <t < T, és {gy az elébb felirt U(t) Ito-folyamat
létezik. Mutassa meg, hogy igazak a

dZ(t) = ZO)X () dW (), Z(0) =1,

" dY (t) = Y(O)[X2(t)dt — X (t)dW (t)], Y(0)=1,

azonossagok.
Mutassa meg, hogy ha a Z(t) Ito folyamat teljesiti a dZ(t) = Z(t)X(t) dW (t),
Z(0)=1,azaza Z(t) = 1—i—f0t Z(s)X (s) dW (s) egyenletet az A) feladatban szerepl6
X (t) sztochasztikus folyamattal, akkor

dlY (t)Z(t)] = 0.
Ezért a dZ(t) = Z(t) X (t) dW (t) egyenletnek az egyetlen a Z(0) = 1 hatarfeltételt

teljesité megoldasa a Kevei jegyzet 6. példdjaban térgyalt Z(t) = eV sztochasz-
tikus folyamat.

Megoldds. Legyen f(z) = e, g(x) = e~ *. Ekkor Z(t) = f(U.), Y(t) = g(Uy) és az

It6 formula szerint
azZ(t) = (V) dU () + 5 7" (U [ U (D)
= VO | X (t)dW (t) — %XQ(t) dt| + %eU(t)XQ(t) dt
=eYOX () dW (t) = Z(t) X () dW (¢),
A (t) = ¢'(U) dU (1) + 59" (U [ dU (1))
— e U | X ()W () — %XQ(t) dt| + %e‘U(t)XQ(t) dt
= e YD [_X () dW (t) + X2(t) dt] = Y (t)[X2(t) dt — X (t) AW (t)],

és ez volt az a) rész bizonyitasa.

A b) rész bizonyitasa.



Ha Z(t) olyan It6 folyamat, amelyre dZ(t) = Z(t) X (t) dW (t), akkor az el6z6 feladat
és az a) rész eredményei alapjan

[y (t)z(t )] =Y (t)dZ(t) + Z(t) dY (t) + dZ(t) dY (t)
Y (£)Z(H)X () dW () + Z(6)Y (H)[X?(t) dt — X () dW (2)]
—ZOXOYO)Xt)dt =Y @) Z)[0- dW(t)+0- dt] =0

Ezért Z(t)Y (t) = Z(0)Y (0) minden 0 < ¢t < T idépontra. Ha a Z(0) = 1 reldcié is
teljestil, akkor Z(¢)Y (Y (t) = 1.

Az a) rész szerint Z(t) = eV ®) megoldésa az dZ(t) = Z(t) X (t) dW (t) sztochasztikus
differencidlegyenletnek, és Z(0) = 1. A b) rész mdr bizonyitott része szerint, ha

Z(t) megoldasa ennek a sztochasztikus differencidlegyenletnek a Z(0) = 1 kezdeti
feltétel mellett, akkor Z(t) = Y~1(t) = eV® minden 0 < t < T id6pontban.

Megjegyzés. Az Ito integralok elméletében fontos szerepet jatszanak a Z(t) = eV (),

) = ng(s) dW (s) — 3 JXQ(S) ds, 0 < t < T, alaki folyamatok valami-
lyen X € H sztochasztikus folyamattal. Ezek hasonld szerepet jatszanak, mint
az exp { fg A(s) ds} alaki (determinisztikus) fliggvények az analizisben, és szokés

Oket Doléans—exponential-nak nevezni. Egy ilyen sztochaszikus folyamatokrél szélo
martingal egyenlotlenség fontos szerepet jatszott az [to integralok altalanos defini-
cigjanak altalunk ismertetett modjaban.

Miésrészt tudjuk, hogy ha adva van egy A(t) fiiggvény, akkor a fiy = A(t)y(t) diffe-
rencidlegyenletnek (differencidl alakban dy = A(t)y(t) dt), y(0) = 1 hatérfeltétellel

az egyetlen megoldasa az y(t) = exp { fg A(s) ds} fligggvény. Az el6z6 feladat

arrol szol, hogy a Doléans—exponential hasonlé tulajdonsidggal rendelkezik. Adva
egy X € H' sztochasztikus folyamat, a dZ(t) = X (t)Z(t) dW (t), Z(0) = 1, szto-
chasztikus differencialegyenlet egyetlen megoldasa a Z(t) = eV ®) sztochasztikus
folyamat, ahol U (t fo 5 fo X2(s)ds.

Legyen adva egy W( ) Wlener folyamat. Szamoljuk ki az [to formula segitségével
az fg W (s)dW (s) integralt. (Ez a Kevei jegyzet 5. példaja.)

Megoldds. Szamoljuk ki az W (t)? kifejezést az It6 formuldt alkalmazva a W (t) =
fg 1dW (s) Ito folyamatra az f(x) = 22 fiiggvénnyel. Azt kapjuk, hogy

d(W2(t)) = 2W (t) dW (t) + % - 2dt,

azaz

2 — 2 = t S S t S = t S S
W2(t) — W2(0) /OQW()dW()+/01d 2/0 W(s)dW (s) +t,

tehdt fo s)dW (s) = $(W2(t) — t).



43)

Megjegyzem, hogy e szamolés szerint W?2(t) —t el6allithats, mint egy Wiener folya-
mat szerinti It6 integral a kovetkezd médon. W2 (t)—t = fg 2W (s) dW (s). Tovabba
ezen Ito integrdl magfiiggvénye teljesiti az F fOT(ZW(t))2 dt < oo reldciét, tehat
eleme az Itd integralok definicigjaban szereplé H halmaznak. Ezzel azt is bebi-
zonyitottuk, hogy W?2(t) — t martingdl, (és nem csak szemimartingdl).

Tekintsiink egy X () )+ fo s)ds, 0 < t < T, Ito folyamatot, ahol W (t)
egy Wiener folyamat, fo |19 )| ds < oo 1 valdszintiséggel, és vegyiik minden n =
1,2,... szamra a [0,7]) intervallum egy olyan felosztasat [t(n)l,tgn)), i=1,.

0= t(()n) < tgl) < --- <t =T intervallumokra, amelyekre max (t( ) _ (n) ) — 0

1<i<n

ha n — oco. Tekintsik az U,, = > 1(X(t(n)) X(tfﬁ)l))2 valészintiségi valtozdkat.
Mutassa meg, hogy U, = T, ha n — oo, ahol = sztochasztikus konvergenciat
jelent.

Megoldas. Legyen V(t,w) = fot V(s,w)ds, és Vp(t,w) = fg |¥(s,w)|ds. Ekkor V,, =
S V") = V) < (@), mert V(") = V) < (t) = Va(r),
i=1,...,n. Ezérta V" = Zizl(V(tl(-n)) — V(tl(-:t)l)) valésziniiségi véaltozokra
Vn(l) — 0 1 valészintiséggel, mivel V (¢, w), 0 <t < T, 1 valésziniiséggel egyenletesen
folytonos, és 121?<xn(t§n) - tgf)l) — 0, ha n — co. Ezért

n

Un =3 (X(#") —X<t§ﬁ>1>>2=i(<w< () VD) = W) + V)

i=1

=1
_ Z(W(tfn)) (n) 24 Z (n) (n)l))2
+2 Z W (™) — W)V ™) — vy = 1 4 1 41§,

Az eldaddson tanultuk, hogy I\™ = T, (valéjéban azt az erdsebb allitast lattuk,
hogy Lo konvergencia is érvényes), lattuk, hogy ]én) — 0 (1 valészintiségii konver-
gencia is érvényes). Mésrészt a Cauchy—Schwarz egyenl6tlenség alapjan

1| =2 i(W(tﬁ"U ~WE)VE™) - V™)
Z:; /2 , 1/2
<2 (2<w<t§">> - W(tﬁﬂ))?) (Z(V(t?”) - v<t§’1>1>>2)

I = o.

innen kovetkezik a feladat allitasa.



4b) Tekintsiink egy aW (t) sztochasztikus folyamatot, ahol W (t) Wiener folyamat, o >
0, « # 1 valés szam, valamint tekintsiik a 4a) feladatban definidlt X (¢) szto-
chasztikus folyamatot egy [0, 7] intervallumon. Bizonyitsa be, hogy az aW (t) és
X (t) sztochasztikus folyamatok eloszlasa két egymésra nézve szingularis mérték a
C([0,T]) téren, azaz a [0,T] intervallumon folytonos fiiggvények Banach terén a
szuprémum normaval.

Megoldas. Hasznaljuk a 4a) feladatban bevezetett mennyiségeket. Tekintsiik az
ott definialt U, valamint a W,\* = Z?:l(aW(tgn)) — O¢W(t§71)1))2 valésziniiségi
valtozdkat. Tudjuk, hogy létezik az egész szamoknak olyan ny részsorozata, amely-
re U,, — T és W}ij) — a2T 1 val6szintiséggel. Ez azt jelenti, hogy ki tudunk
jelolni két egymadstdl diszjunkt halmazt a C([0,T]) téren gy, hogy az X (t) folya-
mat trajektoridi 1 valésziniiséggel az els6, az aW(t) folyamat trajektoridi pedig 1
valoszinliséggel a masodik halmazba esnek. Tehat a két folyamat eloszlasa egymasra
nézve szingularis.

Megjegyzés. A 4b) feladat gondolatanak finomitdsaval és néhany az It6 integralokrol
sz0l6 mély tétel felhasznédlasaval meg lehet mutatni, hogy miért természetes az a Gir-
sanov tétel megfogalmazdsaban, hogy amikor egy olyan az X (t) folyamatot meghatarozé
P mértékkel ekvivalens mértéket keresiink, amely szerint az X (t) folyamat martingdl,
akkor azt az er6sebb megkotést kivanjuk teljesiteni, hogy az X (¢) folyamat az 1j mérték
szerint legyen Wiener folyamat.

A ‘Folytonos idejii Markov ldncok’ cimii irdsomban ismertettem a sziiletési (folyto-
nos idejit Markov lancok) idébeli eloszlasat leird (forward) egyenletrendszer egy megol-
dasat, ami a kovetkezoképpen néz ki. Induljon a sziiletési folyamat a nulla idépontban
nulla létszamui populaciéval, és legyenek a sziiletési folyamat paraméterei A, > 0,
n = 0,1,2,..., szamok, ahol a )\, paraméter azt jelenti, hogy ha a ¢ idépontban a
populécié 6sszlétszama n, akkor a [t, t+ h] idéintervallumban A, h+o(h) valészintiséggel
sziletik egy 1j egyed. (Haldlozds nem torténik, és annak valészintlisége, hogy legalabb
két egyed sziiletik a [t,t 4+ h) id8intervallumban o(h).) A kovetkezé megoldést kaptuk.
Léteznek &g, &1, . .. fliggetlen valészinliségi valtozdk gy, hogy &, exponencialis eloszlasu
valészintiiségi valtozo A, paraméterrel, és a rendszer fejlodése a kovetkezd. Az els6 egyed
a & idopontban sziiletik, és miutan megsziiletett az n-ik egyed, azutan &, id6é mulva
sziiletik meg az n + 1-ik egyed. Tehat az n-ik egyed az 5, = ZZ;S & idépontban
sziiletik meg. Arra vagyunk kivancsiak, hogy mikor “robban fel” véges idon beliil a
rendszer, azaz milyen A\g, A1, ... paraméterek esetén torténik meg az, hogy a populacio
véges idon beliil végtelen lesz.

A populécié akkor éri el a végtelen létszamot T' id6n beliil, ha 7 &, < T. Tehat
a rendszer akkor “robban fel” véges idén belil, ha Y7 &, < oo. A valdszinliségsza-
mitas bizonyos klasszikus eredményei szerint fiiggetlen valdszintiségi valtozok Osszegei
vagy 1 valdszintiséggel konvergalnak vagy 1 valésziniiséggel divergalnak, és Kolmogorov
haromsor tétele megmondja, hogy mikor melyik eset kovetkezik be.

5.) Legyen &, n =0,1,2,..., fiiggetlen, exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozdk
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sorozata A\, > 0, n = 0,1,2,..., paraméterekkel. Bizonyitsa be, hogy a 27010:0 &n

osszeg 1 valészinfiséggel konvergens, ha y > % < o0 és 1 valdszintiséggel diver-
gens, ha >~ /\i = oo. Tehat a feladat megfogalmazasa elott tekintett sziiletési

folyamat akkor “robban fel” véges id6n beliil 1 valészintiséggel, ha >~ )\i < 00.

Megoldas. Egy \ paraméterti exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozé varhatéd
oo oo

o0
értéke %, szorasnégyzete % Ezért, ha > % < 00, akkor Y E&, = > % < 00,

n=0 n=0 n=0

o.¢] oo
és Y Varg, = > )\% < o0. Bizonyos eredmények alapjan ebbdl kovetkezik, hogy
n=0 n=0 "

oo
a »_ &, Osszeg 1 valésziniiséggel konvergens.

n=0
Be akarjuk, latni, hogy ha y_ 7 % = 00, akkor a Yy~ &, Gsszeg 1 val6szintiséggel
divergens. Feltehetjiik, hogy A\,, — 0o, ha n — oo, mert ellenkez6 esetben végtelen
sok olyan n; index van, amelyre P(§,, > 1) > c valamilyen ¢ > 0 szdmmal, és
ekkor a Y7 &, Osszeg 1 valdszin(iséggel divergal a Borel-Cantelli lemma alapjdn.
Mésrészt, ha A — oo és £(\) exponencidlis eloszlasi valészintiségi valtozé A\ para-
méterrel, akkor AE(E(A)I({{(N) < 1})) — 1, ahol I(A) egy A halmaz indikator-
fliggvényét jeloli. Valéban,

1 A 00

AE(ENIHEWN) < 1)) = )\/ Aze M dr = / ye Vdy — / ye Ydy =1,
0 0 0

ha A — oo. Innen kovetkezik, hogy > 7 E(&,1({&, < 1})) = o0, ha Y77 /\% =

o0. A Kolmogorov-féle haromsor tételbdl kovetkezik, hogy ekkor a Y07 &, Gsszeg

1 valészintiséggel divergens.

Mind a ‘Folytonos idejii Markov lancok’ cimii irdasom mind Kevei Péter jegyzete targyalja
azt, hogyan lehet felirni a folytonos ideji diszkrét allapotterti Markov lancok atmenet-
valoszintliségeit meghatarozé Kolmogorov-féle backword és forward egyenleteket. Mind
a két iras kissé dltalanosabban targyalja a kérdést. Az én irdsom a nem feltétetleniil sta-
cionarius Markov lancokra is felirja ezeket az egyenleteket, majd megfogalmazza, hogy
mit mondanak ezek az egyenletek abban a specialis esetben, ha stacionarius Markov
lancokat tekintiink. A Kevei jegyzet altalanos stacionarius Markov folyamatokat tekint,
és azokra fogalmazza meg az egyenleteket. Ezt 1j, alkalmasan definidlt mennyiségek,
a Markov folyamat dgynevezett infinitezimalis generdtoranak, illetve ezen operator ad-
jungaltjanak a segitségével teszi meg. Ez az eredmény specidlis esetként tartalmazza a
folytonos idejli stacionarius Markov lancokra érvényes Kolmogorov egyenleteket. Ma-
gyarazatra szorul, hogy honnan lathaté, hogy ez a két irdsban kiillonb6z6 mdédon be-
bizonyitott és mas fogalmakat hasznal6 egyenlet ugyanazt allitja. A kovetkezd feladat
célja ennek a magyarazatnak a megadasa.

Olyan folytonos idejii stacionarius Markov lancokat fogunk tekinteni, amelyeknek az
allapottere a pozitiv egész szamok {1,2, ...} halmaza. Val6jdban az érvelések megvél-
toztatasa nélkill valaszthattunk volna altaldnosabban egy tetszoleges megszamlalhato
{F1, Es, ..., } halmazt allapottérnek a diszkrét topoldgidval, (azaz olyan topologidval
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amelyben minden 1 elemii halmaz nyilt). Olyan Markov lancokat fogunk tekinteni,
amelyek P(t,i,7) = P(X; = j|Xo = i) dtmenetvalésziniiségeire teljesiilnek az aldbbi
aszimptotikus relaciok:

P(h,i,i) =1—ch+o(h), P(h,i,j)=cip;jh+o(h) kis h >0 szamokra, (1)

és

o0
¢ >0, pii =0, p;i; >0, me = 1 minden 7,7 = 1,2, ... indexre. (2)
j=1

Megjegyzem, hogy a (2) tulajdonsig kovetkezik az (1) tulajdonsiagbdl és néhany re-
gularitasi feltételbdl. Valdjaban, ahhoz, hogy az eredményeket bebizonyitsuk, erésebb
feltételek kellenek, amelyek biztositjak, hogy a szamoldsok soran fellépé o(h) nagy-
sagrendi mennyiségek altal okozott hibak elhanyagolhatéak. Az én ifrasomban ezek a
kérdések targyalva vannak, a Kevei jegyzet, amely csak egy atfogd képet kivan adni
errol a problémakorrol nem vizsgédlja az ilyen technikai részleteket.

6.) Tekintsiink egy olyan folytonos idejii X (t), ¢t > 0, stacionarius Markov lancot az
E ={1,2,...} allapottéren, amelynek P(t,1i,j) dtmenetvaldsziniiségei kielégitik az
(1) és (2) relaciot. Szamolja ki e Markov lanc S infinitezimalis generatorat és annak
S* adjungaljat. Ezen eredmények és a Kevei jegyzetben ismertetett Kolmogorov-
féle forward és backward egyenletek segitégével (a Kevei jegyzet ezeket elore és
hatra egyenletnek nevezi), irja fel az ezen egyenletek altal a tekintett Markov lanc
atmenetvaloszintiségeinek az id6 paraméter szerinti w derivaltjat.
Emlékeztets. Az S infinitezimalis generdtor definicidja a kovetkez6. Adva egy (szép
tulajdonsigi) f = f(i) fliggvény az &€ = {1,2,...} dllapottéren ennek (Sf) képe
az S infinitezimalis generator hatdsara az

(S7)(0) = lim ZUXWIX(O) =) - ()

Lim o , 1e€&={1,2,...},

fliggvény.

Az S infinitezimdlis generdtor S* adjungaltja egy a Markov lanc £ = {1,2, ...} illa-
pottéren definidlt (szép tulajdonsagi) u = (u(1), u(2),...) (eldjeles) mértéket arra
a szintén az £ = {1,2,...} éllapotterén definidlt S*u mértékre képez le, amelyet

Jessyau= [ rasw
> (SH) = 3 F6)(Sk)0)

azonossag hataroz meg minden olyan f fiiggvényre, amelyre az (S f) infinitezimélis
generator létezik. Be lehet latni, hogy az ilyen f fiiggvények elég sokan vannak,
ezért a fenti relacié egyértelmiien meghatarozza az S*u mértéket.
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Megoldas.

E(f(X(h)|X = P(h,i, i) f(4) = (L=cih) (@) + > cipijf(i)h+o(h)
J=1 Ji g

az (1) redcié szerint. (Valdjdban az (1) relacié egy erésebb viéltozata kellene, amely
szerint a o(h) hibatagok Gsszege is elhanyagolhaté.) Innen kapjuk, hogy

E(f(X(W)|X(0) =i) = f(i) = h | —eif (i) + D cipiif(7) + o(1)

JIFi

Elosztva ezen egyenlet mindkét oldalat h-val, majd véve a h — 0 hatardtmenetet,
azt kapjuk, hogy
(Sf)(E) = —cif (i) + ¢ Z pij f(J)
Jig#i

Igy kiszémoltuk az (Sf) fiiggvény értékét minden i € € = {1,2,...} pontban.
(Természetesen egy preciz bizonyitasban az elvégzett hataratmenetek részletesebb
indoklast igényeltek volna, és a feltételeket is pontosabban meg kellett volna fogal-
mazni.)

Az (Sf) kiszdmitdsardl kapott képletet a kovetkezEképp is interpretalhatjuk. De-
finidljuk a (B(i,j)), 1,7 = 1,2,..., végtelen matrixot, amelyet a B(i,i) = —¢;,
és B(i,j) = ¢jpji, hai # j, 4,5 = 1,2,..., képlettel definidlunk. Tekintsiik az
f=0Q),f(2),...,) és p=(u(l),(2),...) végtelen (sor)vektorokat. Ekkor

(Sf) = (SH)D),(5F)(2),...) = fB.

Innen kovetekezik, hogy > "2, (Sf)(i)u(i) = fBp* = uB* f*. Ezért definidlva az
S*u = uB* vektort azt kapjuk, hogy

D_(SN@a() = uB f =3 F)(S

az el6bb definidlt S*p vektorral minden olyan f fiiggvényre, amelyre (S f) definidlva
van. Innen

(S* ) (j) = =) + > erpryn(k), jeE={1,2,...}.
yy

Szamoljuk ki, hogy mit ad a Kolomogorov-féle forward és backward egyenlet a te-
kintett modellben az (Sf) és Su ismeretében. Tekintsiik el6szor a Kevei jegyzet
(28) képletében leirt Kolmogorov-féle backward egyenletet a B = {j} halmazzal

és © = i ponttal. Ekkor Zp,(B,z) = %, és (Spi(BJ-))(x) = (Sf)(3), az
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7)

f@) = P(t,i,j5), i = 1,2,..., fliggvénnyel (rogzitett j paraméterrel). Ezért a
Kolmogorov-féle backward egyenlet és az (S f)-re adott képlet szerint

dP(t,, j)

T = —aP(tig) te ), piaP(t k).

k: k#1

Tekintsiik a Kolmogorov-féle forward egyenletet. Ez a Kevei jegyzet (30) képletében
van megadva. Megint vélasszunk B = {j}-t, és x = i-t. Ekkor %pt(B,x) =
G, 6 (Spe([2)(B) = (S*w)) a (i) = P(ti,5), § = 1,2, mértékkel,
(rogzitett i szammal). A Komogorov-féle forward egyenlet a mi esetiinkben azt
adja, hogy

dP(t,i,7)

S = e P(tig) + D ep Pt k).

k: k#j
A most kapott képletek a Kolmogorov-féle forward és backward egyenletekrdl a
tekintett modellben megegyeznek a Folytonos idejii Markov lancok jegyzet meg-
felel6 eredményeivel, azzal a megjegyzéssel, hogy nincs jelentésége annak, hogy a
tekintett képletekben szerepl6 Osszegekben kihagyjuk-e azt a tagot, amelyre k = ¢
vagy k = j, mert p;; = p;; = 0 a (2) formula szerint.
P(i,5,t)

Mutassa meg, hogy a Poisson folyamat —z= derivaltjaira az el6z6 feladatban

bizonyitott és a Kevei jegyzetben targyalt formulak ugyanazt az eredményt adjak.

A Kevei jegyzetben meg van fogalmazva (és fel van hasznalva Gronwall-lemma), amely
a kovetkez6t mondja.

Legyen a(t) és B(t) két integrdlhato fiigguény egy [a, b] intervallumon, amelyekre teljesil

az

a(t) < B(t) + H/ a(s)ds, te€la,bl,

egyenlotlenség valamely H > 0 szammal. Ekkor

t
a(t) < B(t) + H/ eH(t=5) g

minden a <t < b szdmra.

8.)

Bizonyitsa be a Gronwall lemmat.

Megoldds: Adjunk el6szor j6 becslést az A(t) = f; a(s)ds, 0 <t < b, fiiggvényre.
Mivel 4 (e=HtA(t)) = e M'[a(t) — HA(t)] < e H'B(t) a lemma feltétele miatt,
és A(a) = 0, ezért e HIA(t) < f; e H53(s)ds minden a < t < b szdmra. Innen
alt) < B(t)+ H - A(t) < B(t) + Hf; e(t=%) 3(s) ds minden a < t < b szmra.

A Kevei jegyzet bebizonyitja azt, hogy ha egy Y (¢) sztochasztikus folyamat teljesiti

adY (t) = —uY (t) dt+odW (t) sztochasztikus differencidlegyenletet (i > 0, o > 0) akkor
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az csak Y(t) = e™# <Y(0) + f; e“sddW(s)> alaku lehet, (ahol Y(0) fiiggetlen a W (t)
Wiener folyamattol. A kovetkezo feladat ezen allitas megforditasat fogalmazza meg.

9.

10.)

Bizonyitsa be az Ito formula segitségével, hogy az

Y(t) =e (Y(O) + /Ot e“SJdW(s))

sztochasztikus folyamat teljesiti a dY (t) = —pY (¢) dt + odW (t) sztochasztikus dif-
ferencidlegyenletet, és az értéka a nulla idéontban Y (0).

Megoldds. Definidljuk a Z(t) = e'Y (t) = Y(0) + fot eMsadW (s), sztochasztikus
folyamatot, az f(t,z) = e Mtz fiiggvényt, és alkalmazzuk az It6 formuldt az Y (t) =
f(t, Z(t)) folyamatra. Azt kapjuk, hogy

4y (t) = % dt + %’t"”) dz(t)
t =20 T e)=(t,2(2))
1 9%21(t
R (UL (dZ (1))
202 |y wy=.z0)

= —pe M Z(t)dt + e M dZ(t) = —pY (t) dt + o dW (t),

mert W = —pettz, W = e, % =0, e "Z(t) = Y(t), és dZ(t) =
et dW(t). A definidlt Y (t) folyamat értéke a nulla idépontban Y (0), tehdt ez a
sztochasztikus folyamat teljesiti a kivant feltételeket.

A Kevei jegyzet eredményei alapjan a stacionarius Ornstein—Uhenbeck folyamat
staciondrius megoldasa egy olyan Y (t), t > 0, Gauss folyamat, amelyre EY (t) = 0,
Cov (Y(s),Y(t)) = %e‘“‘t_sh s,t > 0. Legyen W(t), t > 0, Wiener folyamat,

és definidljuk az U(t) = \/%W(;;ﬁt)’ —00 < t < oo, sztochasztikus folyamatot.
Ez olyan staciondrius Gauss folyamat, amelyre EU(t) = 0, Cov (U(s),U(t)) =

%e‘“'t_sh tehat ennek megszoritasa a t > 0 félegyenesre ugyanolyan eloszlasu,
mint a stacionarius Ornstein—-Uhlenbeck folyamat.
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