Martingalok elmélete.

El6szor ismertetem a martingalok és szubmartingalok definiciéjat.

Martingal és szubmartingal definiciéja. Legyen adva o-algebrik F1 C Fo C F3 C

- novekvd sorozata egy (£, A, P) valdsziniiségi mezén, amelyre teljesil az F, C A
tulajdonsdg minden n = 1,2,... szdmra. (F,, n = 1,2,..., o-algebrdk fenti tulaj-
donsdgokkal rendelkezd rendszerét filtracionak fogjuk hivni.) Legyen adva ezen kivil F,
mérhetd &, (w), E|&,(w)| < 0o, valdsziniségi vdltozdk sorozata. Azt mondjuk, hogy a
En(w), n=1,2,..., valdsziniiségi valtozok sorozata (diszkrét idében definidlt) martingdlt
alkot az F, o-algebra sorozatra nézve, ha teljesil az

E(&11(w)|Fn) = &n(w) 1 valdszintiséggel minden n =1,2,... szamra  (D1)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (diszkrét idében definidlt) szubmartingdlt definidl,
ha teljesul az

E(&nt1(w)|Fn) > &n(w) 1 valdszindséggel minden n =1,2,... szdmra  (D2)

egyenlotlenség.

Legyen adva egymadsba skatulydzott F;y o-algebrdk, t > 0, Fs C Fy, has <t, F; C A
valds szamokkal indexelt rendszere egy (2, A, P) valésziniiségi mezén. (Fy, t > 0, o-
algebrdk fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd rendszerét filtracionak fogjuk hivni.) Legyen
tovabbd adva Fy mérhetd £ (w) valdszintiségi vdltozok rendszere, amelyre E|&(w)| < oo.
Azt mondjuk, hogy a & (w) valdsziniiségi valtozok idében folytonos martingdlt alkotnak
az Fi o-algebrak rendszerére nézve, ha teljesil az

E(&(w)]|Fs) = &s(w) 1 wvaldszindséggel minden 0 < s <t < oo szdmpdrra (D1’)

azonossdg. A fent definidlt sorozat (folytonos idében definidlt) szubmartingdlt alkot, ha
teljesul az

E(&(w)|Fs) > &s(w) 1 wvaldszintséggel minden 0 < s <t < oo szdmpdrra (D2')
egyenlotlenség.

1. megjegyzés. Hasonléan definidlhatunk egy véges sok elembél allé (&,,F,), 1 < n <
N, martingalt vagy szubmartingédlt. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a (D1) illetve
(D2) formulat csak 1 < n < N indexekre koveteljiik meg. Hasonléan definidlhatunk
egy folytonos paraméteri martingalt egy [a,b] intervallumban, a (D1’) és (D2") tulaj-
donsagot csak a < s <t < b paraméterekre kovetelve meg.

2. megjegyzés. Ha adva van valdszintiségi valtozok egy &1 (w), 2(w), . . ., sorozata, akkor

]_-1(10) = B(&1,&2,...,&,) a legsziikebb a diszkrét idejli martingalok és szubmartingdlok
definicojaban szerepl6 feltételeket teljesito o-algebrak. Vegyiik észre, hogy amennyiben
a (D1) feltétel teljestil akkor az

E(ensr(@)IF) = B (B(€un @)1 F)IFD) = B (&) F) = &)

1 valészintiséggel minden n = 1,2... szamra
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azonossag is teljesiil, azaz ha a ,(w) sorozat martingdlt alkot az F,, n = 1,2,...,

o-algebra sorozatra nézve, akkor martingalt alkot az ]:T(LO)7 n=1,2,..., o-algebra soro-

zatra nézve is. Hasonléan éllithatjuk, hogy ha a &, (w) sorozat szubmartingalt alkot az

Fn o-algebrak sorozatara nézve, akkor szubmartingalt alkot az ]-"T(LO)

tara nézve is.

o-algebrak soroza-

Folytonos idejli martingalok és szubmartingdlok esetén definidlhatjuk az ]_-5(0) =
B(&y, 0 < u < s) o-algebrékat, és ezekkel helyettesitve a Fg o-algebrdkat a folytonos
ideji martingalokra és szubmartingdlokra is allithatjuk, hogy az & (w) sztochasztikus
folyamatok martingédlok illetve szubmartingidlok maradnak. Ezért jogunk van valé-
szinliségi valtozok egy sorozatat diszkrét ideji martingdlnak vagy szubmartingdlnak
hivni, ha ez a sorozat martingal, illetve szubmartingal a most definialt ]-"7(10) o-algebrak
sorozatara nézve. Az irodalomban haszndaljak ezt a konvenciét, és mi is élni fogunk
ezzel a lehetOséggel. Hasonléan, egy & (w) sztochasztikus folyamatot martingdlnak il-

letve szubmartingalnak hivunk, ha az martingal illetve szubmartingal az }"t(o), t >0,
o-algebrak rendszerére nézve.

A martingdlok az igazsagos, a szubmartingdlok pedig az elényos jatékoknak a
természetes modelljei. Tekintsiink ugyanis egy jatékot, amelynek minden egyes ido6-
pontban van egy fordul6ja, és ennek sordn nyereményiink értéke (véletlenszeriien) meg-
valtozik. Jelolje F,, azt a o-algebrat, amely tartalmazza az n-idépontig Osszegyiijtott
osszes informéciénkat, &,(w) pedig legyen a nyereményiink értéke az n idépontban.
Ekkor az n + 1-ik fordul6 utani idépontbeli varhaté nyereményiink az n-ik forduléban
rendelkezésiinkre allé ismeretek alapjan E(&,4+1(w)|F,). A jaték akkor igazsdgos, ha ez
a varhaté nyeremény megegyezik az n-ik idépontbeli £, (w) nyereményiinkkel, és akkor
elonyos, ha nagyobb néla. Tobb a martingalok elméletében fontos eredmény ezen kép
alapjan érthet6 meg.

A kovetkez6 feladatokban megfogalmazok néhany fontos példat martingalokra. A
feladat allitasai ellenorizhetéek a feltételes varhato érték elobb felsorolt tulajdonsagai-
nak segitségével.

1. feladat. Legyenek &1,&; ..., fliggetlen valdszintiségi valtozdk, amelyekre E|E,| < oo

minden n = 1,2,... szamra. Ha F¢, = 0 minden n = 1,2,..., szamra, akkor az
k

Sk = Y. &, k=1,2,..., részletosszegek martingdlt alkotnak. Ha E¢, > 0 minden
j=1

n =1,2,... szamra, akkor az S, k = 1,2, ..., részletosszegek szubmartingalt alkotnak.

2. feladat. Legyen adva az A o-algebra rész-o-algebrainak novekvé F; C Fo C F3 C
.-+ C A az sorozata és egy £ valdsziniliségi valtozd, E|¢| < oo, egy (2, A, P) valészintiségi
mezén. Ekkor az (X,,, F,), n =1,2,..., sorozat, ahol X,, = E(¢|F,,), martingélt alkot.

n
3. feladat. Legyenek &;,&o,... fiiggetlen valészintlségi valtozdk, T,, = [] &k, n =
k=1

1,2,.... Ha E§; = 1 minden j = 1,2,... szamra, akkor a T;,, n = 1,2,..., sorozat
martingdl. Ha E¢; > 1,és P(§; >0) =1, j=1,2,..., akkor T}, szubmartingal.
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4. feladat. Legyen W (t,w), t > 0, egy Wiener-folyamat. Ekkor mind a W (t,w), mind
a W2(t,w) —t, t > 0, sztochasztikus folyamat marting4l. (Erdemes mind a két szto-
chasztikus folyamat esetében a F; = B(W (s); s < t), o-algebrat tarsitani a W (t) illetve
W?2(t) — t valésziniiségi valtozéhoz.

4'. feladat. Legyen P(t,w), t > 0, egy Poisson-folyamat, A = 1 paraméterrel. Ekkor
mind a P(t,w) — ¢, mind a (P(t,w) —t)? — t, t > 0, sztochasztikus folyamat marting4l.
Altaldban, ha X (t,w) egy fiiggetlen és staciondrius novekményti sorozat EX (t,w) = 0
és EX?(t,w) = t, akkor X (t,w) és X2(t,w) — t martingdl.

A 4. feladat felsorolja egy Wiener-folyamat bizonyos tulajdonsagait. Ezenkiviil
tudjuk, hogy a Wiener-folyamat trajektériai folytonosak. Megfogalmazom a Wiener-
folyamat egy korabbi jellemzésének altalanosabb, martingal-tulajdonsagokkal megadott
jellemzését.

Tétel a Wiener-folyamatok egy jellemzésérol. Legyen X (t,w), 0 <t < oo, olyan
sztochasztikus folyamat, amelyre EX?(t,w) < oo minden t > 0 szdmra, X(0,w) = 0
eqy valdszintiséggel, és az X (t,w) és X2%(t,w) —t, t > 0, sztochasztikus folyamatok
martingdlok (valamely F; az .7-",5(0) = {X(s,w), s < t}, t >0, o-algebrdkat tartalmazo
o-algebrdk rendszerére nézve). Ha ezenkivil az X (t,w) sztochasztikus folyamat minden
trajektoridja folytonos, akkor X (t,w) Wiener-folyamat.

A fenti tétel bizonyitdsit az eldadasban elhagyom, azt masutt ismertetem. Meg-
jegyzem, hogy a tétel bizonyitasanak lényege az, hogy a fiiggetlen valdszintiségi valtozok
Osszegeirol szolo centralis hatareloszlastétel altalanosithaté martingalokra is, és ennek
az itt nem ismertetett eredménynek a segitségével beldthatd, hogy tetszoleges 0 = tg <
t1 <ty < --- <t < oo szamokra a tétel feltételeinek teljesiilése esetén az X (t;,w) —
X(tj—1,w), 1 < j < k, valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, és normalis eloszlastak 0
varhato értékkel és t; —t;_; szérasnégyzettel.

Ismertetek néhany a martingalokrél és szubmartingalokrél szolé fontos eredményt.
Nem adom meg mindegyikiik részletes bizonyitasat. Néhany esetben a bizonyitas fontos
lépéseit (némi magyardzattal ellatott) feladat formdjaban fogalmazom meg. Viszont
igyekszem elmagyarazni, hogy a bizonyitasok hatterében ott van az igazsagos és elényos
jatékok tulajdonsagairdl szol6 természetes gondolat. Az els6 eredmény azt fejezi ki, hogy
egy igazsagos jaték esetén nem tudom a jatékot gy abbahagyni, hogy az szamomra
szigordan elonyos legyen, egy elonyos jaték esetén pedig a legelonyosebb stratégia az,
ha a jatékban végig részt veszek. Természetesen, amikor arra gondolok, hogy milyen
szabaly szerint hagyjam abba a jatékot, akkor olyan szabdlyra gondolok, amelyet ef-
fektive végre is tudok hajtani. Ennek pontos megfogalmazasa érdekében bevezetem a
kovetkez6 fogalmat.

Megallasi szabaly definicidja. Legyen adva o-algebrdk néovekvo Fu C Fo C F3 C
-+ C A sorozata egy (2, A, P) valészintiségi mezén. Azt mondjuk, hogy egy pozitiv egész
értékeket (és esetleg a o) értéket) felvevd T(w) valdszintiségi vdltozé megdlldsi szabdly
e o-algebrdk rendszerére nézve, ha {w: 7(w) =n} € F, minden n =1,2,... szamra.
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E fogalom idében folytonos megfeleldje a kovetkezd: Legyen adva Fy C A, 0 <t <
o0, o-algebrdknak egqy novekvd rendszere (azaz legyen Fs C Fy, ha s < t) eqy (2, A, P)
valdszinidségi mezén. Azt mondjuk, hogy eqy nem negativ értékeket (és esetleg a o)
értéket) felvevd T(w) waldszinidségi valtozé megdlldsi szabdly e o-algebrdk rendszerére
nézve, ha {w: 7(w) <t} € F; minden t > 0 szamra.

Megadom a definicié valtozatat abban az esetben, ha o-algebrak helyett valészinii-
ségi valtozok egy sorozata vagy egy sztochasztikus folyamat van adva.

Megallasi szabdly definiciéja. Legyen valdsziniiségi valtozok & (w), &a(w), ... soro-
zata egqy (2, A, P) valészintiségi mezén. Eqy pozitiv egész értékeket (és esetleg a oo)
értéket) felvevd T(w) waldszindiségi vdltozé megdlldsi szabdly e valdszindiségi vdltozdok
sorozatdra nézve, ha megdlldsi szabdly az F,, = B({k(w),1 < k < n) o-algebrdk névekvd
rendszerére nézve.

E fogalom idében folytonos megfelelbje a kovetkezd: Legyen adva egy X (t,w), t >
0, eqy a pozitiv félegyesen definidlt sztochasztikus folyamat egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezén. Azt mondjuk, hogy egy nem negativ értékeket (és esetleg a 0o) értéket) felvevd
T(w) valdsziniségi vdltozé megdlldsi szabdly e sztochasztikus folyamatra nézve, ha meg-
dalldsi szabdly az Fy = B(&s: 0 < s <t), t >0, o-algebrdk névekvd rendszerére nézve.

Megjegyzés. Az irodalomban gyakran a megéllasi id6 kifejezést hasznéljak a megallasi
szabaly kifejezés helyett.

Erdemes bevezetni a T(w) (véletlen) megallasi idOpontig 6sszegyiijtott informaciot
tartalmaz6 F, o-algebrat is. Egy B halmaz akkor és csak akkor tartozik a F,. o-
algebraba, ha a 7 id6pontig tett megfigyelések alapjan el tudjuk donteni, hogy a B
esemény bekovetkezett-e vagy sem. A pontos definicié a kovetkezd.

Egy megallasi szabaly altal generalt o-algebra definicidja. Legyen adva o-
algebrdk névekvd F1 C Fo C F3 C --- C A sorozata egy (2, A, P) valésziniiségi
mezdn, és legyen T(w) megallasi szabdly erre a rendszerre nézve. Az F, o-algebra a
kovetkezé halmazokbol dll: Egy B C € halmazra B € F, akkor és csak akkor, ha
Bn{w: 7(w) <n} € F, mindenn =1,2,... szamra.

E fogalom idében folytonos megfeleldje a kovetkezo: Legyen adva o-algebrak névekvd
Fi € A, 0 <t < oo, rendszere (azaz legyen Fs C Fi, ha s < t) eqy (2, A, P)
valdsziniségi mezdn, és legyen T(w) megdlldsi szabdly erre a rendszerre nézve. Az F-
o-algebra a kovetkezd halmazokbol dall: B C Q halmazra B € F, akkor és csak akkor, ha
Bn{w: 7(w) <t} € F; minden t > 0 szdmra.

Feladat 1: Lassuk be, hogy a fenti definicio értelmes, azaz az F, halmaz rendszer valéban
o-algebra.

Feladat 2: Legyen adva o-algebrak névekvé F; C Fa C --- C A sorozata egy (12,4, P)
valésziniiségi mezén, valamint egy 7(w) megalldsi szabdly erre a rendszerre nézve, és
valésziniiségi valtozdk olyan & (w),&2(w),... sorozata, amelyre a §,(w) valdszintiségi



valtozé F, mérheté minden n = 1,2,... szdmra. Mutassuk meg, hogy &;(,(w) Fr
mérhetd. Specidlisan, 7(w) F, mérhetd valészintiségi valtozo.

Feladat 3: Legyen adva o-algebrék novekvd F; C Fo C -+ C A sorozata egy (2, A, P)
valésziniiségi mez6n, valamint két olyan 7y (w) és To(w) megélldsi szabdly erre a rend-
szerre nézve, amelyek teljesitik a 7 (w) < 72 (w) relaciét minden w € 2 elemi eseményre.
Mutassuk meg, hogy F; () C Fry(w)- Igaz ezen allitas kovetkezd folytonos valtozata
is. Ha F;, 0 < t < oo, o-algebrak névekvo rendszere, azaz Fs C Fy, ha 0 < s <
t < 0o, valamint 71 (w) és T2(w) két olyan megélldsi szabdly erre a o-algebra rendszerre
nézve, amelyek teljesitik a 7 (w) < 72(w) relaciét minden w € Q elemi eseményre, akkor
Friw) © Fra(w):

Segitség: Egy B € Fr () eseményt irjunk B = (J(B N {w:7(w) = k}) alakban, és
k
mutassuk meg, hogy B N {w: 71 (w) = k} € Fr ().
A folytonos id6 esetében hasznaljuk ki, hogy amennyiben valamely B halmazra
Bn{w:n(w) <t} € F, akkor BN {w:m(w) <t} = BN{w:n(w) <t} N{w:m(w) <
t} € Fi.

Feladat 4: (nem kételezd) Tekintsiik névekvs F; o-algebraknak a t > 0 szdmokkal
paraméterezett névekvo rendszerét, és egy ezekre nézve természetes médon adaptalt
X (t,w) folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamatot. Fogalmazzuk meg és bi-
zonyitsuk be egy ilyen rendszerre a feladat 2 természetes megfelel6jét. (Miért kellett
feltenni azt, hogy a sztochasztikus folyamat trajektoridi folytonosak?)

Tétel véletleniil megéllitott (szub)martingdlok varhaté értékének becslésé-
r6l. Legyen adva eqy (§k(w), Fi), k =1,2,..., martingdl és egy T(w) megdlldsi szabdly
az Fx, k = 1,2,..., o-algebrdk rendszerére nézve, amelyre P(n < 17(w) < N) =1
valamilyen 1 < n < N < oo szamokra. Ekkor

E(¢rw) ()| Fn) =&n(w) € EEN(W)|Frw)) = &rw)(w) 1 valdsziniiséggel. (D3)

Specidlisan
E&n(w) = Eér(w)(w) = Eén (w) = E& (w). (D4)
Ha (&k(w), Fr), k=1,2,..., szubmartingdl, akkor

E(&T(w) (w)|~’rn) > €n<w) és E(SN(C‘}”‘FT(M)) > 67‘(&)) (CU) 1 valdszindséggel, (D3/)

ezért

Efn(w) S E&_(w) (w) S EEN(w). (D4/)

Bizonyitas. El6szor a (D3) és (D3') formuldk baloldalan szerepld relacidkat bizonyitjuk
be. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy az np(w) = &py1(w) — &k(w), n < k < N,
valészinliségi valtozok Fii1 mérhetéek, és a ({x(w), Fi), n < k < N, rendszer martin-
gél volta ekvivalens azzal, hogy E(nx(w)|Fx) = 0, szubmartingdl volta pedig azzal, hogy
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E(nr(w)|Fk) > 01 valészintiséggel minden n < k < N indexre. Vezessiik be az 7 (w) =
(W) i r@)>k+1}, 7 < k < N, valésziniiségi valtozdkat. Mivel E (&) (w)|Fn) —

N—1 N-1
n(w) = kZ E(ir(w)|Fy), (ugyanis kZ (W) = &rw) (W) — &n(w)), a (D3) és (D3)
formuldk els6 részének az igazoldsdhoz elég azt bebizonyitani, hogy E7(w)|F,) = 0,
k < n < N, ha (§&,Fk), n < k < N, martingdl, és Eng(w)|F,) > 0, n < k < N,
ha (&, Fi), n < k < N, szubmartingdl. Viszont az {w:7(w) > k + 1} € Fi, (mert
komplementere az {w:T(w) < k} € Fji halmaznak.) Ezért a feltételes varhaté érték
tulajdonsagai alapjan

Bk (@) Fn) = Bk (@) [w: r@)2k13Fn) = E(w: r@)2k+1y B (@) F5)) [ Fn).

Innen E(ng(w)|F,) = 0, ha (& (w), Fr) martingdl, azaz E(ng(w)|Fx) = 0. Hasonléan,
E(fg(w)|Fn) >0, ha (& (w), Fr) szubmartingl.

A (D3) és (D3') formuldk elsé azonossagabdl megkapjuk a (D4) és (D4’) képletek
els6 allitasat, ha varhaté értéket vesziink mind a két oldalon.

A (D3) azonossig masodik relacidjanak a bizonyitdsa hasonlé elven alapul. Elég
beldtni azt, hogy E(En(w)l{w: r(w)=k}|Fr) = Ek(W){w: r(w)=k} tetszlleges n < k < N
szamra, mert ezt az azonossagot Osszegezve minden n < k < N szamra megkapjuk
a kivant dllitast. Viszont tetszéleges B € Fr(,) halmazra B N {w: 7(w) = k} € Fy,
ezért felhaszndlva a tekintett sorozat martingdl tulajdonsagat és azt a tényt, hogy az
EN (W) . r(w)=ky fiiggvény nulldval egyenlé az {w: 7(w) # k} halmazon, kapjuk a
kovetkezd azonossagot: Ha B € Fr (., akkor

/ En () T: 2oy Pdw) = / () dP(dw)
B B

N{w: 7(w)=k}

Bn{w: 7(w)=k} B

Ezenkiviil az i (w){w: r(w)=k) valészinliségi valtozé F, mérhetd, mert minden x valds
ésn < k < N egész szamra {w: & (w) (. r@w)=k} < } € Fi. Innen

E(gN(W)I{w: T(w):k}|.;r7) = gk(w)I{w: r(w)=k}>

és ezt az allitast kellett bizonyitanunk.

A (D3') egyenlétlenség masodik relacidjanak a bizonyitdsa hasonlé. Minddssze
azt kell észrevenni, hogy a szubmartingal tulajdonsig az E({n(w)l{w: rw)=k}|Fr) >
§k (W) {w: r(w)=k} egyenlStlenség bizonyitasdt teszi lehetévé tetszéleges n < k < N
szamra. Végil a (D4) és (D4’) még nem bizonyitott része kovetkezik a (D3) és (D3')
reldciok mésodik felének az integraldsabol.

Nem kételezd feladat: Mutassuk meg az elézé tétel (D3') allitasdnak kovetkezo dltalano-
sitasat. Ha (&x(w), Fk), k =1,2,..., szubmartingdl, 7 (w) és m2(w) két olyan megallasi
szabdly az itt szereplé o-algebrék rendszerére nézve, amelyekre P(n < 7 (w) < mp(w) <
N) =1, akkor & (w) < E(&r,w)(w)|Fr,) 1 valészintiséggel.
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Megjegyzés. A fenti nem kotelezo feladatnak a kovetkezd élesebb forméajat tartalmazza
bizonyitas nélkil Kevei Péter jegyzete. A feladatban megfogalmazott egyenlGtlenség
érvényes akkor is, ha a 7o végessége helyett az ennél gyengébb E|X,,| < 0o és

lim inf,, 00 f{w(w»n} &0 (w)|dP(w) = 0 feltétel teljestl.

A fenti tételben feltételeztiik, hogy a 7 megallasi szabaly 1 valdszinliséggel véges.
Ezt a feltételt lehet gyengiteni, de teljesen elhagyni nem lehet, mint a kévetkezé hires
példa mutatja:

Tegyiik fel, hogy a kovetkezo jatékot jatszhatjuk. Feldobnak egy pénzdarabot,
amely % valoszinliséggel esik a fej, és % valoszinliséggel esik az iras oldalra. Feltehetiink
tetszoleges tétet, és fej dobas esetén tétiink megdupliazodik, irds dobds esetén pedig
elvész. Tegyiik fel, hogy célunk a kovetkezo: Biztosan akarunk nyerni 1 forintot. Ennek
érdekében feltesziink 1 forintot, és ha nyertiink hazamegyiink. Ha nem, duplazunk, 2
forintot tesziink fel, ha nyertink hazamegyiink, ha nem duplazunk és 4 forintot tesziink
fel. Ha nyeriink hazamegytink, ha nem duplazunk és 8 forintot tesziink fel, és igy tovabb.
El6ébb vagy utobb 1 valdszinliséggel megjelenik a fej dobas, és ilyen moédon ebben az
igazsagos jatékban 1 valdszinliséggel megnyerjiik a kivant 1 forintot. Ezek szerint mégis
lehet egy igazsagos jatékban biztosan nyerni? Beszéljiik meg ezt a példat részletesebben,
fogalmazzuk meg a hozzatartozé matematikai modellt.

Egy érdekes matematikai modell. Legyenek &1,&o, ..., fiiggetlen valdszintiségi valtozok,

amelyekre P(¢, = 2"7') = P(§, = —2"7') = 5, n = 1,2,..., és legyen S, = > &.
k=1

Ekkor S, n = 1,2,..., martingal. Definidljuk a kovetkez6 megallasi szabalyt. 7(w) =
min{n: n > 1, S, > 1}, és vezessiikk be a 7n(w) = min(7(w), N) megallasi szabédlyokat
is minden N = 1,2,... szdmra. Ekkor P(7(w) = k) =27 k=1,2,..., (a7(w) = k
esemény akkor kovetkezik be, ha a &,, n = 1,2,..., véltozok kozil a k-ik az els6
pozitiv értékl valdszintiségi valtozo), ezért P(1(w) < o0) =1, és P(S; =1) = 1. Ez
felel meg az elébbi jatéknak, és annak az allitdsnak, hogy 1 valdszintiséggel 1 forintot
nyeriink. Tekintsiik a 7y megdllasi szabalyokat, és a hozzatartozo nyereményeket. Ekkor
P(ry(w) = k) =27% minden 1 < k < N szdmra, P(ty = N) =2-2"", P(S, (o (w) =
1) = 127, P(Spy u(w) = (14242571 = P8, (@) = ~(2V 1)) = 2N, Ty
azt jelenti, hogy ES; (,)(w) = 0, ahogy a fenti tétel is éllitja, de ES; () (w) = 1. Igaz
ugyan, hogy nli_)rréo Sin(w) (W) = Srw)(w) 1 valészintiséggel, ezért E (nli_grgo STN(w)(w)> =
E(S;(w)(w)). De nem lehet felcserélni a limesz és varhaté érték képzés sorrendjét a
fenti azonossag bal oldalan. Megjegyzem, hogy a fenti példa azt mutatja, hogy valéban

lehet egy ilyen jatékban 1 valdszintiséggel nyerni, de ehhez végtelen sok tokével kell
rendelkezniink, ami lehet6vé teszi, hogy a jatékot ne kelljen ido el6tt befejezniink.

Megmutatom, hogy a fent megfogalmazott tételnek véletleniil megallitott martinga-
lok és szubmartingalok varhaté értékérdl fontos kovetkezményei vannak. Tobbek kozott
ebbol kovetkezik a fiiggetlen valdszintiségi valtozok részletosszegeirdl szolo egyik fontos
eredmény, a Kolmogorov-egyenlétlenség.

El6szor bebizonyitok egy becslést martingalok és szupermartingdlok maximumarol.
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Becslés szubmartingdlok maximumardl. Legyen (&,,F,), n = 1,2,..., szubmar-
tingdl. Fkkor

1 El&n(w)]
P max &(w) > )\) <1 / Ex(w)P(dw) < 2N g
(1§I€§N A {w: 1maXN Er(w)>A} A
minden N =1,2,... egész és A > 0 valos szamra.

A becslés bizonyitdsa. Vezessiik be a T(w) = min(j: &(w) > A) és 7(w) = min(7(w), NV)
megallasi szabalyokat. Alkalmazzuk a (D3') reldcié mésodik felét a véletleniil megéllitott
(szub)martingalok varhaté értékének becslésérél szolo tételnek n = 1 és N paraméterrel.
Azt kapjuk, hogy

AP | max &(w ZA)S/ () (W) P(dw
<1S’fSN ) {w: max & (w)2A} @)
1<k<N

<

E(¢n (W) Frw)) P(dw) :/ En(w)P(dw),

{w: max &(w)>A}
1<k<N

/{w: max &k (w)>A}
1<k<N

mert {w:  max &x(w) > A} € F,. gy megkaptuk a (D5) formula elsé egyenlétlenségét.

A (D5) formula mésodik egyenlétlensége nyilvanvald.

A Kolmogorov-egyenlotlenség egyszertien bizonyithaté az el6z6 becslés és a kovet-
kez6 lemma segitségével.

Lemma. Legyen adva eqgy F C A o-algebra és eqy az EE? < oo feltételt teljesitd &
valoszintiségi valtozo egy (2, A, P) valésziniiségi mezén. Ekkor teljesiil a

E(E%|F) > (BE|F)? 1 valdsziniiséggel.
egyenldtlenség. EbbOL az egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy amennyiben (&,,Fy),

1,2,..., martingdl, és BE€2 < oo minden n = 1,2,... szdmra, akkor (£2,F,),
1,2,..., szubmartingal.

n
n

A lemma bizonyitdsa. Azt allitom, hogy E(&2|F) — (EE|F))? = E(E — E(&|F))?|F),
ahonnan E(&2|F) — (E€|F))? > 0, tehat a lemma egyenlétlensége igaz. Az el6z6
azonossag kovetkezik az E((§—E(&|F))?|F) = E(&3|F)—2E(EE(E|F)|F)+(E(E|F))? =
E(&2|F) — (E(&|F))?, mert E(EE(E|F)|F) = (E(£]F))? szdmolasbol.

Ezért, ha (&,, Fn), n=1,2,..., martingal, F¢2 < oo minden n = 1,2,... szémra,
akkor E(&2,1|Fn) > (E(&ni1|Fn))? = E2(w), n =1,2,..., és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés: Az el6z6 lemma bizonyitasaban hasznalt azonossag hatterében az a jol
ismert tény all, hogy az E(&|F) feltételes varhato érték a & valdszintiségi valtozd orto-
gondlis vetiilete az F o-algebrara, ezért alkalmazhatjuk a Pythogorasz tételt a megfelel6
valészintiségi valtozdkra. Az fgy kapott az £(w)? = (E(w) — E(£(w)|F)? + E(£(w)|F)?
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azonossag két oldalanak az F o-algebra szerinti feltételes varhato értékét véve megkap-
juk a lemma bizonyitasaban felirt azonossagot.

A fenti eredmények egyszerii kovetkezménye a Kolmogorov-egyenlotlenség.
Kolmogorov-egyenlotlenség. Legyenek &1,...,En fliggetlen valosziniségi valtozok,
amelyekre EE, = 0, 02 = F&2 < oo minden 1 < n < N szdmra. Vezessiik be az

n Z
Sp= > &k, 1 <n <N, részletosszegeket. Ervényes a

k=1
X
o
Var Sy n; " , ,
P max |S,|>z) < = minden x > 0 szdmra
1<n<N x2 22
reldcio, amelyet Kolmogorov-egyenlotlienségnek hivnak.
Bizonyitds. Az S,(w), n =1,..., N, sorozat martingal, ezért az eléz6 lemma alapjan
az S2(w), n = 1,..., N, sorozat szubmartingal. Alkalmazva erre a szubmartingalok

maximumardl szélé becslést kapjuk, hogy

N

2
o

ES3 ARG

P<max ]Sn|>a:>:P(ma,X SEL>$2)§ S;N:Varf =1

1<n<N 1<n<N

- )
T 2

x T

amint allitottuk.

1. megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov-egyenlétlenség ugyanazt a
becslést adja a P lgla<xN\Sn| > x| valdszintliségre, mint amit a Csebisev-egyenlt-
7n7

lenség ad a P (|Sy| > x) valdészintiségre. Ez az eredmény olyan tényt fejez ki, hogy
fliggetlen, nulla varhato értéki valdszintiségi valtozdk részletosszegeinek a maximuma
nem sokkal nagyobb, mint az utolsé részletosszeg. Tobb ilyen jellegli eredmény van a
valészinliségszamitasban, (ldsd példdul a kovetkezd 2. megjegyzést). A Kolmogorov-
egyenlotlenség hasznos példaul a nagy szamok erds torvényének a bizonyitdsdban. Ha a
nagy szamok torvényét a leheto legaltalanosabb feltételek mellett akarjuk bizonyitani,
akkor minél enyhébb momentum feltételek mellett kell jo becslést adni fiiggetlen valo-
szinliségi valtozok részletosszegeinek a maximumara. Ilyenkor a Kolmogorov-egyenlot-
lenség tesz jo szolgalatot.

A Kolmogorov-egyenlétlenség bizonyitdsaban szereploé lemmanak érvényes a kovet-
kez6 altalanositasa.

Lemma martingdlok konvex fliggvényeir6l. Legyen adva egy {(w) valdsziniségi
vdltozo és eqy (x), —oo < x < oo, konvex fiigguény, amelyekre teljesiilnek az E|§(w)| <
o0 €s B|P(E(w)] < oo feltételek egy (£2, A, P) valdsziniségi mezén, és eqy F C A o-
algebra. Ekkor teljesil az

E(®(&(w)|F)) > @ (E(E(w)|F)) 1 valdszintséggel
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egyenldtlenség. Ezért, ha (§,,Fn), n = 1,2,..., martingdl, ®(x) konvex figguény, és
E|®(&,)| < oo minden n = 1,2,... szamra, akkor (®(&,), Fn), n = 1,2,..., szubmar-
tingal.

A lemma indokldsa. A Jensen egyenlotlenség alapjan tudjuk, hogy a & valdszintiségi
valtozora érvényes az

E0((w)) = [ B@)F(dn) > @ ( / xF(dx>) — B (B(EW)))

egyendtlenség, ahol F(x) jeloli a £ valdsziniiségi véltozé eloszlasfiiggvényét. Tudvén,
hogy létezik a & valdszintiségi valtozd F(B,w), feltételes eloszldsa F o-algebrara nézve,
ahol w € (), és B a szamegyenes Borel mérheto részhalmaza, és azt, hogy hogyan lehet
a feltételes varhaté értéket a feltételes eloszlas segitségével kiszamitani, kapjuk, ismét a
Jensen egyenlotlenség segitségével, hogy

E®(&(w)|F) = /‘P(I)F(dw,w) > o (/xF(dx,W)> = ¢ (E((w)]F)

1 valészintiséggel,

ahol F'(-,w) jeloli a & valésziniiségi valtozd feltételes eloszlasét feltéve a F o-algebrat.
Ennek az egyenlétlenségnek a segitségével beldthatd, hogy (®(&,), Fn) n = 1,2,...,
szubmartingal az adott feltételek mellett.

Feladat. Lassuk be elemi mddszerekkel (a feltételes eloszlas 1étezésérdl szélé eredmény
ismerete nélkiil), hogy |E(£(w)|F)| < E(|(w)][F) és (E(E(w)|F))T < E(¢(w)t|F), ahol
2T = max(z,0). Mutassuk meg, hogy ha (&, (w), F,) martingal, akkor (|&,(w)], Fy) és
(& (w), Fn), n=1,2,..., szubmartingal.

Felhaszndlva a martingdlok konvex fiiggvényeir6l sz6l6 lemmat az ®(z) = |x|“,
1 < a < oo konvex fiiggvényekkel valamint a (D5) formula els6 egyenl6tlenségét be lehet
latni az aldbbi eredményt, amelynek bizonyitasat a 2. kiegészitésben fogom ismertetni.

Tétel szubmartingdlok maximumanak a momentumairdl. Legyen (&,,F,), 1 <
n < N, nem-negativ szubmartingdl, azaz legyen P(&n(w) > 0) =1 minden 1 < n < N

indexre. Ekkor N N
Qo
< (o
E(llgnna,ngfn) < <a 1) B¢y haa>1,

€s

e e
< e +
E <1£%XN§"> <3 - - 1E5N10g EN

az a = 1 esetben, ahol log™ = max(log z,0).

2. megjeqyzés. Az el6zé eredmény azt jelenti, hogy ha vessziik egy martingalnak (példaul
nulla varhaté értékii valésziniiségi valtozok részletdsszegeinek) az abszolit értékét, akkor
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az igy kapott sorozat maximumanak a momentumai csak konstans szdmszor nagyob-
bak, mint az utolsé tag maximuma. Ez az egyenl6tlenség is olyan tényt fejez ki, hogy
egy nem-negativ szubmartingdl maximuma nem sokkal nagyobb, mint az utolsé tagja.
Erdemes megjegyezni, hogy az a = 1 eset kissé “kilog a sorbdl”. Itt a fels6 becslés kissé
gyengébb, mert az egy E|¢y|log™ |x] alaki tagot is tartalmaz, azaz egy logaritmikus
faktor is megjelenik. Megmutattdk, hogy ez a tag nem hagyhaté el a becslésbol.

Konvergencia tételek martingdlokra.

Fontos eredmények érvényesek martingalok 1 valdszintiségi konvergenciajardl. Itt csak a
legfontosabb eredményt ismertetem. Ezenkiviil megmutatom ennek az eredménynek egy
érdekes alkalmazasat, amely lehet6vé teszi bizonyos esetekben a Radon-Nikodym de-
rivalt tobbé-kevésbé explicit kiszamolasat. Ezeknek az eredményeknek a bizonyitasdban
is azt hasznaljuk ki, hogy a martingalok az igazsagos, a szubmartingalok pedig az elonyos
jatékok modelljei.

Tétel martingdlok 1 valdsziniliségi konvergencidjardl. Legyen (&,(w), Fn), n =
1,2,..., martingdl egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor az E|&,(w)|, n=1,2,...,
sorozat monoton novekszik. Ha ez a sorozat korldtos, azaz létezik olyan K > 0 szam,
amelyre E|&,(w)| < K minden n = 1,2,... szdmra, akkor létezik 1 valdsziniiséggel a
€oo(w) = nh_)rrgo &n(w) hatarérték. Ezenkivil érvényes az E|éx(w)| < K egyenlbtlenség is

ugyanazzal a K > 0 konstanssal.

A tétel bizonyitdsa. Abbol, hogy (&, (w), F,,) martingal kovetkezik, hogy az (|&, (w)|, Fr)
sorozat n = 1,2,..., szubmartingdl. Ezért az E|,(w)| sorozat monoton novekszik,
amint azt a tételben allitjuk. Az, hogy a &,(w), n =1,2,..., sorozat 1 valésziniiséggel
konvergdl ekvivalens azzal a ténnyel, hogy nulla annak a valésziniisége, hogy az &, (w),
n=1,2,..., sorozat limesz szuperiora szigorian nagyobb, mint annak limesz inferiora.
Ezért annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy a £, (w) sorozat 1 valésziniiséggel
konvergdl, elég megmutatni, hogy

P(liminf &, (w) <r; <re <limsup&,(w)) =0

n—oo n—00

minden (rq,72), 11 < 72, racionalis szdmparra. Ezt meg tudjuk mutatni ugy, hogy
definidljuk természetes médon azt, hogy az (&,(w),n), n = 1,2,..., pontokon keresz-
tiilmend (véletlen) torottvonal fliggvény hanyszor metszi 4t az [rq, r2] X [1, 00 sdvot, és
bebizonyitjuk, hogy ez a metszésszam 1 valdszinliséggel véges.

Rogzitstink valamilyen 1 < N < oo szamot és az 1 < n < N iddintervallumban
tortént atmetszések szaménak definicidja érdekében vezessiik be a kévetkezd (i (w), k =
1,2,... (véletlen) idépontokat:

G1(w) =min{k : 1 <k < N, & (w) < r}, ha létezik ilyen k index, (2(w) = min{k :
G(w) <k < N,&(w) > ra}, ha létezik ilyen k£ index. A tovébbi (j(w), j = 3,4,...
idépontokat hasonléan definidljuk (amig ez lehetséges). Ha j paros szam, akkor legyen
(i+1(w) = min{k : (j(w) < k < N,&(w) < r}, ha létezik ilyen k index. Ha j
paratlan szdm, legyen (;y1(w) = min{k : (j(w) < k < N, & (w) > ro}. Legyen By (w) a
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legnagyobb olyan j index, amelyet ily médon definidlni tudtunk, és ezutan definialjuk a
(8y (w)41 Valoszintiségi valtozot (véletlen index-szel) a (g, ()41 = IV képlet segitségével.
Vegyiik észre, hogy {w: (;(w) = n} € F, tetszéleges j = 1,2,..., 1 <n < N szamokra.
Itt ¢j(w)-t tekinthetjiik olyan valészintiségi véaltozénak, amely nincs értelmezve az egész
(Q, A, P) val6szinliségi mezén, vagy azt mondjuk, hogy (;(w) = N + 1 azokon az w € )
helyeken, ahol eddig nem definidltuk &t. Be lehet latni, hogy a Sy (w) valészinliségi
becslés varhato értéke teljesiti a kovetkezo egyenlotlenséget.

Becslés annak varhato értékérdl, hogy egy martingal hanyszor metsz at egy
intervallumot. Legyen (&,(w), Fn), n =1,2,..., martingdl egy (X2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Rogzitsink eqy N, N > 1 egész, és kétry, ra, 11 < 12, valos szamot, és tekintsik
az dltaluk az el6z8 bekezdésben definidlt Sy (w) valdszindiségi vdltozot. Ez teljesiti az

EﬁN(w) -1

5 (ro —r1) < E(¢n(w) — )t < ElEn(w)] + |r1]. (D6)

egyenlétlenséget, ahol v+ = max(z,0).

A becslés bizonyitdsa. Vezessiik be a &, (w) = (& (w) —71) T és np(w) = Enpr(w) —&n(w),
n = 1,2,..., valészinliségi valtozékat. Ekkor (§,(w),Fn), n = 1,2,..., szemimartin-
gal, és E(np(w)|Fn) > 0 1 valészintiséggel minden n = 1,2,... szdmra. Tekintsiik

a [C2j-1(w),C2j)(w) — 1], 1 < j < ﬁNT(M) (véletlen, és véletlen szami) intervallumok

[BN(W)‘Fl]
rendszerét, valamint az A(w) = {1,..., N — 1} \ LQJ [Coj—1(w), Coj(w) — 1] | vé-
j=1
[P
letlen halmazt és a Z,(w) = > (gCQj () (W) — §C2j71(w)(w)) valdszintiségi véltozot,
j=1

ahol [z] egy szdm egész részét jeloli. Ekkor (ro —rl)w < Zn(w) 1 valészintiséggel,
mert (§¢,;(w) (W) = &y 1 (w) (W) = (r2—71), ha 2j < Bp(w), és a 2j = By (w) +1 esetben

(fczj () (W) =&, 1 (w)(w)) > 0. A most bebizonyitott egyenl6tlenséghdl kévetkezik, hogy

S EZN<(,U)

(ro — rl)—EﬁN(;) -1

Maésrészt azt allitom, hogy
EZy(w) < E(én(w) =) = BE(G(w) —m)T < E(én(w) —m1)™.

A fenti két egyenlStlenségbél kbvetkezik a (D6) egyenlStlenség elsé fele. Az utoljara felirt
egyenlétlenség pedig azért igaz, mert F(Ey(w) — )t — E(&(w) — )t — EZy(w) =
N-1

> Ennliy: neaw)y, és mivel {w: n € A(w)} € Fp, ezért En, Iy, nea(w) > 0 minden

n=1

1<n<N —1 szamra.

A (D6) formula mésodik egyenl6tlensége nyilvanvald.
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A tétel bizonyitasat egyszeriien befejezhetjiik az el6z6 becslés segitségével. Mivel
fn(w), N = 1,2,..., monoton névekvl fliggvénysorozat, Sy(w) > 0 minden N =
1,2,... szamra és w € () pontban, alkalmazhatjuk a Beppo—Levy tételt monoton
fliggvény sorozat hatérértékének integraljarél. A Beppo—Levy tételbdl és a (D6) becs-

1ésbél kovetkezik, hogy E (th BN(w)> = A}im Epfn(w) < oo, ahonnan kapjuk, hogy
—00 — 00

P <N11m B (w) < oo) = 1. Innen kovetkezik a fent elmondottak alapjan, hogy a &, (w)
— 00

sorozat 1 valdsziniiséggel konvergdl egy &, (w) valészintliségi valtozéhoz. Be akarjuk
latni még, hogy a [{| valdsziniiségi valtozé egy valdszintiséggel véges. Ezt a Fa-
tou lemma segitségével mutatjuk meg. Innen ugyanis kovetkezik, hogy E|&.(w)| <
Jim El&n(w)] < K. A Tétel bizonyitasat befejeztiik.

Ismertetem a fenti eredmény egy valtozatat (enyhe élesitését), amely szubmartin-
galokrél mond hasonlé eredményt, és amelynek szintén vannak hasznos alkalmazasai.

Tétel szubmartingilok 1 valésziniiségi konvergencidjarél. Ha (€, (w), F,), n =

1,2,..., egy olyan szubmartingdl amelyre sup E|&,(w)| < K alkalmas K < oo kon-
n
stanssal, akkor 1 waldsziniséggel létezik a {oo(w) = lim &,(w) hatdrérték, és ez a
n—oo

hatdrérték teljesiti az E|éx(w)| < K egyenlétlenséget.

E tétel az el6zo tétel bizonyitasanak kis valtoztatasaval igazolhaté. A bizonyitas
egyetlen 1ij 1épése annak megmutatdsa, hogy az ((£,(w)—r1)™, Fn), n=1,2,..., sorozat
is szubmartingal. Ez tekinthet6 a kovetkezo lemma specialis esetének.

Lemma szubmartingilok konvex fiiggvényeirdl. Ha (&,,F,), n =1,2,..., szub-
martingdl, ®(z) monoton novekvd konvez figguény, és E|®(&,)| < oo minden n =
1,2,... szamra, akkor (®(&,),Fn), n=1,2,..., szubmartingdl.

Bizonyitds. E(®({n+1)|Fn) = P(E(Ent1|Fn)) 1 valésziniiséggel a Jensen egyenlStlenség
miatt, és mivel F(§,+1|Fn) > &, a szubmartingdl tulajdonsdg miatt, és ®(-) monoton
névekvé fiiggvény, ezért ®(E(&,41|Fn)) > ®(&,) 1 valdszintiséggel. Ezekbél az egyen-
16tlenségekbol kovetkezik a lemma allitasa.

Megjegyzés. Szeretnénk bizonyos esetekben tudni, hogy a &,(w) martingdl nem csak

1 valésziniiséggel konvergdl a &, (w) valdszintiségi valtozéhoz, hanem L; norméban is,

azaz lim F|&,(w) — €x(w)| = 0. Ez a relacié nem feltétleniil érvényes a martingalok
n—oo

1 valdészintiségi konvergenciajarol szold tétel feltételeinek teljesiilése esetén. Ellenpéldat
kaphatunk példaul azon példa moédositasaval, amelyben megmutattuk, hogyan lehet
igazsagos jatékban 1 valdszintiséggel nyerni.

Legyenek X,,(w), n =1,2..., fiiggetlen valészinfiségi valtozdk, P(X,(w) = 2" 1) =

P(X,(w) = —2"7') = 1. Definidljuk az S,(w) = > X;(w) részletosszegeket és a
j=1

7(w) = min{k: Sk(w) > 1}, 7,(w) = min(n, 7(w)), n = 1,2, ..., megéllasi szabalyokat.

Vezessiik be az &, (w) = 57, ), n = 1,2,..., val6sziniiségi véaltozdkat. Ekkor &, (w),
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n=1,2,..., martingdl, és E|{,(w)|=2—-2"",n=1,2,.... Ez azt jelenti, hogy erre a

martingalra is alkalmazhat6 a martingalok 1 valdszintiiségi konvergencidjarol szolé tétel.

Kozvetleniil is lathat6, hogy lim &,(w) = 1, azaz a martingal sorozat 1 valszintiséggel
n—oo

konvergédl 1-hez, mig F¢,(w) = 0. Tehét ez a martingdl 1 valdsziniiséggel konvergal
1-hez, és L1 normaban nem konvergdl oda.

A kovetkezd eredmény a martingalok 1 valészintiségi konvergencidjarol szoléd tétel
egyik érdekes kovetkezménye, amely segithet a Radon-Nikodym derivalt kiszamitasaban
bizonyos esetekben.

Tétel. Legyen adva egy &(w), E|é(w)| < oo, valdsziniiségi vdltozé és Fy C Fa C -+ C
A o-algebrdk névekvd sorozata egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. Jeldlje Foo a Fy,
n=1,2,... o-algebrdk dltal generdlt o-algebrdat. A

lim E(&(w)|Fn) = E(§(w)][Feo)

n—oo

konvergencia teljestl 1 valosziniséggel és L1 normdban 1s.

A tétel bizonyitdsa. A (&, (w), Fn), n(w) = E(&(w)|Fn), n =1,2,..., sorozat martingal,

és El&,(w)| < Elé(w)|, ezért alkalmazhaté rd a martingdlok 1 valészintiségi konvergen-

cidjardl szolé tétel. Innen kovetkezik, hogy létezik a {o(w) = lim &, (w) hatarérték
n— oo

1 valésziniiséggel alkalmas & (w) valdsziniiségi valtozoval, de be kell bizonyitani, hogy

€oo(w) = E(&(w)|Fso)- Ez ekvivalens azzal az allitassal, hogy

| e@Pdo) = [ c@P(do) = [ B@F)w)P(dw)
B B B
minden B € F,, halmazra és n = 1,2,... szamra. Ezért elég belatni, hogy

Tlim BB (E|F,) — &lw)] - 0.

azaz a &,(w), n =1,2,..., sorozat nem csak majdnem mindeniitt, hanem L; normaban
is konvergal a . (w) valdsziniiségi véaltozohoz. Ehhez az analizis dltaldnos eredményei
alapjén elegendd belatni, hogy a &,(w), n = 1,2,..., valészintiségi valtozdk egyenlete-
sen integralhatdéak, azaz minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan K = K(e) szdm, hogy
f{w: 0 () >K) 1&n(W)|P(dw) < e minden n = 1,2,... indexre. Viszont

/ 60 (@) [ P(dw) < / £(w)|P(dw),
{w: |[€n(w)|>K}

{w: [€n(w) =K}
és minden € > 0 szdmhoz létezik olyan § = d(e) > 0 szdm, hogy [ [£(w)|P(dw) < e,
ha P(B) < 8. Mastészt, P(w: |&,(w)| > K) < Elealll < BEL < 5 ha K > Ky (5)

K
alkalmas Ky(d) > 0 szamra. A fenti becslésekb6l kovetkezik a Tétel allitdsa.

Kovetkezmény: Legyen adva egy (X,X) mérhetd téren egy p valdsziniiségi mérték
és eqy v, a p valoszinilségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles mérték, amelynek
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mind a pozitiv mind a negativ része véges. Tekintsik az X tér olyan egyre finomodo

{Agn),...,A,EZ)} particiéit, n = 1,2,..., A;n) € X, 1< j <k,, amelyek eqyesitése
(n)
generdlja a X o-algebrdt, és definidljuk az f,(x) = I/S—]@; ha x € A(»n) fliggvényeket.

14

Az fn () fliggvények p majdnem mindeniitt konvergdlnak a —( ) Radon—Nikodym de-
rivdlthoz.

Bizonyitas: Tekintsiik az (X, X, u) teret, mint valészinliségi mezét, vezessiik be rajta

azokat az F,, n = 1,2,..., o-algebrdkat, amelyek atomjai az {Agn), . ,A,(:Z)} particié
elemei, és legyen f(x) = g—;(x), x € X. Ekkor a Kovetkezményben megfogalmazott
feltételek teljesiilés esetén E f(x) < oo, fn(z) = E(f(z)|Fn), és az F,, névekvé o-algebra
sorozat generdlja a X' o-algebrat. Ezért az el6z6 tétel szerint f,(z) egy valdszintiséggel

konvergél az f(x) fliggvényhez, és ezt kellett belatnunk.

A fenti eredménynek érvényes a kovetkezo altalanositasa, amely szintén hasznos biznyos
alkalmazasokban.

A kovetkezmény altalanositasa: Legyen adva egy (X, X) mérhetd téren egy p vald-
szintdségr mérték és eqy v, a p valosziniségi mértékre nézve abszolut folytonos eldjeles
mérték, amelynek mind a pozitiv, mind a negativ része véges. Tekintsik az X téren
F1 C Fa C --- o-algebrak olyan novekvd sorozatdt, amelyek egyesitése generdlja a

dp
vdltozokat, amelyek a p mérték Radon—N@'kodi;/m derivdltjdval egyenloek, ha mind a p
mind a v mértéket megszoritjuk a F,, o-algebrdra. Az fn(x), n=1,2,..., figgvények u
majdnem minden pontban és Li(p) normdban is konvergdlnak a g—l’:(:z:) Radon—Nikodym
derivdlthoz az (X, X) téren.

Megforditva, ha nem tudjuk, hogy a v mérték abszolit folytonos-e a p mértékre nézve
az (X, X) téren, de tudjuk, hogy az f,(x) figgvények Li(p) normdban konverdlnak egy
foo(x) fligguényhez, akkor alh’thatjuk azt, hogy a v mérték abszolit folytonos az (X, X)
téren a p mértékre nézve, és ¢ ( ) = fool().

X o-algebrdt. Vezessiik be az f,(x) = ¥ f(a:), x e X, n=12,..., valdsziniséqi

Indoklds: Az szorul még magyardzatra, hogy abbdl, hogy az f,(z) figgvények Li(u)
norméaban konvergalnak egy fo, fiiggvényhez miért kovetkezik a v mérték abszolut
folytonossdga a pu mértékre nézve az (X, X) téren fo(x), x € X, Radon—Nikodym
derivalttal. Viszont az adott feltételek mellett felirhatjuk, hogy

v(4) = im [ f,()p(dn) / frola

n— oo

o0
minden A € J F,, halmazra. Viszont a mértékek kiterjesztésének egyértelmiisége miatt
n=1
(egy algebrérdl egy o-algebréra) kovetkezik, hogy a v(A) = [, foo(x)pu(dz) azonossig
érvényes minden A € X halmazra, és ezt kellett bizonyltanunk

Feladat: Legyenek & (w),&2(w), ..., figgetlen, egyforma eloszldst valdszintiségi valto-
zOk, amelyeknek létezik varhaté értékiik. Legyen 7(w) egy megéllasi szabdly a F, =
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B(&,...,&n), n = 1,2,..., o-algebrdk sorozatira nézve. Tegyiik fel tovdbba, hogy
létezik olyan N egész szam, amelyre P(7(w) < N) = 1. Vezessiikk be az S, (w) =

> &k(w), n=1,2,..., jelolést. Mutassuk meg, hogy ES; () (w) = E7(w)E& (w). Igaz
k=1

ennek az allitdsnak a kovetkez6 némileg élesebb formdja is. Ha ET < oo, (azaz 7
nem feltétlentil véges, csak véges varhato értékii valoszintiségi valtozo, akkor ES, () =
ET(w)E& (w).

Ha F¢ (w) = 0, B&(w)) < 0o és P(1(w) < N) = 1 valamely véges N szdmmal
akkor ESE(w) (w) = ET(w)E&3 (w). (A fenti eredményeket hividk Wald azonossdgnak az
irodalomban.)

Megoldds: Vegyiik észre, hogy az S, = > & —nE&, n = 1,2,... sorozat martingalt
k=1

alkot. Ezért, ha P(r < N) = 1 valamely véges N szamra, akkor E(S, — 7E{) =

E(S1 — E&) = 0, azaz ES, = ETEE. Azt az esetet, ha csak annyit tesziink fel

a 7 megallasi szabalyrol, hogy ET < oo a kovetkezO modon vezethetjiik vissza erre
n n

az esetre. Legyen & = max(&,0), & = min(&,0), S = Y&, S, = Y &, és
k=1 k=1

7y = min(7, N). Elég belatni, hogy EST = E¢TEr, és ESS = B¢ ET. Viszont
ES} = E& Etn tetsz8leges N egész szdmra, és az S} és Ty valdszinfiségi véltozok
sorozatai 1 valészintiséggel monoton nének. Ezért a Beppo-Levy tétel alapjan ESH =
lim ES} ,ésEr=FE Ignoo Etn. Innen ESH = B¢ Er. Az ES = E¢] ET azonossag

n—oo
hasonléan lathato.

Ha E¢ = 0, akkor az S, = > & részletosszegekkel az (S2 — nEET, Fp), n =
k=1

1,2,..., sorozat martingalt alkot, mert

E(Spi1 — (n+ 1)EE)|Fn) = E((Sn + €nt1)?1Fn) — (n+ 1) EE]
= S5+ 280 E(§n 1| Fn) + B yy — (n+ 1)EEY = S — nE¢;.

Innen ES? — ETEE? =0, ha P(1 < N) = 1 valamely egész N szémra.

Feladat: Legyen Si(w), S2(w),..., a nulla pontbdl kiindulé bolyongés az egész szdmo-
kon, azaz legyenek az S,,11(w) — Sy, (w) valdsziniiségi valtozok fliggetlenek, és vegyenek
fel +1 vagy —1 értéket, mind a kettot % valészintiséggel. Rogzitsiink egy a > 0 pozitiv
és egy b < 0 negativ egész szamot. Jelblje 7,(w) azt a véletlen idépontot, amikor a
bolyongés elészor eléri az a vagy b pontot. Léssuk be (az el6z6 feladat eredményének
a segitségével), hogy annak a valdsziniisége, hogy elGszor az a pontot ldtogatja meg a
i annak, hogy a b pontot %"b'. Tovédbba ET,p = alb|. Jeldlje 7,(w) azt
a véletlen idopontot, amikor a bolyongas el6szor meglatogatja az a > 0 pontot. Lassuk
be, hogy P(7,(w) < o00) =1, de E7,(w) = 0.

bolyongas

Segitség: Vegyiik észre, hogy Sr . (w) (w), és SEN,(a,b)(W)(w) — TN (ap) (W), N =1,2,...,

martingdlok, ahol Ty (45 (w) = min(N,7,5(w)). Ennek segitségével belathaté, hogy
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ES., (w)(w)=0,és
Etop(w) = ES?, (1)) = a®P(P(1a(w) = @) + 0* P(1a(w) = —).

Tovabbéa P(7,(w) < 00) = bhm P(rap(w) < 00) =1, és Etg(w) = bhm Et,p(w) =
——00 ——00
0.

Feladat: Legyen W (t,w), t > 0, Wiener-folyamat a félegyenesen. Ldssuk be, hogy a
Z(t,w) = eWE«)=t"/2 ¢ > sztochasztikus folyamat marting4l.

Feladat: Legyen W(t,w), 0 <t <1, Wiener—folyamat a [0, 1] intervallumon. Vegyiik

(n) ('”) L < t(”) = 1 felosztdssorozatét

t(n)) =0, és vegyiik a Z, (w) =

a [0,1] intervallum egyre finomodé 0 = ¢;

mindenn = 1,2, ... szamra ugy, hogy hm sup ( 1
n

0 1<j
5 <W(t(")) W(t("))>2 16szintiségi valtozokat és F, = BWE™), 1 < j < ky)
P i1 j valészintiségi valtozdkat és F,, = ;)1 <j < ky
o-algebrakat. Mutassuk meg, hogy a (Z,(w),F,), n = 1,2,..., sorozat martingal.
Mutassuk meg a martingalok 1 valésziniiségi konvergencia tételének a segitségével, hogy

a Zn(w) sorozat 1 valdszintliséggel konvergal 1-hez.

Segitség: Ha mér bebizonyitottuk azt, hogy a Z,,(w) sorozat 1 valésziniiséggel konvergél,
de még nem tudjuk, hogy mi a limesz, akkor elegendo egy elég ritka részsorozatanak a
hatarértékét megtalalni annak érdekében, hogy a bizonyitast befejezziik. Az el6adasban
szereplo hasonld tétel bizonyitasa segit ennek a részfeladatnak a megoldasaban.

Nem kételezd feladat: Tekintsik a W(t,w), 0 < ¢t < 1, Wiener-folyamatot a [0, 1]
intervallumon és a W (t,w) +mt, 0 <t < 1, sztochasztikus folyamatot, ahol m rogzitett
valés szam. Jelolje p a Wiener-folyamat, és v, a W (t,w) + mt sztochasztikus folyamat
eloszlasat a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a v, mérték abszolut folytonos

a p mértékre nézve, és Radon-Nikodym derivaltja d”;” (z(t)) = emz(D)=m*/2 o x(t),
0 <t <1, folytonos fiiggvény helyén.

Az el6z6 nem kotelezd feladat dltaldnositisa: Tekintsiik a Wi(t,w), 0 <t <1, Wiener-

folyamatot a [0, 1] intervallumon és egy W (t,w) + fo t)dt, 0 <t <1, sztochasztikus
folyamatot, ahol m(t), 0 <t <1, folytonosan dlfferen(nalhato fuggveny szam. Jelolje

i a Wiener-folyamat, és v, a W(t,w) + fo t) dt sztochasztikus folyamat eloszlasat
a C([0,1]) térben. Mutassuk meg, hogy a vy, mertek abszoltt folytonos a p mértékre
nézve, és Radon—-Nikodym derivéltja

S at) oo { [ myst) 5 [ e},

(Az eredmény altalanosithatd, de ennek megfogalmazdsahoz sztochasztikus integrélok
haszndlatdra van sziikség, és ez nem témadaja ennek az eléadasnak.)
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Nem kételezd feladat: Legyen W (t,w), 0 < t < 1, Wiener-folyamat a [0, 1] interval-
lumon. Mutassuk meg, hogy ennek feltételes eloszlasa feltéve, hogy W(l,w) = =
megegyezik egy B(t,w) + tx, 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat eloszldsaval, ahol
B(t,w), 0 <t < 1, egy Wiener-bridge. Pontosabban megfogalmazva, rogzitve valami-
lyen 0 <t <ty <--- <t <1 idopontokat és uy,...,u, szadmokat

P(W(tluw) < Upy... ,W(tk,&)) < ’l,Lk|W(]_,u)) = 'I)
= P(B(t1,w) + t1z < uy,..., B(tgp,w) + txr < ug).

Segitség: Erdemes a bizonyitasban felhasznalni a W (t,w) = B(t,w) + tW(1,w) azonos-
sagot, ahol B(t,w) = W(t,w) —tW(1,w) a W(1,w) valdsziniiségi valtozétdl fiiggetlen
Wiener-bridge.

1. Kiegészités. Szubmartingdlok marimumdnak a momentumairol.

Ebben a kiegészitésben a kévetkezo eredményt fogom bebizonyitani.

Tétel szubmartingdlok maximumanak a momentumairdl. Legyen (&,,F,), 1 <
n < N, nem-negativ szubmartingdl, azaz legyen P(&,(w) > 0) =1 minden 1 < n < N

indexre. Ekkor N N
Qo
< (6%
E(1gza§XN£”) < (a—l) EEN,  haa>1,

és

< -
E <lgla<xN§ ) <3 + Eleog EN
az a = 1 esetben, ahol log™ x = max(log z,0).

Bizonyitds. Parcidlis integralassal kapjuk, hogy ha n nem negativ valdszintiségi valtozo
G(x) eloszlésfiiggvénnyel, akkor minden a > 0 szdmra igaz az En® fo z*G(dr) =
J,S (1= G(x))da™ = [° az* (1 — G(z)) dz azonosség.
Alkalmazzuk ezt az azonossagot az ny =  max &, valoszintiségi valtozora. Tovab-
n

ba felhasznaljuk, hogy ha G(-) jeloli ny eloszlasfiiggvényét, akkor a (D5) formuldaban
bizonyitott azonossag els6 része szerint

-G =Pl > X) < /{ oy S APE)

A varhato érték fenti kifejezésébdl és az elozd egyenltlenségbdl az v > 1 esetben azt
kapjuk, hogy

N AH1T = G(N)) dX - A2 d d\
B = [ exta-coare [a [/{w.n(w)»}fw(w) P()

n(w) a
-/ [ / am—m] () dPw) = [ (@) o) dPw)
o |Jo Q&
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Innen és a Holder egyenlStlenséghdl p = —25 valasztdssal azt kapjuk, hogy
Q

a—1

B < (En) 1> (Beg)

a—1

/Q I ()2 n (W) dP(w) <

a\ 1/«
azaz (E (1£na<xN gn) ) = (En)Ye < -2 (BEY)Y ™, és ezt kellett beltni.

a—1

Az o = 1 esetben hasonléan érvelhetiink, de ekkor a A < 1 esetben érdemes a
latszélag durvdbb 1 — G(\) < 1 azonossagot alkalmazni. Innen

EnN=/0m<1—G<A>>dAs1+/1°°§[/{. oy S @R )

max(1,n(w))
14 / / ! 1dA] En(w) dP(w)
Q 1

X
1y / £x () log 1 (w) dP(w).
fwr iy (@)1}

Becsiiljiik meg a fenti becslés jobboldalan szerepld integralt az
b + b .
alogh <aloga+ - <alog"a+ -, haa>0,ésb>0
e e

egyenl6tlenség segitségével. Az a = {ny(w) és b = ny(w) vélasztassal az

/ £aleo) log () dP(w) < [ (en(w) log* en(w) + ™) ap(w)
{w: v (w)>1}

{w: v (w)=1} €

< Eéy(w)log" én(w) + %Emv (w)

becslést kapjuk, ahonnan

1 1
(1——>E max &, = (1——) Eny < 1+ Eénlog™ &y,
e

e 1<n<N

és ezt kellett belatni.

(A felhasznalt egyenlStlenségsorozatnak elég az els6 tagjat igazolni, amely a log % <

L vagy 1+ log% < % alakban irhaté. Ez kovetkezik az 1 4+ logx < x, ha x > 0

ea’

egyenl6tlenségbdl.)
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2. Kiegészités. Szubmartingdlok jellemzése az un. Doob felbontds segitségével.

Ezen eredmény megfogalmazasa érdekében bevezetjiik a kovetkezd fogalmat.

El6rejelezhet6 sorozatok definicidja. Legyen adva o-algebrik Fi C Fo C F3 C

- novekvd sorozata egy (£, A, P) valdsziniiségi mezén, amelyre teljesil az F, C A
tulajdonsdg minden n = 1,2,... szamra. Azt mondjuk, hogy valdsziniiségi vdltozok eqy
Zn,n=12,..., sorozata elorejelezheto erre a o-algebra sorozatra, ha Z,, F,_1 mérheto
minden n =1,2,... indexre. (E definicidban Fo = {0,Q}.)

Legyen M,,, n = 1,2,..., egy martingal, és Z,,, n = 1,2,..., egy olyan elGre-
jelezheto sorozat o-algebrak egy F1 C Fo C F3 C --- novekvl sorozatira nézve,
amelyre 77 < Zy < .... Ekkor X,, = M,, + Z,,, n = 1,2,..., szubmartingal az F,

o-algebra sorozatra nézve. Doob felbontési tétele azt allitja, hogy minden szubmartin-
gal eléallithaté ilyen moédon. Sot azt is feltehetjiik, hogy Zy = 0. Ebben az esetben
a szubmartingal eloallitasa a fenti mdédon egyértelmii. Részletesebben megfogalmazva
igaz a kovetkez6 eredmény.

Tétel szubmartingalok Doob felbontasardl. Legyen (X, F,), n=1,2,..., szub-
martingdl F,, novekvd o-algebrdk sorozatdval. Ekkor létezik olyan (M, F,) martingdl
és valosziniiségi valtozok Z,, 0 = Z1 < Zy < ..., n=1,2,..., eldrejelezhetd sorozata az
Fn,n=1,2, ..., o-algebra sorozatra, amelyekre X,, = M, + Z,, n =1,2,.... Tovabbd
a fenti tulajdonsagi M,, és Z,, sorozatokat egyértelmiien meghatdrozza az (X,,F,) szub-
martingdl.

Bizonyitds. Definidljuk az Uy = E(Xg|Fr—1) — Xx—1, k > 2, mennyiségeket, és legyen
Z1=0,Z, => 3 oUs,n=23,...., M, = X, — Z,, n = 1,2,.... Ekkor U, > 0,
ezért 0 = 21 < Zy < ..., Z, F,_1 mérheto, azaz a Z, sorozat elérejelezhetd, X,, =
M, + Z,,. Tovdbba az M,, sorozat martingdl, mert E(Ug|F,_1) = U, ha k < n, ezért
E(Mn|fn71) — M, 1= E(Xn|]:n71) —Xpn1—Up,=0.

Annak érdekében, hogy belassuk a Doob-féle felbontas egyértelmiiségét tekintstink
egy masik X,, = M + Z} Doob-féle felbontast, és mutassuk meg n szerinti teljes
indukciéval, hogy 2 = Z,,, és M = M,,.

Az n = 1 esetben Z7 = Z; = 0, M{ = M; = X;. Ha tudjuk az allitast n — 1-re,
akkor felirhatjuk az elérejelezhetoség, a martingal tulajdonsag és az induktiv feltevés
alapjan, hogy

Zy, = E(Z,|Fn1) = E(Xn = M) | Fnr) = E(Xn|Fno1) = My
= E(Xn"’rn—l) - M, 1.

Hasonléan,
Zn=FE(Z,|Fn-1) = E(Xy, — M) | Fn_1) = E(Xn|Fn-1) — Mp_1.

Ezért ZF = Zy, és M} = X, — 28 = Xy, — Zp, = M,,.
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3. Kiegészités. Eredmények folytonos ideji szubmartingdlok viselkedéséral.

Ebben a kiegészitésben megfogalmazok néhény olyan eredményt folytonos idejii mar-
tingdlokrdl és szubmartingalokrél, amelyek fontos szerepet jatszanak az Ito integrédlok
elméletében. A bizonyitasokat, amelyek azon alapulnak, hogy az eredményeket vissza
lehet vezetni azok diszkrét ideji megfeleldire, elhagyom.

Olyan martingalokat és szubmartingdlokat fogunk tekinteni, amelyekben olyan F;,
t >0 (vagy 0 <t < T valamely T' > 0 szdmmal) filtrécié szerepel, amelyre teljesiilnek
a kovetkezo feltételek:

(i) Fo tartalmazza az Osszes olyan A € A halmazt az (2, A, P) valésziniiségi mez6ben,
amelyre P(A) = 0.

(ii) Az F; filtracié jobbrdl folytonos, azaz Fiy = ()5, Fs = F; minden ¢ paraméterre.

Ezenkiviil feltessziik azt is, hogy a tekintett X; martingal vagy szubmartingal
jobbrdl folytonos, azaz minden w € € elemi eseményre az X;(w) fliggvény, mint a
t > 0 vagy 0 <t < T paraméter fiiggvénye jobbrol folytonos.

[gazak a kovetkez6 egyenlotlenségek.

Tétel. Legyen (X, Fy jobbrol folytonos szubmartingadl. Ekkor tetszéleges 0 < S < T <
oo és x> 0 szamokra

xP< sup X; > x) < EX}F.
S<t<T

Ha ezenkivil Xi(w) > 0 minden t > 0 szdmra és w € Q elemi eseményre, valamint
p > 1, akkor
: p
E( sup Xt) < <—) EXPE.
S<t<T p—1

Azt mondjuk, hogy egy (X, F; szubmartingdlnak van utolsé eleme, ha vagy a
paraméter tartomany egy ¢ € [0, T] zart intervallum vagy ¢ € [0, 00), és 1étezik olyan X
valésziniiségi valtozd, amelyre X; < F(Xo|Fx) 1 valdsziniiséggel minden 0 < ¢ < oo
szamra. Teljestil a kovetkez6 opciondlis megallasi tétel.

Opciondlis megallasi tétel. Legyen (X, F:) olyan folytonos ideji jobbrdl folytonos

syubmartingal, amelynek létezik utolso eleme. Legyen o és T két olyan megalldsi ido,
amelyekre o < 7 1 valosziniséggel. Ekkor

E(X;|F,) > X, 1 valdszintiséggel.

Igaz a kovetkezd szubmartingdl konvergenciatétel.

Szubmartingal konvergenciatétel. Legyen (X, F;), t > 0, jobbrol folytonos szub-
martingdl, amelyre sup,o E|X;| < co. Ekkor 1 valdsziniiséggel létezik a lim; oo Xy =
Xoo hatdrérték, és E|X | < oo.
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A diszkrét idejii szubmartingalok Doob felbontésardl sz6l6 tételnek is létezik folyto-
nos idejli megfeleldje, amelyet tgy hivnak, hogy Doob—Meyer felbontas. Ennek az ered-
ménynek azonban van még egy plusz feltétele. Ezen feltétel megfogalmazasa érdekében
eloszor felidézem az egyenletes integralhatésag fogalmat.

Egyenletes integralhatésag fogalma. Legyen adva valdsziniiségi valtozok eqy D
halmaza egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn. Azt mondjuk, hogy a valdsziniségi viltozdok
ezen D halmaza egyenletesen integralhato, ha minden € > 0 szamhoz létezik olyan K =
K(e) szam, amelyre

/ | X|dP < e minden X € Dvaldsziniiségi vdltozora.
{IXI>K}

Ezen fogalom segitségével bevezetjiik valdszintiségi valtozok DL osztalyat. Ez a
fogalom szerepelni fog a Doob—Meyer felbontasban.

DL osztalyok definicidja. Legyen adva eqy F;, t > 0, filtrdcio és legyen Xi, t > 0,
valosziniségi vdltozoknak az F; filtrdaciora adaptdlt halmaza. Jelolje tovabbd minden
a > 0 szdmra S, azon megdlldsi szabdlyok halmazdt az F; filtrdciora nézve, amelyek
1 wvaloszintiiséggel kisebbek, mint a. Azt mondjuk, hogy az X, t > 0, valdsziniiségi
vdltozoknak a halmaza teljesiti a DL tulajdonsdgot, ha az {X,, T € S,}, valosziniiségi
valtozok halmaza egyenletesen integrdalhato minden a > 0 szdmra.

Tétel szubmartingilok Doob—Meyer felbontasardl. Legyen (X, F:), t > 0, olyan
jobbral folytonos szubmartingadl, amelyre X;, t > 0, teljesiti a DL tulajdonsdgot. Ekkor
létezik az Xy szubmartingdlnak olyan Xy = My+ A, t > 0, felbontdsa, amelyre My, t > 0,
martingdl, Ay olyan adaptdlt folyamat , amelyre Ag = 0, és Ay(w) egy valdsziniiséggel
monoton nem csokkend fiigguény. Tovdbbd az ilyen tulajdonsdagu Xy = My + As, t >0,
felbontds egyértelmai.
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