Néhany megjegyzés a folytonos idejii Markov folyamatokrol.

Teszek néhany kiegészitést a Kevei jegyzet targyaldsahoz a folytonos ideji
Markov folyamatokrol. A 6 kérdés az, hogy hogyan tudjuk j6l megadni a foly-
tonos idejl staciondrius Markov folyamatokat. Adva egy X;, ¢ > 0, staciondrius
Markov folyamat szeretnénk meghatarozni annak P(t,x,B) = P(X; € B|Xy = x)
atmenetvaldszintiségeit. (A Kevei jegyzet ezeket az dtmenetvaldszintségeket
p:(B|x)-szel jeloli.)

Erdemes bevezetni a kovetkezd T;, t > 0, operatorokat a Markov lanc & alla-
potterén definidlt korlatos fiigggvények terén. Ha f(x), x € &, korlatos fiiggvény
az & téren, akkor legyen

11 = [ FO)P(x dy). xE 6.

(Ez dgy is interpretdlhatd, hogy T; f(x) = E(f(X;)|Xo = x).)

Be lehet latni, hogy 7; Ty = T;.+ s minden 5,7 > 0 szdmparra, 7o = I (I az identitas
operator) T; — I, hat — 0, ||T;|| < 1 minden 7 > 0 szdmra a szuprémumnormdaban.
Ha f(x) > 0, akkor T; f(x) > 0. (Az hogy g(x) > 0 valamely g(x) fliiggvényre azt
jelenti, hogy g(x) > 0 minden x € & pontban.) A P(t,x.B) dtmenetval6szintisége-
ket ugy probéljuk megadni, hogy j6 jellemzést adunk a 7; operatorokra. Ezt a Kol-
mogorov-féle backward egyenletekkel tessziik a Markov folyamat ugynevezett
infinitezimalis generdtora segitségével.

Az § infinitezimdlis generator definicidja a kovetkezd. Adva egy (szép tulaj-
donséagt) f = f(x) fiiggvény az & éllapottéren ennek (Sf) képe az S infinitezima-
lis generétor hatdsara az

(57)(x) = lim ESEOIXQ) =2 ~ ) _

t—0 t t—0 t

fliggvény.
Bevezetjik a T;*, t > 0, operatorokat is a & téren definidlt mértékek terén.
Ezek tulajdonképpen a T; operatorok adjungaltjai.

(T,'u)(B) = / P(t,x,B)u(dx) minden mérhet6 B C & halmazra.

(Ha u val6szintiségi mérték, akkor (7;t)(B) annak feltételes valdszinidisége, hogy
X, (w) € B, feltéve, hogy Xo(®) eloszldsa u. Ezekre a transzformacidkra is igaz,
hogy T;*T;" = T;%,  minden s,t > 0 szdmpdrra, Ty =1 T;* — I,hat — 0, ||T;*]| < 1
minden # > 0 szamra a totalis varidcié norméaban. Ha u > 0 akkor 7;u > 0.
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A T operatorok segitségével is meg lehet hatdrozni a P(t,x,B) dtmenetva-
l6szintiségeket, €s ez torténik a Kolmogorov-féle forward egyenletekben. Ezek
targyaldsdhoz be kell vezetniink az S* operatort, amely valéjaban az S operator
adjungaltja. Ennek definicidja a kovetkezd.

(Ezt a transzformaéci6t is csak a ‘szép’ (el6jeles) u mértékekre definidljuk.)

Jsrenan= [ £ )

minden olyan f filiggvényre, amelyre Sf létezik. Az ilyen f fliggvények elég
sokan vannak, ezért ezek az azonossagok meghatdrozzak az S* 1 mértéket.

Néhany megjegyzés a Kevei konyv szdmolasaihoz.
55. oldal -5. sor:
Pri1(x) = Ex @ (Xr),

mert ¢;(X;) = P(t,X¢,B), és X; P, mérték szerinti eloszlasa P(t,x, dy), ezért

E(Xe) = / P(1,y,B)P(%,x, dy) = P(t + 7,%,B) = @11 ¢(x)

a Chapman—Kolmogorov azonossag alapjan.

56. oldal 6. sor
Erdemesebb ugy irni, hogy

[F0Ipse@sl) = EG(Kewe) Ko =) = E(E(S Xi) X)[Xo = x)
= [EGo =p(dyl) = [ B pi(dyl).

A Kevei jegyzet tartalmaz egy azonossigot a % p:(Blx) kifejezésre a Kol-
mogorov-féle backward egyenlet alapjan a (30) formuldban és a Kolmogorov-
féle forward egyenlet alapjan a (32) formuldban. Az elsd azonossidgban az S a
masodik azonossagban az S* operator szerepel. Mind a két azonossdg bizonyos a
jegyzetben nem ismertetett de dltaldnos feltételek mellett igaz.

Szép esetekben nemcsak a p;(B|x) feltételes eloszlasok, hanem azok p;(y|x)
feltételes strtiségfiiggvényei is 1éteznek, és a fenti egyenletekbdl a kovetkezd
egyenletek kovetkeznek.

2 pi(oh) =m0 0,
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2 1) = S (1)),

A masodik azonossdg jobboldala ugy értendd, hogy hogy olyan eseteket néziink,
amikor az S*(p;(B|x), B € A, mértéknek 1étezik S*(p;(y|x) sliriségfiiggvénye
minden x pontban, és ezt a slirliségfiiggvényt vessziik az y pontban. (Valdjdban
olyan eseteket néziink, amikor a p;(B|x), B € # feltételes eloszlasnak is létezik
p:(y|x) stirtiségfiiggvénye minden x feltétel esetén.)

Az 58. oldal 3. kiemelt képletét jobb lett volna igy irni:

Jisnoma) = [ e = [ 1052

A diffazids folyamatok bevezetésének az indokldsanél érdemes lett volna te-
kinteni az alabbi példat. Vegyiink egy W (r) Wiener folyamatot, és definidljuk az
Y(t) =Y, 6(t) = oW(t) + ut sztochasztikus folyamatot, valamely u és ¢ valds
szamokkal. Legyen h > 0 egy kis szdm, és definidljuk a AY (1) =Y (t +h) — Y (¢)
kiilonbséget. Ekkor

EAY(1)|Y(1)=y) = EAY(t)=ph
ENY(0)|Y(t)=y) = VarAY(r)+ (EAY(1))*> = 6*h+ (uh)* = 6*h+o(h).

A diffuziés folyamat definicidjat a kovetkezOképp interpretdlhatjuk. Olyan szto-
chasztikus folyamatokat vesziik, amelyek lokalisan ugy viselkednek, mint az el6b-
bi Y(¢) sztochasztikus folyamat, csak a E(AY (¢)|Y (1) = y) feltételes varhato ér-
tékben és E(A%Y (1)|Y (t) = y) feltételes mdsodik momentumban szerepld p és &
paraméterek értékei az Y (¢) = y feltételtd] fiiggs w(y) és o(y) szamok.

A Kevei jegyzet tekint egy olyan sztochasztikus differencidlegyenlet altal de-
finialt sztochasztikus folyamatot, amely tekinthet6 példdnak diffizids folyama-
tokra. Egy kés6bbi eredményben (a 8. tételben a 63. oldalon) belatja, hogy ennek
a sztochasztikus differencidlegyenletnek van (erés) megolddsa, ha a sztochaszti-
kus differencidlegyenletben szerepl$ egyiitthatok teljesitenek bizonyos feltétele-
ket. Szemléleesen varhatd, hogy az ilyen sztochasztikus differencidlegyenletek
megoldasai diffuzids folyamatok. Ez be is van bizonyitva, bar a Kevei jegyzet
nem tartalmazza a bizonyitast.

Megjegyzem, hogy a difftizids folyamat végsd definicidjaban szerepl6 (i) fel-
tétel, egy Lindeberg tipusi feltétel. Azt fejezi ki, hogy a AY(r) kiilonbség vi-
szonylag nagy értékeinek a hatdsa elhanyagolhato.
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Néhany megjegyzés az Ornstein-Uhlenbeck folyamatokrol.

A Kevei jegyzet megmutatja, hogy a dY (1) = —udt +cdW(t), 0 >0, 6 >0
sztochasztikus differencidlegyenlet megolddsa, amit Ornstein—Uhlenbeck folya-
matnak neveznek, csak

Y(t)=e M (Y(O) +/0t e”sGdW(s))

alakd lehet, ahol Y (0) %y mérhetd valdsziniiségi véltozé. Egy feladatsorban
targyalt szamoldas azt is mutatja, hogy ez a sztochasztikus folyamat valéban meg-
oldasa a felirt sztochasztikus differencidlegyenletnek.

Tovébba azt is megmutatja a Kevei jegyzet, hogy ha az Y (0) kezdeti feltétel
nulla varhat6 értékd % szorasnégyzetli normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozd,
akkor az Y (¢) Ornstein—Uhlenbeck folyamat egy (stcaciondrius) Gauss folyamat
Y (¢) = 0 varhato értékkel és Cov (Y;,Y;) = ‘27; e~ HIr=sl kovariancidval.

A Kevei jegyzet tartalmazza annak az allitdsnak a bizonyitdsét is, hogy egy
Y (1) Ornstein—Uhlenbeck folyamat tetsz6leges Y (0) kezdeti feltétellel, (ahol ¥ (0)
F mérhets valészintiségi valtozd), staciondrius Markov folyamat, amelynek

z z z. 4 z M — z z Z z red 2 — Z Z z
P(t,x,-) dtmenetvalészintiségei e ' x varhat6 értékd, g—#(l — e 2H1) s76rdsnégy-
zetl normdlis eloszldsu valdszindiségi valtozok eloszldsai, azaz

P(Y(t+s) € AlY(s) =x) = P(§ € A),

ahol & e M x véarhaté értéki, g—:(l — e 2H1) szérasnégyzetli normdlis eloszldsd
valészintiségi valtozo.

Ez kovetkezik az aldbbi a Kevei jegyzetben bizonyitott azonossagbdl, amely
tetszGleges Y (0) kezdeti feltétel mellett érvényes,

P(Y(t) €AY (u),0<u<s, Y(s)=x)
= P(Y(t) —e =y (s) € A—e HlI79)y)
=P(Y(t) — e HI)y (5) + e HI5)x € A),

valamint abbdl az észrevételbdl, hogy

t
Y(t) —e MUy (5) 4 e HI=9)x = e_‘”/ G2t AW (u) + e HI—5)x

N

normalis eloszlasu valdszinliségi véltozo.
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Az Ornstein—Uhlenbeck folyamatnak, mint staciondrius Markov folyamatnak
ismerve az atmenetvaldszinliségeit, nem nehéz e sztochasztikus folyamatokat dif-
fuzids folyamatként definidlni. Ehhez azt kell észrevenni, hogy az atmenetva-
16szintiségek kis ¢ paraméterre olyan normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok
eloszldsai, amelyek vérhaté értéke e ' x = x(1 — ut) + o(t) és szérasnégyzete
%(1 — e 2M) = 62t 4 o(t). Innen adédik, hogy
Y(t)=y) = —uyh+o(h),

Y(t)=y) = oc*h+o(h),

ahol, a Kevei jegyzethez hasonléan a AY (1) = E(Y (t+h) — Y (¢)) jelolést haszndl-
tuk. Nem nehéz beldtni, hogy az

E(AY ()Y (1) =y) = O().

relécié szintén érvényes. Nem nehéz belétni, hogy ezekbdl a relacidkbol kovet-
keznek a difftizids folyamatot definidl6 a Kevei jegyzet 59. oldalan felirt (i), (ii)
és (iii) relaciok u(y) = —uy, 6%(y) = o valasztassal.

A Kevei jegyzet utolso fejezete az Itd folyamatokrdl sz6l6 sztochasztikus dif-
ferencialegyenletetekkel foglalkozik. Definidlja a sztochasztikus differencidle-
gyenletek erés megoldasit, és a fejezet f6 eredményében, a 8. tételben belitja,
hogy ha a sztochasztikus differencidlegyeltben szerepld fiiggvények teljesitenek
bizonyos feltételeket, akkor az egyenletnek 1étezik egyértelmi erés megoldasa.

Az elnevezés sugallja, hogy definidltak sztochasztikus differencidlegyenletek-
nek mind er6s mind gyenge megolddsat. Valoban, erds megolddsrdl beszéliink
akkor, ha az a Wiener folyamat, amely szerint definidljuk a sztochasztikus diffe-
rencidlegyenletben szerepld It integralokat a kiindul6 idSpontban mér definidlva
van. Gyenge megoldasrdél akkor besz€liink, ha ez a Wiener folyamat nincs de-
finidlva a kiindul6 idSpontban, hanem a sztochasztikus differencidlegyenletet ki-
elégitd sztochasztikus folyamattal egyiitt definidljuk, és ennek értéke egy adott
id6opontban fiigghet a sztochasztikus differencidlegyenlet megolddsdnak kordbbi
értékeitdl.

Van néhény tovabbi olyan eredmény a sztochasztikus differencidlegyenletek-
rol, amelyek hasznosak, de amelyeket a Kevei jegyzet nem targyal. Ezek masutt
be vannak bizonyitva. Ezenkiviil ezek olyan hasznos eredmények, amilyeneket
természetesen varunk.

Be lehet latni, hogy ha a 8. tétel feltételei teljesiilnek, akkor a megolddsként
kapott sztochasztikus folyamat Markov folyamat. Tovéabb4, ha az egyenletben
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szerepld egyiitthatok nem fiiggnek a ¢ idGparamétertdl, azaz f(x,t) = f(x) és
o(x,t) = o(x) akkor a megoldds staciondrius Markov folyamat. Az is igaz, hogy
ez a Markov folyamat diffiiziés folyamat, amelyet a p(x) = f(x) és ¢%(x) meny-
nyiségek hatdroznak meg.

Kiegészitések a 8. tétel bizonyitasdhoz:
A 62. oldalon a 34. képletben helyesen EXy = &.

A 63. oldal 2. kiemelt képletében, ahol a sztochasztikus differencidlegyenlet
az éltalanos esetben van felirva, azaz akkor amikor egy r-dimenziés Wiener folya-
mat szerint integralunk, és d egyenletbdl 4116 sztochaszikus differencidlegyenletet
vizsgalunk, azaz X; egy d-dimenzids véletlen vektor, az egyenlet utdn érdemes lett
volna kiegészitésként odairni, hogy ahol X; = (X!,---, X%).

A 64.0ldal 3. kiemelt képletében az E (X; — X;)? kifejezés becslésében az elsS
tag helyesen a kovetkez6:

£ ([t —f(Ys,s>>ds)2.

Ezt az integralt a Cauchy—Schwartz egyenltlenség és a 8. tétel feltételei alapjan
a kovetkez6 mddon becsiiljiik meg.

E (/Ol(f(Xs,s) —f(Ys,s))ds)z <E [/Otlds-/ol(f(xs,s) — (Ye5)) ds
<tE (/(:KZ(XS—YS)zds) < TKZ/(:E(XS—YS)st.

A 8. tétel bizonyitdsanak a végén meg kellene jegyezni, hogy a bizonyitott
egyenldtlenségekbdl (€s a martingdlokra vonatkozd maximum egyenltlenségbdl)

az E sup |X;|> < C(1+E|E|?) egyenlétlenség is bizonyithatd.
0<t<T



