Az It6 integral definicioja.

Kevei Péter Pénziigyi folyamatok folytonos id6ben cimii jegyzetének Szto-
chasztikus integral fejezetében bevezeti az Itd integrdl fogalmat. Roviden, bi-
zonyos részletek elhagyédsdval az e fogalom felépitséhez sziikséges elméleti is-
mereteket is megadja. Azonban bizonyos helyeken allitasait kissé leegyszersit-
ve, nem teljesen pontosan fogalmazza meg. Ezen irdsban ismertetem a Kevei
jegyzetben bevezetett Itd integral részletesebb, pontosabb definicidjit, amelyben
a felhasznalt allitdsokat pontosabban fogalmazom meg. Ezt a targyaldst H. P.
McKean Stochastic Integrals cimii konyvének 2. fejezete alapjan teszem. A fel-
hasznalt eredményeket megfogalmazom, de azok bizonyitasat sokszor elhagyom.
(Egyébként H. P. McKean is meglehetdsen tomoren, sok részlet elhagyasaval adja
meg a bizonyitasait.)

Bizonyos, j6 tulajdonsagokkal rendelkez X; = X;(w) sztochasztikus folya-
matoknak definidljuk az It6 integraljat. E16szor megadom, hogy milyen tulajdon-
sagokkal rendelkezd sztochasztikus folyamatoknak definidljuk az It6 integraljat.

Legyen adva egy (Q, .7, P) valésziniliségi mezd, azon egy W, = W, (@) Wiener
folyamat, ahol vagy 0 <t < T valamely 7 > 0 szammal vagy 0 <7 < oo, és egy
F1, (0 <t < T vagy 0 <t < o) filtraci6, azaz .%; o-algebrak olyan csalddja, ame-
lyekre %y C %, has <t,és.%#; C &/ minden t id6pontra. Tovdabba megkoveteljiik,
hogy W; .%;-mérhet$ legyen minden ¢ idGpontra, és a W, — W valGszintiségi val-
toz6 legyen fiiggetlen az .#; c-algebratdl, ha s < r. Azt mondjuk, hogy egy X;
sztochasztikus folyamat adaptalt erre az .%; filtraciora, ha X; .%; mérheté minden
t idGpontra, és X; (@) mint az @ és ¢ valtozok kétvaltozos fiiggvénye mérhets az
(Qx[0,T], o x By 1)) vagy (Q x [0,00), 9 X By .)) szorzattéren, ahol By 1)
a Borel o-algebra a [0,7] intervallumon, és %) a Borel o-algebra a [0,)
félegyenesen.

A Kevei jegyzet azzal az esettel foglalkozik, amikor az Itd integralt valamely
[0, T] intervallumban akarjuk definidlni. Ebben az esetben bevezeti a sztochaszti-
kus folyamatokbdl 4116

T
H = {X = (X;), t €[0,T]: (X;) .% adaptdlt, és E/ X, (0)*dr < oo}
0

H = {X = (X;), t €[0,T]: (X;) % adaptilt,
T
és / X, (0)*dt < oo 1 valészinﬁséggel}
0
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halmazokat. Elmagyardzza, hogyan lehet definidlni az I,(X) = [j X,dW, It6 in-
tegralt (egyszerre minden ¢ € [0, T| paraméterre) az X € ¢ sztochasztikus folya-
matokra, és bebizonyitja ezen integrdl legfontosabb tulajdonsdgait. Azutdn azt
dllitja, hogy az I,(X) = J§ X,dW,, 1td integrélt hasonl6 médon lehet definidlni min-
den X € ' sztochasztikus folyamatra, €s az X € 7 esetben bebizonyitott ered-
mények tovabbra is érvényben maradnak.

A helyzet azonban ennél bonyolultabb. Az X € 7 esetben az Itd integralt
masképp kell definidlni, és csak hasonld, de nem megegyez6 eredmények érvé-
nyesek, mint az X € 7 esetben. Ahhoz hogy a kiilonbségeket megértsiik at kell
tekinteniink az Itd integral definicidjat és a definicié megadasdhoz sziikséges ered-
ményeket mind a két esetben.

Defindlhatjuk a [0, ) félegyenesen definidlt megfelel tulajdonsagi adaptalt
sztochasztikus folyamatok Itd integréljat is, de ezek definicidjat egyszeri modon
visszavezethetjiik a véges intervallumon definidlt sztochasztikus folyamatok in-
tegriljanak a definicidjara. Ezért elsGsorben ezzel az utdbbi integrillal foglalko-
zom, és ennek segitségével elmagyardzom a [0,c0) félegyenesen definidlt szto-
chasztikus folyamatok Itd integraljanak a definicidjat.

Azt mondjuk, hogy egy a [0, o) félegyenesen definidlt X () adaptalt sztochasz-
tikus folyamat eleme a .7# halmaznak, ha minden 7" > 0 szdmra E fOT X2 (w)dt <
oo, és akkor eleme a #’ halmaznak, ha minden 7 > 0 szdmra fOTth(a)) < o
1 valdszintiséggel minden 7 > 0 szamra. Ez azt jelenti, hogy egy X;, 0 <1 < oo,
adaptalt sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor eleme a .7# halmaznak, ha
ez igaz az X;, 0 <t < oo, sztochasztikus folyamat megszoritdsara tetszSleges [0, 7|
intervallumra, és hasonléan akkor és csak akkor eleme a .7#’ halmaznak, ha ez
igaz az X;, 0 <t < oo, sztochasztikus folyamat megszoritdsara tetszGleges [0, T]
intervallumra. Ennek alapjan tudjuk definidlni a [0,0) félegyenesen definialt .77
vagy " -beli X;, 0 < t < oo, sztochasztikus folyamatok Itd integraljit tetszSleges
[0, T] intervallumban. Mivel az igy definialt It6 integrélok definicidja konzisztens
kiilonboz6 intervallumokon, ezek kiterjesztésével definidlni tudjuk az It6 integrilt
a teljes [0, 00) félegyenesen is.

Mind az X € 5 mind az X € 7' esetben az Itd integralt elGszor tigyne-
vezett egyszerli folyamatokra definidljuk, és bebizonyitjuk az elemi folyamatok
integraljainak néhany olyan tulajdonsagat, amelyek lehet6vé teszik a definicio ki-
terjesztését az altaldnos esetre.

Azt mondjuk, hogy egy X;, 0 <t < T, sztochasztikus folyamat egyszer( folya-
mat, ha léteznek olyan 0 =1y <t} < --- < t, = T id6pontok, amelyekre az X;
folyamat egy konstans &; valdszintiségi véltozéval egyenld a ¢ € [t;,1;41) inter-



vallumban, és & .%; mérhetd. Az elemi folyamatok Itd integréljat a kovetkezd
természetes modon definialjuk: Legyen #; <t <t valamely 0 < k <n—1
szammal. Ekkor

t k
LX) = [ Xaw, = Y G0, = W)+ &= W)

A Kevei jegyzet 4. tételében megfogalmazott eredmény a kovetkezot dllitja.

Tétel. Legyenek X és Y olyan egyszerii folyamatok, amelyeknek az értékei min-
den idbépontban véges mdsodik momentummal rendelkezd valosziniiségi vdltozok.
Ekkor
(i) (L(X), %), 0 <t <T, folytonos martingdl, amelyre I(X) = 0.
(ii) Tetszoleges t > s szdmpdrra

t

=E [ / X2 du
N

(/:XMqu)z

Specidlisan s = 0 vdlasztdssal EL,(X)? = E [} X2 du.
(iii) Az integrdl linedris, azaz

I(aX+BY)=0l(X)+BIY), a,BeR

(iv) E [supo<rr (J§ XudW,)®| <4E [ X2 du.
Megjegyzem, hogy a Tétel (i) dllitasa helyettesithetd azzal az allitdssal, hogy
<(féXu dWM)2 — féXf du,%) ,0 <t < T, martingal.

A Kevei jegyzet 3. lemmdja egy masik fontos eredmény, amit felhasznialnak
X = (X;) € S sztochasztikus folyamatok Itd integraljanak a definicidjaban. Ez a
kovetkez6t mondja.

Lemma. Tetszdleges a [0, T| intervallumban definidlt X = (X;) € S sztochaszti-
kus folyamathoz létezik X" = (X]') egyszerii folyamatok olyan sorozata, amelyre

T
lim E/ (X, —X")?du=0.
0

n—oo

A Lemma és a Tétel, pontosabban a Tétel (iv) pontja lehet6vé teszi, hogy min-
den X € J sztochasztikus folyamathoz X" = (X') egyszer(i folyamatok olyan
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sorozatat konstrudljuk amelyre 1étezik egy olyan I(X) = L(X), 0 <t < T, szto-
chasztikus folyamat, amelyre

L(X") — L(X) at € [0,T] intervallumban egyenletesen 1 valdszintiséggel.

Ez az I(X) sztochasztikus folyamat egyértelm@ien meg van hatdrozva, (azaz értéke
nem fiigg attdl, hogy melyik a feltételeknek eleget tevs I;(X") sorozat hatar-
értékeként definidljuk), és az X € J¢ sztochasztikus folyamat It integraljat az
fé X, dW,=L(X),0<t <T,Xképlet segitségével definidljuk. Be lehet ltni azt is,
hogy a Tételben megfogalmazott allitdsok nemcsak az egyszerd, hanem az X € 77
sztochasztikus folyamatok Ito integrdljaira is érvényesek.

A Kevei jegyzet azt dllitja, hogy az Itd integral definicidja az X € ' szto-
chasztikus folyamatokra is kiterjeszthetd, és a Tételben megfogalmazott allitasok
tovdbbra is érvényben maradnak. Ez a kijelentés azonban pontositasra szorul.
Ahhoz, hogy ezt a pontositast megtegyiik el6szor meg kell érteniink hogyan tudjuk
kiterjeszteni az Itd integral definici6jat az X € " sztochasztikus folyamatokra.

Az egyszerii jelolés érdekében X € 7 alakd sztochasztikus folyamatok Itd
integraljat olyan esetben definidljuk, amikor [0, 7] = [0, 1]. Ezenkiviil az appro-
ximdcioban felhasznalt egyszerl folyamatokrol feltessziik, hogy azok az [2%, %)
alakd intervallumokon (valamilyen egész n szimmal) egyenlGek egy & valGszi-
niiségi valtozoval. Az Itd integral definicidjanak a kiterjesztése mind az X € 7
mind az X € . alaku sztochasztikus folyamatok integraljdra azon alapult, hogy
amennyiben az [ (e, — ¢,,)2du integral kicsi két e és ¢ egyszeri folyamatra, akkor
a supy;<7 [o(eu — €,,) dW, kifejezés is kicsi. Az X € J# sztochasztikus folyama-
tok esetében a Tétel (iv) 4llitdsa tartalmazta ezt az I(X) Itd integral definiciéjaban
felhasznélt eredményt. Az X € 7 sztochaszikus folyamatok integréljanak defini-
cigjaban més eredményre van sziikségiink, mert ebben az esetben olyan valdszinG-
ségi véltozokkal kell dolgoznunk, amelyeknek nem feltétleniil van véges masodik
momentumuk. Az aldbbiakban ismertetem, hogy McKean hogyan oldotta meg
ezt a problémat Stochastic Integrals ciml konyvében. A targyalasban a McKean
konyv jelolését kovetem. Igy példaul a vizsgélt sztochasztikus folyamatokat X =
X; helyett e = e(u)-val fogom jeldlni.

McKean bebizonyitja a kovetkezd egyenlStlenséget. Legyen e = e(u), 0 <u <
1, egyszer( folyamat, és legyen adva két o > 0 és B > 0 pozitiv szam. Ekkor

t o 7(1[3
(g (femam=3 [ o) >p) <t

A bizonyitas a klasszikus martingdl egyenl6tlenségeken alapul. Ismeretes,
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hogy exp {aWt — %t}, ahol a tetszbleges valos szam, és W;, t > 0, Wiener folya-
mat, martingdl. Be lehet ldtni ezen élh’tés kovetkezd élesitését is. Ha e = e(u),
0 <u < 1, egyszeri folyamat, akkor z(r) = exp { ; e(u % ve*(u)du},0<
t <1 (folytonos trajektoridji) martmgal (Megjegyzem hogy a most definialt z(r)
sztochasztikus folyamat minden e € 77’ vdlasztdssal 1étezik, de az nem mindig
martingdl. Bizonyos vizsgdlatokben fontos tudni, hogy ez a z(t) folyamat mikor
martingal. Ezért egy kiegészitésben ismertetek egy eredményt, amely megmu-
tatja, hogy ez a folyamat martingélbizonyos feltételek teljesiilése esetén.)
Felhaszndlva ezt a martingal tulajdonsigot az ae(u), 0 < u < 1, egyszerd

folyamatra, azaz azt, hogy z(f) = exp {chot e(u)dw, — 0‘72 b€ (u) du}, 0<t<1,
folytonos martingdl, és a Doob egyenl6tlenséget martingalokra azt kapjuk, hogy

P {orgfgxl (/0 u) dW, — _/ > ] = P <0r£1tagxlz(t) > eaB)

Ez(1) _ 0B
eoP '

Ezzel bebizonyitottuk az (1) egyenl6tlenséget.

A kovetkezd 1épésben bebizonyitunk ezen egyenlGtlenség segitségével egy
olyan relaciét, amely felhasznalva egy kés6bb megfogalmazandé allitast arrdl,
hogy az e € 7' sztochasztikus folyamatok jél approximélhatéak egyszerd folya-
matokkal lehetGvé teszi az e € 77 sztochasztikus folyamatok Ito integréljdnak a
definici6jat. Ebben a targyaldsban alkalmazni fogjuk a kovetkezd McKean éltal
hasznalt jelolést. Ha adva van A,, n = 1,2,..., események egy sorozata egy
(Q, o7, P) val6szintliségi mezdn, akkor P(A,, n 1 ) = 1 azt jelenti, hogy maj-
dem minden @ € Q elemi eseményre az @ € A, esemény teljesiil véges sok n
index kivételével.

Legyen adva e, egyszerl folyamatok olyan sorozata, amelyre

1
P(/ en(u)zdu§2",nT00) =1, )
0

és egy ¥ > 1 szdm. Ekkor

t
P(max /en(u)
0<i<1]Jo

Val6ban, az (1) egyenlétlenség o, = (2" logn)!/? és B, = 0(27" ' logn)'/?

| < 927" ogn) /2, nTm) =1. (3)



valasztassal azt adja, hogy

t
P(max/ u)dw, >—/ du-l—ﬁn)
0<t<1Jo

t
S — 2 <o B —
_P(onglz% (/0 n(u)dW, 2 n(”>du> >Bn) <e n

Ezért a Borel-Cantelli lemma és a (2) relacié azt adja, hogy

t a [,
<
P<0nglta§xl/0 en(u)dw, < 3 en(u)le—Bn
1 19
< —g (27" ogn)'/?, nToo) =1.

Ezt a relaciot a —e,;, folyamatokra is alkalmazva megkapjuk a (3) formulat.

Sziikségiink van még a kovetkezd eredményre is, amely a Lemma allitdsdnak
a megfeleldje akkor, ha 7#”-beli és nem 7 -beli sztochasztikus folyamatokat aka-
runk jol approximélni egyszeri folyamatokkal.

Minden e € 7" sztochasztikus folyamathoz létezik e,, n = 1,2,..., egyszerd
folyamatoknak olyan sorozata, amelyre

P( [ et -estwPaus2 2, nper) <1 @

A McKean konyv a kovetkez6 mdédon definidl a kivéant tulajdonsdggal rendelkezd
egyszer( folyamatokat. El6szor terjessziik ki az e € #" sztochasztikus folya-
mat definicidjat a negativ u < 0 id6pontokra az e(u) = 0, ha u < 0 definiciéval.
Ezutan valassznuk két m €s [ pozitiv egész szamot, és defindljuk a segitségiik-
kelaze' =¢)(t) =21 [, e(u)dués e’ = ey, (t) = €,,(27"[2™1]) sztochasztikus
folyamatokat, ahol [-] egész részt jelol. Ekkor ¢',¢” € 7, és ¢ egyszerti folya-
mat. Tetszbleges n egész szdmra valaszthatunk ugy [ és m szdmokat, hogy az
altaluk definidlt ¢’ sztochasztikus folyamat teljesiti a

P ( /O 1 (e(u) —e"(u))?du > 2—<"+2>) <2

relacit. Ha ilyen ¢’ = €] egyszer(i folyamatot vdlasztunk minden n = 1,2,...

szdmra, akkor ezek a Borel-Cantelli lemma alapjan teljesitik a (4) relaciot.
Ezutan nem nehéz definidlni az ; (¢) = f(; e(u)dw,, 0 <t <1, Itd integralt e €

A sztochasztikus folyamatokra. Ilyen sztochasztikus folyamatokra lehet olyan
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e, egyszerl folyamatokat vélasztani, amelyekre teljesiil a (4) relacié. Ekkor az
e, — e,+1 folyamatokra teljesiil a (2) és (3) relacio. Ezért

P ( max
0<i<1
és 1étezik olyan I(e) = L;(e), 0 <t < 1, folytonos trajektoridju sztochasztikus

folyamat, amelyre lim, fé en(u)dW, = I(e), és ez a konvergencia 1 val6szi-
niiséggel egyenletes a ¢ € [0, 1] intervallumban. Igy, ha e € 5#”, akkor az

[ eatu) —ewa ) aw,

< (27" ogn)'/?, nt oo) =1,

t
Li(e)=lim | e,(u)dW,, 0<t<]1,
n—eo J(
definiciot alkalmazzuk az It integrél definicigjaban. Nem nehéz belatni, hogy
az igy definiélt It integrédl értéke nem fiigg a (4) relaciot teljesitd e, egyszeri
folyamatok valasztasatol.
Ilyen médon definidltuk minden e € 7#” sztochasztikus folyamat integraljat,
ha " a [0, 1] intervallumon definidlt sztochasztikus folyamatokat tartalmaz. A
konstrukciobdl az is kovetkezik, hogy az It0 integral trajektoridi 1 valdszintiséggel
folytonosak. Hasonléan, definidlhatjuk az e € #” sztochasztikus folyamatok Itd
integréljat akkor is, ha .%#” a [0, 7] intervallumon van definidlva valamilyen 7 > 0
paraméterrel. Megtargyaltuk azt is, hogy hogyan tudjuk ennek alapjan definidlni
a [0,00) félegyenesen definidlt e € 7#” sztochasztikus folyamatok Itd integréjat.

Megjegyzem, hogy akkor, ha a [0,c0) intervallumon definidlt e(u) adaptalt
folyamat az erGsebb |, e(u)?du < oo 1 valészintiséggel feltételt is teljesiti, akkor
az I(e) = [ e(u)dW,, 0 <t < oo, Itd integrl kiterjeszthets folytonosan a ¢ = oo
paraméterre is, azaz tgy, hogy teljesiil az [3e(u)dW, = lim;_,« J; e(u) dW, azo-
nossag. Az I;(e), 0 <t < oo, integral konstrukciéja és a megfogalmazott folyto-
nossdg bizonyitdsa hasonlé médon torténhet, mint a ¢ € [0, 1] esetben, csak ebben
az esetben azt kell kihaszndlni, hogy ekkor lehetséges olyan e, egyszerl folya-
matokat valasztani, amelyek egy véges intervallumon kiviil eltiinnek, és teljesitik
a (4) reldcidnak azt a véltozatdt, amelyben az [y (e(u) — e,(u))? du integrélokat
tekintjiik. Ezenkiviil a (3) reldci6 olyan valtozatat tekintjiik, ahol a szuprémumot
minden ¢ > 0 paraméterre vessziik.

A Tétel allitasai akkor is érvényesek, ha benniik egyszert folyamatok helyett
X € ¥ és Y € S sztochasztikus folyamatok szerepelnek. Tekintsiik at, hogy a
Tétel mely allitdsai maradnak érvényben, €s melyek mddosulnak, ha e € 57 szto-
chasztikus folyamatok helyett e € 5#” sztochasztikus folyamatok Ito integraljait
tekintjiik.



Az (i) pontban azt allitottuk, hogy az I;(e) It6 integrél, 0 <t < T, folytonos
martingal, amelyre Ip(e) = 0. Az e € 5 esetben az [;(e) It integrél tovabbra is
folytonos trajektoridju adaptalt folyamat, de nem feltétleniil martingal. Definialni
fogjuk a martingal fogalom egy gyengitett véltozatat, az tigynevezett lokalis mar-
tingdl fogalmat, és megmutatjuk, hogy az I;(e) Itd integrdl az e € 7' esetben
lokalis martingal.

A (i) tulajdonsag helyett tekintsiik azt a vele ekvivalens allitast, hogy az

( /O () qu)

sztochasztikus folyamat martingdl. Ez az dllitds nem feltételeniil igaz, ha e € 77,
de ez a sztochasztikus folyamat ebben az esetben is lokélis martingal.
A (iii) tulajdonsdg, amely azt allitja, hogy az I(ae + Be’) 1td integrél az « és
B paraméterek linedris transzformdcidja, e € "' és € € 7' esetén is érvényes.
A (iv) tulajdonsdg semmitmondd, ha e € '\ J#, mert ekkor az e tulaj-
donsdgot megfogalmazé becslés jobboldaldn végtelen van. Viszont a (1) relacio
igaz nemcsak egyszer(i, hanem e € 7’ folyamatokra is, és a (iv) tulajdonsdg

helyett hasznélhatjuk ezt a becslést. (E formuldban max helyett max -t {runk).
0<r<1 0<i<T

2 t
—/ez(u)du, 0<t<T,
0

McKean az It6 integrdl kovetkez6 fontos tulajddonsagat is megfogalmazta.
Legyen T olyan megalldsi id6, amelyre P(T < o) = 1, és legyen f = f(u,®) az
a sztochasztikus folyamat, amelyre rogzitett u idGpontra az f(u, ®) val6szintiségi
valtoz6 a T megdllasi id6 dltal definidlt {@: 7(®) < u} halmaz indikdtor fiiggvé-
nye. Ekkor minden e € 57"’ sztochasztikus folyamatra f .7, adaptalt sztochaszti-
kus folyamat, és

/0 " e(u)dW, = /O " eu) f (1) AW,

Val6ban, ez az allitas konnyen ellendrizhetd, ha e egy korlatos intervallumra kon-
centralt egyszerl folyamat. Az allitdst konnyen lehet redukdlni arra az esetre,
amikor P(7 < T) =1 valamely T < o szamra. Ebben az esetben viszont 1éteznek

olyan e, egyszeri folyamatok, amelyekre P ( fOT (en—e)2du<2- 0+ p4 oo) =
1,65 P ( I (en — €)2f ()2 du < 2-0+2) ¢ oo) — 1, és ekkor a kivant allitds kony-

nyen bizonyithaté a (2) és (3) relaciok segitségével, ha azokban az integralt és
maximumot a [0, T] intervallumban vessziik.

Megfogalmazom a lokalis martingdl definicigjat.



A lokalis martingal definicidja. Legyen adva egy %, 0 <t < T vagy 0 <t < oo,
filtrdcio egy (2,7, P) valosziniiségi mezdn, és legyen X;, 0 <t < T vagy 0 <
t < oo, adaptdlt sztochasztikus folyamat erre a filtrdciora. Azt mondjuk, hogy
ez az X; adaptdlt sztochasztikus folyamat lokdlis martingdl, ha létezik megdlldsi
idoknek olyan 0 < 171 < 1y < --- egy valosziniiséggel novekvd sorozata, amelyre,
ha a filtrdcié és az adaptdlt sztochasztikus folyamat a [0,T] intervallumban van
definidlva, akkor P(lim, T, =T) = 1, ha a filtrdcié és az adaptdlt sztochasz-
tikus folyamat a [0,00) félegyenesen van definidlva akkor P(lim, . T, = ) = 1,
és mindenn=1,2,... paraméterre az X, n Xnin(r,z,) Sztochasztikus folyamatra
(X,(n),%) martingdl a t € [0,T] intervallumban vagy a t € [0,00) félegyenesen.

Legyen e € ¢ Ekkor az I, (e) = [j e(u) dW, 1to integral és a

Ji(e) = (/Ole(u)dWM> —/Otez(u)du,

sztochasztikus folyamat lokélis martingdl. (Ez a [0, 7] intervallumban érvényes,
ha e a [0, 7] intervallumban van definidlva, és a [0,) félegyenesen, ha e ott van
definialva.)

Valéban, definidljuk a kovetkezd valdszintiségi véaltozokat mindenn = 1,2, ...
szdmra. Legyen 7 = min(t: [je?(u)du = n), ha van ilyen ¢ id6pont, és T} = oo,
ha ilyen ¢ id6pont nem létezik. Legyen 7, = min(7,,T), ha az e sztochasztikus-
folyamat a [0, 7] intervallumon, és 7, = min(7,,n) ha az e(t) sztochasztikus folya-
mat a [0,o0) félegyenesen van definidlva. Ekkor a 7,, n = 1,2,..., valdszintiségi
valtozok, a lokélis martingél definici6jaban szerepld feltételeket teljesitd megélla-
si id6k. Legyen f,(u), az {®: 7,(®) < u} halmaz indikdtor fiiggvénye minden
u > 0 szamra. Ekkor ef,, € 77, és az

2

It(n) (e) = /Omin(mn) e(u)dW, = /Ot e(u) f(u)dw,

sztochasztikus folyamat lokalis martingdl. Hasonldan, a

(n) min(z,T,) min(¢,7,) 5
J 7 (e) = (/0 e(u)qu) —/0 e“(u)du

sztochasztikus folyamat szintén lokalis martingdl.

2

A McKean konyv az It6 integrdloknak szamos egyéb tulajdonsdgat targyalja.
Ezek koziil egyet ismertetek, mert ez megmutatja az Itd integralok egyik fontos
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tulajdonsigat. Az eredmény bizonyitdsat nem ismertetem, megelégszem annak
egy heurisztikus magyarizataval.

Legyen adva egy e € 5" sztochasztikus folyamat. Tekintsiik az
X(t) = [y e(u)dW, 1td integralt, (+ > 0), valamint a T(¢) = [J €*(u) du sztochaszti-
kus folyamatot, és annak 7~ !(t) = min(s: 7(s) = ¢) baloldali inverzét a t < 7(co)
id6pontokra, (azaz a T‘l(t) megdlldsi idGpont, ¢ > 0, nincs feltétleniil minden
o € Q pontban definidlva). Az ismertetendd eredmény azt mondja, hogy az a(t) =
X (771(t)) sztochasztikus folyamat Wiener folyamat a t < 7(co) id6pontokra meg-
szoritva, azaz létezik egy olyan Z(t), t > 0, Wiener folyamat, amelyre a(t) =
X(t7'(t)) = Z(t), hat < 7(c). Ezt a tényt szokds tigy interpretalni, hogy az X (t)
It6 integrdl megegyezik egy 4j Wiener folyamattal 7(¢) belsS id6vel (6raval) az
X (t) folyamatra.

Ezen eredménynek megadom egy heurisztikus magyarazatit Paul Lévynek a
Wiener folyamatokra adott kovetkezd jellemzésének a segitségével. Egy X(f),
X (0) = 0, sztochasztikus folyamat Wiener folyamat, ha X (¢) és X?(¢) — ¢ martin-
gdl, és az X(t) sztochasztikus folyamat trajektéridi 1 valdszintiséggel folytonos
fliggvények.

Az a(t) = X(t7 (1)) sztochasztikus folyamat trajektéridi folytonos fiiggvé-
nyek, mert, ha t — s kicsi , akkor 7! (t) — 77! (s) = [! e*(u) du, és

a(t) —als) = X (1 (1) = X (77 (s)) = / () dW,

is kicsi nagy valdszintiséggel.
—1
Tovabbd a(t) = [ " e(u)dW, és

1) )
a(t)? -1 = (/0 e(u)qu) —/0 e*(u) du

martingdl. Be lehet ugyanis latni, hogy a e € 7 sztochasztikus folyamatok Itd
integraljaira érvényes martingal tulajdonsagok ilyen megallasi szabdlyok esetén is
érvényesek.

2
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1 Kiegészités

Legyen adva egy W (t), 0 <t < oo, Wiener folyamat, egy .%;, 0 <t < oo, filtracio
egy (Q, 7, P) valoszinliségi mez6n ésegy K = K(t,),0 <t < oo, ® € Q, az .,
filtrdciéra adaptdlt sztochasztikus folyamat, amelyre az [M](¢) = [ K (u, ®)du,
t > 0, (véletlen) integral teljesiti a P([M](t) < ) = 1 reldciét minden ¢ > 0
szdmra. Definidljuk az M(t) = [j K (u) dW,, Itd integrélt és az

g(M)(t)zexp{M(t)—%[M](t)} _ exp{/OtK(u)qu—%/Oth(u)du},

>0,

ugynevezett Doléans—exponencidlis fiiggvényt. Arra vagyunk kivancsiak, hogy
ez a Doléans—exponencidlis fiiggvény mikor martingal.

Megjegyzem, hogy minden egyszerl folyamat Doléans—exponenciélis fiigg-
vénye martingal, és &' (M) mindig folytonos trajektoridjd, pozitiv értékd szuper-
martingél. Ezt nem nehéz latni annak a ténynek az alapjén, hogy minden Doléans—
exponencidlis fliggvény eldéllithatd, mint pozitiv martingdlok, (mint egyszerd
folyamatok Doléans—exponencidlis fiigggvényének) a limesze, és a konvergen-
cia minden véges [0,7] intervallumban 1 val6szintiséggel egyenletes. Tovabba,
& (M) lokalis martingal, mert az Itd6 formula segitségével & (M) felirhatd, mint
EM)(t) =1+ [ K(u)& (M) (u) dW,, tehdt mint egy Wiener folyamat szerinti Itd
integral plusz egy konstans.

Azért foglalkoznak sokat azzal a kérdéssel, hogy egy Doléans—exponencialis
fliggvény mikor martingél, mert ez olyan fontos eredményeknek szerepel a felté-
telei kozott, mint a Girsanov formula. Mésrészt egy Doléans—exponencialis fiigg-
vény mindig “majdnem martingdl”, és az érdekel minket, hogy mi kell ahhoz,
hogy az ne csak majdnem, hanem valddi martingal legyen. Alekszandr Novikov
bizonyitotta a kovetkezd hasznos eredményt.

Novikov tétele. Ha az

E (exp{%[M](t)}) =E <exp{%/0tK2(u) du}> < oo mindent >0 szdmra

&)
feltétel teljesiil, akkor & (M) martingdl.

Ezt a tételt két lemma segitségével bizonyitjuk be. Eldszor bebizonyitjuk az
(5) relacio egy hasznos kovetkezményét.
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1. Lemma. Rogzitsiink egy ¢ < oo szdmot, és jelolje T. a c¢ szdmndl kisebb
megdlldsi idok halmazdt, azaz legyen

T. = {t: T megdlldsi idd, és P(t <c¢) = 1}. (6)

Ha teljesiil a (5) reldcio, akkor a

oy (o {20} - o ) <

egyenlotlenség is teljesiil minden ¢ > 0 szdmra.

Az 1. Lemma bizonyitdsa. Legyen T € T, megallasi id6. Ekkor

ew{ M| = ew{ () J01(e) fero { S0}
< e { gm0 - ) b {01000},

mert [M](1) < [M](c), ha T € T,. Tovdbba
ESM)(t) <EEM)(0) =1,

mert & (M) pozitiv, folytonos trajektoridjd szupermartingdl.
Ezért, az el6z6 egyenldtlenségben varhat6 értéket véve, majd alkalmazva a
Cauchy—Schwarz egyenl&tlenséget azt kapjuk, hogy

pep{ (D)} < (Eexp (M) (Eexp{é[wc)})l/z

< (Eexp{éw]@})l/z-

Viszont Eexp { 3[M](c)} < o az (5) relédcid teljesiilése miatt. Innen kovetke-
zik az 1. Lemma allitasa.

Az 1. lemma azért volt hasznos, mert lehetéve teszi a kovetkezd 2. lemma
alkalmazasat.

2. Lemma. Legyenek p és q olyan 1 < p,q < oo szdmok, amelyekre 1%—1—5 =1. Ha

minden ¢ > 0 szdmra

VP

sup ( Eexp { ———M(7) < oo, @)
tel; ( 2(\/1_7_ 1)
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ahol T, a (6) formuldban van definidlva, akkor & (M) L, martingdl, azaz olyan
martingdl, amely elemeinek véges a q-ik momentuma.

Szamunkra az 1. és 2. lemma aldbb megfogalmazott kovetkezménye lesz
érdekes. Ezen eredmény megfogalmazdsa elott az aldbbi megjegyzést teszem.

Bevezetem a kovetkezd jelolést. Ha adva van egy valds a szdm, akkor te-
kintsiik az aM, [aM] és & (aM) kifejezéseket is, amelyeket Ggy definidlunk, hogy
a definicioban a K(u) magfiiggvényt az aK(u) magfiiggvénnyel helyettesitjiik.
Tehit legyen aM (t) = [§(aK (u))dW,, [aM](t) = [{(aK(u))*du,t >0, és
&(aM) = exp{aM — 3[aM]}.

Kovetkezmény. Teljesiiljon a (5) reldcid, és legyen adva egy 0 < a < 1 szdm.

Ekkor &(aM) g-martingdl a ¢ = ~—— szdmmal.

2a—a?

A 2. lemma bizonyitdsa. Tekintsiink egy T € T, megéllsi id6t, és definidljuk az

1 1
Lo vptl o VpFl
Vp—1 2

7z

szamokat. Ekkor u > 1, % + % =18é&s

(s
Mivel

sone =eso{ [ Tme) - 2010 fexp{ (4= 1) (o) |

a Holder egyel6tlenség azt adja, hogy

Esn)(xy < (Eexp{vam(r) - L))"

ron{ o))

= (E&(JquM ()" (Eexp{ (W‘/’_’_l)> M(t) }) I/V,

ahol az & (/quM) az & (-) Doléans—exponens fiiggvényt jeloli, ha abban az &' (M)
kifejezést definidlé K(-) magfiiggvény helyett a ,/quK (-) magfiiggvényt valaszt-
juk.
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Mivel &(,/quM ) pozitiv, folytonos trajektoridji szupermartingal

E&(/quM)(x) < E&(/quM)(0) =1,

7 7z

ahonnan az (7) feltétel teljesiilése esetén az el6z6 egyenlStlenség alapjan

sup EE(M)(7)? < eo.
teT,

Mivel ¢ > 1, innen kovetkezik hogy az {&(M)(t): T € T.} valdszintiségi
valtozok halmaza egyenletesen integralhat6. Ezért a martingdlok altalanos el-
méletébdl kovetkezik, hogy & (M) nemcsak lokélis martingédl, hanem martingél
is. (Azt hasznaljuk ki, hogy az egyenletes integralhat6sig lehetové teszi, hogy
a martingal tulajdonsigot biztosité azonossagokat megkapjuk a lokélis martingal
tulajdonsdgokat biztosité azonossdgokbdl alkalmas limeszeléssel.) A 2. lemmat
beldttuk.

A kovetkezmény bizonyitdsa. Az 1. lemma eredményébdl kovetkezik, hogy a 2.
lemma feltétele teljesiil a Novikov tétel feltételei mellett, ha azt az & (M) Doléans—

integral fiiggvény helyett az & (aM) Doléans—integral fiiggvényre alkalmazzuk,

0 <a < 1, és olyan p paramétert valasztunk, amelyre 21—(1 = T\f—l)' Ezért a
P _ 1

kovetkezmény 4llitasa érvényes g = 1 = e véalasztédssal.

A Novikov tétel bizonyitdsa. Elég azt beldtni, hogy &(M)(¢) > 1, minden ¢ > 0
szamra, mert & (M) szupermartingal, & (M)(0) = 1, és & (M) akkor és csak akkor
martingal, ha &(M)(¢t) = 1 minden ¢ > 0 szdmra. De ennek igazoldsdhoz elég
bebizonyitani az el6bb megfogalmazott egyenltlenséget.

Ezen egyenlGtlenség bizonyitdsdban fel fogjuk hasznélni, hogy a tétel felté-
telének teljesiilése esetén E& (aM)(t) = 1 minden 0 < a < 1 és t > 0 szamra.
Felirhatjuk, hogy

&(aM)(r) = (&(M)(1)” exp{a(l —a)M(r)}.

Ebben az azonossigban varhat6 értéket véve, majd a Holder egyenl6tlenséget

alkalmazva p = 1j7 ésq= aiZ vélasztassal azt kapjuk, hogy

2

1=Es@n)) < (E6on)0)™)" (Eexpla(i —a)pm())"”

= (EEM)(1)" <E exp { fﬂM@ }> h
2 | 2a/(1+a) 1
= (EEM)(1)) (E exp {EM(I)} ) |
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A kovetkezd 1€pésben az el6bbi egyenldtlenség jobboldaldn levd szorzat ma-
sodik tagjat becsiiljiik meg az E exp{%M (1)} kifejezés segitségével. Ebben a becs-
1ésben kihasznaljuk, hogy u = 12_+aa < 1, ezért a Holder egyenl6tlenség a kovetkezd

becslést adja.
1 u\ 1/u 1
(Eexp{iM(t)} ) §Eexp{§M(t)},

(oo { t0}) " < (eexn {20 )

7

Innen az el6z6 egyenlGtlenség alapjan

ezért

5 1 2a(1—a)
1< (EEM)(t))" (Eexp{iM(t)}) .
Vegyiik az a — 1 hatarértéket az utols6 egyenlStlenségben. Ekkor a jobboldali
szorzat masodik tagja 1-hez konvergdl a (5) feltétel miatt, és azt kapjuk, hogy
1 <E&(M)(t). Viszont, mint a bizonyitds elején megjegyeztiik, innen kovetkezik
a Novikov tétel allitasa.
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