Az iteralt logaritmus tétel Wiener folyamatokra

Ismertetem roviden az iterdlt logaritmus tételt Wiener-folyamatokra. Meg-

adom a bizonyitasban felhasznalt {6 allitdsokat, de tobb allitds bizonyitdsdnak a
kidolgozasat az olvaséra bizom. ElSszor megfogalmazom az iterdlt logartimus

tételt.

Iteralt logaritmus tétel Wiener folyamatokra. Legyen adva a szdmegyenesen
egyW(t) =W(t,w), t > 0, Wiener folyamat. Ekkor

limsup —|W(I)| =1
t—e  +/2tloglogt

1 valosziniiséggel.

Megjegyzés. A bizonyitasbdl az is kideriil, hogy minden —1 < s < 1 szdmra létezik

1 valészintiséggel olyan f, = 1,,(@) — o0 ha n — oo, sorozat, amelyre

. W (t,,0)
lim =s.
n—soo \/2tn((o) loglogt,(®)

Az iteralt logaritmus tétel vizsgdlataban sziikségiink van egy olyan eredmény-
re, amely arrdl szol, hogy adva megszamldlhatéan végtelen sok Aj,A>,... ese-
mény mikor mondhatjuk, hogy ezek koziil csak véges sok illetve hogy végtelen
sok kovetkezik be. Errdl szdl az aldbbi Borel-Cantelli lemma.

Borel-Cantelli lemma. Legyen adva egy (Q, 97, &) valdsziniiségi mezdn végte-
len sok A1,A,, ... esemény. A kovetkezd két dllitds igaz:
a.) Ha Y | P(A,) < oo, akkor

P ((j kU Ak> ~o,

azaz ebben az esetben egy valdsziniiséggel csak véges sok A, esemény kovetkezik
be.
b.)HaY, |P(A,) =00, ésazA, n=1,2,..., események fiiggetlenek, akkor

r(8)-

azaz ebben az esetben egy valosziniiséggel végtelen sok A, esemény kovetkezik be.

Megjegyzem, hogy a lemma b) részében a végtelen sok A, esemény bekovet-
kezéséhez nem elegendd az, hogy a megfeleld Osszeg divergaljon, az is kell, hogy
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ezek az A, események fiiggetlenek legyenek egymastol. Ez utdbbi feltételt lehet
gyengiteni, de nem lehet teljesen elhagyni.

Sziikségiink van j6 becslésekre a P(W (T) > x) és P (supg<, <7 W(r) > x) va-
16szintiségekre, ahol W (¢), t > 0, Wiener folyamat, x > 0.

Tudjuk, hogy (W(T) >x) =P <% > \%) =1-® <\/LT>’ ahol @(x) a stan-
dard normalis eloszlasfiiggvény. Viszont a Borel-Cantelli lemma alkalmazéasakor
szeretnénk tudni, hogy a (1 — ®(x,)) Osszeg milyen x,, n = 1,2,... soroza-

tokra konvergens, és milyen x,, n = 1,2,... sorozatokra divergens. Ezért hasznos
szamunkra a kovetkezd becslés.

Becslés a normadlis eloszldsfiiggvény viselkedésérol. Minden x > 0 szdmra
1 1 1
(1-5) o <1-0) < Lo,
ahol @ (x) és @(x) a standard normalis eloszlds és stirtiségfiiggvény.
Bizonyitds: Parcidlis integréaldssal kapjuk, hogy minden x > 0 szdmra

V2r(l—®(x)) = /xwe_”z/zdu = /xool (ue_”2/2> du

u

ey [
v udu X . u?

= le*xz/2 — /oo % (uefuz/z) du
X v U

_ le—xz/Z_%e—xz/Z_’_/w%e—uz/Zdu'
X X x Uu

Az 1 — ®(x) kifejezésre a masodik sorban kapott kifejezésbdl azt kapjuk, hogy
)—lc(p(x) > 1 —d(x), a negyedik sorban kapott kifejezésbdl pedig azt, hogy

(L= %) o) <1- .

Sziikségiink van jo felsd becslésre a P (SUPogth W(t) > x) valdszintiségre.
Val6jaban a Wiener folyamatokra érvényes még nem tanult erds Markov tulaj-
donsdg segitségével meg lehet mutatni, hogy

P| sup W(t) >x | =2P(W(T)>x), hax>0.
0<t<T

Ehelyett a martingalokrdl tanult eredmények alapjan adunk jo6 fels6 becslést. Azt

fogjuk felhaszndlni, hogy Z(z) = oW (1) =0t/ 2, t > 0, martingdl minden o > 0
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szamra. Ezutdn a martingdlokrdl tanultak alapjan tudunk jé becslést adni a vizs-
galando valdsziniiségre.
Vegyiik észre, hogy

{a): sup W(t,a))>x}

0<i<T
={w: aW(r,0) —a*/2 > ax—a’t/2 valamely 0 < 1 < T szdmra}
c{o: aW(t,w)—o’t/2 > ax— a*T /2 valamely 0 < r < T szdmra}

2 2
_ {m: sup eaW(z,w)—a /2 S g0 T/z}’

0<t<T

ezért

0<t<T

P| sup W(#)>x | <P| sup AW () —0t/2 o ax—a’T /2 ,
0<t<T

és mivel Z(r) = eV )e/2 0<t<T egy folytonos trajektoriaju, pozitiv értékd
martingal, amelyikre EZ(T) = EZ(0) = 1 innen kovetkezik, hogy

EZ(T
P sup wiysx| <p( sup z(t) > e et2) < EED _ @roa
0<t<T 0<t<T eOx—0aT /2

minden ¢ > 0 szdmra.
Az optimdlis o = 3 valasztdssal azt kapjuk, hogy

2
P( sup W(t) >x> Sexp{—;—T} minden 7 > 0 és x > 0 szdmra.

0<1<T
El6szor a kovetkezd egyenlStlenséget 1atjuk be.

limsupM <1
1o +/2tloglogt —

Minden T > 0 szdmra igaz a kovetkezd egyenlStlenség:

P ( sup W(r) > (1 +8)\/2T10glogT> < (logT)_(Hg)z.

0<t<T

1 valészintiséggel. (1)

3



Vilasszunk valamilyen D > 1 szamot, és alkalmazzuk ezt az egyenlGtlenséget
minden 7,, = D", n=1,2,..., szamra. Mivel log D" = nlog D azt kapjuk, hogy

Ms

( sup W(t) > (1+¢) 2Tnlog10ng> < const. Z n (146 ~ o,

n=1 O<t<T;1 n=1

Ezért a Borel-Cantelli lemma alapjdn majdnem minden @ elemi eseményre 1éte-
zik olyan N(D, €, ®) kiiszobindex amelyre

sup W(t,w) < (1+¢€)+/2T,loglogT,, han>N(D,¢, o).

0<t<T,

Legyen D = 1+ 0 egy elég kis 6 > 0 szammal. Ekkor /27,loglog7, < (1+
%)\/Ztlog logt,ha T, <t <T,, és majdnem minden ® elemi eseményre létezik
olyan T = Ty(&, ®) kiiszobindex, amelyre

sup W(t,w) < (1+2¢)4/2TloglogT ha T > Ty(e, ®).

0<t<T

Ugyanez az egyenlGtlenség akkor is érvényes, ha a W (¢, @) Wiener folyamatot a
—W (t, ®) Wiener folyamattal helyettesitjiik. Mivel ezek a relaciok minden € > 0
szamra igazak, innen kovetkezik a (1) relacio.

Belatjuk a

W (¢
limsu (t) >1 1 valészintiséggel. 2)

,_>oop 2tloglogt —
relacidt is. Az (1) és (2) relaciobol kovetkezik az iterdlt logaritmus tétel.

Rogzitsiink egy € > 0 szamot, valasszunk egy tdle fiiggd elég nagy D =
D(¢) szamot, és definidluk a Z,(w) = W(D",0) — W (D" ', @), n = 1,2,...,
valdszintiségi valtozokat. Azt dllitom, hogy 1 valdszinliséggel végtelen sok olyan
ny = ni(®) index van, amelyekre

Zn, (@) > (1 —€)+/2D" loglog D'.

Val6ban, elég nagy n indexre

P (Z (o) (1 — —) \/2 — D" 1) loglog(D" D"l)) > p(1-€/3),




ezért

5 (0002 (1-5) 2o gt 1)) =

és mivel a Z, valoszinliségi valtozok fiiggetlenek, innen kovetkezik, hogy az @
elemi események 1 valoszintiségii halmazara 1étezik végtelen sok n; = ny(w) in-
dex ugy, hogy

E
an(a)) > (1 — E) \/Z(an —D”k_l)loglog(D”k _an—l)_

Ha a D szamot elég nagynak valasztjuk, akkor

(1=2) /20— D21 loglog(D — D=1) > (1 — &) /2D Toglog D

minden elég nagy n; indexre, ezért 1 valoszintiséggel

Zn (@) > (1 —€)+/2D" loglog D™

végtelen sok n; = ni(®) indexre. Tovdbba az (1) reldcié alapjan majdnem minden
o-ra létezik olyan Ny = Ny(w) index, hogy

(W(D" !, w)| < 2+/D"!loglogD"~! < e+/2D"loglog D",

ha n > Ny. Ezért 1 valoszintiséggel

W (D™, ®) = Z, (0) + W (D" @) > (1 —2¢)\/2D"loglog D™
végtelen sok ny = ni(®) indexre, ahonnan
, W(t, o)
limsup ————=——= > (1 —2¢) 1 valdészinliséggel.
H:p\/2tloglogt = ) VATOSZINUSCER
Mivel ez az éllitds minden € > 0 szdmra igaz, innen kovetkezik a (2) relacio.

A bizonyitas kis mddositasdval be lehet latni az iterdlt logaritmus tétel kovet-
kezd valtozatat is.

Iteralt logaritmus tétel fiiggetlen standard normalis eloszlasi valoszintiségi

valtozok részletosszegeire. Legyenek X,Xo, ..., fiiggetlen, standard normdlis
eloszldsii valosziniiségi vdltozok, S, = Y _ Xp, n=1,2,.... Ekkor

: [Sul S

lim sup =1 1 valésziniiséggel. 3)

n—e y/2nloglogn



Természetes modon felmeriil a kovetkez6 kérdés. Legyenek Xi,X», ..., flig-
getlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok, és definialjuk e valtozok S, =

Yio 1 Xk.n=1,2,..., részletosszegeit. Fiiggetlen egyforma eloszlasi valésziniisé-
gi valtozok milyen X1, X5,... sorozatdra igaz az iteralt logaritmus tétel, azaz e

valészintiségi véltozok részletosszegei mikor teljesitik a (3) relacidt. Be lehet
latni, hogy ha EX]2 < oo, és EX; =0, akkor az X, X>, ... sorozatra igaz az iteralt
logaritmus tétel. Mdésrészt, ha EX12 = oo, akkor az X1,X>,... sorozatra nem igaz
az iteralt logaritmus tétel. Ez kovetkezik az alabbi feladatok eredményeibdl is.

Feladatok:

(a) E|X| < o0 az X val6szintiségi valtozora akkor és csak akkor, ha
Yo P(IX1| > n) < eo.

(b) E|X|" < o0 az X val6szintiségi valtozéra valamely r > 0 szammal akkor és csak
akkkor, ha Y°°_, P(|X1| > n'/") < oo.

(c) Legyen EX? = oo, és legyenek X;,Xa, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasd va-
16szintiségi valtozok, amelyek eloszlasa megegyezik az X valdszinliségi valtozo
eloszlasaval. Mutassa meg, hogy egy valdszintiséggel végtelen sok olyan ny =
ni(®) index van, amelyekre |X,, (w)| > /ng. S6t, tetsz6leges C > 0 szdmra egy
valoszinliséggel végtelen sok olyan ny = ny(®) index van, amelyekre | X, (®)| >

C\/ny.
(d) Legyenek X1,X>, ..., fliggetlen egyforma eloszlasu valosziniliségi valtozok, €s
legyen EX12 = oo, Definidljuk az S, = Y}, Xy részletosszegeket. Mutassa meg,
hogy

[Sn]

limsup — =0 1 valdszinliséggel.
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