A szita formula és alkalmazasai.

Gyakran talalkozunk az alabbi kérdéssel, sokszor egy Osszetett feladat részfeladataként.
Tekintsiink bizonyos Aq,..., A, eseményeket, és szamitsuk ki annak a valdszintiségét,
hogy legaldabb az egyikiik bekovetkezik. Formadlisan megfogalmazva, szamitsuk ki a
P(A;U---UA,) valésziniiséget.

A kovetkezo két fontos specilis esetben egyszertien meg tudjuk oldani ezt a felada-
tot:

a) Ha az Ay, ..., A, események diszjunktak, azaz A, N A; =0, hai#j,1<14,j<n,
b) Ha az Ay,..., A, események fliggetlenek.

Az a) esetben
P(AyU---UA,)=P(A))+---+ P(A,).

A b) esetben

P(AjU---UA,)=1-PAU---UA,)=1-P(AN---NA,)

=1—-P(Ay)---P(A,)=1—-(1-P(Ay1))---(1 = P(4,)),

ahol A = Q\ A az A esemény komplementerét jeloli. (A fenti szdmolasban ki-
hasznaltuk azt az eredményt, amely szerint, ha az Ay, ..., A, események fiiggetle-
nek, akkor az Ay, ..., A, események is azok.)

Mit mondhatunk az altaldanos esetben, ha a tekintett Ap, Ao,..., A, események
nem feltétleniil diszjunktak, és nem feltétlentil fiiggetlenek? Ez nehezebb kérdés, és
az altaldnos esetben a P(A; U --- U A,) valésziniiséget nem lehet kifejezni csak a
P(A;) valészintiségek segitségével. De ebben az esetben is van egy hasznos és tar-
talmas eredmény, az tugynevezett szita formula, amely lehet6vé teszi a P(A; U --- U
A,) valdszintiség kiszamitasat bizonyos plusz informéciok segitségével. Ismertetem
ezt az eredményt. Tovabba targyalni fogok olyan feladatokat, amelyeket ennek az
eredménynek a segitségével tudunk megoldani.

A kombinatorikaban is van az ismertetetend6 eredménynek egy megfeleléje, amelyet
szintén szita formuldnak neveznek. Erdemes ezt a két eredményt, amelyek, mint kés6bb
latni fogjuk valéjaban ekvivalensek parhuzamosan ismertetni. Annak érdekében, hogy
megkiilonboztessiik 0ket, kombinatorikus és valdszintliségszamitasi szita formulardl fogok
beszélni.

Elészor a kombinatorikus szita formuldt ismertetem: Legyen adva egy véges A
halmaz, amely el6all bizonyos nem feltétleniil diszjunkt A;, 1 < j < n, halmazok
A=A UA3U---UA, unidjaként. Szeretnénk megszamolni az A halmaz elemeinek |A|
szamat. Tekintsiink egy olyan esetet, amikor erre kozvetleniil nem vagyunk képesek,
de meg tudjuk szamolni az A; halmazok elemeinek |A;| szdmat minden 1 < j < n

n
szamra. Ekkor az S1 = ) |A;| mennyiség természetes becslés lenne az |A| szamra. De
i=1
ez csak egy fels6 becslés az dltaldnos esetben, mert egy olyan elemet, amely mind az
A; mind az A; halmazban benne van valamely 7 # j indexpdrra kétszer szamoltunk

az Sy kifejezésben holott csak egyszer kellett volna. Ezt korrigalandé vezessiik be az
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Se = >, |A; N Aj| Osszeget, és vegyiik az S; — Sy becslést. Ekkor azonban csak
1<i<j<n

az S1 — Sy < |A| egyenlStlenséget kapjuk, mert példaul egy olyan elemet, amely hdrom
halmazban van benne haromszor szamoltuk az S; 6sszegben és haromszor vontuk le az
Sy Osszegben, tehat az ilyen pontok létezését nem vettiik figyelembe az S; — S5 becs-
lésben. (Ha az A;, A; és Aj halmazban van a tekintett pont akkor pozitiv el6jellel
szamoltuk az Sy Osszeg |A;|, |A;| és |Ay| tagjaiban és negativ eljellel az Sy Osszeg |A; N
Ajl, |AiNAg| és |A;NAg| tagjaiban.) Ezért korrigaljuk ezt az Gsszeget is. Vezessiik be az
S3 = > |A;NA;NA| kifejezéseket. Ekkor be lehet 1atni, hogy S1—S2+535 > |A|.
1<i<j<k<n

Ha azonossagot akarunk kapni akkor ezt a korrekciés eljarast tovabb kell folytatni, mert
példdul a 4 kiilonb6z6 A; halmazban szereplé elemeket figyelembe véve ... A fenti,
kissé nagyvonalian targyalt gondolatmenetet részletesebben kidolgozva és folytatva a
kovetkezd eredményhez jutunk.

Kombinatorikus szita formula. Legyenck adva bizonyos véges sok elemet tartalmazo
A1, ..., A, halmazok, és tekintsik ezek A = A1 U A U---U A, unigjdt. Jeldlje | X| egy
véges X halmaz elemeinek a szdmat. Az A halmaz elemeinek |A| szdmat a kévetkezd
formuldval fejezhetjiik ki. Vezessik be az

Sy = > |Aj, N--NAjl, 1<k<n,

1<j1 < <jr<n
mennyiségeket. FEkkor
A=A U---UA,| =8 — S+ 83 — -+ (—=1)"T1S,.
Tovabba,
Sy — Sy :zn:|Aj|— > A NA <Al =AU UA < S zzn:|Aj|
Jj=1 1<j<k<n i=1

és altaldban

21 20—1
D (=D)FHS, <Al =[A U U A <) (-D)FS,
k=1 k=1

minden | > 1 indexre. (Legyen S, = 0, ha k > n.) Ez az egyenltlenség azt je-

lenti, hogy a kombinatorikus szita formuldban szerepld S — So+ S3— - -+ eldjeles dsszeg
pdratlan szamu tagot tartalmazo részletosszegei felsé és pdros szamai tagot tartalmazo
részletosszegei also becslést adnak az |A| = |A1 U --- U A,,| mennyiségre.

Ezen eredmény valdszinliségszamitasi megfeleloje, a valdszintiségszamitasi szita for-
mula hasonlé eredményt allit bizonyos Aq, ..., A, események unidjanak a valdszinilisé-
gérol.



Valo6szintliségszamitasi szita formula. Legyenek adva tetszoleges Aq, ..., A, esemé-
nyek eqy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor

.P(fllLJ-.-LJ}ln):,S’l_5'2_{_5'3_,,._}_(_]_)’114»151”7
ahol
Sk = > P(A;n--n4;,), 1<k<n

1< < <gr<n

Tovabba,
S1—Sy=> P(A4)— Y P(A;NA)<PAU---UA,)<S =) P(A4))
j=1 ‘

és altalaban

21 21—-1
D (=DFHS, < P(A U UA,) <) (—1)FHLS,
k=1 k=1

minden | > 1 indexre. (Legyen Sp = 0, ha k > n.) Ez az egyenlbtlenség azt jelenti,
hogy a P(A; U---U A,) valdsziniséget a szita formuldban kifejezé6 S; — Sy + Sg — - - -
eldjeles 0sszeq pdratlan szdmu tagot tartalmazo részletosszegei felilrol és pdros szama
tagot tartalmazo részletosszegei alulrol becsulik meg a vizsgalt valdszinidséget.

Hazi feladat:

Mutassuk meg, hogy a valdsziniiségszamitasi szita formula a korabban ismertetett
képleteket adja specidlis esetként diszjunkt vagy fliggetlen A4, ..., A, események
unidjanak P(A; U---U A,,) valésziniiségére.

Mutatok egy olyan feladatot, amelyet viszonylag konnyen meg tudunk oldani az elobb
megfogalmazott valdsziniiségszamitasi szita formula segitségével.

Feladat:

Egy estélyen megjelenik n hazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem, véletlen modon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
elott. Mi a valdszintisége annak, hogy egyetlen hézaspar sem tancol egytitt? Mi
ennek a valészinliségnek a hatarértéke, ha n — oco?
Megoldds: Definidljuk a kovetkezé A; eseményeket:

A; = a j-ik hdzaspar egyiitt tancol, 1<j <mn.

Ekkor minket a P(A;U---UA,) = 1— P(A; U---UA,) valoszinliség érdekel.
Szamoljuk ki a P(A; U---U A,,) valdsziniiséget a valdsziniliségszamitési szita for-
mula segitségével. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy a P(A;, N---NA;,) =
% azonossag érvényes minden lehetséges 1 < j; < -+ < jr < n szadm-k-asra.
Ugyanis az Osszes lehetséges parbadllitasok szama n!, mig az olyan parbadllitasok
szdma, amelyben a ji-ik, jo-ik, ..., jr-ik hézaspar egy parba kerill (n — k).
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Ezért a valészintiségszamitasi szita formuldban bevezetett S; mennyiség értéke
— k) . ,

S = (2)% = % minden 1 < k < n szamra.

Innen adédik, hogy a minket érdekld valészintiség n hazaspar esetén

PA, U UA,)=1-P(A; U---UA,)

=1-51+S+---+(-1)"S,

ahonnan

- "L (=1)k = (=DF 1
PA U---UA,) = (k") HZ(Z{:') = ha n — oo.
k=0 ’ k=0 ’

Tehat nagy n szamra annak a valdszintlisége, hogy egy hazaspar sem fog egyiitt
tancolni kozelitoleg %

Mutatok harom mésik feladatot is, ahol a szita formula j6l alkalmazhaté.

1. feladat:

Egy urnabdl, amelyben az 1, ..., n szdmokat tartalmazo lapok vannak, kihtizunk m
lapot visszatevéssel. Minden lapot egyforma valdszinliséggel htizunk. Mi annak a
valészintisége, hogy az 1, ..., k szdmot tartalmazoé lapok mindegyikét kihtuztuk? Mi

ennek a valésziniiségnek a hatarértéke rogzitett k szamra és m = n huzasszamra,
ha n — oco?

Megoldds: Jelolje A;, 1 < j < k, azt az eseményt, hogy a j szdmot tartal-
mazé lapot nem hiztuk ki, és jelélje B egy B esemény komplementerét. Ekkor
a PAiNAyn---NAy) = P(A;UAU---UAL) =1 - P(AUA U--- U Ay)
valoszintiséget kell kiszamolnunk. Tovédbbé, P(A;, NAxyN---NAj) = (”T*l)m min-
den rogzitett 1 < j; < --- < j; < k indexsorozatra, mert ez egy olyan esemény
valésziniiségével egyenls, ahol m (egymdstdl fiiggetlen) hizds mindegyikében n
lehet6ség koziil [ szam kihuzasat tiltjuk meg. Innen S; = Zl§j1<~~<jl§k: P(A; N

- NAj) = (l;) (”T_l)m, minden 1 < [ < k indexre, és a szita formula alapjan a
keresett valészintiség 1 — P(Aj U Ay U---UA,) =1—8;+8 — -+ (=1)kS, =

k
1 - Z(_l)l(];) (1- %)m Ennek hatarértéke m = n és n — oo esetén 1 —

S (et = 52 (9 (1) = (12" met jim (1= 4)" =t

=0 n—od
2. feladat:

Lefrunk egy 20 hosszusagu szot, amelyik csak A, B, C' és D betiit tartalmaz.
Vilasszuk ki a sz6 mindegyik betiijét egymastdl fliggetleniil egyforma valdszintiség-
gel.

a.) Mi annak a valésziniisége, hogy a felirt sz6 mind a négy betiit tartalmazza?
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b.) Hény olyan 20 hosszisigui négy betiis sz6 van, amelyik mind a négy betlit
tartalmazza?

Megoldds: Jeldlje, 1, 2, 3 és 4 a négy betlit. Ezzel a megfogalmazassal az a) rész
megegyezik az els6 feladat probléméajdval, ha n = k = 4, és m = 20. Ezért az a)

4
rész eredménye 1 — Z(—l)l(‘ll) (1 — i)QO

Osszesen 420 20 hosszisagi 4 betiibdl 4116 sz6 van. Ezért az a) rész megoldasabdl

4
kovetkezik, hogy a b) rész megolddsa 4%° (1 — S (=DH)) (1 - ﬁ)m) = 420 —

4
S (—1) (‘ll) (420 —1). Ez az eredmény egyébként kozvetleniil is levezethetd a kom-

binatorikus szita formula segitségével.
3. feladat:

Egy cornflake gyartéd cég minden dobozba betesz egy kupont, és 6sszesen 10 kii-
16nb6z6 kupont hasznal. Mekkora annak a valdszintisége, hogy mind a 10 kupont
megkapja egy olyan véasarlo, aki 25 doboz cornflake-et vesz?

Megoldas: Jelolje Aj;, 1 < j <10, azt az eseményt, hogy a j-ik kupont megkapta

_ 10
a véasarld, és A; ennek az eseménynek a komplementerét. Ekkor a P () A4;
j=1
10 10 _
valoszintiséget kell kiszamolnunk. Viszont P| (A4, ] = 1 —-—P | U 4, ], és
=1 j=1

10 10 _ _ _
" < U Aj) - Z(_l)kska ahol Sy = ZP(Ajl mAjzm"'mAjk)v és a {]1a>]k}
j=1 k=1

indexhalmaz a fenti szummaban az {1,...,10} halmaz Gsszes k elemi részhalma-
zabdl All.

Viszont P(/_ljl ﬂ/_ljZ N-- -ﬂfljk) = (M)%, annak a valészintisége, hogy a lehetséges

10
10 kuponbdl mind a 25 vasarlasnal a ji, ... jr indexii kuponoktdl kiilonbozo6 10—k
kupon valamelyikét kapjuk. Ezért S = (1k0) (%)25 minden 1 < k < 10 indexre

10 9
k = 10-re Sy = S19 = 0, ahonnan P | Aj> = > (—1)k(1k0) (1 - 1—’“0)25.
j=1

A valészintiségszamitasi szita formula bizonyitdsat egy kiegészitésben fogom tar-
gyalni. Aldbb megmutatom, hogy a kombinatorikus szita formula egyszertien levezet-
het6 a valdszinliségszamitasi szita formulabdl, és vice versa.

A kombinatorikus szita formula igazolasa érdekében tekintsiink bizonyos A4, ..., A,
véges halmazokat, és jeloljik e halmazok uniéjat A = A; U--- U A,,-nel. Legyen A =
{z1,...,xn} egy N elemil halmaz, és vezessiik be azt a valésziniiségi mez6t, amelyben
az A halmaz elemeit valaszthatjuk ki egyenletes eloszlassal. Részletesebben kifejtve,
a kovetkezd (2, A, P) val6szintiségi mezét definidljuk: Q = A, A az A halmaz Gsszes
részhalmazdbol 4ll6 o-algebra, P({z;}) = % minden 1 < j < N szdmra, ahonnan
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P(B) = % minden B C A halmazra. Megmutatom, hogy a kombinatorikus szita
formulat megkaphatjuk a valészintiségi szita formula segitségével, ha azt a most definialt
(Q, A, P) valdszintliségi mezén az Ay, ..., A, halmazokra alkalmazzuk.

Jeloljik a kombinatorikus szita formuldban definidlt S;, 1 < j < n, Osszegek
megfelel8it a valdsziniiségi szita formuldban S;-vel. Ekkor nyilvdn S; = NS;. Tovdbb4,
mivel P(A) = 1, a valészintiségi szita formula azt adja, hogy S; — So + S3 — -+ +
(=1)"*LS, = N(S1 —So+S3— -+ (=1)"*"1S,) = NP(A) = N, és mivel |A| = N, ezt
kellett bizonyitanunk. A kombinatorikus szita formuldban megfogalmazott egyenl6tlen-
ségek hasonléan vezethetok le ezen allitasok megfelel6ibdl a valdszintiségszamitasi szita
formulaban.

Megforditva, a valdszinliségszamitasi szita formula is egyszertien levezetheté a kom-
binatorikus szita formulabdl. Annak érdekében, hogy ezt megtegyiik tekintsiik azt az
(Q, A, P) valésziniiségi mez6t, ahol az Ay, ..., A, események definidlva vannak, és
definidljuk minden w € € elemi eseményre és B € A halmazra azt a B = B(w) hal-
mazt, amelyre B(w) = {w}, ha w € B, és B(w) = ), ha w ¢ B. Felirom a kombina-
torikai szitaformuldt az A;(w)U---U A, (w) halmaz szdmossdgara minden w € Q elemi
eseményre, majd megmutatom, hogy ezt az azonossagot az w szerint kidtlagolva, azaz
varhaté értéket véve megkapjuk a valdszinitiségszamitasi szita formulat.

A kombinatorikai szita formula szerint [A;(w) U--- U A, (w)| = S1(w) — Sa(w) +
S3(w) — -+ + (=1)""1 S8, (w), ahol Si(w) = > [Ajy(w) N0 Ay (w)] =

1<ji < <jk<n

> Ta; nena;, (w), 1 < k < n. Itt és a tovabbiakban Ip(w) jeldli egy B € A
1< < <jp<n
halmaz indikatorfiiggvényét. Tovabba |A;(w) U -+ U A, (w)| = Ta,0...ua, (w). Tehat

Ia,0..0a, (W) = S1(w) — Sa(w) + S3(w) — -+ + (=1)"*1S, (w). Mivel ESi(w) = Sy.
1 <k <mn, a fenti azonossidgban varhaté értéket véve megkapjuk a P(A; U---UA,) =
S1—So+ 83— -+ (=1)"*1S, azonossdgot. A valészinfiségszamitdsi szita formuldban

felirt egyenl6tlenségek hasonléan bizonyithatdak. A

21 20—-1
D DS (W) < Layueua, W) £ Y (-1 1Sy (w)

egyenlotlenséget kell felirni a kombinatorikus szita formula segitségével, és varhato
értéket kell venni ebben a relacidoban.



1. kiegészités. A valosziniiségszamitasi szita formula és annak eqy dltaldnositdsa.

A valdsziniliségszamitasi szita formula egy olyan bizonyitasat ismertetem, amely egy
onmagaban is érdekes, és mas esetekben is alkalmazhaté eredményen alapul. Ezt az
alabbi lemmaban fogalmazom meg.

Lemma. Legyenek adva valamely Aq,..., A, események egy (2, A, P) valdsziniiségi
mezon, és definialjuk ezek felhaszndldsdval véges sok unio, metszet és komplementer
segitségével bizonyos B; = f;j(A1,...,A,), 1 < j < k, eseményeket. Rogzitsink
valamely c1, . .., c, valos szamokat. A

CjP(Bj) = ZCjP(fj(Ala e ,An>) Z 0

J=1 J=1

egyenlidtlenség teljestil tetszdleges valdsziniiségi mezén definidlt tetszdleges Ay, ..., A,
halmazokra, ha specidlisan teljesil abban a (2" szami) specidlis esetben, amikor mind-
egyik A; halmaz vagy az Q biztos vagy az () tres esemény.

A lemma bizonyitdsa. Jelolje Aj_l = Q\ A, az A; halmaz komplementerét. Vezessiik
be az A} = A; jelolést, és jeloljon (ki,...,kn), kj = £1, 1 < j < n, valamely n
hossztisagu +1 sorozatot. Irjuk fel mindegyik B; = f;(A1,..., Ay,) eseményt konjunktiv
normalforma alakban. Felhasznalva, hogy a konjunktiv normélformaban diszjunkt hal-
mazok unidja jelenik meg, a vizsgalando egyenlGtlenség felirhatd

<A) Z d(kla-.~7kn)P (Alflﬂe..mAZn> 20
(k1,0 kn): kj==%1, j=1,...,n

alakban alkalmas d(k1, ..., k,) egylitthatokkal. Az (A) egyenl6tlenség nyilvan érvényes
minden Aj,..., A, halmazrendszerre, ha d(k1,...,k,) > 0 minden (kq,...,k,) argu-
mentumra. Ezért elég megmutatni, hogy amennyiben az (A) egyenlétlenség teljesiil
minden olyan specialis esetben, amikor az A;, 1 < j < n, halmazok mindegyike vagy

az ) biztos vagy az () lires esemény, akkor d(ki,...,k,) > 0 az Osszes (ki,...,kn)
argumentumra.

Ezt megmutatando, rogzitsiink egy n hosszisagi (kq,...,k,) £1 sorozatot, és de-
finidljuk ennek segitségével A;,..., A, halmazoknak azt a sorozatat, amelyre A; =
Q hak; =1, 68 A =0, hakj = -1, 1 < j < n. Ezzel a vilasztdssal az (A)
formula baloldalan szereplé kifejezés d(kq, ..., ky,)-nel egyenld, ezért ez csak ugy lehet
nem negativ, ha d(ki,...,k,) > 0. Mivel ezt az érvet minden lehetséges (k1,...,ky)

+1 sorozatra alkalmazhatjuk innen kovetkezik a lemma allitasa.

A wvaldszintlségszamitdsi szita formula bizonyitdsa a lemma segitségével. A lemma alap-
jan a valészinliségszamitasi szita formula azonossagat elegend6 abban a specialis esetben
beldtni, ha mindegyik A; esemény vagy a biztos vagy az iires esemény. Ekkor ugyanis
a szita formula azonossagaban szereplo kifejezések bal és jobboldalan szerepld formuldk
kiilonbségérol tudjuk, hogy az egyrészt nagyobb vagy egyenld, masrészt kisebb egyenlo,
mint nulla. Ezért az nulldval egyenlé. Tekintsiik azokat az eseteket, amikor az A;
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események kozott r darab biztos és n — r tires esemény van, 0 < r < n. Feltehetjiik,
hogy r > 1, mert r = 0 esetén, amikor mindegyik A; esemény az iires halmaz, az
azonossag mindkét oldala nullaval egyenlé. Ha 1 < r < n, akkor S; = (7) az 1 <[ <r

esetben, és S; =0, hal > r. Ezért az 1 < r < n esetben a szita formula jobboldalan allo
T

Kifejezés 5 (1)1 = S (—1)H (1) =1 3 (=1)'()) = 1 — (1—1)" = 1, a baloldali
=1

kifejezés pedig szintén P(A; U---U A,) = P(Q) = 1.
Hasonl6 meggondolasok alapjan a szita formulaban megfogalmazott egyenlétlensé-

gek igazoldsdhoz elég azt megmutatni, hogy 1— > (1)1 (}) <0, azaz > (—1)'(}) <0,
=1 1=0

S
ha 1 < s < r, és s paratlan szdm, és ZZ%(—I)I(?) > 0, hal < s < r, és s paros
szam. (A bizonyitandé allitas ezen redukcidjdhoz gy jutunk a fenti lemma segitségével,
hogy r-val jeloljiik azon A; halmazok szamat, amelyekre A; = (2, és felirjuk, hogy mit
jelent a lemma szerint bizonyitandé allitdas ebben az esetben. Az r = 0 esetben az
ellendrizend6 egyenl6tlenségek nyilvanvaléan teljesiilnek, mert ekkor minden tekintett
kifejezés nulldval egyenlé.)

A bizonyitandé egyenlGtlenségek kévetkeznek az alabbi tartalmasabb azonossagbol.

i(—l)l (Z) - (—1)8(7’ N 1), 0<s<r

1=0

Ez azonossag nyilvanvalé az s = 0 esetben, az altalanos esetben pedig az s valtozo
S

szerinti indukciéval kapjuk, hogy Y- (=1)'(}) = (=1)*~ (1)) +(=1)*(0) = (=1)*(" ).
1=0

l s—1 s s

Ismertetem a szita formula egy hasonléan bizonyithaté altaldnositasat.

A szita formula egy altalanositasa. Legyenek adva tetszdleges A1, ..., A, események
egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdén, és vezessiik be az N = N(w) valdsziniségi vdltozot,
amely egyend azon j indexek szamdval, amelyekre az w € A; reldcid teljesil. Ekkor

n—r .
i+
P(N =r7)= Z(—l)l( + )SHT, minden 0 < r < n szdmra,
i=0 ¢
ahol
So=1, Sp= >  PA,n-N4;,), 1<k<n
1<ip < <ig<n

Tovabbd ezen 0sszeq részletosszegei felvaltva also illetve felsé becslést adnak o tekintett
valosziniségekre, azaz

E (—1)1'(Z +r) Sitr > P(N=71) ha0<s<n-—r éss pdros szam.
)
i=0

S

E (—1)° <Z + T) Sitr <P(N=7r) ha0<s<n-—r éss pdratlan szdm.
i
i=0

8



Megjegyzés. Mivel P(N =0)=1—P(A1U---UA,) és Sy =1 ez az eredmény az r = 0
esetben megegyezik a szita formulaval.

A szita formula dltaldnositdsanak a bizonyitdsa. A szita formula bizonyitdsahoz ha-
sonléan ebben az esetben is redukalhatjuk a bizonyitandé allitas igazoldsat arra a
specidlis esetre, amikor a tekintett A; események kozott k darab €2 biztos és n — k
darab iires esemény van, 0 < k < n. S6t, azt is feltehetjiik, hogy k£ > r. Ugyanis k < r
esetén a felirt azonossag illetve egyenlétlenségek mind a két oldala O-val, mig k = r
esetén 1-gyel egyenld. Ugyanis S,y; = 0, ha r +4 > k, ami minden ¢ > O-ra teljesiil, ha
k < r. Ezért ebben az esetben a tekintett azonossag és egyenlotlenségek jobboldalan 0
all. A k = r esetben S,;; =0, hai > 1, és S,4o = 1. Méasrészt P(N = r) = 0, ha
k#r és P(N =71) =k, ha k =r. FEzekbdl az allitdsokbol kivetkezik az allitas fenti
redukcidjanak a jogossaga.

Mésrészt a tekintett specidlis esetben (amikor pontosan k darab biztos esemény

van, és a tobbi n — k esemény pedig tires) S,1; = (Tii), és (Ztr) (H’fr) = (f) (k:T) Innen

’

a bizonyitandé azonossag jobboldalan allé kifejezés

S )se= S () () = Sen () ()

i=0 i=0 =0
- Sk, k—r »
_ (’:) ;(_1)2 (k Z, ) = (ff) ;(1 — k=0,

ha k > r. Innen kovetkezik, hogy a felirt azonossig valdban érvényes. Az egyenl6tlen-
k—r )

ségek bizonyitasa hasonld, csak ebben az esetben a szdmolds végén a > (—1)° (kzr) =0

i=0

S .
azonossag helyett a szita formula bizonyitdsa sordn mér igazolt a > (—1)" (k ") >0, ha
i=0

S
0 <s<k—réss paros szam, és Z:O(—l)i(kz_.r) <0,ha0<s<k-—réss paratlan
szam egyenl6tlenségeket kell hasznézlni.

Bebizonyitok egy hasonlé azonossdgot, amelyben a P(N > r) valésziniiséget sza-
moljuk ki az Sj mennyiségek segitségével, azaz annak a valészintiségét, hogy legaldbb r
darab A; esemény kovetkezett be. Megmutatom, hogy ez a formula egyszertien levezet-
het6 az el6z6 eredményben bizonyitott a P(IN = r) valészintiséget kifejezd azonossaghdl.

Formula a P(N > r) valésziniiség kifejezésére. A szita formula el6bb megfogalma-
zott dltaldnositasaban bevezetett jeloléseket alkalmazva felirhatjuk a

P(NZT‘) :i(_l)i(i—i-?“'—l

)S’HT, minden 1 < r <n szdmra,
i=0

]

azonossdgot, ahol

So=1, Sj= > PA,n-NnA4;,), 1<k<n,

1<ii < <ip<n



A formula bizonyitisa. A képlet r = n-re érvényes, mert P(N > n) = S,, és az
azonossag jobboldalan &ll6 kifejezés is ezzel egyenl6 az r = n esetben. (Ekkor az 6sszeg
csak az i = 0 tagot tartalmazza.) Az azonossigot r szerinti backward indukciéval és a
P(N = r) kifejezésre mar bizonyitott azonossag segitségével bizonyitjuk be. Ugyanis,
ha az azonossagot tudjuk r 4 1-re, akkor felirhatjuk a

n—r—1

P(N>r)=P(N=r)+P(N>r+1)
(—1

~—, i+ i+
S (e
i=0 i=0
n—r—1 o n—r . .
azonossdgot. Mivel > (=1)'("t")Sipr1 = 3 (=1 1(**"") Sy, innen azt kap-
i=0 i=1
juk, hogy
— i+ t+r—1
P(N>r)= -1) - Sitr+ Sy
vz =3 ()= (500 e
— fitr—1
- Z(_l)z( . )Si—i-r"‘sfm
i=1 g
mivel ("JZ”") = (’;ﬁ;l) + (Hz_l), és ezt az azonossagot kellett bizonyitani.
Feladat:

Tekintsiik a jegyzet elején megfogalmazott példat, és szamoljuk ki az dltalanositott
szita formula segitségével annak valdszinliségét, hogy pontosan r, r > 0, hazaspar
tancol egyiitt. Mi e valészintiség hatarértéke, ha n — oo?

Megoldas: Az eredeti feladat megoldasa soran kiszamoltuk, hogy Sy = % Ezért az
altalanositott szita formula alapjan annak a valdszinlisége, hogy az n hazasparbol
allé tarsasdgban az egyiitt tancolé hazasparok NN, szama pontosan r

P =) = S0 (s = 0 () i - %Z(—n%

=0

: 1 — 111
nILI%oP(N:T) - ﬁE :(_1) A e
| & Y

Megjegyzés. Az eloz6 feladat eredménye specidlisan azt jelenti, hogy a feladatban te-
kintett egymassal tancolé hazasparok szamanak eloszlasa tart az 1 paraméteri Poisson
eloszlashoz, ha n — oo.
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Tekintsiik a kovetkezé moédositott feladatot. Legyen adva n hazaspar, és tancol-
janak a feleségek egymdas utan egy véletleniil kivéalasztott férfival tigy, hogy minden
férfit egyforma valdszintiséggel valasztanak, és minden egyes ilyen parvalasztas fiiggetlen
egymastol. (Lehetséges, hogy lesz olyan férj, amely tobbszor, illetve olyan férj, amely
egyszer sem tancolt.) Kérdés: Mi annak a valésziniisége, hogy pontosan r feleség tancolt
a férjével? Mi ennek a valdszintiségnek a hatarértéke rogzitett r szamra, ha a hazasparok
n szama tart a végtelenhez?

Ezt a feladatot a benne szereplo fliggetlenségi tulajdonsagok miatt kénnyen meg

lehet oldani. Nevezetesen a keresett valoszintliség értéke (Z) (%)T (1 — %)n_r, aminek a
hatarértéke rogzitett r szamra n — oo esetén %6_1. (Vegyiik észre, hogy (1 — %)n_r =
(1- %)_T (1- %)n — et és () (%)T — 4, han — oco.) Egyébként a kapott
eredmény a fiiggetlen valdsziniiségi valtozdkra vonatkozd Poisson eloszldsi hatarelosz-
lastétel specialis esete, amely azt adja, hogy a keresett hatarérték megegyezik annak
a valészintiségével, hogy egy 1 paraméterti Poisson eloszlasi valdszintliségi valtozo az r
értéket veszi fel.

Tehat a tekintett két feladatban ugyanaz a hatéareloszlas jelent meg. Ez a kovetkezo
ténnyel van kapcsolatban. Az eredeti feladatban az a megkotés, hogy az a férj, akit
egyszer kijeloltek tancpartnernek nem vélaszthaté mégegyszer tancpartnernek a fiigget-
len parvalasztds bizonyos megszoritdsat jelenti, de ez egy nagyon enyhe megszoritas.
Ezért a férjiikkel tancold feleségek szdma felirhatd, mint olyan valdszinliségi valtozok
Osszege, amelyek ugyan nem fiiggetlenek, de majdnem azok. Ezért 6sszegiik hasonlo
hatareloszlastételt teljesit, mint amilyennel a fiiggetlen esetben taldlkoztunk.

2. kiegészités. A vizsgdlt hatdreloszldstétel eqy mds bizonyitdsa.

Tanulsagos lehet megmutatni, hogy hogyan lehet egyszeriien (a szita formula hasznélata,
nélkiil) bebizonyitani azt, hogy az e jegyzet feladatdban vizsgdlt egyiitt tdncolé hazas-
parok szamanak a hatéareloszlasa az 1 paraméterti Poisson eloszlas, ha a héazasparok
szama tart a végtelenhez.

A bizonyitas a kovetekezd két lemman alapul.

1. lemma. Tekintsiik a kévetkezd feladatot. Egy estélyen megjelenik n hdzaspdr. Egy
tancmester, aki nem tudja, hogy kik hdzastdrsak és kik nem, véletlen modon pdarba ren-
dezi a férfiakat és noket a tanc elott. Jelolje T, az egyiitt tancolo hdzaspdrok szdamdt.
Mutassuk meg, hogy E(j;c”) = % minden 1 < k < n szdmra.

2. lemma. Legyen ( = () egy X\ paraméterd Poisson eloszlasu valosziniiségi valtozo.
k
Ekkor E(i) =2~ minden k=1,2,... szdmra

k!
1. lemma bizonyitdsa. Vezessiik be minden 1 < j7 < jo < --- < Jr < n k hossziusagu
sorozatra a kovetkezd n(j1, ..., jx) valdszinliségi véltozot: n(ji,...,Jk) = 1, ha a ji-ik,

Jo-ik, ... jg-ik hdzasparok mindegyike egymadssal téncol, és n(ji,. .., jr) = 0 egyébként.
Ekkor
T, . .
(l{f) - Z n(]la"'vjk)v
1<ji < <jr<n
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ahonnan

T, . :
E<k’): | Z En(j1,---,Jk)-
1< < <gr<n

Viszont En(j1,...,Jk) = w ahonnan E( ") = (2)% & amint allitottuk.

2. lemma bizonyitdsa.

C_OO n/\n_)\__)\k 1/\nk _)\OO /\nk )\k
E(k =2 () e =™ B (n— k) Z B

n==k n==k

Az 1. és 2. lemmabdl kovetkezik, hogy az 1. lemmadaban definidlt 7, valamint
egy a 2. lemmdéban tekintett ( = (4 A = 1 paraméterti Poisson eloszlast valészintiségi
valtozok momentumaira érvényes a hm ETF = EC* azonossdg minden k = 1,2,. ..

szamra.
Valdban, vegyiik észre, hogy a F (1;”) = E(g) = 1, ami az ott megfogalmazott
allitasok megfelel6je az ‘elfajuld’ k = 0 esetben. Tovabba megadhatd az E(Z) kifejezés

E(}) = mEnn—=1)---(n—k+1) = 3 (En*+ By_1xEn* " +-- -+ B1 1, En+ Bo1,) alaki
formaban alkalmas B, 0 < j < k—1 konstansokkal. Ezen konstansok értékeit explicit
modon meg lehet adni, de erre nem lesz sziikségiink. Ebbdl a relaciobdl az is kovetkezik,
hogy az En* momentumot ki lehet fejezni az F (;’), 0 < j < k, kifejezések linedris

kombinacidjaként. Az ETF momentum hasonléan kifejezhetd az E (7;."), 0< 75 <k,
kifejezések linearis kombinaciéjaként ugyanazon egytitthatokkal. Ebbdl a tényb(')'l, illetve
az 1. és 2. lemmabdl kovetkezik, hogy hrn ETF = EC* minden k =0,1,2,... szdmra,

amint allitottam.
Viszont a valészinliségszamitas alapvetd eredményeibdl kovetkezik, hogy ha teljestil

a lim ETF = EC* reldcié minden k = 0,1,2,... szédmra és egy Poisson eloszldsi ¢
n—oo

valészintliségi valtozéra, akkor a T), valészinliségi valtozok eloszlasban konvergalnak a ¢
valoszintliségi valtozdhoz.

Az, hogy eloszlasok momentumainak a konvergencidjabdl egy Poisson eloszlasu
valészintiiségi valtozdé momentumaihoz kovetkezik az eloszlasok konvergenciaja ezen Pois-
son eloszlasi valészintliségi véaltozé eloszlasahoz kovetkezik a kovetkezd harom feladat
eredményeibdl. Valdjdban egy élesebb allitas is kovetkezik ezen feladatok eredményei-
bol. Az, hogy ha eloszlasok egy sorozatdnak minden momentuma konvergél egy olyan
eloszlas megfelel6 momentumahoz, amelynek eloszlasat egyértelmiien meghatarozzék
momentumai, akkor az eloszldsok sorozata konvergdl ehhez az eloszldshoz.

1. feladat:

Legyen adva u,, n = 1,2, ..., valészinliségi mértékek egy olyan sorozata, amelyre

létezik a lim [2¥p,(dz) = Bj < oo hatdrérték minden k& = 1,2,... indexre.
n—oo

Ekkor a p,, sorozat relative kompakt, azaz minden pu,,, részsorozatanak van g,
J
eloszlasban konvergens részsorozata.
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2. feladat:

Legyen adva u,, n = 1,2,..., valészinliségi mértékek egy olyan sorozata, amely
eloszlasban konvergdl egy o valdszinliségi mértékhez, tovabba amelyre létezik a
lim [ 2*u,(dr) = By < oo hatdrérték minden k = 1,2,... indexre. Ekkor ez a
n—oo

hatdrérték teljesiti a By, = [ 2% uo( dx) reldciét minden k = 1,2,... indexre.

3. feladat:

Legyen adva pu,, n = 1,2,..., valésziniiségi mértékek egy olyan sorozata, amelyre
lim [2¥p,(dz) = [2¥po(dr) minden k = 1,2, ... indexre valamely o valészinii-
n—oo

ségi mértékkel. Ha a pg mértéket meghatarozzak momentumai, akkor a pu,, sorozat
eloszlasban konvergal a pg valdszintiségi mértékhez.

Segitség: Az elsé feladat megoldasdban a valdszintiségszamitds altalanos eredményei
alapjdn elég ellendrizni, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan K = K (¢g) szdm,
amelyre p,(z: |z|] > K) < ¢ minden n = 1,2, ... indexre. Ez igaz, mert a feladat
feltételei szerint [ ?u,(dz) < B alkalmas B > 0 szammal minden n indexre.

A gyenge konvergenciabdl kovetkezik, hogy lim ff‘A ¥, (dr) = fj‘A 2o (dx)
n—oo

minden olyan A szamra, amely folytonossagi pontja a pg mértéknek. Ahhoz, hogy
a 2. feladatot ennek alapjan A — oo hatardtmenettel megoldjuk elég belatni, hogy
minden k egész és ¢ > 0 valds szamra létezik olyan B = B(k,e) szam, amely-
re [ o[> B 2|y (dz) < e minden n indexre. Viszont [ o[> B 2| * e (dr) <
= [ o[> B 2?1y (dz) < g7 [ |2[** s (dz) < € minden n > 1 indexre, ha B elég
nagy. Némi plusz munkaval lathato, hogy ez a becslés n = 0 indexre is érvényes.

A 3. feladat allitasa egyszeriien kovetkezik az els6 és masodik feladat eredményébol.
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