TOVABBI FELADATOK

A kovetkez6 feladatok véletlen bolyongasokkal kapcsolatos kérdésekrol szélnak.
Tekintsiik egy szabdlyos pénzdarab végtelen sok egymds utani (fliggetlen) dobdasat, és
tekintsiink egy részecskét, amely az origdbdl indul el, és az egész szdmok racsan lépked a
kovetkez6 szabaly szerint. Tartézkodjon a részecske az n — 1-ik 1épés utan n = 1,2, ...,
valamely j-pontban. Ekkor az n-ik 1épésben a részecske a j + 1 pontba 1ép, ha az n-ik
pénzdobés eredménye fej, (azaz ebben az esetben 1-et 1ép jobbra), és a j — 1 pontba 1ép,
ha az n-ik dobds eredménye irds, (azaz ebben az esetben 1-et 1ép balra). A részecske
altal egymas utan megtett 1épések sorozatat a részecske bolyongasanak nevezziik.

Feladatok.

1.) Mi annak a val6sziniisége, hogy a részecske a bolyongas 2n-ik 1épésében visszatér
az origoba?

2.) Mi annak a val6sziniisége, hogy a részecske a bolyongds 2n-ik 1épésében tér vissza
el6szor az origbba?

3.) Mi annak a valdsziniisége, hogy a részecske a bolyongas 2n-ik lépésben visszatér az
origdba, és az azt megelozo 1épésekben csak nem negativ szamokat latogatott meg?

4.) Mi annak a val6szintiisége, hogy a részecske a bolyongas elsé n lépésében csak nem
negativ szamokat latogatott meg?

Megoldasok:

1.) A részecske akkor 1ép vissza az origéba a bolyongas 2n-ik 1épésében, ha az elsé
2n 1épésben pontosan n-szer lépett jobbra, és n-szer lépett balra, azaz az els6
on pénzdobédsban n darab fej és n darab irds dobds volt. Osszesen (2:) ilyen
2n hosziisagi dobdssorozat van, és mindegyiknek a valészintisége 272". Ezért a
keresett valészintiség ()22

2. Vezessiik be a bolyongas X (0), X (1),..., X (2n) palydit, ahol X (j) jeloli a részecske
tartozkodési helyét a j-ik 1épés megtétele utan, (természetesen X (0) = 0), és te-
kintsiik a pélya dltal meghatarozott (0, X (0), (1, X(1)), ..., (2n, X(2n)) pontokat
osszekotd torottvonalat. Szamitsuk ki az olyan palydk szamét, amelyekre X (j) < 0
minden 1 < j < 2n — 1 indexre és X (2n) = 0. Az ilyen pélydk altal meghatérozott
torottvonalak dtmennek az (1,—1), és a (2n — 1, —1) pontokon, és X(j) < 0, ha
1 < j < 2n—1. Az olyan pontok szdama, amelyekre az altaluk meghatarozott
toréttvonalak dtmennek az (1, —1), és a (2n — 1, —1) pontokon (2:__12). Szamoljuk
ki hédny olyan palya van ezek kozott, amelyre 1étezik olyan [ szam, amelyre X (1) > 0.
Egy ilyen péalyéra létezik olyan j, 1 < j < 2n — 1, index is, amelyre X (j) = 0, és
jelolje jo a legkisebb ilyen indexet. Az &sszeszamolando, az (1,—1) és (2n — 1,1)
pontokat 6sszekotd “rossz” gorbéket meghatarozo palyak szamat meghatarozhatjuk
a kovetkezo tiikrozési elv segitségével. Minden ilyen palyanak feleltessiik meg azt az
X(5), 1 < j < 2n—1 pélyét, amelyre X (j) = X;, ha 1 < j < jo, és X(j) = =X (4),
ha jo < j < 2n — 1. (Azért nevezzik ezt a mddszert tiikrozési elvnek, mert
geometriailag a kovetkezoképp interpretalhato. Vegyiik a palya altal meghatarozott
torottvonalat, hagyjuk el beléle a (0,0) és a (2n,0) pontot, illetve az e pontokbdl
kiindul6 szakaszt, és nézziik azt a torottvonalat, amelyet gy kapunk, hogy ennek
a torottvonalnak az abszcissza elso elérése utan levo részét tiikkrozziik az abszcissza



tengelyre.) Be lehet 14tni, hogy ez az X (-) — X (-) leképezés kolcséndsen egyértelmii
megfeleltetés az Osszeszamolandé X (j), 1 < j < 2n — 1 pélyak és azon X (j), 1 <
j < 2n—1, palyak kozott, amelyekre X (1) = —1, és X(2n—1) = 1. Az X (¢) tipusi
palyak szdma (Q"n_z). (Ezek ugyanis olyan pélyak, ahol 2n — 2 1épésben n — 2-szer
1épiink balra, és n-szer 1épiink jobbra.) Ezért azon X (j), 0 < j < 2n, pélyak szama,
amelyekre X (j) > 0 valamilyen 1 < j < 2n—1 indexre, és X (2n) =0 (2”7:2). Innen
azon X (j), 0 < j < 2n, palydk szama, amelyekre X (j) < 0 minden 1 < j < 2n —1
indexre és X (2n) = 0, (**7) — (**%) = (")) (1—=2) = L(>7). Mivel
minden 2n hosszisagi palya valdszintisége 2727, és figyelembe kell venni azokat a
palydkat is, amelyekre X (2n) = 0, és X(j) > 01 < j < 2n — 1 indexre, ezért a
keresett valOsziniiség n222" (27’::12 )
A vélasz m(?) Ezt a 2. feladat megoldasahoz hasonldéan bizonyithatjuk,
de kozvetleniil is visszavezethetjiik ra. A feladat feltételeit teljesité 2n hosszisagu
palyak szamat Osszeszamolhatjuk ugy, hogy minden ilyen palya elé elhelyeziink
egy +1 utdna pedig egy —1 1épést. fgy a keresett 2n hosszisagi palyak szama
megegyezik az olyan 2n + 2 hosszi pélydk szaméval, amelyekre X (2n + 2) = 0, és
X(j)>0,hal<j<2n+1.
Elegendo6 a feladatot paratlan, azaz 2n + 1 alakd lépésszamok esetén megoldani.
Ugyanis ilyen esetben a bolyongds értéke az utolsé 1épésben egy paratlan értéki
szam, és ha ez nem negativ, akkor a bolyongas értéke kovetkezo 1épés utan is nem
negativ.
Jeldlje pr, = pr(2n + 1) annak a valészintiségét, hogy a bolyongés 2n + 1 1épésben
a k pontba keriil, és a bolyongas az els6 2n + 1 1épés valamelyikében negativ
értéket is felvesz, P, = Pi(2n + 1) pedig jelolje annak a valészinliségét, hogy a
bolyongas a 2n + 1-ik lépésben a k pontba jut. Ekkor a minket érdeklé esemény
o.@]

komplementerének a valdsziniisége > pg, és a vizsgédlt esemény valdsziniisége
k=—00
o0

1— > pg. Ezért a feladat megoldésa érdekében érdemes kiszamolni a py valo-
k=—o0

szintiségeket. Ezt a 2. feladat megoldasahoz hasonléan a tiikrozési elv segitségével
megtehetjik.

Vegyiik észre, hogy P, = pr = 0, ha k paros szam, és P, = px, ha k < 0. Ha
k paratlan pozitiv szam, akkor pr = P_j;_o. Ugyanis, ha tekintiink egy olyan
bolyongast, amelyre az altala meghatarozott torottvonal a 2n + 1-ik 1épés utén a k
pontba ér, (k > 1,) és valamely korabbi idépontban meglitogatja a —1 pontot, és
tiikrozziik e torottvonalnak a —1 pont els6 meglatogatasa uténi részét az y = —1
egyenesre, akkor kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést létesitiink ezen bolyongasok
és az olyan bolyongasok kozott, amelyeknek az értéke a 2n 4 1-ik 1épés utan —k — 2.

[ee)
Ezért py = P2 = Pyio,hak>1. Innen 1— > ppr=1—> Prio— >, P =
k=—oo k>0 k<0

1— > P, = P;. E szdmolédsban felhasznédltuk, hogy > P, =1, és Py, = 0
k#1 k=—o0

minden k-ra. Ezért a keresett valészintiség 2n + 1 paraméterrel 27271 (> +1),
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Az el6zo feladatokhoz kapcsolodo tovabbi problémdk.

5.) Adjunk nagy n szdmokra jé aszimptotikat az els6 és mésodik feladat megolddsaban
kapott eredmény nagysagrendjére, azaz annak valoszinliségére, hogy egy bolyongas
az n-ik lépésben visszatér az origoba, illetve annak valdsziniiségére, hogy a bolyon-
gas az n-ik lépésben tér oda vissza el6szor.

Megoldas: Alkalmazzuk a Stirling formulat, amely szerint n! ~ v/2mn (%)n nagy
n-re, azaz a két oldalon levo kifejezések hanyadosa 1-hez tart, ha n — oo. Ennek

2n 2n
alapjdn (%) = (72172) + ~ Yhmn (( - ))2n = \/}T—n22”. Innen az els6 feladat eredménye
(27:1 )27 ~ ﬁ, a mésodik feladat eredménye pedig —- (2;1:12) ~ W.

Egy bolyongés 1 valészintiséggel visszatér az origoba. Ez kovetkezik példdul a 4.
feladat eredményébol. Az ugyanis, hogy a bolyongds nem tér vissza az origbba azt
jelenti, hogy az vagy minden n > 1 idopontban pozitiv vagy minden n > 1 idépontban
negativ értéket vesz fel. Viszont a 4. feladat eredménye alapjan mind a két esemény
valészinfisége nulla. (Ugyanis 2727~1(***1) ~ const.n™%/2 — 0, ha n — o0.) A
méasodik és otodik feladat eredménye alapjan viszont meg lehet mutatni, hogy ez csak
sokara kovetkezik be, az elso visszatérés idejének a varhaté értéke végtelen. Ezen két
allitasnak tobb bizonyitasa ismeretes. Most egy olyan megoldast targyalunk, amely két
onmagaban is érdekes azonossag bizonyitasan alapul.

6.) Rogzitsiink egy n pozitiv egész szdmot és a [0,n] intervallumot. Tekintsiink egy
olyan bolyongéast, amely valamely x (egész) szdmhoz tartozé pontbdl indul ki, 0 <

x < n. Annak a valészintisége, hogy a bolyongas a 0 és n pontok koziil az n pontot

ldtogatja meg elészor -, annak, hogy a 0 pontot, 1 — .

7.) Tekintsiik az el6z6 feladatban vizsgalt x pontbdl kiindulé bolyongast. A 0 vagy n
pont valamelyikének az elsé meglatogatasahoz sziikséges 1épésszam véarhato értéke

z(n —x).

Az 5. és 6. feladat megoldasaban felhasznaljuk azt a tényt, hogy 1 annak a
valésziniisége, hogy a 0 és n pont valamelyikét meglatogatjuk, s6t az is igaz, hogy a
két pont valamelyikének az els6 meglatogatasahoz sziikséges 1épésszam varhatéd értéke
véges. Aztan egy kiilon feladatban ezt is belatjuk.

A 6. és 7. feladat megolddsa.

6.) Legyen p(z) annak a valdsziniisége, hogy az x pontbdl kiindulva az n pontot
latogatjuk meg el6szor, ¢(z), hogy a 0 pontot. Ekkor p(z) + ¢(z) = 1, p(0) = 0,

p(n) =1, és p(x) = %(p(:c —1)+p(x+1)) minden 1 <z <n — 1 szdmra. Legyen

p(1) = y. Ekkor alkalmazva rekurzive a p(z) = i (p(x — 1) + p(z + 1)) azonossagot
minden k£ = 1,2,... szadmra kapjuk, hogy p(k) = ky, k =1,...,n — 1 Végiil alkal-
mazva ezt az azonossagot x = n — l-re kapjuk, hogy (n — 1)y = 3((n — 2)y + 1),
ahonnan y = 2, p(z) = £, ¢(z) =1— £,

7.) Jelolje f(x) a 0 vagy n pont valamelyikének az els§ meglatogatdsahoz sziikséges
lépésszam varhat6 értékét, ha az x pontbdl indul a bolyongéds. Ekkor f(x) =
(flz=1)+f(z+1)+1, hal <z <n-—1,¢é f(n) =0, f(0) = 0. Vezessiik be a
g9(z) = f(z)~z(n—2). Mivel 2(n—z) = 3[(z—1)(n—(z—1))+(z+1)(n—(z+1))]+1,
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10.)

ezért g(z) = 3[g(x — 1) + g(z + 1)], ha 1 <z < n — 1. Tovabb4 g(0) = g(n) = 0,
ahonnan g(x) =0, f(x) = (n — ) minden 0 < x < n szamra.

Lassuk be a 6. és 7. feladat még hianyzo részét, azt hogy a tekintett bolyongasok-
ban a 0 vagy n pont valamelyikének az els6 meglatogatdsdhoz sziikséges 1épésszam
varhaté értéke véges.

Megoldds: Jelolje Ay azt az eseményt, amely akkor kovetkezik be, ha a bolyongas
m-ik 1épése minden kn < m < (k + 1)n szdmra +1-gyel egyenld. Vezessiik be azt
a Z valbsziniségi valtozot, amely kn-nel egyenld, ha az Ay esemény bekovetkezik,
de az A; esemény j < k indexre nem kovetkezik be. Ekkor a Z valdszinliségi
valtozé nyilvan nagyobb, mint a keresett 1épésszam. Ezért elég megmutatni, hogy
EZ < oo. Ez viszont kénnyen ellenérizhetd, mert P(Z = kn) = (1 — p)k~1p,
p = 27" paraméterrel.

Mutassuk meg a 6. és 7. feladat eredményének a segitségével, hogy egy az origébol
indul6é bolyongas 1 valdszintliséggel visszatér az origéba, viszont a visszatéréshez
sziikséges 1épésszam varhaté értéke végtelen.

Megoldas: Elég megmutatni, hogy a visszatérés feltételes valdoszinlisége 1, az elso
visszatérés idejének feltételes varhatd értéke pedig végtelen ama feltétel mellett,
hogy a bolyongas elsé 1épése +1 volt. Eme feltétel mellett viszont annak a va-
l6szintisége, hogy a bolyongas a nulldba hamarabb tér vissza, mint az n pontba
1 - % Innen n — oo hataratmenettel kapjuk, hogy az origéba vald visszatérés
valoszinlisége 1. Hasonléan az origoba vald elsé visszatérés idejének a varhatéd
értéke nagyobb, mint annak az idének a varhato értéke, ami arra kell, hogy vagy az
origdt vagy az n pontot elérjiik. De ez utébbi varhaté érték n-nel egyenld. Innen
n — oo hataratmenettel kapjuk a varhato értékre vonatkozé allitast.

Minden z > 0 szamra

(l _ i) p(z) <1—®(z) < éw(w),

z a3

ahol ®(z) és p(z) a standard normélis eloszlas és stirliségfiiggvény.
Altalanosabban, minden k& > 0-ra teljesiil a

2k+1 (—1)ZCZ 2k (—1)lCl

Z TR go(x)<1—<I>(x)<Z TR o(z), haz>0
=0 =0

egyenlotlenség alkalmas ¢; > 0 konstansokkal, ahol ¢o = 1, ¢y = 1, co = 3, és a

tovabbi konstansok is explicit médon megadhatoak.

Megoldds: Parcialis integralassal kapjuk, hogy minden z > 0 szdmra

Vor(l — &(x)) = /:o e v /2 du = /:O 1 (ue_“2/2> du

u
o0 oo
= 1e_f’“"z/Z —/ ie_“2/2 du = l6_9”2/2 —/ 1 (ue_“2/2> du
x TR x L ud
1 —z2/2 1 —z2/2 /OO 3 —u?/2
= — - — — du.
xe 3336 + ; u4e U
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Az 1—®(x) kifejezésre a mésodik sorban kapott kifejezésbél kapjuk, hogy 1—®(z) <
%go(:zs), a harmadik sorban kapott kifejezésbél pedig azt, hogy (— — x%) p(r) <
1—®(z).

Az altalanosabb allitas tovabbi parcidlis integrdlassal hasonlé médon bizonyithaté
be.

Megjegyzés: Sok vizsgalatban elég az 1 — ®(z) fiiggvény nagysdgrendjét olyan pon-

tossdggal tudni, hogy 1 — ®(x) ~ const. 1 e~ /2 nagy x szamokra. Ez heurisztikusan
e /2 qu ~ [T L e="/2 qu, ahol a h

.. ’” 7 7’ rd m
a kovetkezéképp lathats. 1 — ®(z) = [ \/ﬂ =€
konstanst gy érdemes valasztani, hogy az integrandus a konstansszorosara csokkenjen.
Ez azt sugallja, hogy vélasszuk h-t h = 1-nek, mert (z+1)? = 2%4+2+0(1), és 1—®(z) =

—u?/2 z+h 1 —u?/2 2 t. ,—x?/2
f \/ﬁ u/dufo \/T?eu/ m/_cor;se:r/
gondolds alapjan azt varjuk, hogy ha u(z) sima, (differenciadlhaté) monoton fiiggvény,

amely gyorsan tart végtelenhez a végtelenben, akkor fxoo e M) dt ~ const. u,%w)e_“(x)
nagy x szamokra.

du ~ const. he™ . Hasonlé meg-

11. Legyenek &1,&o, ..., fliggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok.
Mutassuk meg, hogy minden x valds szamra

lim P < max. &k < \/210gn—loglogn—log47r+a:> —e "

n—oo

Megoldds: Vezessiik be az x,, = /2logn — loglogn — log4m + x jelolést, és irjuk
fel a P (1%?2{ e <mp ) = ®(z,)" = (1— (1 —®P(x,))" azonossigot. Az ezen

azonossag jobboldaldn all6 kifejezést jol tudjuk becsiilni az 1 — ®(x) kifejezésre az
el6z6 feladatban adott alséd és felso korlat segitségével. Valdban, fellrhatjuk hogy

_ _$2/2> _ _ 2y/mlogn —z/2
P (lglgécn & < xn> < (1 mwne (1 ~arm n® . Tovabba,
24/ mlogn

Va=n— = 1, innen azt kapjuk, hogy

mivel lim

n—oo

: : 1 —x/2 " —e—®/2
lim sup P max §k <z, | <limsup|1l— —e =e .
n

Hasonléan, a

1 /1 1 20\ "
p n) > (1 — (== )e ™/
(s o) = (- 7 (5 - 5g) )

egyenlotlenségbdl kapjuk, hogy liminf P ( max & < Cﬁn) > oo
n—00 1<k<n
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Megjegyzés: Némi szamolas mutatja, hogy a 11. feladat eredménye ekvivalens a ko-
vetkezo allitassal: Ha &1,&o,. .., fliggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozok, akkor minden x valds szamra

lim P ¢ 51 loglogn — log 4w < x T
im max & — ogn — = .
n—00 1<k<n & & 2y/2logn v2logn

A 11. feladat eredménye alapjan fiiggetlen, standard normalis eloszlasu &1,...,&,
valészintliségi valtozok max & maximuma majdnem 1 valdszintiséggel a /2 logn szam
n

kozelében koncentralédik. Nem nehéz beldtni a fenti szdmoldsokhoz hasonld modon,
hogy E Jmax & < 2logn. A 2008. évi Schweitzer verseny alabb targyalandé valo-
n

szinliségszamitasi feladata azt allitja, hogy ez a becslés nem csak fiiggetlen normalis
valoszinliségi valtozdkra érvényes.

12. Legyenek &1, ..., &, (nem feltétleniil fiiggetlen) nulla varhaté értékii normalis elosz-
last valészintiségi véltozdk, amelyekre FEZ < 1, 1 < k < n. Ekkor

E max & < +/2logn.

1<k<n

Megoldads. Legyen Z = E max &k. Ekkor a Jensen egyenlGtlenség alapjan tetszole-
SKRSn
n
ges t > 0 szdmra e”'? < Eel? | azaz EZ < %log Eet?. Mivel Eet? < E Y. Eesx <
k=1
t2/2

ne’ /¢, innen

22 _ logn
t o

1
< —
Elglgécn & < " log ne

és t = \/2logn vélasztassal adddik a feladat allitasa.

A centrilis hatareloszlastétel szerint sok fiiggetlen valdszinliségi valtozé Osszege
nagyon altalanos feltételek mellett kozel normélis eloszlasi. Az alabb targyalandé
Cramer—Lévy tétel szerint viszont egy ilyen osszeg csak akkor lehet pontosan normalis
eloszlast, ha az Osszes 0sszeadandd normalis eloszlasi.

Cramer—Lévy tétel. Legyen & ésn két figgetlen valosziniiségr valtozo, amelyekre € +n
normalis eloszlasi. Ekkor & és n is normadlis eloszldsi.

Ennek az eredménynek rendkiviil érdekes torténete van. Ezt az allitast Paul Lévy,
aki hires volt rendkiviili intuiciéjardl, fogalmazta meg sejtés formdjaban, és e sejtés
néhany kovetkezményét is megadta. Harald Cramer bizonyitotta be Lévy sejtését.
Bizonyitasaban fontos szerepet jatszottak bizonyos komplex fliggvénytani gondolatok.
Lévy ezzel a bizonyitassal elégedetlen volt, mert 6 mas meggondolasok alapjan latta,
hogy sejtése igaz. Az, hogy mi volt Lévy heurisztikdjanak az alapja valészintlileg 6rok
rejtély marad.

Cramer bizonyitdsanak gondolata a kovetkezd volt. Jeldlje o(t) = Ee's és ah(t) =
Eeln —0co <t < 00, & és 1 karakterisztikus fiiggvényét. Feltehetjiik, hogy ¢ +n standard
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normalis eloszlasu. Ekkor ¢(t)y(t) = e~/2. Azt kell beldtni, hogy ez az azonossag csak
ugy teljesiilhet, ha ¢() és 1(:) normaélis eloszldsok karakterisztikus fliggvényei. A {6
problémat az okozza, hogy rendkiviil nehéz kihasznélni a bizonyitasban azt a tényt, hogy
o(t) és 1(t) karakterisztikus fliggvények, azaz nagyon speciélis tulajdonsagu fiiggvények.

Cramer a kévetkezo médon gydzte le ezt a nehézséget. Belatta, hogy nemcsak a 41
hanem a £ és n valdszintliségi valtozok abszolut értékei is rendkiviil kis valdszintiséggel
vesznek fel nagy értékeket. Innen kovetkezik, hogy hogy mind a ¢(-) mind a (-)
fiiggvény kiterjesztheté egy az egész komplex szdmsikon holomorf fiiggvénnyé, és a
o(2)(z) = e~ /2 azonossag minden komplex szamra érvényes. Ezért a ¢(z) fiiggvény
sehol sem nulla, és definidlhatjuk a logy(z) holomorf fiiggvényt. Innen és a (z)
fliggvény nagysagara kapott becslésekbdl, illetve a Liouville tétel egy nem-trividlis valto-
zatabdl kovetkezik, hogy p(z) = eAZ"+B2+C ylakii. Ezen eredmény segitségével konnyen
lathatd, hogy ¢(t) egy normalis eloszlasi valészintiségi valtozé karakterisztikus fiiggvé-
nye. Ugyanez elmondhaté a ¢ (t) fliggvényrol is.

13.) Bizonyitsuk be a Cramer—Lévy tételt.

Megoldas. Lassuk el6szor be, hogy létezik olyan B > 0 és C' > 0 szam, amelyre
P(|¢] > 2) < Be=°"" minden x > 0 szdmra. Létezik olyan A > 0 szém, amelyre
P(|n| < A) > %. Ekkor az z > A szdmokra P(|¢| > z) < 2P(|¢| > z,|n| < A) <
2P(|¢ +1n| >z — A) < 4e=@=4%/2 Innen kovetkezik, hogy P(|¢| > z) < Be=¢"
minden x > A szdmra alkalmas B > 0 és C' > 0 szdmokkal. A B szam esetleges
novelésével elérhetjiik, hogy ez az egyenl6tlenség minden z > 0 szdmra érvényes
legyen. Felirhatjuk, hogy |Fe*¢| < EeRe*¢ < FelRezllEl = fooo elRe 217 B ((dx) minden
komplex z szamra, ahol F(z) = P(|{| < z) a |¢| valészinliségi véltozé eloszlasfiigg-
vénye. Innen a most bizonyitott egyenlotlenség alapjan parcidlis integrdlassal azt
kapjuk, hogy

|Ee**| S/ (1 — F(z))delBe?lr < B|Rez\/ o—Ca’+[Rezlz g,
0 0
= B[Re z|e/3*1"/O*/or /O < K2 (Re2)’ < [ Kol

alkalmas K1 > 0 és Ky > 0 szamokkal.

Vezessiikk be a ¢(z) = Ee*¢ és (z) = Ee*" fiiggvényeket minden komplex z
szamra. Valos t értékekre megszoritva e fiiggvények a & és n valdszinliségi valtozok
karakterisztikus fiiggvényeivel egyenléek. Az eddigi becslések alapjan |p(z)] <
KieK221” | 65 hasonléan [ (z)] < KieK2l2” alkalmas K > 0, és Ky > 0 szémokkal.
Tovabba a (z) és ¥ (z) fuggvények holomorfak az egész komplex szamsikon. En-
nek indokldsdul Weierstrass tételére érdemes hivatkozni, amely szerint egy tar-
tomanyban egyenletesen korldtos holomorf fiiggvények limesze is holomorf ebben a
tartomanyban. Ezenkiviil azt kell észrevenni, hogy a £ és n valdszintiségi valtozok
alkalmas diszkrét kozelitésével a ¢(-) és ¢(-) fliggvényeket eléallithatjuk ¢(z) =
nlirréo on(z) és Y(z) = nh_)ngo ¥, (z) alakban, ahol ¢, (2) és 1, (z) olyan holomorf
fiiggvények, (e kozelité fiiggvények > ak?** alakiak alkalmas ay és by konstansok-

kal, ahol véges Gsszegeket vesziink), amelyekre |, (2)] < K1eX21#% és |, (2)| <
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K el ” minden n = 1,2,... indexre és z komplex szamra. A holomorf fliggvé-
nyek egyértelmii kiterjesztésérél szolé eredmény alapjian ¢(z)y(z) = e=*"/2 minden
z szamra, és specidlisan ¢(z) # 0 minden z szamra.

Innen az is kovetkezik, hogy definialhatjuk az egész komplex szamikon holomorf
log p(2) fiiggvényt, és arra Re (log o(2) < log Ko + K,|z|?. Valéban, mivel %
holomorf az egész komplex szamsikon, és ¢(0) = 1, tekinthetjiik a logy(z) figg-
vény kovetkezd verzidjat: logp(z) = OZ % du, ahol tetszOleges a 0 és z pontot
Osszekotd szép gorbén tekinthetjitk a fenti komplex integralt. Mivel |elo8#)?)| =
lp(2)] < Kyef2l2 g |eKZ2| = eRe(K2) minden 2 komplex szamra innen adédik,
hogy Re (log¢(2)) < log K1 + K3|z|?. Re (logp(z)) harmonikus fiiggvény, (mert
egy holomorf fiiggvény valés része). Ezért a fenti egyenl6tlenségbdl és a Liou-
ville tétel egy mély altalanositasdbdl kovetkezik, hogy Re (log(p(z + iy)) az = és y
valtozdk egy egy médsodfoki polinomja, és ennek analitikus kiegészitése log ¢(z) =
Az2 + Bz + C alaki. Ezért o(t) = et +BHC alakii. Tovabba mivel o(t) karakter-
isztikus fiigvény, ezért ©(0) = 1, ¢'(0) = im = iE¢, " (0) = —0? = —E£2. Innen
p(t) = et /2Himt ooy normalis eloszldst valészintiségi valtozé karakterisztikus
fliggvénye.



