A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat kilencedik témaja.

Centralis hatareloszlastétel.

Megfogalmazom a valdsziniiségszamitas talan legfontosabb eredményét, a centralis ha-
tareloszlastételt, és megmutatom néhany alkalmazasat. A tétel bizonyitasa és egy ehhez
kapcsolodd kérdés vizsgdlata, amely arrdl szol, hogy mit jelent eloszlasfiiggvények kon-
vergencidja az altalanos esetben, és hogyan lehet ilyen konvergenciat bizonyitani az
eldadéassorozat kovetkezo témaja lesz.

A centralis hatareloszlastétel megfogalmazasa el6tt felidézek néhany kordbbi fo-
galmat és eredményt. Egy & valdszinliségi valtozd standard normaélis eloszlasu, ha

stirtiségfiiggvénye ¢(z) = \/%e*ﬁ/ 2. —00 < x < o0, alaki. Ha ¢ standard normalis
eloszlast valészintiségi valtozd, akkor B¢ = 0, Varé = E¢? = 1. Ebben az eset-

ben o& + m egy m véarhaté értékii és o2

ilyen modon eldallithatd valdszinliségi valtozdkat nevezzitk m varhatéd értékli és o
szorasnégyztli normalis eloszlasi valészintiségi valtozoknak. Be lehet latni, hogy egy
& valészintiségi valtozo akkor és csak akkor normalis eloszlasi m varhaté értékkel és
o? szérasnégyzettel, ha sfirtiségfiiggvénye a g(z) = ﬁe_(m_my/%a —00 < x < 00,

fiiggvény. Ezt a tényt fogalmazom meg a kovetkezd észrevételben.

szorasnégyzeti valdszintiségi valtozo, és az
2

Eszrevétel: Eqy n valdszindséqgi vdltozé akkor és csak akkor m wvdrhatd értékii és o>

szordsnégyzetd normdlis eloszldsi valdsziniségi valtozd, ha siriségfiggvénye a g(x) =
1 —(z—m)?/20°

€ )
2o

—o0 < x < 00 fligguény.

Indoklds: Han = 0£+m, ahol £ standard normalis elosglésgl valészintiségi valtozo, akkor
n stirliségfiiggvénye g(x) = %gp (“;m) = ﬁe_(z_m) /207 ahogy azt &llitottuk. Meg-
forditva, ha 7 stirtiségfiiggvénye az adott alaki, akkor a § = =" val6szintiségi valtozé
stirtiségfiiggvénye f(x) = og(ox+m) = (), azaz ez standard normadlis eloszlasu

valoszintliségi valtozo, és n = o€ + m.

Feladat:

Legyen 11 és 19 két fliggetlen, normalis eloszlasu valészintiségi valtozd m; illetve mo

varhato értékkel, o3 és 02 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy az 11 + 1 Osszeg m1 +meo

varhaté értéki és o? + o3 szérasnégyzeti normalis eloszldst valdszintiségi valtozo.

A feladat megoldésa elott érdemes megjegyezni, hogy

/ e_(g”_A)2/B dr = vV Br.

Ezy =2 @—g helyettesitéssel kovetkezik abbél a ténybél, hogy a o(y) = #e—yzﬂ

fliggvény stirtiségfiiggvény, azaz \/%7 / fooo e=v’/2 dy = 1. Ez az észrevétel azért hasznos,
mert segitségével ki tudunk szamolni egy olyan az egész szamegyenesen vett integralt,
ahol az integrandus egy (feliilr6l korlatos) kvadratikus alak exponencidlis fliggvénye.
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Az integral kiszamoléasa érdekében az inegrandusban szereplé kvadratikus alakot teljes
négyzetté alakitjuk. Ez a gondolata a most targyalt feladat megoldasanak is.

Megoldds: Az n1 + no valdszinliségi valtozd strtiségfiiggvénye

f(il'}) — /OO 1 e_(u—ml)2/2o'%e—(w_u_mz)Q/zo_g du

o 20109
/°° 1 o 5[ 1 n 1 n my n T — Mo
= X —U _— _— u —_—
oo 20102 P 202 203 o3 o3
o @emy?)
202 203

{ (m1o3 + (x —mg)o?)®  mi  (x—ma)’ }

20203(0% + 03) - 202 203
_ 1 exp { (m103 + (x —mg)ai)®  mios + (z —my)’o? }
27 (02 + 02) 20203 (0% + 03) 20203
_ 1 exp{—m%U%O'% - (x—m2)20'%0'§ +2m1(x—m2)0%03}
2m (0% + 03) 20%03(0f + 03)
_ 1 exp{_m%%—(az—mg)Q—2m1(az—m2)}
271 (0} + 03) 2(0f +03)

R

2m (0% + 03 2(0% + 03)

Megjegyzés: A fenti szamolas meglehetosen kényelmetlen, de bizonyos altalanos elvek
segithetnek megérteni, hogy miért ezt az eredményt kaptuk. A felirt konvolucié alak-
jabol kovetkezik, hogy a végeredmény egy olyan kifejezés, amelynek exponensében egy
kvadratikus alak szerepel, és ez meg van szorozva valamilyen konstanssal. Tovabba, a
végeredmény egy stirtiségfliggvény, mivel két stirtiségfiiggvény konvolucidja ismét stirii-
ségfliggvény. Ezért a végeredmény sziikségszeriien normalis stirliségfiiggvény. Ezenki-
viil, mivel fiiggetlen valdszintiségi valtozok o0sszegének a varhato értéke és szérasngyzete
egyenlo az osszeadandok varhaté értékének illetve szorasnégyzetének az osszegével, ezért
a végeredmény egy olyan (normélis eloszasi) valdszintiségi valtozé siiriiségfiiggvénye,
amelynek vdrhaté értéke my + mo szérasnégyzete pedig o + o3.

Késobb megmutatom, hogy hogyan lehet a most targyalt azonossagot bizonyos
eddig még nem targyalt eredmények segitségével egyszeriibben megkapni.



A centralis hatareloszlastétel.

A centralis hatareloszlastétel a valdsziniiségszamitas egyik legfontosabb eredménye. Azt
mondja ki, hogy ha sok fliggetlen valészinliségi valtozdt osszegeziink, és az 0sszeget alkal-
masan normalizaljuk, akkor nagyon altalanos feltételek teljesiilése esetén a normalizalt
Osszeg eloszlasa kozelitoleg a standard normalis eloszlas. A tétel megfogalmazdasa elott
vezessiink be egy az irodalomban gyakran hasznélt fogalmat.

Egy valdsziniiségi valtozo normalizaltjanak a fogalma. Legyen § olyan valdszi-

niiségi vdltozd, amelyre BE? < oco. A & valdsziniségi vdltozé normalizdltja a & = 5:/—E££
4/ var

valosziniséqi valtozo, Fz a & valosziniségi vdltozonak olyan linedris transzformdltja,
amelynek vdarhato értéke nulla, szordasnégyzete pedig 1.

Jegyezziik meg, hogy ha &1,...,&, fiiggetlen valdszintiségi véltozok, amelyekre
n

E&? < oo minden 1 < j < n indexre, akkor az S = ) {; Osszeg normalizéltja az
j=1

g _ i=1 j=1
n
> Varg;
j=1
kifejezés.
Centralis hatareloszlastétel. Legyenek &1,&s, ..., fuggetlen, egyforma eloszldisu va-
loszindségi vdltozok, jeldlje S, = > &, n = 1,2,..., e valdsziniségi vdltozok részlet-
j=1
&= Eg
j=1 j=1

L Sn—ESn, __

VVar S, "
Z Var¢;
j=1

osszegeit. FEkkor az S, wvaldsziniségi vdltozo normalizaltjai

teljesitik a

S, — ES, .
lim P| ——— <z | =®(x), minden —oo <z < oo szamra
n—00 (\/VarSn ) (z)
;o * 1 _u2/2 - L pe ,
reldciot, ahol ®(x) = —e du, a standard normdlis eloszasfiigguény.
—oo V2T

1. megjegyzés. Az elébb kimondott tétel valéjaban specidlis esete az altalanos centralis
hatareloszlastételnek, amely hasonlé eredményt mond ki fiiggetlen, de nem feltétleniil
azonos eloszlasu valdszinliségi valtozék normalizalt részletosszegeire nagyon altalanos
feltételek mellett. A centralis hatareloszlastétel altalanos alakjanak az ismertetése a
kovetkezo félév anyaga lesz.



2. megjegyzés. Lattuk, hogy fiiggetlen normalis eloszlast valészintliségi valtozok részlet-
Osszegeinek normalizaltja standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo. Ez kovet-
kezik az el6adés elején targyalt feladat eredményébdl, amely szerint fiiggetlen, normalis
eloszlasu valdszintliségi valtozok Osszege is normalis eloszlasi. A centrélis hatareloszlas-
tétel azt allitja, hogy sok fliggetlen, de nem feltétleniil normalis eloszldsi valészintiségi
valtozd Osszegének a normalizaltja nemcsak nulla varhato értéki és egy szorasnégyzetii
valoszinliségi valtozd, hanem ezenkiviil kozelitéleg normalis eloszlasu is. Ez azt je-
lenti, hogy sok Osszeadandd esetén az 0Osszeg eloszlasa ,.elfelejti” az " osszeadandok
eloszlasat, és eloszlasfliggvénye kozelitoleg a standard normélis eloszlasfiiggvény. Bar
ezt az eredményt be lehet bizonyitani, az mégis rendkiviil meglepé. A centralis hatar-
eloszlastételt tekinthetjiik a valdszintiségszamitas legnagyobb misztériumanak.

3. megjegyzés. A miszaki tudoményokban beszélnek egy olyan megfigyelésrdl, amelyet
hibatorvénynek neveznek. Gyakran el6fordul, hogy egy miiszaki feladatban egy kisér-
letet tobbszor egymastdl fliggetleniil elvégeznek, azok eredményeit t6bbszor megmérik,
de az egyes mérések pontatlanok. A tapasztalat azt mutatja, hogy a mért eredmények
diagramja majdnem mindig egy az igazi érték koriili igynevezett haranggorbét rajzol
ki. A meglepd tény az, hogy a legkiilonb6zobb feladatokban mindig ugyanaz a gorbe
jelenik meg. E tény hatterében valojaban a centralis hatareloszlastétel rejlik. A jelenség
oka az, hogy a hiba sok kis apr6 egymastoél fiiggetlen hiba 0sszegeként keletkezik. Fzért
a centrdlis hatareloszlastétel szerint a hiba normadlis eloszlasu, és a ,,hibatorvényben”
megjelen6 haranggorbe valéjaban a normalis stirtiségfiiggvény gorbéje.

4. megjegqyzés. Ha a &1, &s, ... fliggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt részletossze-
gei teljesitik a centrdalis hatareloszlastételt, akkor minden —oo < z < y < oo szamra
teljesiil a

S, — ES,
lim P —— =P(y) - @
jim P (z < 2ot <o) =0 - o0

azonossag, mert

p(x<w<y) :p<w<y> _p<w<$)'

v/ Var S, v/Var S, v/Vars, —

Jegyezziik meg tovabbd, hogy ®(—y) = 1 — ®(y) minden —o0 < y < oo szamra,
mivel a ®(-) eloszlasfiiggvény o(-) slirtiségfiiggvénye péros fiiggvény. Valoban, ®(—y) =
f__oyo ou)du =1 — ffz o(u)du =1 — fi’oo o(—u)du = 1 — ffoo o(u)du =1 — d(y).
Ezen eredmény miatt elegend6 megadni a normalis eloszlasfiiggvény értékeit pozitiv
argumentumokra.

5. megjegyzés. Természetesen felvetodik a kérdés, hogy létezik-e a centralis hatarelosz-
lastételnek tobbdimenzids valtozata, amelyben fliggetlen tobbdimenzidos véletlen vek-
torok Osszegeinek alkalmas normalizaltjanak eloszlasai teljesitenek valamilyen hatar-
eloszlastételt nagyon altaldnos feltételek mellett. Ezenkiviil érdekel minket a lehetsé-
ges hatareloszldsok konkrét alakja is. Ezt a kérdést, amelynek fontos jelentGsége van
mind a valészintiségszamitasban mind a matematikai statisztikaban, megvalaszoltak.
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Ezek a vizsgalatok vezettek a tobbdimenziés normalis eloszlasok bevezetéséhez. A
centrélis hatareloszlastétel tobbdimenzids altaldnositédsaval a kovetkezo félévben fogunk
foglalkozni.

Tekintsiik a kovetkezo két példat, amelyek némi informaciot nyujtanak a centralis
hatareloszlastétel gyakorlati kovetkezményeirol. Ezutan a centralis hatéareloszlastétel
tovabbi alkalmazasaira is mutatok példat.

FElso példa:

A 2000. évi elnokvélasztdson az Egyesiilt Allamok Florida sllaméban rendkiviil szoros
eredmény sziiletett. 5 000 000 valaszto valasztott két part, a republikanus és demokrata
part jeloltjei kozott. A két jelolt altal szerzett szavazatok szama (egy adott idépontbeli
felmérés szerint) minddssze 300 volt. Tegyiik fel, hogy a valasztok egyméstdl fiiggetleniil
% valoszintiséggel valasztottdk valamelyik part jeloltjét. E feltevés teljesiilése esetén
mennyi annak a valdszintisége, hogy a két jelolt dltal osszegyiijtott szavazatok kiilonb-

sége nem haladja meg a haromszazat?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £, 1 < j < 5 000 000, valészintiségi valtozokat:

§; = 1, ha a j-ik valaszt6 a demokrata, {; = 0, ha a j-ik valaszté a republikdnus
5 000 000
jeloltre szavaz. Ekkor S = §; a demokrata és 5 000 000 — S a republikdnus
j=1

jeloltre leadott szavazatok szama. Minket a P(]2S — 5 000 000] < 300) valdsziniiség
nagysdga érdekel. Vegyiik észre, hogy a §; valdszinliségi valtozok fliggetlenek, EE; = L

2
R — S 2 S—2 500 000
Var§; = 7, ezért ES = 2 500 000, Var S = 7 -5 000 000, és a P ( /1.5 000 000 :c)

valészintiségek kiszamitasara alkalmazhatjuk a centralis hatareloszlastételt. Ennek alap-
jan

—E 150
P(2S — 5 000 000| < 300) = P ‘S A
vVarS| /15000 000
150 S—ES 150
=P |- < <
VE-5000000  VVars T L5000 000
1 1
e 10 ) s 50

\/ 5 - 5000000 \/ 5 - 5000000

65
=20 —= | —1~29(0.124) — 1 ~ 0.1.
(100) ( )

Megjegyzés: Valdjaban a feladatban targyalt modell némileg irredlis. Altaldban kii-
lonboz6 korzetek vannak, ahol a jeloltek népszeriisége eltéré. Egy jobb, a valdsagot
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jobban kozelité modellben példaul azt tételezhetjiik fel, hogy kiilonbozé korzetek van-
nak, az egyes korzetekben az egyes vélemények fiiggetlenek, de az, hogy milyen valdszi-
niséggel valasztja egy valaszté valamelyik jeloltet attol is fiigg, hogy mely korzetben
lakik. Ez a modell is vizsgalhaté a centrédlis hatareloszlastétel segitségével, de itt
mar a centralis hatareloszlastétel dltalanosabb, fliggetlen, de nem feltétleniil egyforma
eloszlasu valdszinliségi véaltozok Osszegének hatareloszlasat leird alakjara van sziikség.

Az el6z6 feladat azt mutatja, hogy annak valészintisége, hogy fiiggetlen valdszi-
niiségi valtozok viszonylag kozel vannak a varhaté értékiikhoz elég nagy. Nem irrealis
példaul feltételezni, hogy 5 000 000 szavazo altal egy jeloltre leadott szavazatok szama
mindossze 150-nel kiilonbozik annak varhato értékétdl. A kovetkezo feladatban hasonld
problémat tekintiink. Egy szabalyos pénzdarabot 10 000 alkalommal feldobunk, és azt
akarjuk tudni, mi annak a valészinlisége, hogy a fej-dobasok szama minddssze 100-zal
vagy 200-zal tér el annak varhato értékétol. Ezt a valdszinliséget kiszamoljuk pontosan
a centralis hatareloszlatétel segitségével. Masrészt megvizsgaljuk milyen becslést ad a
7. téma ismertetésében (a 9. oldalon) bizonyitott Csebisev egyenlétlenség, illetve annak a
szintén a 7. téma ismertetésében tekintett alkalmazasa fliggetlen valészinliségi valtozok
Osszegére (20.—21. oldal). Ilyen médon informéciét kapunk arrdl is, hogy bizonyos
esetekben milyen jé becslést ad a Csebisev egyenlotlenség.

Masodik példa:

Tekintsilink egy szabédlyos pénzdarab 10 000 egymas utani (fiiggetlen) feldobdsabdl szér-
mazé fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a Csebisev egyenl6tlenség segitségével annak
valészintiségére, hogy a fej-dobdsok szdmanak eltérése a vart 5000 szamtol legaldbb
100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre a valdszintiségekre a
centrélis hatareloszlastétel?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, 1 < j < 10 000, valészinliségi valtozokat, ame-
lyekre {; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, §; = 0, ha a j-ik dobds eredménye iras.
Ekkor &;, 1 < j < 10 000 fliggetlen valésziniiségi valtozok, E§; = %, Var§; = %1,

10000 10000
ésa P || > (§—FEE) >100) és P[] > (& — EE)| > 200 | valészintiségekre kell
j=1 j=1

becslést adnunk. A Csebisev egyenlotlenség az elsé valoszintiségre a

10000
10000 - Varé; 1
P i — E¢; 10 )| £ ———— = -
;g; (57 éﬁ) > — 1002 47

a masodik valdszintiségre pedig a

10000
10000 - Varé&; 1
P —Be) >200 | <« /TS —
D (6~ Fe) > 200 | < T = g

becslést adja.



10000
> (&—E¢))

A centralis hatédreloszlastétel szerint P | “——— >u | ~ 1 — ®(u). Innen azt

4/10000- %

kapjuk, hogy az els6 valdsziniiséget a

P

10000
10000 Z (& — EE;)
Z (& = Bg)| > 100 | =1=P | —2< ]:1(13000 <2 ~®((2) - 0(-2)
=t Z Varfj

j=1

szamolds segitségével becsiilhetjik meg. Ezért ez a valdszinliség kozelitSleg (1 —P(2)) +
O(—-2) =2(1 — P(2)) ~ 2(1 —0.97720) = 0.0456. A madsodik valésziniliség hasonléan
koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0, (az elsé 4 tizedesjegy 0). (A Csebisev egyenlétlenség 0.25
illetve 0.0625 fels6 becslést adott ezekre a valdsziniiségekre.)

A tovabbiakban mas olyan feladatokat fogok targyalni, amelyeket a centralis ha-

tareloszlastétel segitségével lehet megoldani.

1)

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymastodl fliggetleniil, és
osszeadjuk a paros értékii dobasok eredményét. Adjunk jé kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normalis eloszldstablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 1200, valdszinliségi valtozokat:

§; = 2, ha a j-ik dobds eredménye 2, ; = 4, ha a j-ik dobas eredménye 4, £; = 6,

ha a j-ik dobds eredménye 6, §; = 0, ha a j-ik dobas eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor
1200

a P (2280 <X &< 2500) valoszintiséget kell jol megbecsiilniink. Vegytik észre,
j=1

hogy F¢; = £(2+4+6) =2, Var§; = £(4+ 16+ 36) — 4 = 1. Innen a centralis

hatareloszlastétel alapjan

1200 1200
1200 120 Z gj Z Eg]
P 2280 <) ¢ <2500 | = =

= . /120016 /%0 Varé, \/120016
J

~ ®(1.25) — B(—1.5) ~08944+09322—1—08266

Vegytlink egy olyan pénzdarabot, amely 5 valoszintiséggel esik a fej és 3 L valészini-
séggel az iras oldalra. Ezt a penzdarabot addig dobjuk fel egymas utan, ameddig
megjelenik 1200 fej dobds. Mi annak a valdszintlisége, hogy az elvégzett dobasok
szama 1680 1830 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre jo kozelité becslést.

Megoldas: Az elvégzett dobdsok szama egy n negativ binomidlis eloszlasu valészinii-
ségi valtoz6é n = 1200 és p = % paraméterekkel, azaz P(n =k +n) = ("+k_1)(1 -

n—1
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p)kp™, p = %, és n = 1200 paraméterrel. Ez az eredmény, amelyet tanultunk a

negativ binomidlis eloszlas targyaldsakor elvileg lehet6séget ad arra, hogy a kivant
valoszinliséget meghatarozzuk egy bonyolult 0sszeg kiszamitasanak a segitségével.
Ennél hasznosabb becslést kapunk a kovetkezd érvelés segitségével, amelyben a
keresett valdszintiséget a centrdlis hatareloszlastétel segitségével szamoljuk ki jo
pontossaggal.

Jelolje &;, 2 < j <1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobds kozotti dobasok szamét (a j-ik
fejdobést beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobasok k6zé), és
legyen &; az els6 fejdobésig (ezt is beleszdmitva) elvégzett dobdsok szama. Ekkor a

§; valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, negativ binomialis eloszldstak n =1, p = %
paraméterekkel, és minket a P(1680 < &1 +- - - +&1200 < 1830) valészintiség érdekel.
A 6. eldadés 5. feladataban kiszamoltam ezt a varhatd értéket és szorasnégyzetet.
Innen kovetkezik, hogy E¢; = zlv = %, Var¢; = lp_Qp = %. Ezért a centralis
hatareloszlastétel alapjan n = &, + - - - 4+ &1200 jeloléssel minket a

n — 1200E¢&; )
Pl-4<-—F—mm=<1
( v/1200Var &;

valészintiség érdekel. A centralis hatareloszldstétel alapjan

— 1200F
P(—4 n 00E&

Egy szabalyos dobokockat és egy szabélyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastol fiiggetlentil. (Az érme és kockadobdsok eredményei is fiiggetlenek egymaés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye péros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobas eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobds eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valészintisége annak, hogy az 6ssznyereményiink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre j6 kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel
és egy normaélis eloszlastablazat segitségével.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkez6 §; és n;, 1 < j < 3300, valoszinliségi valtozokat:
§j = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik kockadobas eredménye 4,
§; = 6, ha a j-ik kockadobas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik kockadobds eredménye
1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobds eredménye fej, és n; = 0, ha a
J-ik érmedobés fras. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobasnal a nyereményiink

3300
¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdsziniiséget kell jol meg-

=1

becsiilniink. Ennek érdekében szdmoljuk ki a fliggetlen (; valdszintiségi valtozok
varhaté értékét és szorasnégyzetét. E(; = E&n; = EjEn; = %(2 +4+46)-1=1,
EC¢? = EGED; = §(4+16+36) - 5 = &, Var(? = EC? — (E(;)? = L. Innen a
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centralis hatdreloszlastétel alapjan

3300 3300
3300 z CJ Z ECJ
~110 /=
P (3190 <) ¢ <3520 | =

, - 11 3300 11
j=1 \/3300 / Z Var€, @/3300

~®(2) — B(—1) = 0.9772 + 0.8413 — 1 = 0.9285.

4.) Legyen birtokunkban 100 ldampa, amelyek mindegyike egymastdl fliggetlen idétar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencidlis eloszlasu A = % paraméterrel.
(A lampéak élettartamanak exponenciélis eloszlasa természetes feltételezés.) Egy
termet bevildgitunk ezen lampdak valamelyikével, majd amikor az kiégett, 0ij lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jo becslést arra, hogy a lampak Osszélettartama legaldbb
1150 éra.

Megoldas: Jeldlje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(& +--- +
€100 > 1150) valdsziniiségre kell jé becslést adnunk, ahol az Gsszegben fiiggetlen
exponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozok szerepelnek A\ = 1—10 paraméterrel.
Vezessiik be az n = & + - -+ 4 &100 jelolést.

Kiszamoltuk a 8. eloadas 7. feladataban egy exponencidlis eloszlasi valészintiségi

valtozé momentumait. Ennek alapjan jelen esetben En = mE§ = 5§ = 1000,

Varn = §% = 10000 (m = 100 és X\ = ;5 vélasztdssal). Ezért a centrélis ha-

tareloszldstétel szerint \}VE” = 1%)%00 jo kozehtessel standard normaélis eloszldst
armn

valésziniiségi valtozo, és P(&1+- - -+&100 > 1150) = P (\77/;5—;7” > 1.5> ~ 1-®(1.5).

A centralis hatareloszlastétel nagy segitséget ad a matematikai statisztika két fontos
problémakorében, a becsléselméletben és a hipotézisvizsgalatban. A becsléselméletben
a kovetkez6 problémakhoz hasonlé kérdésekkel foglalkozunk. Mennyi egy lampa varhato
¢élettartama, mennyi a valésziniisége annak, hogy egy kocka a hatos oldalra esik, mi a
valésziniisége, annak, hogy egy (életbiztositast kétni akaré ember) megéli a hetvenedik
évet? Altaldban a kérdés a kovetkezd: Egy esemény eloszldsa fiigg valamilyen ismeretlen
paraméter(ek)tdl, és ez(eke)t a paraméter(eke)t akarjuk megbecsiilni. Ennek érdekében
kisérleteket végziink, és valamilyen j6 mddszer segitségével probaljuk megbecsiilni az
ismeretlen paramétert e kisérletek eredményének a fiiggvényében.

A hipotézisvizsgdlatban a feladat az, hogy bizonyos hipotézistink van arrél, hogy
mennyi az élettartama egy lampanak, mennyire népszerii egy vélemény a valasztok
kozott, hogy egy gyogyszer hatdsosabb, mint egy masik. Altaléban, valamilyen hasonl6
problémardl van egy ellenorizendo feltételezésiink. Annak érdekében, hogy eldontsiik,
helyes-e a hipotézisiink kisérleteket végziink. Ha kisérleteink eredménye nagyon valdszi-
niitlen hipotézisiink teljesiilése esetén, akkor hipotézisiinket elutasitjuk, ha pedig valé-
szint, akkor elfogadjuk azt. De mikor tekintjiik a bekévetkezett eredményt valészintinek
és mikor valdszintitlennek? E kérdés eldontésében sokszor a centrélis hatareloszlastétel



segit. Erre mutatok néhany példat. E példék targyalasa elott bevezetem a matematikai
statisztika néhany egyszerii és természetes fogalmat. Jelen eldoadassorozatban csak a
hipotézisvizsgalattal foglalkozom, és az ehhez kapcsolddd fogalmakat vezetem be.

Azt a feltételezést, amelyet ellendrizni akarunk nevezik null-hipotézisnek, annak el-
lenkezGjét pedig ellenhipotézisnek. Vannak olyan feladatok, amelyekben a null-hipotézis
egyetlen elembdl &ll, példaul, ha azt tételezziik fel, hogy egy dobdkocka szabdlyos. Az
ilyen hipotéziseket nevezik egyszerli hipotézisnek. Vannak olyan feladatok, amelyekben
a null-hipotézis tobb elembdl all, példaul az a feltételezés, hogy egy javaslatot az emberek
legalabb fele tAmogat. Az ilyen hipotéziseket hivjak Osszetett hipotézisnek. Két fajta
hibat kovethetiink el. Az egyik hiba az, hogy a hipotézis teljesiil, mi mégis elutasitjuk
azt. Ezt nevezik els6faju hibanak. Azt, hogy a hipotézis nem teljesiil, és mi mégis ugy
dontiink, hogy az teljesiil, masodfaju hibanak nevezik. Az els6faju hiba csokkentése
érdekében minél tobbszor kell elfogadni, a masodfaju hipotézis csokkentése érdekében
pedig minél tobbszor kell elutasitani a hipotézist. A gyakorlatban altaldban tgy szoktak
a feladatokat megfogalmazni, hogy az els6faji hibara el6irunk egy fels6 korlatot, és eme
feltétel mellett prébaljuk a masodfaju hibat minél kisebbé tenni. Az elséfaji hibara
adott fels6 korlat Osszetett null-hipotézis esetén azt jelenti, hogy az els6faju hiba min-
den a null-hipotézis teljesiilése esetén elofordulhaté eloszlas esetén legyen kisebb, mint
az eloirt felsé korlat.

5.) Egy pénzdarabrol ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez
az érme legalabb % valoszintiséggel esik a fej és legfeljebb i valoszintliséggel az
iras oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkez6 dontési szabalyt hozzuk. Viélasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legaldbb k fejdobas tortént. Legalabb mekkoranak
kell valasztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesitd
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszinliséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jestil?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi véltozokat: &; = 1, ha a j-ik

dobés eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobas eredménye iras, 1 < j < 30000,
30000

S = Ssp000 = Y, &;. Ha a fejdobds eredményének val6szinlisége pontosan
j=1

=~

b

akkor E¢; = 2, B¢} = 2, Var§; = EE; — (E&;)? = 2, ES = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centralis hatdreloszlastételbdl,

P(S>k):P(S_ES k—22500>:1_P<S—E8<k—22500)

>
vVar S 75 vVarS — 75

1@ k — 22500 .
75

Viélasszuk a k szamot ugy, hogy a fenti valdszintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

a @ (E=22500) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ® (22500=F) = (.9 egyenletet kell

kielégiteniink. A normélis eloszlas-tablazat alapjan % ~ 1.28, ami azt jelenti,

hogy k = 22500 —75-1.28 és p = % esetén annak valészintlisége, hogy a fejdobasok
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szama nagyobb mint k = 22500 — 75 - 1.28 = 22212 és p = % esetében annak
valoszinlisége, hogy legalabb ennyi fejdobas torténik koriilbeliil 0.9. Ha p > %,
akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes véalasztas.

Ledobunk egymastdl fiiggetlentil 24 000 pontot a [0, 2] intervalumra egyenletes el-
oszlassal, (azaz annak a valészintisége, hogy egy ledobott pont értéke z-nél kisebb
5-vel egyenld, ha 0 < x < 2, eggyel egyenld, ha x > 2, és nulla, ha 2 < 0.) Orizziik
meg azokat a ledobott pontokat, melyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
melyek értéke, nagyobb mint egy. Mi annak a valdszinlisége, hogy a megoérzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszinliségre
jo kozelito becslést egy normaélis eloszlastdablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 24 000, valészinliségi valtozokat:
§; = x, ha a j-ik ledobott pont értéke z, és 0 < = < 1, és §; = 0, ha a j-
ik ledobott pont értéke az (1,2] intervallumba esik. Ekkor a megbrzott pontok
24000
Osszege S = ). &;, tovabba a &; valdsziniiségi valtozdk fliggetlenek és egyforma
i=1
eloszlasuak. E]zért a centralis hatareloszastétel segitségével jo becslést tudunk adni
a minket érdeklé P(5900 < S < 6075) valdszintiségre. Ennek érdekében ki kell
szamolnunk a &; valdszintiségi valtozo varhato értékét és szorasnégyzetét. Vegyiik
észre, hogy ugyan a &; valdsziniiségi valtozonak nincs stiriiségfiiggvénye, és nem
diszkrét eloszldst, viszont F eloszlasfiiggvénye felirhaté F(z) = Fi(x) + Fa(x)
alakban, ahol F(z) nek van sfirliségfiiggvénye, ami az f(z) = 3 fiiggvény a [0, 1]
intervallumon, és f(z) =0, ha z < 0 vagy = > 1, és Fy(z) olyan mértéket hatéroz
meg, amelyik a nulldba van koncentralva, és a nulla mértéke % Pontosabban,
tetsz6leges A halmaz valészintisége P(A) = [, F(dz) = [, Fi(dz)+ [, Fo(dx) =
fAm[O,l] Sdx + [, Fo(dz), ahol [, Fo(dz) = 5, ha 0 € A, és fAFQ dr) = 0, ha
0 ¢ A. Ekkor tetsz(jleges h(z) figgvényre ER(€) = [ h(z)F(dz) = [ h(z)Fi(dx)+

[ h(z)F>(dx) fo Th(z)dz + 1h(0). Ezért

1 5

E¢ 1/1 dor = B¢} /1 24p = =V 3 !
= - Trar = — = - rhdr = = ar§1 = =
! 0 4 ! 0 6’ 76 16 48’

2

és S = 6000, Var .S = 2500. Innen

—F
P(5900 < S < 6075) = P (—2 <S5BS 1.5)
Var
—2) =®(1.5) + P(2) — 1.

n

~ B(1.5) — &(

A ¢ valdszinliségi valtozok varhaté érékét és szérasnégyzetét hagyomanyos médon
(Stieltjes integralok hasznalata nélkiil) is kiszdmolhattuk volna a kovetkez6képpen.
Legyen n;, a j-ik ledobott pont értéke, h(x) az a fiiggvény a [0, 2] intervallumon,
amelyre h(x) = x, ha 0 <z <1, és h(x) =0, ha 1l < x < 2. Ekkor §; = h(n;),
és innen az 7; slrliségfiiggvényének az ismeretében fel tudjuk irni, hogy E¢; =
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Eh(n;) = [Ph(x)ide = [} iede = 1, és E€ = Eh*(n;) = I8

X 0 0
1.2, 1
fo s-dr = 3.

h(z)i de =

A centralis hatareloszlastétel egy fontos specidlis esete a binomialis eloszlasfiiggvény
kozelitésérol szol a normalis eloszlasfiiggvény segitségével. Torténetileg is ez az ered-
mény sziiletett meg el6szor. Ismertetem ezt az irodalomban Moivre-Laplace formula
néven targyalt eredményt. Valdjdban ez az eredmény kissé mas jellegli, mint a klasszikus
centralis hatareloszlastétel. Ez ugynevezett lokdlis centralis hatareloszlastétel, amely
annak val6szintiségére ad jo becslést, hogy egy n és p paraméterii B(n,p) binomidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozo egy eloirt ‘tipikus’ értéket vesz fel.

Emlékeztetek arra, hogy ha elvégziink n fiiggetlen kisérletet, amelyek mindegyike
egymastél fiiggetleniil p valdszintiséggel sikeres, akkor a sikeres kisérletek szama egy
B(n,p), n és p paraméterii binomidlis eloszlasu valészintiségi valtozé. Ezt a kovetkezo-
képpen is megfogalmazhatjuk. Vezessiik be a {;, 1 < j < n, valésziniiségi valtozokat,
amelyekre {; = 1, ha a j-ik kisérlet sikeres és &; = 0, ha a j-ik kisérlet sikertelen volt.
Ekkor P(¢§; = 1) =1— P(¢§ = 0) = p minden 1 < j < n indexre, a §; val6sziniiségi

n

valtozok fiiggetlenek, és az S, = ) & valdszinliségi valtozé n és p paraméteri bi-
Jj=1

nomidlis eloszlasu valésziniiségi valtozé. A Moivre-Laplace formula a P(S, = k)

valoszinliségekre ad jo kozelitést. Vegyiik észre, hogy ezeket a valdsziniiségeket ex-
plicit mddon is fel tudjuk frni. Nevezetesen, P(S, = k) = (7)p*(1 —p)"*. A
Moivre-Laplace formula valéjaban egy analizisbeli eredmény, amely erre a kifejezésre
ad jo aszimptotikat. Bizonyitasaban kulcsszerepet jatszik az alabbi Stirling formulanak
nevezett hires eredmény, amely az n! mennyiség egy jé kozelitését irja le. A kovetkezo
eldadason ismertetni fogom a Stirling formuldnak egy olyan bizonyitasat, amely részben

valoszinliségszamitasi gondolatokon alapul.

Stirling formula.

n n
n! ~V2mn (—) ,
e

azaz az elsé n egész szam n! =1-2-3---n szorzata teljesiti a kovetkezd reldciot:

lim —27m (Z)

n—00 n!

= 1.

A Stirling formula és alkalmas Taylor sorfejtés segitségével bizonyithaté az aldbbi

Moivre—Laplace formula. Legyen S,, binomidlis eloszlasi valdsziniségi vdltozo vala-

mely n €s p paraméterekkel, n = 1,2,..., 0 < p < 1. Rdégzitsiink eqgy A > 0 szdmot.
Ekkor
n _ 1 (k — np)?
P(S,=k)= F1—p)nF = ex {—— + €k n,
( ) (k>p (1=2) V2mnp(l —p) P 2np(1 — p) k,
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. ” . o sy . €kn
ha |k —np| < Ay/np(1 —p). A formuldban szerepld €y n, hibatag teljesiti a hm ’“—n =0

becslést, és a limesz egyenletes a k = k(n) wvdltozéban, ha olyan k( ), n=1,2,.
sorozatokat tekintink, amelyek teljesitik a |k(n) — np| < A\/np(1 — egyenlotlenseget
minden n > ng tndexre valamely rogzitett ng szdmmal.

Ertsiik meg a fenti kozelités jelentését. Az S, valszintiségi valtozé varhaté értéke
ES, = np, szérasnégyzete Var S,, = np(1l — p). Ezért a a centralis hatéreloszldstétel

a P (% < ;U> = P(S, < np + x+/np(1 — p)) valésziniiségekre ad jé becslést.

k—np n _Np

Vezessiik be az z, = zp(n) = —2="2_ mennyiségeket. Az —22="P_ valésziniiségi
” “ ok #(n) v/ np(1—p) yIses ‘ V/np(l— p) varons 8
valtozo az xp, k = 0,£1,£2,..., értékeket veszi fel, amelyek e strtiségi
k Y gy m g
racson helyezkednek el. Ezért nagy n indexre egy a centrdlis hatareloszlastétel dif-
ferencidlasdhoz hasonlé formaélis szdmolas (egy differenciahdnyadost becsiiliink meg a
differencidlhanyados helyett) azt sugallja, hogy

(S, =)= P (S;np) _ xk) b (M . [xk,xk+1)>

np(l —p np(1 —p)
p(zr) e /2

Vip(L=p)  /2mnp(1—p)’
ahol ®(x) a standard normalis eloszlas eloszlds, p(x) pedig a standard normalis stiri-
ségfiiggvényt jeloli. A Moivre—Laplace formula azt mondja ki, hogy az ezen heuriszti-
kus mdédon levezetett kozelité azonossag két oldalan levo kifejezés hanyadosa kozel egy
nagy n szamokra és ‘tipikus’ zj értékekre. Itt azokat az xy = xp(n) értékeket tekintjiik
tipikusnak, amelyek teljesitik az x; < A becslést valamely elég nagy, de rogzitett A
konstanssal. Az a megszoritas, hogy a fenti valdsziniisegeket csak tipikus x szdamokra
tekintjiik gy is megfogalmazhatd, hogy csak az |S, — np| < Ay/np(1 —p) halmaz

n —Np

altal tartalmazott —22="2_ — g, események valésziniiségét becsiiljiik meg. Ennek a
V/np(1—p)

~ ®(zpy1) — P(xk) ~ p(zp) (Tht1 — 28) =

halmaznak a valdszintisége viszont majdnem 1 elég nagy A szamokra. (Ez példaul
a Csebisev egyenl6tlenségbdl egyszertien levezethetd.) Tovabba a ‘tipikus’ zp < A
szémokra a Moivre-Laplace formula jobboldalan levo kifejezés értékének nagysagrendje
const. \F tehat a kifejezés f6 tagja lényegesen nagyobb, mint az €, hibatag, ezért a

Moivre—Laplace formula tartalmas becslést ad.

Val6jaban a Moivre—Laplace formula az itt kimondottndl élesebb alakban is ér-
vényes. KEgyrészt az a k szamokra el6irt tartomény, ahol ez a formula érvényes jéval
nagyobbnak is vélaszthatd, masrészt az ¢y ,, hibatagokra sokkal jobb becslés is adhaté.
Szamunkra azonban nem a Moivre—Laplace formula minél élesebb alakja, hanem az
eredmény tartalmanak a megértése érdekes els6sorban. Ez a P(S, < x) eloszlasfligg-
vény helyett a P(S, = z) valdszinliségekre ad jé becslést, ezért nevezik ezt lokalis
centrdlis hatédreloszlastételnek. A lokalis centrdlis hatédreloszlastétel (amely csak bi-
zonyos extra kikotések esetén érvényes) valgjaban erésebb &llitds, mint a centrélis ha-
tareloszlastétel, mert fliggvénysorozatok differencialhanyadosainak vagy ‘majdnem’ dif-
ferencialhanydosainak a konvergenciaja erdsebb tulajdonsag, mint a fiiggvénysorozatok
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konvergencidja. A Moivre-Laplace formula ‘kiintegralasdnak’ a segitségével le lehet
vezetni a centralis hatareloszlastételt binomidlis eloszldsokra. Az ehhez sziikséges sza-
moléasok részleteinek kidolgozasat azonban elhagyom.

A Moivre—Laplace formula bizonyitdsa. Felirhatuk a
n n!

azonossagot, és az ebben az azonossiagban szereplé n!, k! és (n — k)! kifejezésekre j6
kozelitést kaphatunk a Stirling formula segitségével. Azt kapjuk, hogy

VI (2)"

P(S,=k) ~ n_kpk(l —p)"_k

a3k (4)° y/2n(n = B) (%)
e (0 ()

2rnk(1 - E)

ahol ~ azt jelenti, hogy a két kifejezés hanyadosa 1-hez tart n — oo esetben. S6t ez az
1-hez tarté konvergencia egyenletes, ha |k — np| < Ay/np(1 — p).
_ Lt s TN, ” .. 1 _
A P(S,, = k) valészintiségre adott utolsé kifejezés elsé tagjara a JomiioD

—— 1(1 -+ O(n~1) kozelités frhaté fel a |k —np| < Ay/np(1 — p) esetben, a masodik
V/2mnp(1—p

tag pedig
(%)k (%)n_k — exp {k’log (%) + (n = k) og (%) }

:exp{k‘log (1+@) +(n—k)log (1+%)}

alakban frhaté. E kifejezés becslésében alkalmazzuk a log(1 + x) fliggvény Taylor sor-

fejtés kozelitését a masodik tagig, és becsiiljiik meg e kozelités hibajat kis x szamokra.
2

Azaz, a log(l + ) = v — & + O(2*) kozelitést alkalmazzuk z = npk_k és x = lil__’zp

valasztdssal, és felhasznéljuk, hogy mind £~ * mind

—-1/2

k—np
n—k

. Ekkor az utolsé formula segitségével azt kapjuk, hogy

(22" (M)n_k = exp {_ (k—np)” (k- np)” O(n_l/Q)}

abszolut értéke kisebb, mint

const.n

k n—k 2k 2(n — k)
= exp {—% + O(n—1/2)} .

(Itt kihasznaltuk, hogy a Taylor sorfejtés elsé tagja kiesik.) Tovabbd, mivel % (1 — %) =
p(1 —p)+O0(n=12) és (k —np)? = O(n) az utolsé relaciébél adédik, hogy

Y (5=2) -l oo}

n—=~k 2np(1 — p)
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A kapott becslések alapjan

1
P(S,=k)= 2 p) exp {

(b —np)?
2np(1 —p)

}(1 +o(1)).

A Moivre—Laplace formulat bebizonyitottuk.
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