A Valoszintliségszamitas 1. eléadassorozat nyolcadik témaja.

A stlirtiségfiiggvény fogalma, konvoluciéja. Fontos eloszlasfiiggvények.

Az el6z6 téma ismertetésében megmutattuk, hogy egy valdsziniiségi valtozo, illetve e
valoszintliségi valtozé egy fliggvényének a varhato értékét ki lehet szamolni e valdszint-
ségi valtozé eloszlasfiiggvényének az ismeretében.

Gyakorlati szempontbdl, annak érdekében, hogy a leggyakrabban el6fordulé esetek-
ben jobban tudjunk szamolni érdemes bevezetni egy eloszlasfiiggvény stirtiségfliiggvényé-
nek a fogalmat. Ez lehet6vé teszi, hogy a probléméakban felmeriil6 és sokszor kényel-
metleniil kezelheté Lebesgue integralokat atirjuk (k6zonséges) Riemann integralokka.

Stirtiségfiiggvény definicidja. Egy F(z) eloszlasfiggvénynek az f(u), —oo < u < 00,
fiigguény siriségfiigguénye, ha minden —oo < x < oo szdmra teljesil az

Plz) = /; F(u) du

az0nossdg.

Megjegyzés: Tobbszor fogunk beszélni egy valdszinliségi valtozo striiségfiiggvényérol is.
Ez azt jelenti, hogy e valdszintliségi valtozo eloszlasfliiggvényének a stirtiségfiiggvényét
tekintjiik. Sok érdekes és fontos eloszlasfiiggvénynek létezik stirtiségfiiggvénye, de nem
mindegyiknek. Példaul egy diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozénak nincs stirtiség-
fiiggvénye.

Tétel eloszlasfiiggvények altal definialt integralok kifejezésére siirtiségfiigg-
vények segitségével . Ha eqy F(z) eloszlasfigguénynek létezik f(u) sidriségfigguénye,
akkor minden (mérhetd) g(-) fiiggvényre teljesil a kovetkezd azonossdg:

| stwrtan = [~ gt

— o0 — o0

Ez az azonossdg ugy értendd, hogy az azonossdg két oldalan szereplo kifejezés egyszerre
létezik vagy nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesque integralt értelmezziik.
Ha a jobboldalon szerepld integrdl létezik mint (kézénséges) Riemann integrdl, akkor ez
az integrdl tekinthetd gy is mint (egy a Riemann integrdl értékével megegyezd) Lebesque
integrdl. Tehdt az azonossdg ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.

Annak érdekében, hogy megértsiik, hogyan tudjuk egy eloszlasfiiggvény stiriiség-
fliggvényét kiszamitani, idézziik fel a klasszikus analizis egyik alapvetd eredményét, a
Newton—Leibniz formulat.

Kissé(?) pontatlanul a Newton—Leibniz formuldt igy fogalmazhatjuk meg, hogy a
differencialas és integralas egymas inverzei, azaz egy fliggvény differencialhanyadosanak
az integralja, illetve a fliggvény integraljanak a differencidlhanyadosa egyenlo a kiindulo
fliggvénnyel. Pontosabb megfogalmazdas esetén a kovetkezd tényeket kell figyelembe
venni.



a) Egy fiiggvény differencidlhdanyadosa nem valtozik, ha hozzdadunk egy konstanst.
Ennek a ténynek az felel meg az integraldsnal, hogy egy fiiggvény f; f(u)du (az
x valtoz6 szerinti) hatdrozatlan integréalja fiigg az integrélds a alsé hataratdl, ha
az a konstanst megvaltoztatjuk, akkor a hatarozatlan integral értékéhez egy kon-
stans adédik hozza. Ezt a koriilményt gy fogjuk figyelmbe venni, hogy az F'(x)

fiiggvényt F(z) = F(a) + [ f(u)du, f(u) = %ﬂ")) alakban 4llitjuk els.

b) Nem minden fiiggvény differencidlhaté. E tény integralasra vonatkozé megfeleléje
az, hogy csak bizonyos tulajdonsagokkal rendelkez6 fiiggvény allithaté elo, mint
egy alkalmas fliggvény hatarozatlan integralja. Egy hatarozatlan integral folytonos
fiiggvény, s6t egy ennél erdésebb simasigi tulajdonsdgot is teljesit. (Ennek az
erésebb simasagi tulajdonsagnak a pontos megfogalmazasa a mértékelmélet targya,
ezzel a kérdéssel itt nem foglalkozunk.) Ezenkiviil vegyiik észre azt is, hogy egy
fliggvény hatarozatlan integralja nem véltozik, ha a fiiggvény értékét véges sok
pontban (vagy akér egy null-mértékii halmazon) megvéltoztatjuk.

Megfogalmazom a Newton—Leibniz formulat részletesebben. A modern matemati-
kaban (a mértékelméletben) ennek az eredménynek pontosabb, altaldnosabb valtozatat
bizonyitjak be.

Newton—Leibniz formula. Legyen F'(x) folytonos figgvény egy [a, b] véges intervallu-
dF(x)
dx

minden olyan u pontban, ahol az F(-) figguény differencidlhatd. Ekkor F(x) — F(a) =
f; fu)du minden a < x < b szamra. Tovdbbd, ha a fenti feltétel teljesil min-
den véges [a,b] intervallumban, és létezik a F(—o0) = lim F(x) hatdrérték, akkor

mon, amely véges sok pont kivételével folytonosan derivdlhats. Legyen f(u) =

F(z) — F(—00) = [*__ f(u) du minden —oco < x < oo szdmra.
Megforditva, ha f(u), (pontosabban annak abszolut értéke) integrdlhato fliggvény

eqy la,b] intervallumban, és F(x) = fax Ffu)du, a < z < b, akkor f(u) = d]:;gz:)

(majdnem) minden a < u < b pontban. Ha az f(u) fligguény integralhato az eqész
szdmegyenesen, akkor a fenti dllitds igaz a = —oo és b = oo vdlasztdssal is.

1. megjegyzés. A Newton—Leibniz formula jelentésége szamunkra az, hogy eszerint az
eredmény szerint a slirtiségfiiggvény (feltéve, hogy az létezik) egyenl6 az eloszlasfiiggvény
derivaltjaval. Megforditva, a strtiségfliiggvény ismeretében ki tudjuk szamolni az elosz-
lasfiiggvényt. Annak értéke az x pontban megegyezik a stirtiségfiiggvény integraljaval a
[—00, z] intervallumban.

2. megjegyzés. A mértékelméletben bebizonyitottak a Newton—Leibniz formula élesebb
formajat is. Pontosan leirtak azon fliggvények osztalyat, az igynevezett abszolut folyto-
nos fiiggvényeket, amelyekre igaz, hogy a fiiggvény egyenlo a derivéltjanak a (Lebesgue)
integraljaval. Az altalunk kimondott eredmény csak egy elégséges feltételt ad arra, hogy
egy F(-) fiiggvény teljesitse ezt a tulajdonsdgot. Viszont ez az eredmény alkalmazhatd
a gyakorlatban el6fordulé feladatok majdnem mindegyikében.

A kimondott tételben megengedtiik, hogy az F(-) fliggvény néhény pontban ne
legyen differencidlhaté. Ezt azért tettiik, hogy ne zarjunk ki néhany érdekes esetet.
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Ilyen eset példaul a kovetkezd F'(-) eloszlasfiiggvény: F(x) =0, ha x <0, F(z) = x, ha
0<z<1,és F(zr) =1, ha x > 1. Ennek az eloszlasfiiggvénynek a stirtiségfiiggvénye
az az f(-) fiiggvény, amelyre f(u) =1, ha 0 < wu <1, és f(u) = 0 kiillonben. Ebben az
esetben az F'(-) fiiggvény folytonosan derivalhaté mindeniitt, kivéve az z =0 és = = 1
pontot.

3. megjegyzés: A Newton—Leibniz formula masodik részében megfogalmazott allitas
szerint egy f(-) fiiggvény integraljanak a derivéltja csak majdnem mindeniitt egyezik
meg az eredeti f(-) fiiggvénnyel. Valdban, kissé dvatosabban kell megfogalmazni az
allitasokat, mert ha példaul egy fliggvényt véges sok pontban megvaltoztatunk, akkor
annak integralja megegyezik az eredeti fliggvény integraljaval. Ez azt jelenti, hogy nem
varhatjuk azt, hogy egy fiiggvény integraljanak a derivaltja minden pontban megegyez-
z¢ék az eredeti fliggvénnyel. Viszont ez az allitds igaz majdnem minden pontban. Azt,
hogy mit jelent a ,,majdnem minden” kitétel pontosan elmagyariazzak a mértékelmélet-
ben, de ez nem témaja ennek az eloadasnak.

Az eloszlasfiiggvényekhez hasonldéan a stirtiségfiiggvényeket is pontosan lehet jelle-
mezni. Errdl szol az aldbbi tétel.

Tétel siirtiségfiiggvények jellemzésérél. Egy f(-) (mérhetd) fiigguény akkor és csak
akkor siriségfiiggvénye egy alkalmas eloszldsfigguénynek, ha f(u) > 0 majdnem minden
—00 < u < oo szdmra, és [Oo f(u)du=1.

Ezt a tételt nem nehéz bebizonyitani néhédny alapveté mértékelméleti eredmény
segitségével, de most elhagyom a bizonyitast. Kiilon tételben megfogalmazom azt az
eredményt, amely megadja, hogyan lehet kiszamolni egy valdszintiiségi valtozé varhaté
értékét a valdszintliségi valtozo eloszlas vagy striiségfiiggvényének az ismeretében. Ez
kozvetlen kovetkezménye néhany kordbban megfogalmazott eredménynek.

Tétel varhato érték kiszamolasardl a sitirtiségfiiggvény segitségével. Jeldlje
F(.) idlletve f(-) egy & wvaldsziniiségi valtozd eloszlds illetve striiségfigguényét. Legyen
g(+) mérhetd figguény a szamegyenesen. Ekkor

Eg:/:uF(du) :/Oo wf(u) du

— 00

£9(6) - | " g F(du) = / " g(u) f(u) du

— 00 — 00

Ha ismerjiik egy valdszintliségi valtozé F'(z) eloszlasfiiggvényét akkor kénnyen ki-
szamolhatjuk annak stirtiségfiiggvényét is. Ezt az eredményt, amely a Newton—Leibniz
formula egyszerti kovetkezménye kiilon lemmaban mondom ki.

Lemma a strtségfiiggvény kiszamitasarol. Ha egy valosziniségi vdltozonak van

striségfigguénye, és a valdsziniségi vdltozo eloszldsfiggvénye F(x), akkor a valdszind-

_ dF(z)

ségi vdltozo striségfiigguénye az f(x) = =5~, —0o < x < 00, fligguény.
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Eqgy valdsziniiségi vdaltozonak létezik striségfigguénye, ha az eloszldsfligguénye eset-
leg véges sok pont kivételével folytonosan differencidlhato, és a lehetséges kivételes pon-
tokban is folytonos.

Feladat:

1.) Legyen £ valdszintiségi valtozd f(u) stirliségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az al + b és a &2 valészinliségi valtozok siirliségfiiggvényét.
Megoldds: Legyen F(z) = P({ < z) = ffoo f(u)du a & valésziniiségi valtozd
eloszlasfiiggvénye. Ekkor az n = af + b valdszintiségi valtozd eloszlasfliiggvénye
a G(z) = P(n < z) = P (£ < 2b) = F(£0) fiiggvény, ha a > 0, és G(z) =
Pin<x) = P(f > mT_b) =1—-F (f”T_b), ha a < 0. Innen 7 slrliségfiiggvénye

glx) = G = L F(=2).

A ¢ = €2 valbszintiségi valtozé G(z) eloszlasfiiggvénye

Glr) = P(€2 <2) = P (V& < £ < va) = F (V) = F (~Va)

ha x > 0, és G(x) = 0, ha = < 0. Innen derivalassal ( siriiségfiiggvénye g(z) =
sz (f (V@) + f(=Va)), ha > 0, és g(x) =0, haz < 0.

Néhany fontos folytonos eloszlas.
a.) Normdlis eloszldsfiigguény.

Bevezetem a standard normalis eloszlasfliiggvény definicigjat. Késobbi eredményekbol
fog kideriilni, hogy ez az eloszlas miért jatszik fontos szerepet a valészinliségszamitasban.

A standard normalis eloszlas definiciéja. A ®(x) standard normdlis eloszlds az az

eloszlds, amelynek striiségfiggvénye a p(u) = \/%6—13/2; —00 < u < 0o fligguény.

E definicié helyességének igazolasdhoz meg kell mutatni, hogy a fent definidlt ¢(-)
fliggvény valéban strtiségfiiggvény. Ennek érdekében be kell bizonyitani a kovetkezo
eredményt.

Tétel a normalis eloszlasfiiggvény definicigjanak a jogossagarol.

< 1 2
—u®/2 .
——e du = 1.
/_oo V2T

Bizonyitds. Vezessiik be az I = [~ \/%76_“2/ 2 du jelolést. Ekkor

I? = /OO 12 e_“2/2 du/oo \/LQ_(B_”z/2 dv = /oo /OO %6_(“2“’2)/2 du dv
—o0 T —o0o T —00 J—o0 &7

27 © 1 ) oo 5 5 oo
= / / —re " /2 dr de :/ re”" /2 dr = [—e_r /2} =1.
0 0 27T 0 0
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Ebben a szamoldsban az I? mennyiséget kifejez6 az (u,v) térben megadott kettds in-
tegralt kifejeztiik mint az (7, ) poldrkoordindtarendszerben, u = rcosp, v = 7sinp,
0 <r<oo 0< ¢ < 2m, helyettesitéssel kifejezett integralt. Ezen szamolas soran fel-
hasznaljuk, hogy a polarkoordinata rendszerbe valé attérést leird transzformacié Jaco-
bianja r, azaz formdlisan dudv = rdr dy. Ezért jelenik meg egy r szorzo6 az integralban
a polarkoordinatarendszerbe valé attéréskor. Ezt az integraltranszformaciokrél szélo
eredményt, illetve annak szemléletes tartalmat a kiegészitésben magyarazom el.

Megjegyzés: Természetesnek latszodna a fent kimondott tételt ugy bizonyitani, hogy

kiszamitjuk a ¢(z) figgvény @ = f c / € — du primitiv fliggvényét, és ebbe a
képletbe x = oo értéket helyettesmunk Erre azonban nem vagyunk képesek, mert a
fenti primitiv fiiggvényt nem tudjuk kiszamitani. Be lehet latni, hogy ez a primitiv
fliggvény nem irhaté fel szokasos fiiggvények és miiveletek segitségével zart alakban. Ez
azonban mély matematikai eredmények felhasznalasat igényli. (A Galois elméletet kell
hasznéalni.)

Megmutatom, hogy egy standard normalis eloszlasu £ valdszinliségi valtozd varhatéd
értéke nulla, szérasnégyzete 1. Ez az oka a standard jelzének a standard normalis
eloszlas definiciéjaban.

Valéban, E¢ = 0, mert B = [ u\/Lfe_“Q/2 du, és ez az integral nulla, mert

27
az integrandus paratlan fiiggvény. Ezutdn parcidlis integrélassal kapjuk f(z) = z és
g(x) = \/12?1'6_3”2/2 = % (—\/%76_9”2/2) véalasztdssal, hogy

o0 1 2 X 2 > o 1 2
pe = [ L= [——e‘x /2] + e
¢ oo V2T V2T o —oo V2T

Innen Var¢ = E€2 — (Ef)2 =
Feladatok:

2.) Ha ¢ standard normalis eloszlasi valészintiségi valtozd, m, o valds szamok, akkor az
ocf+m val(')szinusegl valtozé varhaté értéke m szérdsnégyzete o2, siirliségfiiggvénye
pedig g(u) = LA—e~(-m"/20%

Megoldds: E(c& +m) = ocE{+m =m, és Var (6€ +m) = 02Var £ = 2. Tovabba,
az elso feladat eredménye alapjan a o0& +m valdszintiségi valtozoé stirtiségfiiggvénye
az f(z) = 2o (£=2), ahol ¢(z) = \/%76_“;2/2, a standard normélis siirtiségfiigg-

vény. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

A fenti feladat eredménye alapjan egy valdszinliségi valtozot akkor neveziink normalis

eloszldsinak, ha van siirtiségfiiggvénye, és az g(u) = mae —(u=m)*/20" glakban adhaté
2

meg alkalmas m és o > 0 szamokkal. A képletben szereplé m és o° szamok megegyeznek
a normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé varhatd értékével és szérasnégyzetével. Ez
specidlisan azt is jelenti, hogy egy normalis eloszlast két paraméter hatdroz meg, a
normalis eloszlds varhato értéke és szérasnégyzete.
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3.)

Ha ¢ standard normaélis eloszlast valészintiségi valtozé, akkor E&2F—1 = 0, F¢?k =
1-3---(2k — 1) minden k = 1,2,... szamra.
Megoldads:

o 1 2
Fe2k—1 _ / p2k—1 e—2°/2 gy — 0,
¢ o V2T

mert az integrandus pératlan fiiggvény. Madsrészt parcidlis integréldssal f(z) =

22kl és g(2) = ac\/LQTTe_QCQ/2 =4 (—\/%76_3:2/2) kapjuk, hogy
B¢ = h az%—l e "2 dy = /OO (2k — 1):/r;2k_2—1 e " /2 dy
oo V2T o V2T

= (2k — 1)E€*+ 2,

Innen k szerinti indukciéval kapjuk a feladat masodik allitasat.

Legyen ¢ standard normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozd, azaz legyen £ stiri-
P . _ 1 —a2%/2

ségfiiggvénye f(x) = o

valészintiségi valtozé Eelé varhaté értékét.

Megoldds:

> 1 2 < 1 2 2 2
Eet.ﬁ :/ et e U /2 du = etu—u /2—t7/2+t7 /2 du

_ t2)2 /OO 1 —(t—u)?/2 _ t%)2 /OO 1 —u?/2 _ t2)2
=e —e du=e —e du=e .
oo V2T oo V2T

, és legyen t valdés szam. Szamoljuk ki az e'¢

Legyen ¢ normalis eloszldsi valészintiségi valtozé m = 2 varhaté értékkel és 02 = 3
szérasnégyzettel. Szamoljuk ki a ¢ valészintiségi véltozé E&* negyedik momen-
tumat.

Megoldas: Tudjuk, hogy a & valdszintliségi valtozd stirtiségfiiggvénye

f( ) 1 _(m*m)Q 1 *(1‘72)2/6
Tr) = —e 202 = ——@¢€ s
2o Vor

ahonnan E¢* = ffooo x4\/+376_($_2)2/6 dx. Fzt az integralt ki tudjuk szdmolni ha-
sonléan a standard normalis eloszlas momentumaihoz, s6t a szamolast egyszertien

visszavezethetjiik az ilyen momentumok kiszdmoldsira, az u = "E—J; helyettesités
segitségével. Valéjaban egyszeriibben is megoldhatjuk a feladatot a kovetkezo
modon. Vezessiink be egy n standard normalis eloszlasu valdszintliségi valtozot,
és legyen € = /31y + 2. Ekkor € és ¢ eloszldsa megegyezik, mivel mindkettd
normalis eloszldsi m = 2 varhaté értékkel és o = 3 szérasnégyzettel. Innen
B¢t = EE* = E(V3n + 2)* = 9En* + 243En® + 72En? + 32V3En + 16 =
9En* + 72En? 4+ 16 = 27 + 72 + 16 = 105 a harmadik feladat eredménye alapjan.



b.) Egyenletes eloszldsfigguény.

Egyenletes eloszlasfiiggvény definicidja. FEgy & wvaldsziniiségi valtozo egyenletes
eloszldsi egy [a, b] intervallumban, —oo < a < b < 00, ha striségfiggvénye f(u) = bL

haa <u<b, és f(u) =0 egyébként. -

Kiszdmitjuk egy az [a, b] intervallumban egyenletes eloszldst £ valdszintiségi valtozo
varhaté értékét és szorasnégyzetét.

b 2qb 2 2
1 1 —

b—a b—a |2 2(b—a) 2
b+a\? [P b+a\? 1 1
:E —_ pu— —_ pu—
Var & (5 5 ) /a (u 5 > b—adu b—a/_bTau du
b 3
1 u_3 > 2 b—a\”  (b—a)?
b—al3 J?_B@—@ 2 12
Feladatok:

6.) Legyen & egyenletes eloszldsu valdszintiségi véltozé a [0, 1] intervallumban, azaz
legyen f(-) stirtiségfiiggvénye f(x) = 1, ha 0 < x < 1, f(z) = 0 egyébként.
Szamitsuk ki a &2 valdszintiségi valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét.

Els6 megoldds:

Varé = B ((€)°) - (5€)° = B¢ - (86’ = [« f(wyao - [ 1) d)

ahol f(x) = 1, ha 0 < z < 1, f(x) = 0 egyébként, azaz f(x) a £ valdszinliségi
valtozé stirfiségfiiggvénye. Innen EE2 = fol ?dx = 3, és Varg? = fol ztdr —
2
1 2 _ 1 12 _ 11 _ 4
(%xd@ =5-G) =s5-85=%
Mdsodik megoldds: Szamitsuk ki el6szor a €2 valdszintiségi valtozé eloszlds és sii-
riiségfiiggvényét. A 2 valészinliségi valtozd F(-) eloszlasfiiggvénye

Fx)=P <2)=P(—Vr<&<V2)=P0<¢<V2) =z, ha0<ax<l,

F(x) =0, ha £ <0, F(r) = 1, ha x > 1. Innen a &2 valészinfiségi valtozé f(-)

stirliségfiiggvénye f(x) = ﬁi’ ha 0 <z <1, és f(z) =0 egyébként. Ezért
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c.)

Ezxponencidlis eloszldsfiiggvény.

Exponencialis eloszlasfiiggvény definicidja. Fgy £ wvalosziniiségi vdltozo expo-
nencidlis eloszlasu \ paraméterrel, A > 0, ha eloszlasfigguénye, F(x) = P({ < z) =
1—e™ hax >0, é F(x) = P(¢ <x) =0, hax < 0. Ezel ekvivalens jellemzés:
Egy valdszintiségi vdltozé exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
stiriiségfiigguénye, és az f(u) = Ae ™%, hau >0, f(u) =0, ha u < 0 alaki.

Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasi valészinliségi valtozo var-

hato értékét és szorasnégyzetét.

Parcialis integralassal kapjuk, hogy

o 1 [ 1 o o 1
Efz/o u)\e_A“du:X/o ue‘“du:x <[—ue_“}0 —l—/o e‘“du) =3

E¢? :/ u? e M du = 2 ([—uQe_“]O +/ 2ue™ " du) =2
0 0

4 2 1 1
Ezért Var{ = E&* — (B{)? = 3% — 57 = 32-

7)

h)
Feladatok:

Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozé mo-
mentumait.

Megoldads:

OO —Au 1 —u] > > -1 _—u k —
Efk::b/‘ UFAG A du = XE <[—uke }0 ‘+L/‘ kUk 16 dU) ::leﬁgf a
0 0

ahol &; egy exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozo A = 1 paraméterrel. Innen
k szerinti induciéval EEF = k!, és BER = 5.

Mutassuk meg, hogy egy exponencialis eloszlast £ valdszintiségi valtozo teljesiti a
kovetkezo tigynevezett orokifju tulajdonsigot:

P >z+yll>y) =P >x)

minden x > 0 és y > 0 szamra.
Megoldds: Mivel P(¢ > u) = e~** minden u > 0 szdmra, ezért P(¢ > x + y|¢ >

e~ Mzty)

y) = =e M= P(£ > 1).

e~ Y

Nem kotelezd hdzi feladat:

Ha egy € valdészinliségi valtozé teljesiti az orokifju tulajdonsagot akkor az expo-
nencidlis eloszlasu.

Adok egy rovid heurisztikus magyarazatot arra, hogy miért csak az exponencialis
eloszlas teljesiti az 6rokifju tulajdonsagot.
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Az orokifju tulajdonsig igy is atirhat6: Az F(z) = P(§ > x) fiiggvény teljesiti
az F(x +vy) = F(x)F(y) egyenletet minden x > 0 és y > 0 szamra. Ebben
az egyenletben logaritmust véve azt kapjuk, hogy a G(x) = log F(z) fliggvényre
G(z+y) = G(z) + G(y). Ennek az egyetlen (szép) megolddsa a G(z) = ax linedris
fiiggvény valamely rogzitett o szammal. Innen P(§ > z) = F(z) = e**. Mivel
P(¢ > x) < 1 elég nagy z-re, ezért a < 0.

A preciz bizonyitas ezen heurisztika pontossa tételén alapulhat. Azt kell megmu-
tatni, hogy az F(z + y) = F(z)F(y) egyenlet ‘nem szép’ megoldésait figyelmen
kiviil hagyhatjuk. Nem nehéz belatni, hogy az orokifju tulajdonsag kizarja annak
lehet6ségét, hogy P(§ > x) = F(x) = 0 valamely z-re. Ezért jogunk van loga-
ritmust venni, és igy eljutunk a G(z + y) = G(z) + G(y) egyenlethez. Tovabba
G(x) monoton és negativ értékii fliggvény. Ez kizdrja a G(x)-re vonatkozé egyen-
let csinya (nem mérhetd) megoldasait, és ezért csak a G(zr) = —ax, F(x) = e~ %,
a > 0 megoldas lehetséges. Ennek igazolasa soran érdemes el6szor azt megmutatni,
hogy véve egy tetszoleges u > 0 szamot a G(z) fliggvény megszoritasa az ru alaku
szdmokra, ahol r pozitiv raciondlis szdm linedris, azaz G(ur) = «a(u)r valamilyen
csak az u szamtol fiiggd a(u) egylitthatoval.

Az orokifju tulajdonsag szemléletes tartalma a kovetkezo. Tekintsiink egy személyt

vagy targyat amelynek élettartama véletlen £ valdszintliségi valtozo. Tekintsik a £ + y
valoszintliségi valtozoé feltételes eloszlasat azon feltétel mellett, hogy & > vy, azaz azt, hogy
milyen valdszinliséggel fog az a személy vagy targy legalabb még x ideig élni, feltéve,
hogy megélte az y idépontot. Ha ez a feltételes eloszlas nem fiigg az y értéktol, akkor
azt mondjuk, hogy a & valésziniiségi valtozo teljesiti az 6rokifju tulajdonsidgot. A fenti
feladatban ezt a tulajdonsigot fogalmaztuk meg formalisan.

Megjegyzés: A 6. téma ismertetésének nyolcadik feladataban, illetve az azt koveté meg-
jegyzésben lattuk, hogy a geometriai eloszlas teljesiti az orokifju tulajdonsag diszkrét
véaltozatédt, azaz a P(§ > z + y|€ > y) = P(§ > y) azonossagot akkor, ha x és y csak
nem-negativ egész értékeket vehetnek fel.

9.)

10.)

Mutassuk meg, hogy létezik olyan & valdszintiiségi valtozo teljesiti a kovetkezo szu-
per orokifju tulajdonsagot:

P >z+yl>y) > P> x)

minden z > 0 és y > 0 szadmra.

Megoldds: Legyen a ¢ val6szintiségi véltozé olyan, hogy P(¢é > z) = e V?®, ha
x>06s P(6 >x) =1, hax < 0. Ekkor P(§ > x4 ylz > y) = e VZTVHVT,
ha z > 0, y > 0. Ezért elég megmutatni, hogy e V*T¥VHV¥ > ¢=v¥ illetve hogy
VZz+y <x+ .y, hax>0¢é y>0. Ez az egyenlStlenség viszont (négyzetre
emelés utan) konnyen lathatoé.

Ledobunk a [0, 2] intervallumra 100 pontot egymadstdl fiiggetleniil a [0, 2] interval-
lumba egyenletes eloszlassal. A [0, 1] intervallumba esé pontok értékeit beirjuk
egy jegyz6konyvbe, az [1,2] intervallumbe es6 pontokat viszont figyelmen kiviil
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hagyjuk. Szamitsuk ki a jegyzokonyvbe irt szamok 6sszegének a varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: El6szor megmutatom, hogyan lehet ezt a feladatot gy megoldani, hogy a
benne szerepl6 varhato értékeket Riemann—Stieltjes integralok segitségével szamol-
juk ki, majd megmutatom, hogyan lehet ezeket a varhato értékeket hagyomanyos
modon, Riemann integralok segitségével kiszamolni.
Vezessiik be a kovetkez6 £;, 1 < j < 100, valoszinliségi valtozokat. §; = x, ha a j-ik
ledobott pont értéke = € [0, 1], és nulla, ha a j-ik pont az [1,2] intervallumba esik.
100
Ekkor minket az S = ) §; valészintiségi valtozé varhatd értéke és szérasnégyzete
j=1
érdekel. A &; valdszintiségi valtozd F'(x) eloszlasfiiggvénye sem nem diszkrét, sem
nem folytonos hanem F(x) = Fy(z) + Fy(z) alakban irhaté fel, ahol F}(z)-nek
f(x) =35, ha 0 < x <1 sliriségfiiggvénye van, azaz F( f f(u) du ezzel az
f() surusegfuggvennyel F5(x) pedig egy olyan (nem valoszmusegl) 1 mertéknek az
eloszlasfiiggvénye, amelyre p({0}) = 1, és p(R\{0}) = 0. Ezért E¢; = [zF(dz) =
[zf(z)dz+0- u({()} I ;mdx = 1 B¢ = [22F(da) = [2>f(z)dz + 0%
w({0}) fo sa?de = %, Var§; = ¢ — §x = - minden 1 < j < 100 indexre. Innen
ES =25, Var § = 122,

Az E¢; és Ef? mennylségeket egyszeriibb meggondolésok segitségével is kiszamol-
hatjuk. Legyen n; a j-ik ledobott pont értéke, és vezessiik be a kovetkezd h(u)
figgvényt a [0, 1] intervallumon: A(u) =u, ha 0 <u <1, h(u) =0, hal <wu < 2.
Ekkor &; = h(nj) és n, egyenletes eloszlasi a [0, 2] intervallumon Innen E¢; =
Eh( nj = [P ih(u)du= [y “dut [} 0-Ldu=1 B =En(n) = [ 1h(u)du =

fo ? :%7V3‘YSJ:E532‘_<E§J')2:%_%:%~

Fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok Osszegének a sturiliségfiiggvénye. Striliség-
fiuggvények konvolucigja.

A kovetkez6 kérdéssel foglalkozunk. Legyen & és n két fliggetlen valdszintiségi valtozo,
amelyeknek 1étezik f(-) és g(-) slirtiségfiiggvénye. Lassuk be, hogy a & + n Osszegnek
is létezik h(-) stirtiségfliiggvénye, és adjuk meg azt a formuldt, amelynek segitségével
azt kiszamolhatjuk. E vizsgdlat sordan be fogjuk vezetni két (stirtiség)fiiggvény kon-
volucidjanak a fogalmat. Ezutan alkalmazzuk ezt az eredményt néhany konkrét esetben.

Jelolje H(z) = P(§ +n < z) a fiiggetlen f(-) és g(-) stirliségfiiggvényli £ és n

valészintiségi valtozok & + n Osszeg eloszlasfiiggvényét. Ekkor

H(z) = P(E+n <) = / /{ o T dude
//{(u N U<$} (u)g(v — u) dudv
- /Oo UOO F(@)g(5 — @) da] 4o = /1 K (v) dv,
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ahol

/f 9(v — ) du.

A fenti szamolasokban egy integraltranszformaciot alkalmaztunk v = u +v, 4 = u
helyettesitéssel, majd felhasznaltuk a Fubini tételt. Az elvégzett szamolasban észre kell
venni, hogy a v = u + v, © = u transzformacié az {(u,v): v+ v < x} tartomény a
{(a,0): v < z, —00 < u < oo} tartomdnyba képezi, és e (linedris) transzformécié
Jacobidnja azonosan 1.

Ezutan bevezetjik a kovetkezo definiciét.

(Stirtiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definicidja. Legyen f(-) és g(-) két siiri-
ségfiiggvény a szdmegyenesen, dltaldnosabban integrdalhato figgvények, azaz tegyuik fel,

hogy f u)|du < oo és f (u)|du < oco. Az f(-) és g() figguények f * g(-)
konvolucwja az

/ fwg(x —u)du, —oo <z < o0,

figguény.

Kiilon tételben fogalmazom meg az elébb elvégzett szamolasok eredményként ka-
pott azonossagot arrdl, hogy hogyan kell kiszamolni fiiggetlen valdszintliségi valtozdk
Osszegének a strtiségfliggvényét.

Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok Osszegének a striliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két figgetlen valdsziniségi vdltozo f(-) és g(-) striségfiggvénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfigguénye, és az az

/ fwg(z —u)du, —oco<z<o0

fligguény.

1. megjegyzés: Egyszert (linedris) transzformaciéval kapjuk, hogy a konvoluciét mas-
képp is kiszamolhatjuk. Ez mutatja, hogy a konvoluciéban résztvevo fiiggvények szim-
metrikus szerepet jatszanak.

:/_O; f(u)g(x—u)du:/_o; flx —u)g(u) du
:/_Zf(%—u>g(g+u)du, —00 < x < 0.

2. megjeqyzés: Erdemes megérteni azt szemléletes képet, amely egyszeriien megma-
gyarazza, hogy fliggetlen valdsziniiségi valtozok oOsszegének stirtiségfliggvényét miért az
altalunk megadott képlet fejezi ki. A kovetkez6 meglehetésen informélis magyarazat
hasznos lehet. Legyen ¢ siirtiségfiiggvénye f(x), n stirtiségfiiggvénye g(z). A £+ Osszeg
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h(z) stiriségfiiggvényét egy = pontban a P({+n € [z, x+dx) ~ h(z)dx relacié hatarozza,
meg. A £+ € [z, z+dzx] esemény ugy kovetkezhet be, ha & € [y, y+dy) ésn € [x—y,z—
y + dz) valamely y szdmra. Ennek valésziniisége rogzitett y szamra f(y)g(x — y)dydx.
Ezeket a valoszinliségeket ,,0sszegezve”, pontosabban integralva az y érték szerint azt
kapjuk, hogy h(z)dz = [ f(y)g9(z — y)dy - dz, ahonnan da-szel leosztva megkapjuk
a keresett formulat. Ugyanez az érvelés azt sugallja, hogy & — n stlirtiségfiiggvénye
ff_fxa f t(x + y)g(y) dy. Ennek az allitasnak a preciz indokldsat tartalmazza a kovetkez6
eladat.

Feladat:

Legyen ¢ és n két fiiggetlen valdszintiségi valtozd f(x) illetve g(x) stirtiségfiige-
vénnyel Ekkor a £ — n valdsziniiségu valtozdnak létezik h(x) sliriségfiiggvénye, és
az h(z) = [*_ f(z +y)g(y) dy alakban adhaté meg.

Megoldas Tekmtsuk az 1 = —n valészinliségi valtozot. Ekkor 7 stirliségfiiggvénye
g(r) = g(—x). Valéban, legyen G(x) az 1, és G(z) az 7 valészintiségi valtozé
eloszlasfiiggvénye. Ekkor g(x) = %gf) = W = g(—x). Ezért £ —n
stirtiségfiiggvénye megegyezik & + 1 stirliségfiiggvényével, és ez

/_C:ﬂx_ dy_/ fl@=y) _)dy:—/oof($+y)g(y)dy

2/_Oof(w+y dy—/ F(w)gly — =) dy

3. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy amennyiben f(-) és g(-) integralhaté fiiggvény,
de nem tesziink fel semmilyen tovabbi tulajdonsagot ezekrdl a fliggvényekrol, akkor
sziikségszertien létezik-e az f * g(-) konvoluci6? Rogzitett z szamra az f x g(x) szamot
definidlé integral nem feltétleniil létezik. Viszont a mértékelméletben belatjak, hogy az
olyan kivételes pontok halmaza, amelyekre ez az integral nem létezik, kicsi, (pontosab-
ban fogalmazva nulla Lebesgue mértékii halmaz). Ez azt jelenti, hogy a szdmegyenes
majdnem minden pontjaban a konvoluciot definial6 integrél 1étezik. Azokban a konkrét
esetekben, amelyekkel talalkozni fogunk ez a probléma nem meril fel. Ezért ezzel a
kérdéssel nem foglalkozom, csak megemlitem a bizonyités részleteinek targyalasa nélkiil,
hogy az altalanos eset vizsgdlata a kovetkezo észrevételen alapul.
Be lehet 1atni, hogy

[ tlwan= [ [ tllgt) dude,

és az altalanos eredmény ebbdl az azonossaghdl és az integralok alapvetd tulajdonsagai-
bél kovetkezik.

4. megjegyzés. Az f x g(z f f(y)g(x — y)dy konvolucié kiszdmolasdban az
integralast az egész szamegyenesen el kell végezni. Viszont a konvolucids integral
definicidja alapjan az integralasi tartomanybol ki lehet hagyni azt a halmazt, ahol
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f(y)g(z —y) = 0. Példdul abban a fontos specidlis esetben, ha az f(-) és g(-) stiri-
ségfiiggvények olyanok, hogy f(z) = 0 és g(x) = 0 az x < 0 értékekre a kovetkezo
azonossag érvényes:

x) = fox fy)g(x —y)dy, ha z > 0, és f* g(x) = 0, ha x < 0. Ekkor ugyanis

f(y)g(x —y) # 0 csak akkor, hay > 0ésx—y >0, azaz 0 <y < x.

11.)

12.)

Lassunk néhany példat a fenti eredmények alkalmazasara.
Feladatok:

Legyenek & és & fiiggetlen exponencialis eloszldsi valdszintiségi valtozok, azaz
legyen stirtiségfiiggvényiik f(x) = Ae ™™ ha z > 0, és f(z) = 0, ha = > 0.
Szamitsuk ki & + & stirtiségfiiggvényét.

Altalénosabban, legyen &1, ...&,, m darab fliggetlen, exponencidlis eloszlasa valé-
szinliségi valtozdé A > 0 paraméterrel. Mutassuk meg, hogy & + - - - + &, slirliség-
fiiggvénye f,(z) = >‘(ml’—ml),16_)‘5” ha x >0, és f,,(z) <0, haz <0.

Megoldds: Ki kell szamolnunk az f x f(x) illetve f x - - x f(z) konvolucidkat a fenti

—
m—Sszer

f(x) striségfiiggvénnyel. Mivel f(z) = 0, ha < 0, a konvoluciét meghatérozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy x —y < 0.
Innen a konvoluciét definial6 integral csak x > 0 esetén lehet nem nulla. Az z <0
esetben ugyanis f(y)f(x —y) = 0 minden y-ra, és x > 0 esetén az f(y)f(x—y) >0
egyenlotlenség csak 0 < y < z esetén teljesiil. Innen a & + & valdszintliségi valtozo

fa(z) = f* f(x) stirliségfiggvényére fo(x) =0, ha z < 0, és
falw) = F f@) = [ )=y = [ e gy
—00 0

= / A2~ dy = )\21’6_)\36, ha z > 0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrtségfiiggvényét, akkor
—_—

m—Sszer

fm(x) = 0 minden m > 1 szdmra, ha z < 0. Azt allitom, hogy f.,.(z) =
A(’; ml),l e~ ha x > 0. Ezen allitds bizonyitdsdhoz elég beldtni teljes indukeci6val

azt, hogy fm 1% f(x) = fiu(z) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont
m—2

PR / ot () (@ — ) dy = / A WS VRS TEI
0 (m —2)!

m—2 A m—1
— A Aﬂﬂ/ A S ¢ L A S
o (m—2)! (m—1)!

Mésrészt f,,(x) =0, ha z <0.
Legyenek &1,&o, ..., fiiggetlen, exponencialis eloszlasu valdszintiségi véaltozok vala-

n
mely A > 0 paraméterrel, definidljuk ezek S, = ) &; részletosszegeit, és vegylink
j=1
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13.)

valamely z > 0 szdmot. Lassuk be minden n = 0,1,... szamra, hogy annak a
valészintisége, hogy mind az S, 41 > z, mind az S,, < x események bekovetkeznek

%e_)“”. (Az Sy = 0 definiciét hasznaljuk.) FEz azt jelenti, hogy az S;(w),
Sa(w), ... (véletlen) sorozatnak a [0, x] intervallumba es6 pontjainak szdma Poisson
eloszlast Az paraméterrel.

Megoldds: P(Spi1 > z, S, < z) = P(S, < z) — P(Spy1 < ) = fow[fn(u) —
frn+1(w)] du, ahol f,(u) jeloli az S,, valésziniiségi valtozd siiriiségfliggvényét. Innen
az elozo feladat eredménye alapjan

T /\nu(n—l) A T )\n—i—lun v
P(Sn+1 >x, S’rL S I) :A m@ du —/0 ol e du.

Au
n!

T )\n—i—l n A\ z A" n—1
/ U 67>\u du — — X 6—/\33 +/ u—ef)\u du.
o (n)! n! o (m—1)!

Parciglis integraldssal (f'(u) = e ™ és g(u) = 224" valasztassal) kapjuk, hogy

A fenti két azonossaghdl kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen ¢ és n két fiiggetlen valdsziniiségi véltozd, mind a kettd f(x) = %e
—00 < x < 00, slirliségfiiggvénnyel. Lassuk be eldszor, hogy f(z) valéban siirliség-
fiiggvény. Szamitsuk ki a £ + n valésziniiségi valtozo g(x) stirliségfiiggvényét.
Megoldds: Az f(z) fiiggvény minden pontban nem negativ. Annak ellen6rzéséhez,
hogy f(x) slirliségfiiggvény azt kell megmutatnunk, hogy ffooo f(x)dx = 1. Ez igaz,
mert [*°_ f(z)dx = %ffoo etdr+ 3 [ e dr =3 [e]” o+ L[] = 1.

A €+ n valészintliségi véltozo g(x) strtiségfiiggvényét a g(x) = ffooo fly)f(x—y)dy
formula segitségével szamithatjuk ki. Szamitsuk ki ezt az integralt. Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor x > 0. Az integralt szamitsuk ki gy, hogy nézziik
mind a négy (elvileg) lehetséges esetet, amikor a) y > 0ésx —y >0, b) y > 0 és
x—y<0,c)y<0,z—y >0,d)y <0, z—y < 0. Szadmitsuk ki mind a négy esetben
azt, hogy milyen tartomanyban veszi fel értékét az y valtozo, és mi az integrandus

illetve az integral értéke ebben a tartoményban. Az a) esetben 0 < y < =z, az
1 Te

integrandus f(y)f(x —y) = Ze_ye_(m_y) = e;x, az integral pedig 495 az a)

— ||

o0

tartomanyban. A b) esetben y > x és f(y)f(x —y) = 67y217y = ez; ° az integral

pedig %f;o T W dy = e:, a c) esetben y < 0 és f(y)f(z —y) = %eye_(x_y) =
621_96 , az integral pedig i fi)oo eV dy = e: , a d) eset nem lehetséges, mert ekkor

egyrészt az y < 0 masrészt az y > x > 0 feltételeknek kellene teljestilniiik. Innen
_ (z+1)e™*
- 4

azt kapjuk, hogy g(x) , ha x > 0. Mivel f szimmetrikus fiiggvény, ezért,

T e~ 1=l
mint nem nehéz megmutatni, g(x) is az. Tehat g(—x) = g(x), és g(x) = %.

Megjegyzem, hogy az eloz6 feladatokban tekintett konvoluciot csak akkor hasznal-

hatjuk, ha olyan valdszinliségi véaltozdk Osszegének a striiségfiiggvényét akarjuk kisza-
molni, amelyek fliggetlenek. Ez az oka annak, hogy a kovetkez6 feladat megoldasaban
nem hasznalhatjuk a konvoluciét, hanem mas moédszert kell alkalmaznunk.
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14.)

15.)

Legyen ¢ exponencidlis eloszlasi valészintiségi valtozd6 A = 1 paraméterrel, azaz
Flx)=P<z)=1—e* haz >0, F(x) =P <z)=0, hax <0. Szdmitsuk
ki a & + €2 valdszinliségi valtozé eloszlés és slirtiségfiiggvényét.

Megoldds: Jelolje G(x) a & + &2 valészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
a G(z) = PHw: &) + €2 (w) < z}) eloszlasfiiggvényt kell kiszamolni az F(x)
eloszlasfiiggvény ismeretében. Viszont egy & valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
meghatarozza a P(w: £(w) € B) halmazok valészintiségét is minden ,,szép”, azaz
Borel mérheté6 B halmazra. Vegyiik észre, hogy jelen feladatban is ilyen jellegli
problémat kell megoldani. Az ebben a feladatban megjelen6 B halmaz egyszert
szerkezetil, és ezért ez a feladat kénnyebben megoldhaté. Tekintsiik az A(w,x) =
{w: €(w)+€(w)? < 2} halmazokat. Ezek valészintiségét kell kiszamitanunk. Ennek
érdekében tekintsiik az B(z) = {y: y + y?> < x} hamazt. Vegyiik észre, hogy
B(z) = {y 1(2) < y < p2(x)}, ahol yy (2) = ==YIFE 6 g (q) = =LE/IEE o
y? +1y = x egyenlet kisebb és nagyobb megoldédsa, (feltéve, hogy a fenti megoldasok
léteznek, mint valds szdmok), és A(w,x) = {w: y1(z) < £(w) < y2(z)}. Innen

G(x) = P ({w: yi(z) <€(w) <wa(2)}) = Fy2(2)) — Fyi(2)), haz> —i,

azaz, ha a fenti y1(z) és y2(z) megolddsok léteznek, és az G(x) = 0, ha ezek a
megolddsok nem léteznek, és az A(w, ) halmaz iires. Igy G(z) = 0, ha z < —1.
Mivel P(§ < 0) = 0, ezért G(x) = P(€ + &2 < x) = 0, ha ya(x) < 0, azaz, ha
x < 0. Mésrészt y1(x) < 0 < ya(x) minden x > 0 szdmra, és P(§ < 0) = 0. Ezért
a & + &2 valbsziniiségi véltozé eloszlasfiiggvénye a G(z) = P (y1(z) < € < ya(x)) =
P <y(z) =1—e @ =1 exp{l_— V21+4x}, ha z > 0, és G(z) = 0, ha
r < 0. A&+ &2 valbszinfiségi valtozé g(-) stirtiségfiiggvénye ennek derivaltja, ezért
g(z) =0, haz <0, és g(x) = \/ﬁexp{l_— VQHM}, ha x > 0.

Legyenek & és n fiiggetlen, standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozok.
Lassuk be, hogy &2 + n? exponencialis eloszlast valészintiségi valtozdé \ = % para-
méterrel.

Megoldds: P(£2 < z) = ®(/z) — B(—/Z) = 28(/Z) — 1, ha & > 0. Irjuk fel &2 sii-
riiségfiiggvényét és konvolicié segitségével szamoljuk ki £2 + n? siirfiségfiiggvényét.
A €2 valészintiségi véltozé stirtiségfiiggvénye g(z) = LP(T@ = \/2;”76*1’/ 2 ha x>0,

és g(x) = 0, ha x < 0, és £2 + n? sfirfiségfiiggvénye

v 1
— _ —u/2 —(x—u)/2
x)=gxg(xr) = — ¢ e du
s =geg) = [ s
1
1 1
— —x/2 = dv== —x/2 h >0
e v e , ha x>0,
/0 2my/v(1 —v) 2

és f(r) =0, haxz <0.

Megjegyzés: Az x paramétertol nem fliggd fol \/% dv integral értékét meghatarozza
v —v

az a tény, hogy a végeredményként kapott fliggvény strliségfiiggvény, ezért integralja
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a szamegyenesen eggyel egyenlo. De ki is tudjuk szdmolni ezt az integralt. Valdoban,
vegyiik észre, hogy

1 1 B 2

Vol —v) \/711_(@_1)2_\/1—(21;—1)2

ezért u = 2v — 1 helyettesitéssel

arcsin(2z — 1) + 5

/w 1 p /2x—1 1 p 1 [ . ]21—1
————dv = ————du = — [arcsinx =
0 2m\/v(l —wv) 1 271 —w? 27 -t 27

Innen kovetkezik, hogy a tekintett integral értéke z = 1 esetén % Ugyanis arcsin 1 = 7.

16.) Bevezett¢k a I'(t) = [ e "a'~'dx, t > 0, tgynevezett I-fliggvényt, és a v, (z) =

F(lt) e Tt ha x > 0 és y(x) = 0, ha z < 0 slirliségfliggvénnyel rendelkezd ¢
paraméterti v eloszldst minden ¢ > 0 paraméterre. Mutassuk meg, hogy 7v;*ys(z) =
Yi+s(z) minden s > 0 és t > 0 paraméterre.

Megoldas. Azt kell megmutatni, hogy

1 L 5=l —(z—u) t—1 1 —mstt—1
u,, s T—u _ du = x,.s , h > 0.
F(S)F(t)/o e “u e (x —u) u F(s+t)e x ax

Viszont u = xv helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
xX xX
/ eyt e W (g —y)t L du = e / uw - w)' "t du
0 0

1
= e Tglts—l / v 1 =) do.
0

Innen kévetkezik, hogy x > 0 esetben

1 /CK —u, s—1_ —(x—u) t—1 C<S7 t) —x,.s+t—1
_— e "u’" e T —u du= ———e *x
© Jo (@~ u) (0

ahol a C(s,t) fo v¥71(1 — v)!~1 dv konstans nem fiigg az x valtozétol. Vi-
szont az azonossagban szerep16 fliggvények strtségfiiggvények, ha x < 0 esetben a
fiiggvényeket nullanak vélasztjuk. Masrészt a ysi4(z) = ﬁe_mxt“_l, ha x >
0, és I's1¢(x) = 0, ha x < 0 fiiggvény szintén siiriiségfiiggvény. Ez a két fiiggvény
. " _ . 1 1

cs?klugy leheg egyenld, ha vs * v = Vsi¢, €8 mC(s,t) = F(s)F(t) fo vl —
7}) dU = F(S——i—t)

1. megjegyzés. Megmutathatd, hogy a 15. feladat eredménye tekinthet6 a 16. feladatban
megfogalmazott allitas specialis esetének az s =t = % valasztassal. Valoban, tattuk,

hogy ha ¢ standard normélis eloszlast valészintiségi valtozo, akkor a &2 valdszintiségi

véaltoz6 g(x) siiriiségfliggvénye g(z) = ﬁe*x/g, ha x > 0, és g(z) = 0, ha = < 0.
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Innen kovetkezik, hogy g(z) = £71/2(%), (és mellékeredményként I'(3) = /7). Mivel
yi(w) =e % hax >0,é v (x) =0, hax <0, a 15. feladat allitdsa a v1 /2 * 7y1/2() =
~v1(x) azonossig atskalazott véltozata.

2. megjegyzés. A v1(x) fliggvény a A = 1 paraméterii exponencidlis eloszlds stirtiség-
fiiggvénye. Ezért a 16. feladat alapjan a ~y,(z) fliggvény pozitiv egész k szamokra
k fiiggetlen, 1 paraméterii, exponencialis eloszlast valdsziniiségi valtozo Osszegének a
strtiségfiiggvénye. Ez a 11. feladat eredményBc’Sl is kovetkezik.

17.) Legyen ¢ és n két fliggetlen, a [—%, %} intervallumban egyenletes eloszlasu valészi-

niliségi valtozd, azaz legyen £ és n sirliségfiiggvénye f(z) = 1, ha —% <z< %, és
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ + 7 stiriiségfiiggvényét.

Megoldds: A &+n valészintiségi véltozo stirtiségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(x—y) dy
fiiggvény, ahol f(x) a [—%, %1 intervallumban egyenletes eloszlés stirtiségfiiggvénye.
Ezért f(y)f(z—y) =1,ha—5 <y < %, és —% <zx—y < %, azaz, —%—i-m <y< %—I—x,
és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a £ + n Osszeg g(x) stirliségfiiggvénye az x
pontban megegyezik a [—%, %} N [—% + z, % + .CIJ] intervallum hosszdval. Ha |z| > 1,
akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) = 0. Ha 0 < z < 1, akkor
ez a metszet a [—% + z, %] intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben az eset-
ben g(z) =1 — 2. Ha —1 < z < 0, akkor ez a metszet a [—%, % + x} intervallum
amelynek hossza 1 +x = 1 — |z|, azaz g(x) = 1 + x = 1 — |z| ebben az esetben. Ez

azt jelenti, hogy g(xz) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) = 0, ha |z| > 1.

Megadok egy méasik megoldast is, amely a korabban targyalt geometriai érvelésen
alapul.

Szamitsuk ki el6szor a £ + n valdszintliségi valtozd G(z) eloszlasfiiggvényét. De-
finialjuk a K = [—%, %] X [—%, %] négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sfkon. Ekkor a sik tetszéleges A C R? mérhetd részhalmazdra
igaz az, hogy P(({,n) € A) = AM(AN K). Specidlisan, G(z) = P((+n < z) =
MK N {(u,v): vw+v < x}). Ha z < —1, akkor G(z) = 0, ha -1 < z < 0,
akkor G(z) a (—%, —%), (—%, % + :1:) és (% + x, —%) pontok altal meghatarozott
hiromszog teriilete %(1 +2)2. Hasonléan, ha x > 1, akkor G(z) = 1. Ha0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfiiggvény megegyezik annak a poligonnak teriiletével, amelyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbdl kihagyjuk a (%, %), (%, —% + x) és (—% + x, %)
pontok dltal meghatérozott haromszoget. Ezért G(z) = 1—4(1—2)? ebben az eset-
ben. A G(x) figgvényt derivalva kapjuk, hogy ¢g(z) =0, ha |z| <1, g(z) = 1+ =z,
ha -1 <x<0,ésg(z)=1—2,ha0 <z <1

18.) Legyen £ és n két fiiggetlen egyforma eloszlasu valésziniiségi valtozé valamely [a, a+
1] illetve [b, b+ 1] intervallumon. Szamitsuk ki a £ +n és £ —n valdszintliségi valtozok
stirtiségfiiggvényét.
Megoldds: A feladatot meg lehet oldani megfelel6 konvoluciok kiszamitasdnak a
segitségével. De mivel ezt a feladatot mar megoldottuk egy specidlis esetben a
17. feladatban, ezért egyszeriibb a feladat megoldasat visszavezetni erre a specidlis
esetre. Ennek érdekében vezessiink be két fiiggetlen & és g a [—3, 3] intervallumon

egyenletes eloszlasu valdoszinliségi valtozot. Feltehetjiik, hogy & = &y + a + % és
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n=mn+b+35 Ekkor {+n==E&+n+a+b+1l, {—n==E—n-+a—bh
Ezenkiviil £y + ng és £y — o stirtiségfiiggvénye megegyezik, és ez az emlitett feladat
eredménye szerint g(x) = 1 — |z|, ha =1 < z < 1, g(x) = 0, ha =z < —1 vagy
x > 1. Innen z + n stirtiségfiiggvénye g(x —a—b—1) =1—|r —a—b— 1|, ha
lt—a—b—1]<1,g(x—a—b—1)=0,ha |[rt—a—b—1| > 1, £ —n slirliségfiiggvénye
glx—a+b)=1—|z—a+b,halz—a+b <1,g9(x—a+b)=0,ha|z—a+b| > 1.

Tekintstink két a masodik téma ismertetésében targyalt feladatot, amelyeket annak

idején geometriai meggondolasok alapjan oldottunk meg. Megmutatom, hogy ezek a
feladatok megoldhatdoak a most targyalt konvolucio segitségével is.

19.) Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egyméstol fiiggetleniil és egyenletes

20.)

21.)

eloszlasal. Mind a kettd félérat var a masikra, és ha az addig nem jon, akkor
hazamegy. Mi a valdsziniisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldds. Jelolje &;, j = 1,2, azt a valdsziniiségi valtozot, amely azt adja meg, hogy
hany (0 és 1 kozotti szammal kifejezhetd) 6rdval 8 6ra utén jelent meg a j-ik ember
a helyszinen. Ekkor &; és &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsi
valészintiségi valtozék. Minket a —% <& — & < % események valdszintsége
érdekel. Mivel 51 — fg = 51 + (—62) = 51 + Sg—t is irhatunk, ahol 52 = —52,
és & stiriségfiiggvényét konnyen kiszamolhatjuk, ezért a konvoluciérél tanultak
alapjdn ezt a feladatot meg tudjuk oldani. Az F(u) = P(& — & < u) eloszlas
stirtiségfiiggvénye a g(u) = f1 * fa(u) konvolucid, ahol fi(u) =1, ha 0 < u < 1,
fi(u) = 0, kiilénben, fo(u) = 1, ha —1 < u < 0, fa(u) = 0 kiilénben. Ekkor a

minket érdekl8 mennyiség az F (3) — F (—3) = f_1{§2 g(u) du integral. Tovabba,

oe) = e ale) = [ ) fol— ) du = / 7 fW)f (e —u)du, —o0 < < oo,

ahol f(u) =1,ha £ <u <%, f(u) =0, hau> 3.

A 17. feladat megoldasaban lattuk, hogy g(u) =1 —wu,ha0 <u <1 g(u) =1+ u,
ha —1 < u < 0. Innen F () — F (=3) = [117,(1 — |ul) du = 2.
Két botot véletlenszeriien, egyenletes eloszlassal eltortink. A két révidebb darabot
Osszeragasztjuk. Mi az igy kapott j bot hosszénak az F'(u) eloszlasfiiggvénye?
Megoldds. Jelolje §;, j = 1,2, azt a valdszinliségi valtozot, amely azt adja meg, hogy
a j-ik bot rovidebb végének mi a hossza. Ekkor &1, és & fiiggetlen valdszintliségi
véltozok, amelyek stirliségfiiggvénye az az f(-) fliggvény, amelyre f(x) = 2, ha
0<z< %, és f(x) = 0 egyébként. Minket a &; + & valdsziniiségi véltozo eloszlasa
érdekel. Viszont & + &, stiriségfiiggvénye g(z) = f* f(z), ahonnan g(z) =2—|2—
4z|, ha 0 <z < 1, g(z) = 0 kiilénben. Ezt kiintegralva megkapjuk az eredményt,
amelyet a a kovetkezd képletek adnak meg: F(u) = 0, ha u < 0, F(u) = 1 — 2u?,
ha0<u<g, Fluy=1-2(1-u)? =4u—2u?—1,ha 3 <u<1. Hau > 1, akkor
F(u) =1.

Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldalan taldlomra valasztunk egy-egy
pontot. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy ezek tévolsdga a-nél kisebb (1 <

oz<\/§)?
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22.)

23.)

Megoldas: Jelolje & a négyzet egyik, n a négyzet atellenes oldaldra ledobott pont
értékét. A két ledobott pont tédvolsdga (a Pitagorasz-tétel szerint) /(£ —n)? + 1,
ezért minket a P(1/(§ —n)2+1 < a) = P(|€ —n| < Va? — 1) valésziniiség értéke
érdekel. £ és n két fiiggetlen a [0, 1 intervallumon egyenletes eloszlast valészintiségi
valtozo. A feladatot egyrészt megoldhatjuk a geometriai valoszintiségek modszeré-
vel. Ekkor azt hasznaljuk, ki, hogy a (£,7n) véletlen vektor az egységnégyzet egy
véletlen pontja, és a keresett valdsziniiség az {(u,v): 0 < u,v <1, —vVa? -1 <
u—v < va? — 1} halmaz teriilete, ami 1 — (1 —va2 — 1)2 = 2v/a2 — 1 — (a? - 1).
Miésrészt a minket érdekld valdszintiséget kiszamolhatjuk a 18. feladat eredményé-
nek a segitségével is. Ezen eredmény szerint ugyanis ismerjiik a & — n valészintiségi
valtozé g(x) striiségfiiggvényét, ahonnan tetszbleges 0 < u < 1 szdmra P (| —n| <
u) = [* g(x)dz =2 [['(1 — 2)dr = 2u — v? Innen u = Va2 — 1 vélasztdssal a
keresett valészinliség 2a — a? = 2v/a2 — 1 — (a2 —1).

A [0, 1] intervallumon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi annak a val6szinii-
sége, hogy a két felvett pont tavolsaga kisebb, mint a 0 pontnak a hozza kozelebb
esO ponttol valo tavolsaga?

Megoldas: Ezt a feladatot legegyszeriibben a geometriai valészintiségek modszerével
tudjuk megoldani. Egyszeriibb el6szor a feladatban kérdezett esemény komple-
menterének a valdszintiségét kiszamolni. Legyen & az els6, n a masodik ledobott
pont értéke, és vezessitk be az A = {w: {(w) > 2n(w)} és B = {w: n(w) > 2¢{(w)}
eseményeket. Ekkor a minket érdeklé esemény komplementere az A U B esemény.
Tovabbd, az A és B események diszjunktak, P(A) = P(B), ezért P(AUB) = 2P(A).
A (&,n) véletlen vektor egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, és az A esemény
azt jelenti, hogy ez a pont az {(u,v): 0 < 2v < u < 1} halmazba esik. Ennek
valészintisége ;. Ezért P(AU B) = 3, és a keresett valdszintiség 1 — 5 = 3

2 2
Megjegyzem, hogy az el6bb tekintett P(A) eseményt a kdvetkez6képp szamolhatjuk
ki dltalanos elvek segitségével. A (&,n) véletlen vektor stirtiségfiiggvényét ismerjiik.
Ez a £ és n valésziniiségi valtozdk fiiggetlensége miatt g(u,v) = f(u)f(v), ahol
flw) =1, ha0<u <1, f(u) =0, hau <0 vagy u > 1 a £ és n valésziniliségi
valtozok stlirtiségfiiggvénye. Innen,

P(A) = / oz y) da dy — / F(@)f(y) de dy
{(z,y): z>2y} {(z,y): z>2y}

1 x/2 1 211
:/ d:cdy:/ / dy dx:/fdx:{x_] _ -
{(z,y): 1>2>2y>0} o \Jo 0o 2 4], 4

Legyen & és n két fliggetlen standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo.
Szamitsuk ki a g hényados eloszléas és stirtiségfiiggvényét.

Megoldas: Tegyiink el6szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva van két valdszinti-
ségi valtozd & és n, amelyek (egyiittes siirliségfiiggvénye egy ismert f(u,v) slirtiség-
fliggvény, akkor az g hényados eloszlasfliiggvényét a kovetkez6 modon szamolhatjuk
ki: Vezessiik be a g(u,v) = g,(u,v) fliggvényt, amely a stkon az {(u,v): £ <z}
halmaz indikdtorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha 2 < z, és g(u,v) = 0, ha © > x.
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Ekkor

P (g < m) = Eg(¢,n) = //g(u, ) f(u, v) dudv = //{(W): %@}f(u, v) du dv.

Latni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgalandé integral viszonylag egyszerti,
konnyebben kezelheto.
A feladatban vizsgdlandé héanyados eloszlasfiiggvénye

1
F(z)=P Ter)= // — e~ (/2 gy gy
E v<TU 2m
1 oo

1 1
-9 / re_TQ/Q drdp = - + — arctan z.
2T 0 2

— 5 <p<arctanz

Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk w = rcosep, v = rsiny transz-
formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szdmolas soran az integrandusban meg-
jelenik az r Jacobian mint szorzé faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a belsé r
oo
valtozo szerinti integrdl [ re= /2 dr = [—e_TQ/Q} =1.
0
Kiszamoltuk a keresett valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. E valdszintliségi
dF(z) _

valtozé stirtiségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivaltja, azaz az f(x) = =

Masodik megoldds. A (&,n) vektor stirtiségfiiggvénye %e_(muy?)/ 2 ami forgatésin-
varians fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (&, n) vektor
egy origobol kiindul6 « szogil szogtartomanyba esik, 5-. Ezért

P (g < x) =P ((f, n) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 7r> szégtartoményban)

12( ¢ +7T) L1t
= —2 (arcta —) == + =~ arctanz.
277 I nx 2 2 Wal"c nar

1. kiegészités: Tobbvaltozds siirliségfiiggvények.

Az egydimenzids esethez hasonlén érdemes bevezetni tobbvaltozos eloszlasfliiggvények
strliségfiiggvényének a fogalmat. Latni fogjuk, hogy ha valamely valészintiségi valtozok
egylittes eloszlasanak van striiségfiiggvénye, akkor ezen valdszinliségi valtozok valamely
fliggvényének a varhatd értékét ki lehet szamolni ezen stirtiségfiiggvény szerinti alkal-
mas integral segitségével. Az igy kapott formula dltalaban jobban hasznalhaté konkrét
feladatokban, mint az eloszlasok szerinti integral. Megadom a tobbdimenzids siiriiség-
fliggvény definiciéjat és az elobb jelzett eredmény pontos megfogalmazasat.

Tobbdimenzios eloszlasfiiggvény siirtiségfiiggvényének definiciéja. Azt mond-
Juk, hogy eqy F(x1,...,x) tébbvdltozds eloszlasfiggvénynek létezik f(uq,. .., uy) sdrd-
ségfigguénye, ha teljestl az

X1 T
F(xl,...,xk):/ / flug, ... uk)duy ... dug
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azonossdg minden —oo < x; < oo, 1 < j < k szdmra.

Tétel arrdl. hogy hogyan lehet kiszamolni egy véletlen vektor fliiggvényének
a varhaté értékét e vektor siirtiségfiiggvényének a segitségével. Létezzék egy

(&1,. .., &) véletlen vektor F(xq, ..., xy) eloszldsfiggvényének az f(uq,. .., uy) striség-
fiiggvénye. Ekkor minden k-vdltozds (mérhetd) g(xq,...,xx) fligguényre érvényes a ko-

vetkezd azonossdg:
Eg(&,...,&) = /g(ul,...,uk),up(dul,..., duy,)
:/ / g(ur, ... ug)f(uy, ... ug)duy ... dug,

ahol pp jeloli az F eloszldsfiggvény dltal meghatdrozott Stieltjes mértéket. Ez az azo-
nossdag ugy értendd, hogy az annak két oldaldn szerepld kifejezés egyszerre létezik vagy
nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesque integralt értelmezziik. Ha a jobb-
oldalon szerepld integral létezik mint (kozénséges) Riemann integrdl, akkor ez az integrdl
tekinthetd gy is, mint (egy a Riemann integrdl értékével megegyezd) Lebesque integrdl.
Tehdt az azonossdg ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.

Az egydimenzids esethez hasonléan a tobbdimenzids struségfiiggvényeket is lehet
jellemezni. Igaz a kovetkezo tétel.

Tétel tobbvaltozés siirliségfiiggvény jellemzésérdl. Egy k-vdltozds f(uq, ..., ux)
figguény akkor és csak akkor striségfiggvénye eqy alkalmas k-dimenzids eloszlasfigg-
vénynek, ha f(uy,...,ur) > 0 majdnem minden (uy,...,ux) pontban, és

/ / flur,...,ug)duy ... duy = 1.

Megjegyzés: Egydimenzios eloszlasok esetében elég sima eloszlasfiiggvényeknek 1étezik
sturtiségfiiggvénytik, és az egyenlé az eloszlasfiiggvény derivaltjaval. Ez a Newton—
Leibniz formulabdl kovetkezik. Létezik ehhez az eredményhez hasonldé eredmény a

tobbdimenzids esetben is. Eszerint az eredmény szerint, ha F(zq,...,z)) elég sima
k-dimenzids eloszldsfliggvény, akkor 1étezik f(x1,...,x)) slrtiségfiiggvénye, és az az
OFF(zq,..., x5
flxy, ... x2k) = ( )
89018902 cee 8xk

képlet segitségével szamithato ki.
Feladat:

Legyenek &1, ...,¢&, fliggetlen valészintiségi valtozok, és legyen a §;, 1 < j < n,
valdszintiségi valtozénak striiségfliggvénye, és jeloljikk az f;(-)-vel. Léssuk be a
Fubini tétel segitségével, hogy a (&1, ...,&,) véletlen vektornak is van stiriiségfiigg-
vénye, és az az f(uy,...,up) = f1(u1) -+ fn(u,) fiiggvény.
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Megoldas: Rogzitsiink valamilyen xq,x1,...,x, szamokat, és definialjuk ezek se-
gitségével a hj(u) =1, ha u < zj, hj(u) =0, ha u > 2 1 < j < n, fiiggvényeket.
Ekkor

P(€1<.CE1,"',fn<$n>zp(£1<$1)”'P(fn<$n)
:/hl(u)fl(u)du---/hn(u)fn(u)du

:/---/hl(ul)fl(ul)---hn(un)fn(un)dul... du,,
:/:lo---/_Zfl(ul)---fn(un)dul...dun

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

Targyaljuk roviden a tébbdimenzios eloszlasok egy fontos specialis esetét, a tobb-
dimenzids tér (véges térfogati) halmazaira koncentralt egyenletes eloszlast. Definidljuk
ezeket stirtiségfiiggvénylik segitségével, majd adjuk meg az egyenletes eloszlast néhany
egyszerl esetben.

Tobbdimenziés halmazokra koncentralt egyenletes eloszlas definicidja. Legyen
adva egy A C R* (Borel mérhets) halmaz a k-dimenzids téren, amelynek Lebesque
mértéke teljesiti a A\(A) > 0 feltételt. Az A-halmazon definidlt egyenletes eloszlds az a P
valdsziniiségi mérték az R* tér Borel mérhetd részhalmazain, amelyre P(B) = %
minden Borel mérheté halmazra a k-dimenzios téren. Mdsképp megfogalmazva, az
A halmazra koncentrdlt egyenletes eloszlds az az eloszldas, amelynek striiségfiiggvénye

flug, ... ux) = ﬁ, ha (uy,...,ux) € A, és f(uy,...,ur) =0, ha (uy,...,ug) ¢ A.
Feladat:

Adjuk meg a [0, 1] x - -+ x [0, 1] k-dimenzids egységkockan egyenletes eloszlds elosz-
lasfliggvényét.

b.) Tekintsiik a sikon a (0,0), (0,1) és (1,0) cstcspontok &altal meghatérozott harom-
sz0gon az egyenletes eloszlast. Adjuk meg ennek eloszlasfiiggvényét.
Megoldds: A [0,1x---x[0,1] k-dimenziés egységkockan egyenletes eloszldst valdszi-
niiségi véltozé eloszlasa az F(x1,...,xx) = G(z1) - - - G(zy) figgvény, ahol G(z) =
0,haz<0,G(z)=z,ha0<z<1,éG(x)=1haz>1.
A tekintett haromszogon definidlt egyenletes eloszlas H(x,y) eloszlasfiiggvénye,
H(z,y) =0, haxz < 0vagyy < 0. H(x,y) =1, ha > 1és y > 1. Definidlni
kell még a H(z,y) eloszlasfiiggvényt abban az esetben, ha 0 <x <1és0 <y < 1.
Ebben az esetben H(z,y) = 2A([0, 2] X [0, y]NK). innen H(x,y) =2y, ha0 <z <1
és0<y<l,ésx+y<1 Ha0<z<1é60<y<I1,ésx+y > 1, akkor
H(z,y)=zy— s(z+y—1)%
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2. kiegészités: Tobbvaltozos integalok kiszamolasa ij valtozok bevezetésével.

A normalis stirtiségfliggvény kiintegralasaban (—oo-tél oco-ig) a klasszikus analizis két
fontos eredményét haszndltuk fel. Ezek egyike arrdl szol, hogyan lehet két egyvalto-
z0s integral szorzatat egy kétvaltozos integralként felirni, a masik pedig arrdl, hogyan
lehet koordinatatranszformaciokat alkalmazni tobbvaltozds integralokban. Ez utébbi

4 g9(b)
eredmény az fg(a)
Az elsé emlitett eredmény arrdl szél, hogy két egyvaltozds integral szorzata felir-
haté, mint alkalmas kétvaltozds integral. Pontosabban, ha f(z), g(z) két egyvaltozds
fiiggvény valamely [a,d] illetve [c,d] intervallumon, —co < a < b < 00, —00 < ¢ <

d < oo akkor f: f(z)dx fcd g(x)dr = ff[a’b]x[c’d] f(x)g(y) ddy. Altaldnosabban, ha
f(z,y) kétvaltozds fiiggvény az [a,b] X [c,d] téglalapon, akkor fab <de f(z,y) dy> dx =
S f[a,b]x[c, af (x,y) dz dy. Ebben az azonossidgban a baloldalon egyvaltozés integralok
szukcessziv alkalmazasa szerepel, a jobb-oldalon pedig kétvaltozés integral. Emlékezte-
totl felidézem, hogy a tobbvéltozos Riemann integralokat az egyvaltozés integralokhoz
hasonléan definidlhatjuk. Nevezetesen, adva egy szép A C R* halmaz, és azon egy
f(z1,...,zy) figgvény, akkor az [, f(z1,...,xx)dzy ... dry integral definicéja érdeké-
ben allitsuk el6 az A halmazt kis &tméréji K, |J K; = A, halmazok particiéjaként, és
frjuk fel a definidlandé integral 3" f(ul, ..., u?)Vol (K;) integral-kozelité ésszegeit,
ahol Vol (K;) a K; halmaz térfogatat jeloli. Az integralt ilyen integral-kozelité Gsszegek
limeszeként definidljuk, ha a K; halmazok atmérdinek a szuprémuma nulldhoz tart.

A tobbvaltozds integral definicidéja hasonld az egyvaltozds integraléhoz. Egy apré
kiilonbség van kozottik, amire érdemes felhivni a figyelmet. A Vol (K;) térfogatot és
nem eléjeles térfogatot jelol. Az egyvaltozos integralokkal akkor lesz teljes az analdgia,

flu)du = f; f(g(u))g' (u) du azonossdg tobbdimenziss megfeleldje.

ha az f; f(x)dz integralokat csak a < b esetben definidljuk. Megjegyzem, hogy az
idézett eredmény nemcsak Riemann, hanem &altaldnosabb Lebesgue integralokra is érvé-
nyes. Ezt az analizisban nagyon fontos eredményt Fubini tételnek hivjak. A Fubini tétel
fontos szerepet jatszott a 7. téma targyaldsdban is, a fiiggetlen valdszintiségi valtozok
vizsgalataban.

Sziikséglink van a kovetkezo probléma megoldésara is. Ha adva van az n-dimenzids
tér egy A tartomanyanak szép, sima és invertalhatd yx, = Ti(x1,...,2,), 1 < k < n,
leképezése az n-dimenzids tér egy masik B tartomanyaba valamint egy

/Bf(yl,...,yn)dyl... dyn,

alakt integral a B tartomanyon, akkor hogyan tudjuk ezt atirni és kiszamitani, mint
egy alkalmas az A tartoméanyon értelmezett fliggvény integraljat? ElsGsorban az n = 2
valtozos integralok kiszamitasa érdekel minket, azon beliil is az az eset, amikor egy
a stkon (pontosabban az R? \ {0} halmazon) definidlt integralt kivdnunk kiszdmitani
a valtozok polarkoordinatas atirdsanak a segitségével. Ebben az esetben egy a B =
R?\{0} halmazon definidlt [n, f(y1,y2) dy: dys integralt akarunk tirni az A = (0, 00) x
(—m, 7] halmazon vett integral alakjaban gy, hogy az (yi1,y2) € R?\ {0} pontokat y; =
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Ty (z1,x2), y2 = Ti(x1,x2) alakban adjuk meg, ahol (x1,22) € A. Annak érdekében,
hogy a szokasos jelolésrendszer jelenjen meg érvelésiinkben, hasznaljuk az x, = r és
x9 = @ betiiket a megfeleld6 valtozok jelolésére. Ekkor a T; és Th transzformécidk
y1 = Th(x1,22) = 21 cOSTy = rcos g és yo = To(x1,x2) = x1 sinxe = 7sin ¢ alakiak, és
az (r1,22) = (r, ) € A halmaz pontjait képezik le az (y1,y2) € R? \ {0} halmazba.

Annak érdekében, hogy a szamunkra érdekes eredményt meg tudjuk fogalmazni
el6szor felidézem egy sima transzformécié Jacobian-janak a definicidjat.

Jacobian definiciéja. Legyen yi = Ty(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
egy tartomdanydnak sima transzformdcioja az n-dimenzios tér eqy mdsik tartomdnydba.
Vezessiik be a T = (T1,...,T,) jelolést. A T transzformdacic J(T(z1,...,2y)) Jaco-
bian-ja egy (z1,...,x,) pontban a

(8Tk(a:1,...,a:k)> 1<lk<n
l

ox - -
n X n-es (az (r1,...,%,) pontban vett derivdlt) mdtriz determindnsdnak az abszolut
értéke.
(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,%,) pont kis
kornyezetének a térfogatit a T = (T1,...,T,) transzformdcié hdnyszorosdra nagyitja

ki. Ezt késébb részletesebben elmagyardzom.)

Integraltranszformaciordl szolo tétel. Legyen adva az n-dimenzids tér eqgy A tar-
tomdnydnak egqy sima y = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, transzformdltja az n-dimenzids
tér egy mdsik B tartomdnydba, amelyik invertdlhato, azaz az yi, = Tj(z1,...,%n),
1 < k < n, egyenletrendszernek egyetlen (x1,...,z,) € A megolddsa van minden
(Y1,---,Yn) € B pontra. Legyen tovabbd adva egy (integrdlhaté) f(yi,...,yn) fligguény
a B tartomanyon. Ekkor

/Bf(yl,...,yn)dyl... dy,,

= /Af(T1($1,---,xn),---,Tn(ﬂc1,...,xn))J(T(ml,...,mn))dm... dx.,

ahol J(T(z1,...,xy,)) jeloli a T(x1,...,x,) leképezés Jacobianjdt.

Tekintsiik az © = rcose és y = rsingp képletekkel megadott polar koordinakra
val6 attérést, azaz azt, hogy egy sikon adott fiiggvény integraljat hogyan irhatjuk at
polar-koordinatarendszerben egy a az A = {(r,¢): r > 0, —7 < ¢ < 7} tartomédnyon
definialt fiiggvény integraljava az el6zo tétel segitségével.

Szamoljuk ki a tekintett leképezés Jacobianjat. Egyszerii szamolas adja, hogy % =
cos ¢, g—f; = —rsin g, % = sin ¢, g—:"; = rcos , ezért a Jacobian értéke

cos p, —rsin g

J(rcosp,rsing) = |det

. ‘ ‘ = 7(cos® p +sin® ) =7,
sinp, rcosp
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ahonnan

/ / f(ac,y)d:vdy:/ / rf(rcosp, rsing) drdp.
—oo J —oo —m JO

Ertsiik meg a fent kimondott tételt. Ennek érdekében tekintsiik egy A n xn méretii
A = (aj;), 1 < j,1 <n, alakd matrix det A determindnsat. Ennek a determindnsnak
a kovetkezd a szemléletes jelentése: Vegyiik az A matrix a\) = (aj1,...,a;,) so-
rait, 1 < j < n, mint vektorokat az n-dimenziés térben. Ekkor det A egyenld az a9,
1 < 5 < n, vektorok altal kifeszitett parallelepipedon eldjeles térfogataval. Az A matrix
sorvektorai altal kifeszitett parallelepipedon az n-dimenzids egységkocka képe, ha az
A matrix altal meghatarozott linearis transzforméciét alkalmazzuk ra. FEzért a det A
kifejezés geometriai tartalma az, hogy az A matrix altal meghatarozott linearis transz-
formacié hanyszorosara nagyitja egy n-dimenzids vektorok &ltal kifeszitett parallelepi-
pedon elGjeles térfogatat. Ennek a geometriai ténynek fontos kovetkezményei vannak.
Az el6bb targyalt eredménynek is ez dll a hatterében.

Tekintsiik ugyanis a bizonyitand6 azonossag két oldalan szereplo integral egy-
egy integralkozelitését. Ennek érdekében tekintsiik az A halmaznak egy kis atmérdjiu

K;, j = 1,2,..., halmazokbdl allé6 |JK; = A particiéjat valamint minden K hal-
mazban egy &) = (f;j),..., éj)) € K; pontot. Legyen tovdbbd K; = T(K;) a

K; halmaz, nl) = (n%j), e ,7753)> S Kj pedig az £U) pont képe a T transzformécié
hatéséra. Ekkor a baloldali integralnak j6 kozelitése a > f(T¢W) T (£9))Vol (K;) =

j
S f(nU)T(€9))Vol (K;), a jobboldali integralnak pedig a > f(nU))Vol (K;) &sszeg,
; .

J
ahol Vol (K) a K halmaz térfogatdt jeloli. Ahhoz, hogy lassuk, hogy ez a két in-
tegralkozelit6 osszeg kozel van egyméshoz azt kell megérteniink, hogy J(£¢))Vol (K;) ~
Vol (K;). Ez utébbi allitdst viszont a mdtrixok determindnsdrél mondottak tulaj-
donsiga, illetve a T transzforméciénak a ) pontok koriili természetes linearizaciéja
segitségével lehet latni.

Ha a T transzorméciét az £€U) pont kis kornyezetében tekintjiik, és ott vessziik
ennek kozelitését a €U pont koriili Taylor sordval az elsé tagig, akkor lathatjuk, hogy
miért érvényes a megfogalmazott 4llitds. Ez a linearizalt transzforméacié az £€U) pont kis
kornyezetét alkoté K; halmazt kozelitéleg az nU) kis kérnyezetét alkoté K, halmazba
viszi. Tolvabba e transzforméacié alkalmazasa egy halmaz térfogatat a T transzformacio
¢U)-beli derivalt matrixdnak a determindnsaval, azaz az J (& (G )) szammal szorozza meg.
Mivel minket a tartomdnyoknak nem az elGjeles, hanem az eldjel nélkiili térfogata,
pontosabban fogalmazva a térfogat abszolut értéke érdekel, ezért a |J(£())| szdmmal
kell szoroznunk. fgy jelenik meg a Jacobian az integraltranszformacios képletben.
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