A Valészintiiségszamitas 1. el6adassorozat hetedik témaja.

Valészintiségi valtozdk eloszlasa, varhaté értéke és fiiggetlensége.
Megbeszéltiik, hogy egy £ (valds értékii) valdsziniiségi véltozo egy (€2, A, P) valészintiségi
mezén értelmezett (mérhetd) fiiggvény. De konkrét problémakban altaldban nem magu-
kat a valdsziniiségi valtozokat adjuk meg (amihez el6bb be kell vezetni azt a valdsziniiségi
mez6t, ahol azok definidlva vannak), hanem azok aldbb definiélt eloszlasfiiggvényét, és
kérdéseinket ezen eloszlasfliggvény segitségével fogalmazzuk meg.

Valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valés értékid) valdsziniségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ennek F(x) el-
oszlasfiiggvényén az F(x) = P ({w: {(w) < x}), —00 < x < 00, fligguényt értjik.

E fogalom jobb megértésének érdekében tekintsiik a kovetkezd példakat.
Feladatok:

1.) Tekintsiik egy szabélyos dobdkocka feldobasat, illetve azt a £ valdsziniiségi véltozot,
amely megadja, hogy mi a dobéds eredménye. Mi a & valdszintiségi valtozd F(x)
eloszlasfiiggvénye?

Megoldas: A & valdszintiségi valtozo az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 értékek valamelyikét veszi
fel, mindegyiket % valoszintiséggel. Ezért annak a valészintlisége, hogy &(w) < x
nulldval egyenld, ha x < 1. S6t © = 1 esetében is teljesiil a P(£ < 1) = 0 azonosség,
mert annak valdszinliségét nézziik, hogy a £ valdszintiségi valtozoé szigoruan kisebb
mint az r = 1 szdm. Ezért F(z) = 0, ha —co < z < 1. Ha 1 < x < 2, akkor
az {w: {(w) < x} esemény azt jelenti, hogy a dobas eredménye 1. Ez az &llitas
igaz @ = 2 esetében is. Ezért F(z) = §, hal <z < 2. Ha 2 < z < 3, akkor
az {w: &{(w) < z} esemény azt jelenti, hogy a dobds eredménye 1 vagy 2. Ezért
F(z) = 2,ha 2 <z < 3. Ezt a gondolatot végigkiovetve kapjuk, hogy F(z) = 0, ha
—oo<x§1,F(x):%,haj<x§j—|—1,1§j§5,ésF(m):1,ha6<x<oo,

2.) Feldobunk egy pénzdarabot, amely p valosziniiséggel esik a fej, 1 —p valdsziniiséggel

az iras oldalra kétszer egymastdl fiiggetleniil. Jelolje € azt a valdszintiségi valtozdt,
amely a fejdobdsok szamét adja meg. Adjuk meg a & valésziniiségi véltozé F(x)
eloszlasfiiggvényét.
Megoldds: A ¢ valdsziniiségi valtozo eloszlasdt a P(€ =0) = (1 —p)?, P(E=1) =
2p(1—p) és P(& = 2) = p? képletek adjak meg. Ez azt jelenti, hogy a & val6szintiségi
valtozé F(z) = P(€ < z) eloszlasfiiggvényére F(x) =0, ha x <0, F(x) = (1 —p)?,
ha0<z <1, Fla)=PE¢=0)+PEl=1)=(1-p)?+2p(1—p)=1-p? ha
l<x<2és F(r)=1 hax>2.

3.) Ledobunk egy pontot véletleniil az egységintervallumra, azaz annak a valészintisége,
hogy a ledobott pont valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba esik legyen b — a. Jeldlje
¢ a ledobott pont helyének a nagysagat. Adjuk meg a & valdszinliségi valtozo
eloszlasfiiggvényét.

Megolddas: Mivel P(¢ < z) = 0, haz <0, P(( < z) = P(§ € [0,z)) = z, ha
0<z<1,68 P <xz)=1,hax >1,ezért az F(x) = P({ < z) eloszlasfiiggvényre
F(z)=0,haxz <0, F(z) =2, ha0<z<1,és F(z) =1, hax > 1.

1



4.) Ledobunk egy pontot véletleniil a [0, 2] intervallumra, azaz annak a valészintisége,
hogy a ledobott pont valamely [a,b] C [0, 2] intervallumba esik legyen b_T“. Valaki
felirja a ledobott pont helyét egy jegyzOkonyvbe, ha a ledobott pont a [0,1] in-
tervallumba esik, és a 0 értéket irja be, ha ez a pont az [1,2] intervallumba esik.
Jelolje n a jegyzékonyvbe irt szam értékét. Adjuk meg az n valdszinliségi valtozo
eloszlasfiiggvényét.

Megoldas: Jeldlje & a ledobott pont helyének az értékét. Ekkor P(n < 0) =
P(n=0)=PEe[L,2) =3, Pln <z)=PE <)+ PEc,2) = %;
6

eloszlasfiiggvénye a kovetkezé: F(x) =0, ha x <0, F(z) = % +Z2 ha0<z<
és F(x) =1, haz > 1.

Az els6 két példaban egy diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét
adtuk meg. A harmadik példaban szerepl6 eloszlasfiiggvény folytonos fiiggvény volt.
Az ilyen eloszlasokat folytonos eloszlasnak hivjak az irodalomban. A negyedik példaban
szerepl eloszlasfiiggvény nem volt folytonos, mert a nulla pontban ugrasa van, és ugyan-
csak nem volt egy diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye.

Miért fontos az eloszlasfiiggvény fogalma? Altaldban nem tudjuk, hogy milyen
véletlen hatdsok eredményeként jelenik meg egy &(w) valésziniiségi véltozo értéke, csak
azt, hogy milyen valészintiséggel vesz fel ez a valdsziniliségi valtozd bizonyos értékeket.
Ezért természetes, hogy csak ezeket a valészinliségeket adjuk meg. Viszont a &(w)
valészinliségi véaltozo F(z) eloszlasfiiggvénye csak az {w: &(w) < z} alaki események
valésziniiségét adja meg. A kovetkez6 kérdés az, hogy nem jelent-e ez megszoritast,
hiszen minket az Osszes {w: {(w) € B} alaki esemény valdsziniisége érdekel, ahol
B ,,szép” halmaz. De bizonyos mértékelméleti eredményekbol kovetkezik, hogy az
F(x) eloszlasfiiggvény meghatdrozza az Osszes ilyen esemény valdsziniiségét. Az, hogy
egy halmaz ,,szép” pontosabban megfogalmazva azt jelenti, hogy ez a halmaz Borel
mérhet6. Lassuk, hogyan lehet néhany ilyen esemény valdszintiségét meghatarozni az
eloszlasfiiggvény segitségével.

Mivel {w: a < ¢(w) < b} ={w: &(w) < b} \ {w: &(w) < a}, ezért

P({w:a<(w)<b})=P{Hw: a <{(w) <b}) — P{{w: {(w) <a}) =F(b) — F(a).

Mivel {w: a < &(w) < b} = ) {w: a <&w) < b+ +}, és a valdszinliség o-additivitd-
=1

n=—
sabol kovetkeznek annak folytonossagi tulajdonsagai, ezért

Pl a<e@) <o) = Jim P({w a<e@) <vs )

= lim {F <b—|— l) - F(a)] :
n— oo n
Hasonl6an, ha adva van diszjunkt zart [ag, b, 1 < k < n, intervallumok halmaza, akkor
P (H {w: ap < E(w) < bk}> = ]; Jim_ [F (bk + N) - F(ak)] .
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Feladat:

Legyen adva egy &(w) valdszintiségi valtozé F(x) eloszlasfiiggvénye. Hatarozzuk
meg ennek segitségével az {w: a < {(w) < b} alakd események, —oco < a < b < o0,
valésziniiségét, valamint annak valdszintiségét, hogy {(w) valamilyen péaros egész
értéket vesz fel.

Megoldas:

P({w: a <{(w)<b})= lim P ({w: a+ % <{(w) < b})

n—oo

1
= lim {F(b)—F(a—}——)} :
n— 00 n
Egy tetsz8leges u pontra P(§ = u) = lim [F(u+ ) — F(u)]. Ezért annak
n—oo
valoszinlisége, hogy a & valdszinliségi valtozd valamely paros egész értéket vesz
oo
i 1y _
fel kzz_;oo lim [F(2k + ) — F(2k)].
Megfogalmazom azokat eredményeket, amelyek segitségével jellemezni tudjuk az

eloszlasfiiggvényeket, illetve, amelyek kimondjak, hogy az eloszasfiiggvények meghata-
rozzak a minket érdekl6 valdszintiségeket.

Lemma eloszlasfiiggvények tulajdonsagairdl. Legyen &(w) waldszindiségi valtozo
eqy (2, A, P) valdsziniségi mezdn, és legyen F(x) = P({w: £(w) < z}), —00 < x < 00,
e valdszintiségi valtozo eloszldsfiigguénye. Az F(x) eloszldsfiiggvény teljesiti a kivetkezd
tulajdonsdgokat.

a) F(x) monoton névekvd fliggvény.

b) F(x) balrél folytonos fiiggvény, azaz , l(i)I% 0F(x — h) = F(x) minden —oo0 < x <
—0, h>

00 szdmra.
¢) lim F(z)=1.
d) lim F(z)=0.

Tétel valSsziniiségi valtozdk eloszlasanak jellemzésér6l. Ha egy F(x) figgvény
teljesiti az eloszlasfiggvények tulajdonsdgairdl szolé lemmdban megfogalmazott a)—d)
tulajdonsdgokat, akkor az eloszlasfiiggvény. Részletesebben megfogalmazva ez azt jelenti,
hogy ha az F(x) fligguény teljesiti az a)—d) feltételeket, akkor létezik egy (2, A, P)
valoszintiségi mezd, és azon olyan &(w) valoszintiségi valtozo, amelynek az eloszldsfiigg-
vénye ez az F(x) fligguény.

A fent megfogalmazott Tétel bizonyitasa felhasznal egy fontos mértékelméleti ered-
ményt, amelyet megfogalmazok. De e mértékelméleti eredmény bizonyitasa a mérték-
elmélet anyaga, ezért azt itt nem targyaljuk.

Tétel eloszlasfiiggvények altal meghatarozott mértékekrdl. Ha egy F(x) fiigg-
vény teljesiti az eloszldsfigguények tulajdonsdgairdl sz6lé lemmdban megfogalmazott a)—
d) tulajdonsdgokat akkor létezik egy olyan az F fiigguény dltal egyértelmiien meghatdro-
zott pp(-) dgynevezelt Stieltjes mérték, amely teljesiti a kévetkezd tulajdonsdgokat.
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a) A szamegyenes minden B Borel halmazdanak létezik pup(B) Stieltjes mértéke.

b) A prp(-) halmazfigguény o-additiv a szamegyenes Borel-halmazaibol dllé (Borel)
o-algebrdn, és pp(RY) = 1.

¢) ur(la,b)) = F(b)— F(a) minden —oco < a < b < 0o szamra. Innen az is kévetkezik,
hogy pr((—o00,b)) = F(b) minden —oco < b < oo szdmra.

Az eloszlasfiiggvények altal meghatarozott mértékekrol szolé tételbol és a mértékel-
mélet egy fontos eredményébdl, a masodik téma leirasanak 2. kiegészitésében ismertetett
Carathéodory-féle kiterjesztési tételbdl az is kovetkezik, hogy az F'(x) eloszldsfliggvény
egyértelmiien meghatérozza a P({w: {(w) € B}) = F,(B) valészinliségeket minden
Borel-mérhet6 B halmazra.

Az eloszlasfiiggvények tulajdonsdgairdl szolé lemma bizonyitdsa: Mivel {w: {(w) < a} C
{w: £(w) < b}, haa < b, ezért P({w: £(w) < a}) < P({w: &(w) < b}) ebben az esetben,
és ez az a) tulajdonség.

Az a) tulajdonsag érvényessége miatt a b) tulajdonsdg bizonyitdsa érdekében elég

megmutatni azt, hogy ha h,, n = 1,2,..., olyan monoton csokkend sorozat, amely-
re lim h, = 0, akkor lim F(z — h,) = lim P({w: {(w) <z —h,}) = F(x) =

P ({w: &£(w) < x}). Ez viszont kovetkezik az |J {w: {(w) < & — hy} = {w: &(w) < x}
n=1

relaciébdl és a valészinliségi mérték folytonossdgabdl. A c) és d) tulajdonsdg bizonyitésa

hasonlé.

A valdsziniiségi vdltozok eloszlasanak jellemzésérdl szolo tétel bizonyitdsa az eloszldsfiigg-
vények dltal meghatdrozott mértékekrol szolo tétel segitségével. Tekintsiik a kovetkezd
(2, A, P) valészinfiségi mez6t: ) = R!, a szdmegyenes, A = B, a szamegyenes Borel
mérhetd halmazainak o-algebraja, P = up, a Borel mérhet6 halmazok o-algebrdjan az F'
fliggvény altal definialt Stieltjes mérték, amelynek 1étezését az eloszlasfiiggvények altal
meghatarozott mértékekrél szolé tétel allitasa fogalmazza meg. Legyen &(x) = x, azaz
jelen példaban az w elemi események az x valés szamok, és a &(x) val6szintiségi valtozé
az z helyen az x szdmmal egyenls. Ekkor P({w: {(w) < z}) = pp(uw: u < x) = F(x)
minden x szdmra. Ez azt jelenti, hogy a definidlt {(w) valészintiségi véltozo eloszldsa
az F(z) eloszlasfiiggvény.

1. megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas egyetlen nehezebb 1épése annak igazolasa, hogy
a konstrudlt pup halmazfliggvény (valdsziniiségi) mérték, azaz o-additiv. Megjegyzem,
hogy ennek az allitdsnak a bizonyitasa elkeriilhetetlen. Ugyanis az eloszlasfliiggvények
altal meghatarozott mértékekrol szold tétel allitdsa konnyen levezetheto az el6zo tétel
eredményébol.

2. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy mi a jelent6sége szamunkra a valdsziniiségi
valtozék eloszlasanak jellemzésérol szélo tételnek. Ezen eredmény fontossaganak oka a
kovetkezd. Gyakran megfogalmazunk olyan feladatot, amelyben egy olyan valészintiségi
valtozordl akarunk tudni valamit, amelyiknek az eloszlasfiiggvényét egy képlettel megad-
tuk. Felmeriilhet a kérdés, hogy értelmes feladatot fogalmaztunk-e meg, azaz létezik-e
ilyen eloszlasu valdszintiségi valtozd. A valdszintiiségi valtozok eloszlasanak jellemzésérol
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sz016 tétel azt allitja, hogy amennyiben az dltalunk megadott képlet teljesit néhdny olyan
feltételt, amelyet minden eloszlasfiiggvénynek teljesitenie kell, akkor ilyen valdsziniiségi
valtozo létezik.

Feladat:

Lassuk be, hogy 1étezik olyan diszkrét eloszlasi & valdszintiségi véaltozé, amelynek
F(x) = P(§ < z) eloszlasfliggvényére igaz, hogy minden —co < a < b < o0
szampéarra F(a) < F(b) szigoru egyenlStlenséggel.

Megoldads: Egy lehetséges konstrukcié a kovetkezd. Legyen ri,7o, ..., a raciondlis
szamok sorozata valamilyen sorrendben felsorolva. Definidljunk olyan & valészini-
ségi valtozoét, amelyre P(§ = r;) = 277, j = 1,2,.... Ekkor { diszkrét eloszlasi

valésziniiségi valtozd, és ennek F(x) eloszlasira F(b) — F(a) = Pla < £ < b) > 0,
mert Pla < £ < b) > P(§ =rj) > 0, ahol r; egy az [a,b] intervallum belsejében
1év6 raciondlis szam.

A kovetkezd témank valdszintiségi valtozok varhato értékének a definicidja és leg-
fontosabb tulajdonsagai az altalanos esetben.

Valészintiiségi valtozdk varhaté értéke.

A valdszinliségszamitas egy nagyon fontos fogalma a valdszintiségi valtozdk varhato
értéke. Ezt a fogalmat részletesen targyaltuk diszkrét eloszldsu valdszintiségi valtozdk
esetében. Az altalanos eset targyaldasa visszavezethetd erre a specidlis esetre alkalmas
hataratmenet segitségével. Ezt a hataratmenet eljarast kissé altalanosabb formaban
elvégezték a mértékelméletben az tigynevezett Lebesgue integral bevezetésénél. A va-
l6szinliségszamitas targyalasaban a varhato érték vizsgalatat egyszeriien és gyorsan el
tudjéak végezni, ha szabad hasznélni a Lebesgue integral fogalmat.

Ebben az eloadasban a kovetkez6 koztes megoldéast valasztom. Elmagyardzom azt
a képet, amely természetessé teszi a hasznalt Lebesgue mérték definiciéjat, és szem-
léletesen megmutatom, hogy miért érvényesek a legfontosabb eredmények. A formalis
részletek kidolgozéasa viszont nem ennek az eléadasnak a témaja.

Valészintiségi valtozé varhaté értékének formdalis definiciéja. Legyen &(w) wva-
loszindiségi viltozo egy (2, A, P) valdsziniségi mezén. E valdsziniségi vdltozé vdrhatd
értékét ugy definidljuk, mint a £(w) figgvénynek az

Eé(w) = / £(w)dP(w)

Lebesgue integrdljdt a P valdszindségi mérték szerint, feltéve, hogy [ |§(w)|dP(w) < co.
Ha ez a feltétel nem teljesil, akkor nem definidaljuk a & wvaldsziniiségi vdltozo vdrhato
értékét.

A kovetkezo eredmény lehetévé teszi egy valdszintliségi valtozé varhato értékének kisza-
mitasat csak a valdszintiségi valtozo eloszlasfliiggvényének az ismeretében.
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Tétel varhato érték kiszamitasarol az eloszlasfiiggvény segitségével. Legyen
&(w) waldszindiségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén egy F(x) = P(§ < x),
—o0 < x < 00, eloszldsfiigguénnyel. Ekkor

Bew) = [ ar(an)

— o0

ahol a fenti integral Lebesque—Stieltjes integralt jelol az F' eloszlds dltal meghatdrozott pp
Stieltjes mérték szerint. Ez a formula akkor érvényes, ha [ _|x|F(dx) < co. Ellenkezd
esetben az E¢ varhato értéket nem definidltuk.

So6t, igaz a kovetkezo altalanositasa a varhaté érték kiszamitasardl szold tételnek
az eloszlasfiiggvény segitségével.

A varhato értéknek az eloszlasfiiggvény segitségével vald kiszamitasarol sz6lo
tétel Altaldnositdsa. Legyen {(w) wvaldszinidségi valtozo egy (2, A, P) wvaldsziniségi
mezén, amelynek F(x) = P({ < x), —00o < x < o0, az eloszlasfiggvénye. Legyen
g(x) tetszdleges (mérhetd) fiigguény a szamegyenesen, és definidljuk az n(w) = g(&(w))
valdsziniségi vdltozot. Ekkor

Bofw) = Bg(e) = [ " g(@)F(da),

— 00

ahol a fenti integradl Lebesque—Stieltjes integralt jelol az F eloszlds dltal meghatdrozott
pp Stieltjes mérték szerint. Ez a formula akkor érvényes, ha [~ _|g(x)|F(dz) < oo.
Ellenkezd esetben az Em vdrhato értéket nem definidltuk.

1. megjeqyzés: Az elébb megfogalmazott eredményekben szerepelt az ffooo |z|F(dz) <

oo, illetve 7 |g(z)|F(dz) < oo feltétel. E feltételek természetes megfeleléi annak a
diszkrét valdszintliségi valtozdk esetében szereplo feltételnek, hogy egy diszkrét valdszi-
niiségi valtoz6 varhaté értékét definiald Gsszeg legyen abszolut konvergens.

2. megjeqyzés: Ismertettem egy modellt, amelyben egy adott F(z) eloszlasfiiggvény-
hez konstrudltunk egy (2,4, P) valésziniiségi mezét és azon megadtunk egy olyan
¢ valésziniiségi valtozét, amelynek F'(x) az eloszlasfiiggvénye. Az (Q, A, P) valészi-
nfiségi mezd az (R, B, ur) rendszer volt ebben a modellben, és a &(x) = z képlet
adta meg a kivdnt tulajdonsdgid valdszinliségi véltozét, ahol R! a szdmegyenes, B a
Borel o-algebra és pup az F' eloszlas dltal indukalt Stieltjes mérték. Ebben a modell-
ben az el6z6 két a varhato érték kiszamitasardl szolé tétel kovetkezik a varhatd érték
definiciéjabol. A tételek tartalma az, hogy a fenti azonossigok modell fliggetlenek,
azaz tetszOleges (02, A, P) valésziniiségi mez6n definialt F'(x) eloszlasi & val6szintiségi
valtozora érvényesek.

A varhaté érték definiciéjaban szerepelt a Lebesgue integral fogalma. Ennek a foga-
lomnak a jelentése némi magyarazatra szorul. Szamunkra elég lesz egy olyan kép magya-
razatként, amelyik szemléletesen megmutatja ennek értelmét. Ilyen magyarazatot adok
a jegyzet végén egy rovid kiegészitésben. Ott azonban nem torekszem teljességre. Kiilon
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érdemes megjegyezni, hogy maga az [ &(w) P(dw) integrdl azon a valésziniiségi mez6én
van definidlva, ahol a &(w) valészinliségi valtozo, (emlékezziink, hogy egy valdsziniiségi
valtozo6 egy valdszintiségi mezén értelmezett (mérhetd) fiiggvény), és magat az integra-
last is ugyanezen a mezon hajtjuk végre. Mégis a varhato értéknek az eloszlasfiiggvény
segitségével torténo kiszamitasarol szélo tételben, illetve annak altalanositasdaban olyan
eredményt fogalmaztam meg, amely lehet6vé teszi egy ilyen integral kiszamolasat anél-
kiil, hogy explicite megadnank azt a valdszintiségi mez6t, ahol dolgozunk. A tétel talan
legfontosabb allitasa az, hogy elég tudnunk a valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét,
és akkor ki tudjuk szamolni a valdszinliségi valtozo, s6t a valdszintiségi valtozd egy
tetszoleges fliggvényének a varhatd értékét.

Az itt szerepld integrdl dltalanosabb, mint az analizisben tanult Riemann illetve
Riemann—Stieltjes integral. Viszont, ha az utobbiak léteznek, akkor azok megegyeznek
a minket érdeklé integrallal. Végiil megjegyzem, hogy tanultuk kordbban, hogyan
lehet kiszamolni diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozok, illetve azok fiiggvényeinek
varhaté értékét. Ezt érdemes ideirni, hogy lassuk hasonldsiagukat a varhatd érték
kiszamitasarol szolo tétellel az eloszlasfliiggvény segitségével, illetve ezen ezen eredmény
altalanositasaval. Valéjaban a diszkrét eloszlasa valdszintliségi valtozok varhatd értéké-
nek kiszamitasarol szolé eredmények természetes megfelelGit fogalmaztam meg a fenti
allitasokban.

Legyen ¢ diszkrét értékli valdszinliségi valtozd, amely valamely x1,xo,..., valds
értékeket vesznek fel. Ekkor

feltéve, hogy a jobboldalon szerepld 6sszegek abszolut konvergensek.
A Lebesgue integral teljesiti a Riemann integralra érvényes additivitasi tulajdonsag
kovetkez6 természetes altalanositasat:

/ (160(w) + e2a(w)) dP(w) = ¢ / £1(w)AP(w) + ez / £2(w)dP(w)

minden (integralhatd) & és & valdsziniiségi valtozora és valds ¢y, co szdmra. Ennek az
azonossagnak a kovetkezménye (valdjaban dtfogalmazasa) a kovetkezd

Tétel a varhaté érték additivitasardl. Ha két &1, & valdszindiségi valtozénak (ame-
lyek ugyanazon a valdsziniségi mezdén vannak definidlva) létezik varhatd értéke, cq €s co
két valos szam, akkor a c1&1 + c2&o valdsziniségr vdltozonak is létezik varhato értéke, és

E(c1&1 + 262) = c1 E& + o B

Megjegyzés: Ez az eredmény azt allitja, hogy az altalanos esetben is érvényes az a disz-
krét valészintiségi valtozokrol szold eredmény, amely véletlen 6sszegek varhaté értékének
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additivitasat fejezi ki. Ebben az esetben sem kell megkovetelni a valészintiségi valtozok
(dltaldnos esetben még nem térgyalt) fiiggetlenségét. A fenti eredmény a véarhatd
értéknek eredeti definicigjabol addédott, amely a varhatéd értéket mint egy “absztrakt”
Lebesgue integralt adta meg. Sokszor hasznosabb a varhaté érték eredeti definicéja
helyett azt az eredményt hasznalni, amely lehetové teszi egy valdsziniiségi valtozo
varhaté értékének kiszamitasat akkor is, ha csak a valdszinliségi valtozé eloszlasfiigg-
vényét ismerjiik. Mégis, mint a fenti eredmény mutatja, néha érdemes a varhato érté
eredeti definicigjara hivatkozni.

A vérhaté érték (Lebesgue integral formajaban megadott definiciéjabdl) kénnyen
lathatd, hogy ha egy &(w) valdszintiségi valtozora teljesiil a P(&(w) > 0) = 1 feltétel,
akkor E¢(w) > 0. Innen kovetkezik, hogy amennyiben két &(w) és n(w) valdszintiségi
véaltozora teljesiil, hogy P({(w) > n(w)) = 1, akkor F{(w) > En(w). Valéban, ekkor
Ef{(w)— En(w) = F (§(w) — n(w)) > 0. Ennek az észrevételnek egyik kovetkezménye az
alabbi Markov egyenl6tlenségnek nevezett allitas.

Markov egyenl6tlenség. Ha £(w) nem negativ valdsziniiségi valtozd, azaz ha
P(&(w) > 0) =1 akkor

minden x > 0 szamra.

Bizonyitds: Definidljuk a & valészintiségi valtozé aldbbi n(w) fiiggvényét:

[z had(w) >z
"(w)_{o ha 0 <¢(w) <z

Ekkor P({(w) > n(w)) = 1, ezért E{(w) > En(w) = zP(n(w) > z) = zP({(w) > x),
ahonnan kovetkezik az allitas.

Definialjuk altalanos esetben is valészintiségi valtozdk szordasnégyzetét.

Szérasnégyzet definiciéja. Legyen & olyan valdszindséqgi viltozd, amelyre EE% < oo.
Ekkor e valoszintségi vdltozo szorasnégyzete

Varé = E (§ — E¢)?

(Ha EE? = oo, akkor vagy nem definidljuk a & valdszindiségi vdltozo szérdsnégyzetét,
vagy azt mondjuk, hogy Var & (w) = co.

Lemma.
Var ¢ = BE? — (B€)?.

Bizonyitds:
Varg = B(¢ - BE)® = B (€2 - 26B¢ + (E€)’) = B —2B¢B+(B)” = BE — (E¢)’.
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Megjegyzés: Az €l6z6 lemmébdl és a Varé > 0 egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy
(E€)? < EE2. Ennek az allitasnak igaz a kovetkezd Cauchy—Schwarz egyenlétlenség-
nek nevezett egyenlStlenség: (E¢&n)? < E&2En?. S6t, ez az allitds érvényesebb az
alabbi élesebb formdban is: Adva egy (X, A, 1) mértéktér, azon két (mérheté) f(x) és
g(z) figgvény, = € X, akkor ([ f(z)g(z)p(dx )2 < [ f(z)*u(dx) fg u(dr). Ez
azt jelenti, hogy a fenti egyenlGtlenség érvényes tetszoleges (o* Veges) és nemcsak egyre
normélt, azaz valdszintiségi mérték szerinti integralra.

Bér a fenti egyenl6tlenségre nem lesz sziikségiink késébb, és annak bizonyitasat nem
kell tudni a valdszinliségszamitas vizsgan, mégis ismertetem annak bizonyitasat, mivel
az tanulsagos. Ezt a bizonyitast megkaphatjuk az el6z6 egyenlétlenség bizonyitasanak
a finomitdsaval. Nevezetesen tetszdleges A Valo’s szdmra felirhatjuk, hogy 0 < [(f(z)+
Ag(z))*u(dr) = N [ g(z)*u(dz) + 2X [ f(z)g(x)p(dz) + [ f(x)?u(dz). Vilasszuk a A
fﬂmmmwm

[ 9(2)2p(dz)
dltaldnossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy [ g(z)?u(dz) > 0. Ellenkez esetben
ugyanis [ g(x)?u(dz) = 0, ahonnan g(z) = 0 (majdnem) minden z € X szdmra (a u
mérték szerint). A A szam fenti valasztdsa nagyon természetes, mivel A\-nak egy olyan
méasodfoku polinomjat tekintettiik, amely minden A paraméterre pozitiv, és mi azt a
paramétert valasztottuk, ahol ez a masodfoku polinom felveszi a minimumat.) Ezzel a
valasztassal azt kapjuk, hogy

~(J f@)g(a)p /f >0,

[ g(z)?p(dz)

ami ekvivalens a Cauchy—Schwarz egyenlGtlenséggel.

szamot a fenti egyenl6tlenségben, mint A = — . (Jegyezziik meg, hogy az

Altaldban a szorasnégyzet tulajdonsagainak a bizonyitasa csak a varhato érték
tulajdonsagait haszndlja. Ezért a diszkrét valdsziniiségi valtozok esetében érvényes

Var (a€ + b) = a*Var ¢

azonossagot hasonléan lehet bizonyitani az altaldnos esetben.
Feladat:

Altalanos valdszintiségi valtozok esetében is érvényes a

inf  E(¢— M)* = Var¢

—oco< M < oo

aZoONoSsag.

Megoldas: Az 6todik téma ismertetésének 1. feladataban bebizonyitottuk ezt az
allitast diszkrét eloszlasu valdsziniiségi valtozokra. Az ott ismertetett megoldas
valtozatas nélkiil alkalmazhaté a most targyalt altalanos esetben is.

Megfogalmazom és bebizonyitom az alabbi Csebisev egyenlétlenségnek nevezett allitést.
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Csebisev egyenlStlenség. Minden & valdszindségi vdltozdra, amelyre EE? < oo

Var &
x

minden x > 0 szamra.

Pl - B¢ > x) <

Bizonyitds:

P(l¢ — B¢| > 2) = P((¢ — E)? > 2?)

a Markov egyenlotlenség alapjan.

Megjegyzés: A Csebisev egyenlGtlenség azért hasznos, mert a benne szereplo széras-
négyzet sok érdekes esetben konnyen kiszamolhaté. Felmeriilhet az a kérdés, hogy a
Csebisev egyenlotlenség mennyire éles. Erre a kérdésre kés6bb még visszatérek.

Tobbvaltozds eloszlasfiiggvények, és valdszintliségi valtozok fiiggetlensége.

Megtargyaljuk az eloszlasfiiggvény tébbdimenzidos véltozatat. E fogalom bevezetése
utan lehet természetes médon definidlni valdsziniiségi valtozok fiiggetlenségét. Az itt
szereplo fogalmak és bizonyitasok hasonldak az egydimenziés esethez. Ezen eredmények
bizonyitasat csak vazlatosan ismertetem. Megfogalmazom azokat a mértékelméleti
eredményeket, amelyeket a bizonyitasok felhasznalnak. Elsésorban a fogalmak és ered-
mények tisztességes leirasara fogok torekedni.

Tobbdimenzids eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva k valos értéki &, ..., &k
valdszinidségi valtozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn. Ezek (egyiittes) eloszlasfiiggué-
nye az

F(ilj‘l,...,.fEk) :P(fl <Xy, &k <£L'k),

k wvdltozés fiigguény, ahol —oo < x; < oo minden 1 < j < k indexre.

Megfogalmaztam az egydimenziés eloszlasfiiggvények jellemzését egy tételben és az azt
megel6z6 lemmaban. Ervényes ezeknek az eredményeknek a természetes tobbdimen-
zios valtozata is. A tobbvaltozés eloszlasfiiggvényeket jellemzo eredmény megfogal-
mazasahoz a kovetkezd kérdést kell tisztazni. Az elébb emlitett lemmaban felsoroltuk
az egyvaltozés figgvényeknek a tulajdonsagait. Mik e tulajdonsagok tobbvaltozos
megfelel6i? Tobbek kozott meg kell talalnunk a Lemma eloszlasfiigguények tulajdonsd-
gairdl eredményben szerepld az eloszlasfiiggvény monotonitdsat kimondé a) feltételnek
a tobbdimenziés megfelelojét.

Ezt a kovetkez&képp taldlhatjuk meg. Azt, hogy az F'(x) eloszlasfiiggvény monoton
az egyvatozds esetben, azaz F'(b) > F(a), ha b > a 1dgy is megfogalmazhat6, hogy
P € [a,b) = F(b) — F(a) > 0. Ennek a tulajdonsignak a tébbvaltozos megfelel6je
azt a tényt fejezi ki, hogy egy véletlen vektor nem negativ valdszntiséggel esik egy
téglatestbe. Ezen allitasnak az eloszlasfiiggvények segitségével valé megfogalmazdasa
érdekében vezessiik be a kovetkezd jeloléseket.
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Tekintsiink egy tetszéleges K = [a1,b1) X - -+ X [ag, b;) alaki téglatestet, —oo <
a; <bj <oo,j=1,...,k, a k dimenzids térben. Vilagos, hogy tetszéleges (&1, ..., &k)
k-dimenzids valészintiségi valtozora teljesiil a

k
P((&(w), ... &(w) eK) =P | ({w: a; <&(w) <b;} | >0
j=1

tulajdonsag. Azt allitom, hogy az ilyen alaku események valdsziniisége viszonylag egy-
szeriien kifejezheté a (&1,...,&;) véletlen vektor F'(xq1,...,xx) = P(& < x1,...,& <
xy) eloszlasfiiggvényének a segitségével, és az igy kapott kifejezés nem-negativ volta az
eloszlasfiiggvények monotonitasardl szol6 a) feltétel megfelelgje a tobbdimenzids eset-
ben.

Annak érdekében, hogy ezt a feltételt megfogalmazzuk, a kovetkezo allitast kell iga-
zolni. Tekintsiik egy K = [a1,b1) X - - X [ag, b) alaki téglatestet, és ennek csicspontjait,
azaz az olyan (uy,...,uy) pontokat, amelyek koordinatéi az a; vagy b; szdmok, 1 < j <
k. Annak val6szintisége, hogy egy F(z1,...,x) eloszlasu (&1, ... ,&) véletlen vektor a
K =[a1,b1) x - x [ag, bi) téglatestbe esik kifejezheté mint az F'(-) eloszlasfiiggvénynek
a téglatest csicspontjaiban felvett értékeinek alkalmas linedris kombinacidja. Pontosab-
ban,

P((&,....&) €eK)= Y ()X P ug, ),
u;j= a; vagy b;
J=1,....k
ahol x(u1,...,uy) jeloli az a;-k szamét az uq,...,u; sorozatban. Az F(-) fiiggvény
monotonitasanak az tébbdimenzids esetben az felel meg, hogy a fent felirt azonossag
jobboldalan szereplé kifejezés nem-negativ. A jobb megértés érdekében ellenérizziik ezt
az azonossagot eldszor a k = 2 specialis esetben.

Ekkor azt kell megmutatni, hOgy P(Cll < 61 < bl,CLQ < 52 < bg) = F(bl,bQ) —
F(b1,a2) — F(a1,b2) + F(ay1,az). Viszont F(by,by) — F(b1,a2) = P(& < by,ae < & <
ba), és F(a1,b2) — F(ai,a2) = P(&1 < a1,az < & < by). Ezt a két azonossagot kivonva,
egyméasbdl megkapjuk a kivant allitast.

Feladat:

11.) Legyen egy (&1,&2) véletlen vektor eloszlasa az F(x1,z2) = P(& < 71,8 < x2)
fliggvény, —oo < a1 < by < 00, —00 < as < by < oo valds szamok. Fejezziik
ki az F(z1,22) eloszldsfliiggvény segitségével a P(a; < & < bi,as < & < by), a
P(al < 51 < bl,CLQ < 52 < bg) és a P(al < fl < bl,CLQ < 52 < bg) Valészinﬁségeket.
Megoldds: Elészor azt megmutatjuk meg, hogy P(a; < & < by,as < & < by) =
F(bl, bg)—F<b1, ag)—F(CLl, b2>+F(a1, ag). Valéban, F(bl, bg)—F(bl, (12) = P(fl <
bi,ap < & < by), és Flay,by) — Fa1,a2) = P(& < ar,as < & < by). Ezt a két
azonossagot kivonva egymasbol megkapjuk a kivant allitast.

1 1
Pla; <& <bj,a <& <by)= lim P(a1§§1<b1+ﬁ,a2§€2<b2+g>

11



1 1 1 1
= lim (F (b1 + —,ba + —) - F (b1 + —,a2> - F <a1,b2+—> —|—F(a1,a2))
n— oo n n n n

1 1 1
= lim F(bl—l——,bz—l-—) — lim F(bl+—,a2)
n n n

n—oo n—oo

1
— lim F (a,l,b2+ —) —|—F(CL1,CL2).
n

n—oo

Megjegyzem, hogy az eloszlasfliiggvény tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy a felirt
hatarértékek, példaul a lim F (b1 + %, by + %) kifejezés valoban létezik. Hasonlan,
n—oo

1 1
P(a1<fl<b1,a2<§2<b2): lim P(a1+5§§1<b1,a2+ﬁ§§2<b2)

1
= lim F(bl,bg)—F<b1,a2—|—E>

n—oo

1 1 1
— lim F(a1+—,b2) + lim F(a1+—,a2+—).
n n n

n—oo n—oo

Feladat:

12.) Legyen az F(z1,...,x ) = P(§& < x1,...,&k < xy) fliggvény a (&1,. .., &) véletlen
vektor eloszlasfiiggvénye. Mutassuk meg, hogy

I({w: a; <&5(w) <bj, 1 <j<k})
= Z (=1)Xe ) [(f: & (w) < ug, ..., Ep(w) < ug}),

u;j= a; vagy b;
G=1,....k

(aj,br), j =1,...,k szamparok minden k-asdra, ezért a varhat6 érték additivita-
sabdl kovetkezik, hogy

P((CLJ < é] < bj? 1 S] < k) = Z (_1)X(UI’M7UI€)F(U17 R ,Uk)-
u;j= a; vagy bj
j=1,...k
A fenti formuldkban x(ui,...,ux) jeloli az a;-k szamét az uq, ..., u; sorozatban,

I(A), A C Q pedig egy A halmaz indikatorfiiggvénye, azaz I[(A)(w) =1, haw € A,
és I(A)(w) =0, haw ¢ A.
Megoldas: Adva valamely uq,...,u; szamok, definidljuk a

B(uy, ... ,ug) = {(w: §w) <uj, 1 <j<k}CQ

eseményt, és legyen I(B(uq,...,ux))(w) ezen esemény indikatorfiiggvénye. Legyen
tovabba I(K)(w) a K = {w: a; <§; <b;, 1 <j <k} halmaz indikatorfiiggvénye.
Elég megmutatni, hogy

I(K)(w) = > (Xt [(Buy,. ) (),
u;= a; vagy b;
j=1,....k

12



mert véve ezutan mind a két oldal varhaté értékét megkapjuk a kivant azonossagot.
Az is vilagos, hogy {w: a; < §&; <b;, 1 < j <k} esetében a bizonyitandé azonossig
mind a két oldala 1-gyel egyenld. Azt kell észrevenni, hogy ekkor a jobboldalon az
I(B(by,...,b))(w) tag 1, és a jobboldal Gsszes tobbi tagja nulla.

Ha w € Q olyan, hogy az a; < &;(w) < b; egyenlStlenségek nem teljesiilnek min-
den 1 < j < k indexre, akkor a baloldal nulla. Azt kell belatni, hogy ugyanez
érvényes a jobboldalon is. Vildgos, hogy a jobboldal nulla, ha &;(w) > b; valami-
lyen j indexre. Azt az esetet kell még nézni, amikor &;(w) < b; minden 1 < j < k
indexre, bizonyos j indexekre a; < & < b;, de létezik legaldbb egy olyan [ in-
dex, amelyre & < a;. Legyen L a legkisebb ilyen index. Ha parositjuk az olyan
(= 1)Xe ) [(B(uy, . . ., ug))(w) kifejezéseket, amelyeknek u; koordindtétai meg-
egyeznek j # L esetben, de u; = ary a par egyik és u; = by, a par masik tagjara,
akkor az 0sszes ilyen par hozadéka zéré. Ezért az azonossag ekkor is érvényes, mert
mind a bal mind a jobboldal zéré ebben az esetben.

Be lehet latni, hogy az egyvaltozds valoszintiségi valtozok eloszlasdnak jellemzésérol
szOlo tételnek és az azt megel6z6 lemmanak igaz a kovetkezd tobbdimenzids dltalanosi-
tasa.

Tétel tobbvaltozos valdszinliségi valtozdk eloszlasanak jellemzésérol. Egy
F(uy,...,ux) fligguény akkor és csak akkor eloszlasfigguénye alkalmas &1,...,& va-
[6szindségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniiségi mezdén, ha ez az F fiigguény
teljesiti a kovetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uq,...,ur) minden vdltozdjinak balrol folytonos fiigguénye.
(1) ujliinoo F(uy,...,u;) =1.
minden j=1,...,k indexre
(1i1) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez dgy értendd, hogy az dsszes us,

Uj— —00
valamely 1<j<k indexre

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)
Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1) X
- X [ag, by) téglatestre a

/’L(K) :/’LF<K) = Z (_1)X(u17n"uk)F(u17'"auk)
uj= a; vagy bj
j=1,....k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szamdt az ui, ..., us sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.

A fenti tétel bizonyitasanak legnehezebb része annak megmutatasa, hogy ha az
F(xy,...,x) fiiggvény teljesiti az (i)—(iv) tulajdonsigokat, akkor léteznek olyan &1, ... ,
&y valdszintiségi valtozok alkalmas (€2, A, P) valészintiségi mezén, amelyek (egyiittes) el-
oszlasfiggvénye az F'(xq,...,x) fliggvény. Ennek bizonyitdsa az egyvaltozos esetben
bizonyitott az eloszlasfiiggvények altal meghatarozott mértékekrol szdlo tétel kovetkezo
tobbvaltozés altalanositasan alapul.
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Az eloszlasfiiggvények altal meghatarozott mértékekrol szolé tétel tobbval-
tozés altaldnositdsa. Legyen F(xq,...,x1) olyan k vdltozds fligguény, amely teljesiti
az (i)—(w) tulajdonsdgokat. Ekkor létezik és egyértelmiien meghatdrozott egy olyan g
Stieltjes mérték az RF k-dimenzids tér Borel mérheté halmazainak BF o-algebrdjdn,
amelyik nem negativ o-additiv halmazfiigguény ezen a o-algebrdn, prp(RF) =1, és

pr({ur, .. uk} vy <zj, 1 <j<k})=F(xi,...,z8)

minden x1,...,x; valos szamra.

E tétel segitségével a kovetkezé médon konstrudlhatunk F'(xq, ..., xy) eloszlasfigg-
vénnyel rendelkezd valészintiségi valtozokat. Legyen (9, A, P) = (R*, B*, ur), ahol B¥
jeloli a Borel o-algebrat az R* k-dimenziés térben, és up az el6z6 tételben jellemzett
az F eloszlasfiiggvény dltal meghatarozott Stieltjes mérték. Ebben a valdsziniiségi

mez6ben az (z1,...,7;) € RF pontok alkotjik az w elemi eseményeket. A (£1,...,&x)
valdszintiségi véltozokat a kovetkezé médon definidljuk. Legyen &;(z1,...,x5) = zj,
1 < j < k. Ezen val6szintiségi valtozdk egyiittes eloszlasa az F'(x1,...,x) fliggvény.

Ervényes tovabbda a varhato értéknek az eloszlasfliiggvény segitségével kiszamita-
sarol szolé eredmény aldbbi tobbdimenziés valtozata, amely segit akkor, ha véletlen
vektorok fiiggvényeinek a varhato értékét kivanjuk kiszamolni.

Tétel véletlen vektorok varhato értékének kiszamitasardl e vektor eloszlas-

fliggvényének a segitségével. Legyenek &1 (w), ..., & (w) valdszindiségi vdltozok egy
(Q, A, P) valdszintiségi mezdén, amelyeknek F(x1,...,x5) = P(&(w) < x1,...,& W) <
xi) az eloszldsfiggvénye. Legyen g(z1,...,xy) tetszdleges (mérhetd) k-vdltozds figg-

vény, és definidljuk az n(w) = g(&1(w), ..., &k(w)) valdszintségi valtozot. Ekkor

En(w) = Eg(&(w), ..., & (w)) = /g(xl, oo xp)pp(de, ..., drg),

ahol a fenti integrdl Lebesque—Stieltjes integralt jelol az F' fiigguény dltal meghatdrozott
wp Stieltjes mérték szerint. Ez a formula akkor érvényes, ha

/\g(:zcl,...,xk)],up(dxl,..., dxy) < o0.

Ellenkezo esetben az En vdrhato értéket nem definidltuk.

Fiiggetlen valdszintiségi valtozdok és szorzatuk varhatoé értéke.

Valészintiségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
[6szindségi vdltozok egy (2, A, P) valdszintiségi mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a valo-
sziniségi valtozok fiiggetlenek, ha minden x1,...,x, valos szdmra

P& <m1,...,6 <zn) = P& <21) - P(€n < ).
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A teljesség kedvéért megadom e fogalom definicijat altalanosabb, vektorértékii valdszi-
niségi valtozokra is, bar valészintileg ebben az el6adassorozatban nem jutunk el addig
a pontig, ahol erre a fogalomra sziikség van. (Mindenekel6tt a tobbvaltozds centrélis
hatareloszlastételre gondolok, mint olyan témakorre, ahol ez a fogalom megjelenik.)

Vektorértékii valdsziniiségi valtozok fiiggetlenségének a definicidja. Legye-
nek €V = (&1q,.. 0 68), oy €M = (Enay. . En), értékeiket az RF k-dimenzids
euklideszi térben felvevd wvaldsziniségi valtozok (vektorok) egy (2, A, P) wvalésziniiségi
mezén. Azt mondjuk, hogy ezek a valdszindségi vektorok fiiggetlenek, ha minden x(V) =
(T115 s T1)s <o s () = (Tniy---rTnk), k-dimenzids vektorra

Pia<zia, & <Pk, oos §nt < Znly-o o 6nk < Tnk)
=P (5171 <Z11,--- ,617]@ < xl,k) R (gn,l < Tpl,--- ’gn,k < l'n,k) .

Megjegyzés: Vektorértékii valosziniiségi valtozok fliggetlenségének a definiciéjaban sem-
milyen fiiggetlenségi feltevést nem tettiink az egyes €W = (&1,...,&%), 1 < j <k,
vektorok koordinatai kozott. Ezzel a definiciéval egyelére nem foglalkozunk.

Fiiggetlen valdszintiségi véaltozokkal valé szamolast megkonnyiti a mértékelmélet
egyik alapveto eredménye, az alabb ismertetendé Fubini tétel. Ennek megfogalmazasa
elott teszek néhany megjegyzést.

A Fubini tétel a kévetkezd, a teriileti (Riemann-)integralrdl sz6l6 eredménynek az
altalanositasa Lebesgue integralokra:

[ [ t@ydeay= | ( / f(a:,y>dx) dy (1)

minden integralhaté f(-,-) fiiggvényre. Ez az eredmény azt jelenti, hogy egy kétvaltozds
fliggvény teriileti integraljat gy is kiszamolhatjuk, hogy el6szor rogzitjik az egyik
paramétert, (amelyet itt y-nal jeldltiink,) és kiszamitjuk az igy kapott egyvéltozés in-
tegralt. Ezutan az elso 1épésben rogzitett paraméter szerint integralva az igy kapott
fliggvényt, megkapjuk a teriileti integral értékét. Ez azt jelenti, hogy a teriileti integral
kiszamithaté két egyszeres integral szukcessziv alkalmazasanak a segitségével. Erdemes
megfogalmazni ezt az eredményt abban a specidlis esetben, amikor az f(z,y) fliggvény
f(z,y) = g1(x)g2(y) alaki. Ekkor az (1) formula a kdvetkezd alaku:

| [ n@etdedy= [ g@ s [ ooty

Valéban, az (1) képlet jobboldala ebben az esetben igy irhaté fel:

/(/gl(x)gz(y) da:) dy = /gz(y) (/gl(x) dx) dy = /gl(x) dl’/gz(y) dy.

A Fubini tétel az (1) formuldban megfogalmazott azonossag altaldnositdsa arra az
esetre, amikor (a Lebesgue mérték szerinti) Riemann integral helyett altaldnos szorzat

15



mértékek szerinti Lebesgue integralokat tekintiink. Tovadbba nem csak kétvaltozos,
hanem tetszoleges k, k > 2, valtozds integralokat vizsgalunk. Ennek ismertetése el6tt
megfogalmazom a kovetkezd eredményt.

Legyenek Fi(-), ..., Fj(-) eloszlasfiiggvények a szdmegyenesen, és definidljuk az
F(xy,...,2) = Fi(21) - - Fr(ag)

figgvényt. Az igy definidlt F'(xq,...,z)) fliggvény egy k-valtozds eloszlasfiiggvény.

Részletesebben kifejtve ez a kovetkezot jelenti. E jegyzetben megadtam annak
sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy egy illetve egy tobbvaltozos fliggvény elosz-
lasfiiggvény legyen. A fenti allitds tartalma az, hogy ha az Fj(-), 1 < j < k, fiiggvé-
nyek teljesitik az (egyvéltozos) eloszlastiiggvény jellemzését leird tulajdonsagokat, akkor
az F(x1,...,x) = Fi(z1) - - Fp(xg) fliggvény teljesiti a tobbvaltozds eloszlasfliiggvény
eloszlasat leir6 tulajdonsagokat.

Nem nehéz belatni, hogy a fenti allitasban az Gsszes ellenorizendo feltétel teljestil.
Mivel e részletek kidolgozéasa egyszerti, és ennek kiilonosebb tanulsdgai nincsenek, ezért
ezt elhagyom.

Ha F;(-), 1 < j < k, egydimenzids eloszlasfiiggvények, akkor tekinthetjiik az
F(xy,...,xx) = F1(x1) -+ - Fi(z)) k-valtozos eloszlasfiiggvényt, illetve az dltala megha-
tdrozott pur = p(p .. F,) Stieltjes mértéket a k-dimenzids téren. Egy F(z1,...,2%) =
Fi(x1) - - Fy(xy) szorzat alaki k-véltozos eloszlasfiiggvény dltal meghatérozott Stieltjes
mértéket szorzatmértéknek szokds nevezni. Ez ugyanis rendelkezik a kovetkezo tulaj-
donsdggal. Tetszéleges A = A; x Ay X --+ X Aj alaki halmazra (azaz 1-dimenziés
halmazok direkt szorzatara) pup(A) = pp, (A1)pr, (A2) - ur, (Ax). Az aldbb megfo-
galmazandé Fubini tétel azt mondja ki, hogy az ilyen szorzatmértékek szerinti integral
a teriileti integralhoz hasonlé médon kiszamolhaté megfelelé szukcessziv integralas se-
gitségével. Fiiggetlen valdszintliségi valtozdk fiiggvényeinek varhato értékérol szold leg-
fontosabb eredmények megkaphatéak a Fubini tétel egyszerii kovetkezményeként, ha
a vizsgalt varhat6 értéket kifejezziik az eloszlds (pontosabban az eloszlds dltal megha-
tarozott Stieltjes mérték) szerinti Lebesgue integrélként. Ez a Tétel véletlen vektorok
vdrhato értékének kiszdmitdsdarol e vektor eloszldsfiiggvényének a segitségével eredménye
alapjan lehetséges.

Az irodalomban &altaldnos szokas, hogy az elébb definidlt pp k-dimenzids téren
értelmezett mérték szerinti integralt Fiy(dzy) ... Fx(dzy) vagy dFy(xq)... dFy(xy)-val
jelolik, azaz

/9($17--~>$k)uF(d$1,---7 dxk) = /g(mlw“;xk),u(Fl,...,Fk)(dxlw“; dxk)

igk /gm,...,mFl(dm)...Fk(dxk) = /g(xl,...,kam(m)... 4F% (@)

tetszOleges integralhat6 g(zq,...,x) (integralhatd) figvényre, ahol ,,jel.” a jelolés szé
roviditése. A tovabbiakban mi is ezt a jelolést kovetjiik.
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Fubini tétel. Legyenek F;(-), 1 < j <k, eloszldsfiggvények a szdmegyenesen, €és legyen
g(z1,...,xK) (mérhetd) k-vdltozos fiigguény. Ekkor

/g(il]'l,fL'g, ce ,xk)Fl(dxl)Fg(dxg) .. Fk(da':k)

_ (/ (/ (/g(xl,...,xk)Fl(dxl)) Fg(daiz)) ---Fk(dwk))-

Ez az azonossag gy értendd, hogy az azonossdag két oldalan lévd integrdl illetve szuk-
cessziv integrdl eqyszerre létezik.

Erdemes kiilon megfogalmazni ennek az azonossagnak a kévetkezd fontos specidlis
esetét. Ha g(x1,...,x) = g1(x1) - - gx(xk) alaku specidlis fliggvények integrdljat tekint-
Jik, akkor a kovetkezd azonossdagot irhatjuk fel:

/gl(iljl)gz(ﬂfz) c . 'gk(l'k)Fl(d.T1>F2(d$2) ce Fk(d.ilfk)

= [snmian) [ wFaiin) - [ aRdn) = lj [ 95615 do).

1. megjegyzés. A Fubini tétel valéjaban egy altalanosabb eredmény, mint a most ki-
mondott tétel. A Fubini tétel az itt megfogalmazottakhoz hasonlé eredményt mond
ki dltaldnos (és nemcsak az Euklideszi terekben definidlt) szorzatmértékek szerinti in-
tegralokra. Szamunkra viszont elegendd csak a fent leirt specialis esetet tekinteni.

2. megjegyzés. Az elébb kimondott tétel és a tovabbi eredmények roviden, informali-
san ugy foglalhatok Ossze, hogy mindazok az eredmények, amelyeket fiiggetlen, disz-
krét eloszlasu valészintiségi valtozokrol tanultunk, érvényesek altaldnos, nem feltétlentil
diszkrét eloszlasu valészintiségi valtozokra is.

Az aldbbiakban a Fubini tételt fogjuk haszndlni, és azokat a eredményeket, ame-
lyek lehet6vé teszik, hogy valészintliségi valtozok fliggvényeinek varhatéd értékét kisza-
moljuk e valdszinliségi valtozok eloszlasfliiggvényének a segitségével. Ezen eredmények
felhasznélasaval bebizonyitok néhany alapveto eredményt fiiggetlen valdszintiségi valto-
zokrol. Ezelott egy megjegyzést teszek az itt kovetett targyalasmodrol.

3. megjegyzés. Az aldbbiakban fiiggetlen valdszintiségi valtozdk legfontosabb tulaj-
donsagait ismertetem. Ezeket a tulajdonsiagokat meg lehet fogalmazni az eloszlasok
nyelvén is. fly modon kideriil, hogy ezek a tulajdonsagok ekvivalensek valamilyen in-
tegralokra megfogalmazhaté azonossagokkal, és ezen azonossagok mindegyike a Fubini-
tétel kovetkezményeként kezelheto.

Tétel fiiggetlen valészintliségi valtozdk szorzatanak a varhaté értékérol. Le-
gyenek &1, ..., &k fliggetlen valosziniiségi vdltozok, amelyek mindegyikének létezik varhato
értéke, azaz E|j| < oco. Ekkor a & - - & szorzatnak is létezik vdarhato értéke, és

E& - & = E& -+ EG.
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Megjegyzés: Ezt az eredményt mar targyaltam az 4. téma ismertetésében a Tétel
fuggetlen valosziniségi vdltozok szorzatarol eredményében, de ott csak diszkrét eloszlasi
valoszintliségi valtozok szorzatat tekintettem.

A tétel bizonyitdsa. Jeldlje F;(-), 1 < j < k, a & valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvé-
nyét, és vezessik be a g(x1,...,xx) = 71 ...z fliggvényt. Ekkor

Tovabba a Fubini tétel szerint
k
/xl cexpFy(dry) .. Fe(dag) = H /ij(d:U).
j=1

Mivel E¢; = [xFj(z), ez az azonossdg azt jelenti, hogy E& - -& = E& --- E&.
Ezenkiviil azt is allithatjuk (felhaszndlva azt a tényt, hogy a Fubini tétel két oldalan
szerepld kifejezés egyszerre értelmes), hogy a Tételben szereplé azonossdg két oldala
egyszerre értelmes.

Tétel fiiggetlen valdszintliségi valtozdk egyiittes eloszlasardl. Legyenek &, ..., &
fuggetlen valosziniségi vdltozok, By, ..., Bi a szamegyenes Borel mérhetd részhalmazai.
Ekkor

P(& € By,..., & € By) = P(& € By) -+ P(& € By).

Megjegyzés: A fliggetlenség definicidja csak azt koveteli meg, hogy a tételben kimondott
azonossag teljesiiljon specialis B; = (—o0,x;) alakd halmazokra. A tétel azt allitja,
hogy ha ez az azonossag teljesiil ezekre a specialis alaki halmazokra, akkor az teljesiil
minden ,,szép” azaz Borel mérheté halmazra. E tételnek, illetve e tételnek a 4. téma
ismertetésében targyalt Lemma fiiggetlen, diszkrét eloszlasiu valdsziniségi vdltozok tulag-
donsagairol néven megfogalmazott megfelelojének egyik kovetkezménye az, hogy a disz-
krét, valds szam értéki valdszintiségi valtozok fliggetlenségének korabban ismertetett
definicioja megegyezik a fliggetlenség altalanos definiciéjaval ebben a specialis esetben.

Bizonyitds: Legyen g;(-) a B; halmaz indikatorfiiggvénye, 1 < j < k, azaz legyen
gi(z) = 1, ha v € Bj, és gj(xr) = 0, ha « ¢ Bj. Definidljuk a g(z1,...,25) =
g1(x1) -+ gr(zy) figgvényt a k-dimenzids téren. Ekkor a Fubini tétel alapjin

P& € By,..., & € By) = Eg(&1,---,&k) = Egi(&1) - Egr(&r)
= P(& € By) -+ P(&; € By).
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Feladat:

Legyenek &1,...,&n, &nt1s - - - Enpm fUggetlen valdszintiségi véltozok, g(xq,...,xy,)
n-valtozds (mérhetd) figgvény, n = g(&1,...,&,). Mutassuk meg a Fubini tétel
segitségével, hogy 1, &nt1, - -+ Entm fliggetlen valészintiségi valtozok.

Megoldas: Rogzitsiink valamilyen xg, z1, ..., x,, szamokat. Definialjuk ezek segit-
ségével a hj(u) =1, ha u < zj, hj(u) =0, ha u > z, 1 < j < m, fiiggvényeket,
valamint legyen ho(ui,...,u,) = 1, ha g(uy,...,u,) < g, ho(u1,...,u,) = 0,
ha g(ui,...,up) > xo. Jelolje Fj(-) a &; valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét,
1 < j < n+m. Ekkor a Fubini tétel alapjan

P < 20,641 < Tntis - &ntm < Tngm)

_ /ho(ul, s (1) P (o) Fr (1) - Foson( ity )
:/ho<u1,...,un>F1<du1>...Fn<dun>

/hn+1(un+1)Fn+1(du1) T / Pt (Ungm ) Fnpm ( dtngm)
= P(n <z0)P(&nt1 < Tpg1) -+ Pl&ntm < Tngm),

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

Fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk Osszegének a szorasnégyzete.

A diszkrét valdszinliségi valtozokhoz hasonléan defialhatjuk altalanos, nem feltétlentil
diszkrét eloszlasi valdszintliségi valtozok szordsnégyzetét, (ezt mar megtettiik), kovari-
anciajat. Altaldnos valoszinliségi valtozdk Osszegének szorasnégyzetére hasonld for-
mula érvényes mint a diszkrét esetben. Roviden lefrom a bizonyitast, bar azt akar
el is hagyhatnam arra hivatkozva, hogy e tulajdonsagok bizonyitasaban a diszkrét
valészintiségi valtozok esetében is csak olyan Osszefiiggéseket haszndaltunk, amelyek
altalanos valdszintiségi valtozdkra is érvényesek.

Valészintliségi valtozdk kovariancidjanak a definicidja. Legyen & és n két valo-
szintiségi vdltozé ugyanazon a valdsziniiségi mezén, (amelyekre teljesiil az E&? < oo,
En? < oo feltétel.) A & és n valdszintiségi vdltozok kovarianciafiiggvénye

Cov (§,n) = E[(§ — E&)(n — En)].

Lemma.
Cov (§,m) = E&n — ESEN.
Ha & és n fiiggetlen valdszindiségi vdltozok, akkor Cov (&,m) = 0.
Bizonyitds:
Cov (§,m) = E[(§ — E§)(n — En)] = E(§n — £En — nE¢S + E¢En)
= E&n — E{En — ECEn + ESEN = ESn — ESEN.
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Ha & és n fliggetlen valdsziniiségi véltozok, akkor E{n = E¢En, ezért Cov (§,7n) = 0.

Tétel valésziniiségi valtozok Osszegének szoérasnégyzetérol. Legyenek £, 1 <

7 < k, valosziniségi valtozok ugyanazon a valosziniségi mezdn, amelyekre teljestil Esz <
oo feltétel. Ekkor

k k
Sg | =Y varg+ Y Cov(g,) ZV&réﬁ?Z Z Cov (§.6).
j=1 j=1 1§g¢l§k J=ll=j+1
J

Specidlisan, ha a §; valdsziniségi vdltozok figgetlenek, akkor
k k
D& | =D Varg;.
j=1 j=1

Bizonyitds. Vezessik be a fj = {; — E¢; val6szinliségi valtozokat. Ekkor

k k k
DG =BG =B 8+ > &6
j=1 j=1 j=1 1<5,1<k
j#
k o k
=Y B+ > ELE=D Varg+ Y Cov(&,4).
Jj=1 1<5,l<k Jj=1 1<5,I<k
J#l J#l

Ha a §; valészintliségi valtozok fliggetlenek, akkor Cov (&;,&) = 0, ezért
k k
2.6 | =D Varg;.
j=1 j=1

Kovetkezmény. Legyenek &5, 1 < j < k, valdsziniségi vdltozok ugyanazon a vald-
sziniségi mezon, amelyekre teljestil E{? < oo feltétel, és legyenek cq, ..., c, tetszdleges
valos szamok. Ekkor

k k
Var (Y ;& | =) Vargg+ Y cjaCov(§,4)
Jj=1 j=1 1<5,1<k
j75l
—Z QVarfj —1—22 Z c;jcCov (&5,&).
Jj=11l=j+1
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Legyenek &;, 7 = 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasi valészinliségi valtozok, és
legyen EE? < oo. Becsiiljiik meg a Csebisev egyenl6tlenség segitségével a

1 n
P EZ(&' — E¢)| >«
j=1
valészintiségeket minden n = 1,2,... és ¢ > 0 szadmra. Latni fogjuk, hogy ebbdl
a becslésbol addédik a valdszintiségszamitas egyik fontos eredménye, a nagy szamok

(gyenge) torvénye.

p HZ(&'—E&) >e| =P ;Z(éj—Eﬁj) pg
—1 —1
J J ) ,
2 E (Zl(ﬁj - Efj))
=
=P Z Egj >n2e? | < 2.2
' (ng gj) B ];1 varg; _ Var&
N n2e2  n22 pe?

Kiegészités: A Lebesgue integral fogalmarol.

A Lebesgue integral természetes definicigjaban ezt az integralt el6szor a legegyszeriibb
fiiggvények esetében definidljuk természetes moédon, majd ezt a definiciot kiterjesztjiik
altalanos fiiggvényekre folytonossagi meggondolasok alapjan. Ezt a kovetkezoképp
tehetjiik. Legyen adva egy (X, A, u) mértéktér, azaz egy X alaphalmaz, kijeloljiik an-
nak bizonyos részhalmazait, amelyek o-algebrat alkotnak, és pu o-véges mérték az A

o-algebran. (Egy mérték, azaz egy nem negativ értékii o-additiv halmazfiiggvény akkor
oo

o-véges, ha létezik az X alaphalmaz X = J B, felbontasa megszamlalhat6éan sok olyan
=1

Bj halmazra uniéjara, amelyekre p(B;) < 00.) Az (X, A, 1) téren értelmezett (mérhetd)
f(+) fiiggvényeknek akkor definidljuk a p mérték szerinti integraljat, ha azok teljesitenek
bizonyos feltételeket, és ezeket az integralokat [ f(z)u(dz) forméban jeldljik. Je-
gyezzilk meg, hogy egy valdsziniiségi mez6 specidlis (X, A, u) mértéktér. Bizonyos
vizsgalatokban hasznos, ha figyelmiinket nem korldtozzuk a valdszintiségi mezokon de-
finialt fliggvények (azaz valészinliségi valtozdk) integraljara.

Egy f(-) fliggvényt elemi fliggvénynek neveziink, ha csak véges sok kiilonb6z6

k

értéket vesz fel, azaz 1étezik véges sok olyan z1, zo, . . ., z; szam ugy, hogy |J {z: f(z) =

j=1
z} = Q. Ennek az elemi fiiggvénynek az integréljét az

[ @ Y (e f) = 5]

j=1
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Osszeg definidlja. (Ez hasonlé a diszkrét eloszlasu fliggvények integraljanak definici6ja-
hoz. Az egyetlen kiilonbség az, hogy itt csak véges sok értékeket felveve fiiggvényeket te-
kintiink, mig ott megengedtiik azt is, hogy egy fliggvény megszamlalhatéan sok értéket
vegyen fel. Definidlhattuk volna az elemi fliggvényeket is altalanosbban, megenged-
hettiik volna, hogy azok megszamlalhaté sok értéket vegyenek fel, de az itt tekintett
definicié technikailag kényelmesebb, és ennek hasznélataval semmit sem veszitiink.)
Ha adva van egy nem-negativ f(z) fliggvény az az (X, A, n) mértéktéren, akkor azt
kozelithetjiik elemi f,(x) elemi fiiggvényekkel példdul a kovetkezé médon. Legyen
fo(x) = k27" ha k27" < z < (k+1)27" k = 0,1,...,22" és definidljuk az f(x)
fiiggvény 1ntegraljat az [ f(z)p(dz) = nlLIr;o [ fn(z)p(dz) képlet segitségével. Egy
altaldnos (mérhetd) f(z) fuggveny esetében deﬁniéljuk annak pozitl’v és negativ részét,
mint fy.(2) = max(0, f(z)), f-(z) = min(0, f(2)), és [ f@)u(dw) = [ f1 (@)l d) -
J(=f=(z))u(dx). Be lehet latni, hogy az elobb definidlt mtegral értelmes (példdul a
felirt limesz valéban létezik, ha [ |f(z)|p(dx) < o).

Felmeriilhet a kérdés, hogy mi a kapcsolat az igy definialt integral és az analizisben
tanult Riemann és Riemann—Stieltjes integrdl kozott, és mik a Lebesgue integral leg-
fontosabb tulajdonsagai.

A hagyoményos analizis oktatdsban az tgynevezett Riemann integralt vezetik be

eloszor. Egy [a,b] intervallumon értelmezett f(u) fiiggvény f: f(u) du integraljat gy
definialjak, hogy el6szor alkalmas kozelité Osszegeket vezetnek be a kovetkezd mddon.

Felosztjak az [a, b] intervallumot a = o < 21 < - -+ < x,, = b osztépontok segitségével,
amelyekre sup (zy — xg_1) kicsi, mindegyik [zy_1, x| intervallumban kijeldlnek egy
1<k<n

n
&k € [xk—1,7k] pontot, és a > f(&k)(xr — xk_1) kozelité Osszegeket tekintik. Az
k=1

fab f(u) du integralt \igy definidljadk mint ezen integralkozelité Osszegek hatarértékét,

ha sup (zp — zk—1) nulldhoz tart.
1<k<n

Egy f fiiggvénynek valamely az [a, b] intervallumon megadott F'(u) fliggvény sze-
rinti f; f(u)F(du) Riemann—Stieltjes intergraljat hasonléan definidljak. A kiilonbség
az, hogy most a kozelit6 osszegekben az xp — xp_1 megvaltozdsokat az F(-) fliggvény
F(xy) — F(xg—1) megvaltozésaival helyettesitik, azaz a > f(&) (F(xk) — F(zr—1))

k=1
kozelit6osszegeket, illetve azok hatarértékét tekintik. Ha az F'(x) fiiggvény nem folyto-

nos, akkor bizonyos technikai problémékat részletesebben tisztazni kell a fenti kozelito
osszegek definicigjaban, ezek kidolgozasatol azonban itt eltekintek.

A fenti definiciét a kovetkezé médon is interpretalhatjuk. Nevezziink egy az [a, b]
intervallumon értelmezett f(x) fliggvényt egyszerii vagy 1épcsos fliggvénynek, ha létezik
az [a,b] intervallumnak olyan a = z9 < 1 < -+ < x, = b felosztdsa, amelyre az
f(z) fiiggvény konstans minden egyes [mk,:z;k+1) intervallumon, 0 < k < n. Az ilyen

1épcsds fiiggvények integraljat az f f(x)de = Z flzp)(xp —xK—1), 68 f f(x)F(dx) =

> flzk) (F(xg) — F(zgp—1)) képletekkel definidljuk. Az altaldnosabb fiiggvények in-
k=1
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tegréaljat tgy definialjuk, hogy kozelitjiik oket a fent leirt médon 1épcsés fiiggvényekkel,
és a fiiggvény integralja a megfeleld 1épcsos fliggvények integraljainak a limesze.

Tekintsiik a szamegyenest, rajta a B Borel g-algebrat, és azon a Lebesque mértéket.
Vegyiik észre, hogy mind a Riemann mind a Lebesue integral esetében el6szor bizonyos
elemi fiiggvényeknek definidljuk az integraljat alkalmas kozelité Osszegek segitségével,
majd a definicidkat alkalmas hatardtmenet segitségével kiterjesztjiik. Ezért nem megle-
po, hogy abban az esetben, amikor mind a két integral 1étezik, akkor azok megegyeznek.

Legyen F valamely monoton névekvé fliggvény az [a, b) intervallumon. A Lebesgue

integralhoz hasonléan az f; f(u)F(du) Riemann-Stieltjes integralnak megfelel Le-
besgue—Stieltjes integralt is definidlhatunk. Ebben az esetben is az (X, A, u) teret igy
definidljuk, hogy az X halmaz a szdmegyenes, (vagy esetleg annak egy részintervalluma),
A a szamegyenesen vagy az intervallumon bevezetett Borel o-algebra. A definicid tel-
jessé tételéhez definidlni kell a p mértéket is. Ezt az [a, b) intervallumon vagy szdmegye-
nesen definidlt F' monoton névekvo fiiggvény hatarozza meg.

A mértékelmélet egyik eredménye szerint az F fiiggvény egyértelmiien meghataroz
az [a,b) intervallum Borel-mérheté halmazainak o-algebrajan egy olyan o-additiv pug
az F fiiggvény Stieltjes mértékének nevezett halmazfiiggvényt, amelyre pp([u,v)) =
F(v) — F(u) minden a < u < v < b (u,v) rarra. (Egy részletesebb targyaldsban ezen
allitas megfogalmazasaban figyelmesebbnek kell lenniink. Kiilon vizsgalni kell azt az
esetet, amikor az F'(-) fiiggvény a tekintett [u,v) intervallum u vagy v végpontjdban
nem folytonos, azaz lim OF(un) + 11}134_0 F(uy), illetve, ha a v pontban teljesiil

Up —U— n

hasonlé reldcié. Kideriilt, hogy elég csak balrdl folytonos (monoton) fiiggvényeket te-
kinteniink, azaz olyan F(-) fliggvényeket, amelyekre lim OFn(acn) = F(z) minden z
Ty —T—

szamra. Az eloszlasfliggvények teljesitik ezt a tulajdonsdgot. Ezen megszoritds esetén
minden (u,v), u < v, parra érvényes az pup([u,v)) = F(v) — F(u) azonossdg.) A
Lebesgue—Stieltjes integral definiciéjanak legnehezebb 1épése annak megmutatasa, hogy
ilyen médon egy mértéket azaz egy o-additiv pup halmazfliiggvényt definidlunk. Az
ff f(w)F(du) Lebesue—Stieltjes integrdl az [ f(x)u(dx) Lebesgue integral, ha az [a, b]
intervallumon és a rajta tekintett Borel o-algebran az F' fiiggvény altal meghatarozott
up mértéket valasztjuk p a mértéknek. A Riemann-Stieltjes és Lebesgue—Stieltjes in-
tegralok megegyznek, ha mind a két integral 1étezik.

Lattuk, hogy a Lebesgue és Riemann integrdlok definiciéjanak a logikdja nagyon
hasonl6. Mind a két esetben elOszor szép, egyszerli esetekben definidljuk az integralt,
majd hataratmenet segitségével ezt a definiciét kiterjesztjiik. A Lebesgue integral
definicigjat nem nehezebb megérteni mint a Riemann integrdlét. Annak f6 oka, hogy
az oktatasban a Riemann integralok targyalasara helyezik a hangsilyt — bizonyos tu-
domanytorténeti okokon kiviil — az, hogy a Lebesgue integralok felépitése sziikségessé
teszi o-additiv mértékek haszndlatat, és ez elkeriilhetetlenné tesz bizonyos nem-trivialis
mértékelméleti vizsgalatokat. A Lebesgue integralok definicigjdban, amikor egy hal-
maz nivéhalmazait tekintjiik nem koveteljiik meg, hogy ezeknek a nivéhalmazoknak
szép geometriai struktirajuk legyen. Ennek kovetkeztében sokkal gazdagabb azon
fiiggvények osztalya amelyeknek definidlni tudjuk a Lebesgue integraljat. Ugyanis az
integral definicigjaban sziikséges hataratmeneteketet a Lebesgue integral definici¢jaban
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konnyebb végrehajtani mint a Riemann integraléban. Sot a Lebesgue integral definiciéja
— szemben a Riemann integraléval — nem kotodik a szamegyenes geometridjahoz.

A Lebesgue integral rendelkezik a Riemann integralrél tanult legfontosabb tulajdon-
sagokkal. fgy példaul linearis operator az integralhato fliggvények terén, azaz tetszoleges
f és g (integralhatd) fliggvényre valamint a és b szdmokra

[er@) +byputds) = o [ s@utdz) +b [ gl do).

Bizonyos fontos, itt nem ismertetett eredmények (Lebesgue tétel, Beppo—Levy tétel
Fatou lemma) arrdl szélnak, hogy konvergens fiiggvénysorok esetén mikor cserélhet6 fel
a limesz és integralas sorrendje, azaz milyen feltételek mellett érvényes a

i [ fu(oyu(de) = [t (w)p(do)

azonossag. A Lebesgue integralok egy fontos tulajdonsiga az ebben a jegyzetben is
megfogalmazott Fubini tétel, amely szerint egy szorzatmérték szerinti kétvaltozos fiigg-
vény integrélja szukcessziv integralassal is kiszamolhat6. Lattuk, hogy ez fontos szerepet
jatszik fiiggetlen valdszintliségi valtozok vizsgalataban.

Végiil megjegyzem, hogy a varhaté értéknek az eloszlasfiiggvény segitségével valo
kiszamolasardl szold tételnek illetve ezen eredmény altalanositasanak a bizonyitasa vi-
szonylag egyszerii, ha jol megértjik a Lebesgue integral definicidjat. A Fontos Tétel
allitasa szemléletesen, de kissé pongyoldn fogalmazva azt jelenti, hogy egy (2,4, P)
valdszintiségi mezén definidlt [ g(£(w)) dP(w) integrél ‘dtmdsolhatd’ egy [ g(x)ur(dx)
integralla az (R, B, ur) valészintiségi mez6n, ahol up a & valészinfiségi valtozé eloszldsa
altal meghatarozott up Lebesgue-Stieltjes mérték. Ez az allitas konnyen lathaté g(x)
lépeséstiiggvények esetében. Altaldnos (mérhetd) g(z) fiiggvények jol kozelithet&ek
1épesés fliggvényekkel, és ilyen médon az [ g(&(w)) dP(w) Lebesgue integral olyan kozeli-
t6 Osszegeit kapjuk, amelyek kifejezhetéek a & valészintiségi valtozé F(z) eloszlasfiiggvé-
nyét tartalmazé osszegek segitségével. Ez utobbi 0sszegek természetes kozelitéosszegei
az [ g(x)F(dz) Lebesque-Stieltjes integralnak. Ezutdn alkalmas hatdrdtmenet segitsé-
gével megkaphatjuk az emlitett tételnek, illetve altalanositdasanak a bizonyitasat.
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