A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat hatodik témaja.

Néhany fontos diszkrét eloszlas.

Ismertetem néhany fontos diszkrét eloszlas definicidjat, és targyalom ezek legfontosabb
tulajdonsagait. Az eloszlasok bevezetés el6tt ismertetek néhany olyan példat, amelyek-
ben azok megjelennek. Ezek koziil néhannyal mar kordbban is taldlkoztunk. Az els6
példa a kovetkezo.

a.) A binomidlis eloszlds.

Tekintsiink eldszor egy tipikus példat, amelyben a binomidlis eloszlads megjelenik.

Dobjunk fel egy pénzdarabot n alkalommal egymastol fliggetleniil, és minden egyes
dobéasban legyen p, 0 < p < 1, a fejdobas valdszintisége. Mi a valdszintisége annak, hogy
pontosan k fejdobas kovetkezik be?

Ennek val6szinfisége (})p*(1 — p)"~*. Valéban, (}}) olyan fej-irés sorozat létezik,
amely k fej és n — k irasjelet tartalmaz, és az adott feltételek mellett minden ilyen do-
béssorozat valdszintisége p*(1 — p)"~*. Az ilyen jellegii feladatok leirdsira vezették be
a binomidlis eloszlas fogalmat.

A binomialis eloszlas definicidja. Azt mondjuk, hogy a & valosziniségi vdltozo bi-
nomidlis eloszldsu n és p paraméterrel, n = 1,2,..., 0 < p < 1, ha P({( = k) =
(N)p"(1 = p)"* minden 0 < k < n szdmra, és P(§ = k) = 0 egyébként. Ezt az eloszldst
szokds B(n,p)-vel jeldlni.

Egy B(1,p) eloszldsi & valdsziniségi valtozot, azaz egy olyan & valdsziniiségi valto-
z6t, amelyre P(§ =0) =1 —p, P(§ = 1) = p Bernoulli eloszldsiunak is szoktak nevezni.

Jegyezziik meg, hogy valéban eloszlast definidltunk, azaz a nem-negativ valdsziniiségek
Osszege egy, mert a binomialis tétel szerint

Ig) <Z)pk(1 —p)"F=(p+(1-p) =1L

Jegyezziik meg, hogy a B(n,p) és B(m,p) binomidlis eloszlasok konvolucidja a B(n +
m, p) binomiélis eloszlas.

Emlékeztet&il felidézem, hogy egy P = {po,p1,-.-} és Q@ = {qo,q1, ...} eloszlas

n

konvoluciéja az az R = {ry,rs,...} eloszlds amelynek elemeit az r, = > prGn—&,
k=0
n = 1,2,..., képlet hatarozza meg. Ennek valésziniiségi tartalma a kovetkezé: Ha &

és n két fiiggetlen, nem negativ egész értékeket felvevo valdszintiségi valtozd, amelyekre
P& =n)=p,, PW=mn) =qm, n=0,1,2,..., akkor £ + n olyan nem negativ egész
értékeket felvevd valdszintliségi valtozd, amelyre P(E+n=n) =r,, n=10,1,2,....

1



Valoban a fenti konvoluciorol szélo allitas érvényes, mivel a tekintett két eloszlas
konvoluciéja egy olyan p(k), 0 < k < n + m eloszlas, amelyre

p(k) = 20 (7?)19]'(1 —p)n (k )pk—j(l _ p)m= (k=)
S () (e

SO0 ) -

Ez utébbi allitasnak kombinatorikus bizonyitasat megadtam az elsé téma jegyzeté-
ben a ‘Néhany a targyalt kombinatorikus kérdésekkel kapcsolatos eredmény’ feladatsor
7. feladatdnak az ismertetésében. SoOt, e feladatsor 9. feladatdban megadtam ezen
azonossag egy altaldnositdsanak analitikus (az (1 + z)® fiiggvény hatvanysordnak az
alakjan alapuld) bizonyitasét is.

Két eloszlas konvolucidjat kiszamolhatjuk az alabb ismertetend6 generatorfiiggvény
moddszernek nevezett eljaras segitségével is. Ha adva van két P = {pg,p1,...} és Q =

oo

{q90,q1, ...} eloszlas, akkor rendeljiik hozzajuk az F(z) = Y ppa™ és G(z) = > qna”
n=0 n=0
hatvanysorokat. Ezenkiviil rendeljiik a P és Q eloszldsok R = {rg,r1, ...} konvolucié-

jadhoz a H(xz) = Y r,z™ hatvanysort. Ekkor teljesiil az F'(x)G(x) = H(x) azonosség,.
n=0

Tovabba, ha ismerjiik a H(z) fiiggvényt, akkor annak szukcessziv derivaldsaval majd a

nulla érték behelyettesitésével kiszamolhatjuk a minket érdeklo r,, mennyiségeket. Innen

az is kovetkezik, hogy ha F(x)G(x) = H(x), akkor a P és Q eloszlasok konvolucidja a

R eloszlas.

Megmutatom azt is, hogyan lehet a binomialis eloszlasok konvoluciéjanak alakjardl

/////

binomialis eloszlas F), , () generatorfiiggvényét.

- E (om0 () (25

- [ 2] = g

Innen
Fpp(@)Fmp(x) =1 —p+pz)"(1—p+px)™ = (1 —p+px)"™™ = Frpmp(2)

minden n > 1, m > 1 egész és 0 < p < 1 valds szamra. Ez azt jelenti, hogy a B(n,p) és
B(m, p) eloszlasok konvoluciéja a B(n + m, p) eloszlas.



Feladat:

1.) Adjunk egyszerii, a binomidlis eloszlds val6szintiségi tartalmét kihasznalé bizonyi-
tast arra, hogy a B(n, p) és B(m, p) binomialis eloszlasok konvoluciéja a B(n+m, p)
binomialis eloszlas.

Megoldas: Elég megmutatni, hogy léteznek olyan fiiggetlen B(n,p) paraméterii &
és B(m,p) paraméter(i n binomiélis eloszldst valdszintiségi valtozok, amelyek £ 4+
osszege B(n + m,p) paraméterii binomidlis eloszldsi valdszintiségi véaltozé. Ennek
érdekében tekintsiik egy olyan pénzdarab n + m darab egymads utani fiiggetlen
feldobasat, amely p valdszintliséggel esik a fej és 1 — p valdszintliséggel az iras oldalra.
Legyen & az els6 n dobéasban, n pedig az n+ 1-ik dobastél az n +m-ig dobésig tarté
dobassorozatban megjelené fej dobasok szama. Ezek a & és n valdszintiségi valtozok
teljesitik a kivant tulajdonsagokat.

Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszlasu valdszintliségi véltoz6 varhatd értékét és szd-
rasnégyzetét. A legegyszeriibb mddszer a kovetkezd: Legyenek &, ...,&, fliggetlen,
n

B(1, p) eloszlast valoszintiségi valtozok. Ekkor & = > &; B(n,p) eloszlast valdszintiségi

j=1
véltozé, és E§; = 1- p+0-(1—p) =p, ESJQ =1-p+0-(1—p) =p, Var§; = Eﬁ?—(Efj)Q =
p — p? mlnden j=1,....n Szémra Ezért a keresett varhato érték és szorasnégyzet

E¢ = Z E¢; =np és Varé = Z Var{; = np(1 — p).
j=

Feladat:

2.) Szamitsuk ki egy B(n,p) eloszlasu valdsziniiségi valtozo varhato értékét és szords-
négyzetét az e fogalmakat definidlé Osszegek kiszamitasanak a segitségével.

Megoldas:
n n _ i n n—
Ef:Zk(k)pk(l—m" ¥, E52:Zk2<k)p’“<1—p) ",
k=1 k=1

és Var& = E¢% — (E€)?. Ezeket a kifejezéseket kell kiszdmolnunk. Vegyiik észre,
ogy k(3) = 1), 2(3) = (2) + k(k — 1)) = n(1=2) + nln— (3. Iunen

-1
n—1
—np ( ] )pku )0 = p(L+ (1= )" =,
k=0
n—1 n—1 n—2 n 9
:nZ( > k—i—l(l p)n k 1+n(n_1) < N )pk—l—Z(l p)n k—2
k=0 k=0



n—2
n—2
=np+n(n—1)p? ( )kl— (n=2)—k
p+n(n—1)p I;) L )P -p)
=np+n(n—1)p*(p+ (1 —p))" " =np+ (n* —n)p?,
és Var & = np + (n? — n)p? — n?p? = np(1 — p).

A binomidlis eloszlas természetes tobbdimenzids altalanositasa a polinomidlis eloszlas.
Ennek megértéséhez tekintsiik a kovetkezo feladatot. Adva van r urna. Ezekbe be-
dobunk Gsszesen n golyot egymastdl fiiggetleniil. Az egyes golydk p; valdszintiséggel
esnek az els6 po valdszintiséggel a masodik, ... p, valészinliséggel az r-ik urnaba. Mi a

T
valdsziniisége annak, hogy a j-ik urnaba k; golyé esik, 1 <j <r, > k., =n?
j=1

P n! k1 k n! . ’ 7
Ez a valdszintliség el il o Pr, mert ilyen dobéssorozat van, és

minden ilyen dobdassorozat valdsziniisége plfl -..pkr. (Itt a lehetséges dobdssorozatok
osszeszamlalasanal megkiilonboztettiink két olyan dobéassorozatot, amelyekben ugyan-
annyi goly6 esett az egyes urndkba, de més sorrendben.)

A polinomidlis eloszlas definicidja. A (&1,...,&) r vdltozds véletlen vektor poli-
T
nomidlis eloszldsi n, n=1,2,..., és p;, 1 < j <r, paraméterekkel, >  p; =1, ha
j=1
n! ki, ko k..
P& =k, & =ky,... & =ky) = Tkl PPz P

az olyan 0 < k; <n, 1 < j <r szdmokra, amelyekre > kj =mn.
j=1

A polinomidlis eloszlds valéban eloszlds, azaz P(&; = k1,8 = ka,..., & = k) >
0 minden lehetséges ki,...,k, értékre, és > P(& = k1,& = ko,...,& = k) =
1. Ez utobbi azonossagot vagy a polinomidlis eloszlas valésziniiségi tartalmanak fel-
hasznalasaval vagy a polinomialis tétel segitségével lathatjuk, mely szerint

§ P(€1:k17£2:k27"'7€7":k7”): E : ko k'plpoQ"'pﬁr
k;>0, j=1 Lo
>0, j=1,...,r
kl++k7‘:n

=(p+ - +p)" =1

Feladat:

3.) Legyen (&1,...,&,) polinomidlis eloszldsi véletlen vektor n és p;, 1 < j < 7,

> pj = 1 paraméterekkel. Ekkor E{; = np;, Var&; = np;(1 —p;), 1 <j <r, és
=1

J
Cov (fjvék) = —NP;Pk, 1< .]7k < T, .] % k.
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b.) A negativ binomidlis eloszlds és annak specidlis esete, a geometriai eloszlds.

Most is el0szor egy olyan tipikus példat tekintek, amelyben ezek az eloszldsok megje-
lennek.

Rogzitstink egy r pozitiv egész szamot, és dobjunk fel egy pénzdarabot, amely p valdszi-
niséggel esik a fej 1 — p valdszinliséggel az iras oldalra egymas utan tobbszor egymastol
fiiggetleniil, egészen addig amikor az r-ik fejdobas megjelenik. Mi a valészintisége annak,
hogy ez a k + r-ik dobas?

Ez a valdszintiiség (k”_l) (1 — p)*p". Ez ugyanis azt jelenti, hogy az elsé k +1r — 1

r—1
dobasban pontosan r — 1 fej és k iras dobds tortént, aminek valészinlisége (kjfiIl) (1—
p)kp"—1, valamint a k + r-ik dobds fej, aminek a valészintisége p, és fiiggetlen az el6z6
eseménytol.

A negativ binomialis és geometriai eloszlas definicidéja. Azt mondjuk, hogy a

& waldszintségi vdltozo negativ binomidlis eloszldsu r, r = 1,2,..., ésp, 0 < p < 1,
paraméterrel, ha & r,r +1,..., értékeket vesz fel és
k -1
Pé=k+r)= ( r ) )(l—p)kpr, k=0,1,2,....
r —

Az r =1 és p paraméterhez tartozo negativ binomidlis eloszldst, azaz azt az eloszldst,
amelyre P(¢ =k +1) =p(1 — p)*, k=1,2,..., p paraméteri geometriai eloszldsnak is
nevezik.

A miésodik téma jegyzetében targyalt 3. és 5. feladat megolddsi modszerének a segit-
ségével megmutathatd, hogy a negativ binomidlis eloszlas valéban valdszintiségeloszlas,

azaz y P =k+r) = >, (kjizl)(l — p)*p” = 1. E feladatokban ezt az allitast
k=0 =

csak egy specidlis esetben igazoltuk, (ha k = 3, és p = %), de az ott alkalmazott
modszer alkalmazhaté az altaldnos esetben is. Megmutatom, hogyan lehet az 5. fel-
adat megoldasaban hasznalt mdodszert alkalmazni az dltalanos esetben. A kovetkezo
azonossagot fogjuk hasznélni, amely a negativ binomialis eloszlas mas tulajdonsagainak
a bizonyitasaban is hasznos.

k+tr—1\ (k+r—1\ (k+r—1)(k+r—2)---(r+1)r
()=

o L k!
:T(r+1)...(]g—}—kr!—2)(/€+7“—1) (1)
- (R e B R D ()

Ezen azonossag alapjan

P€=k+r)= (k ji; 1> (1-p)fp" = (_,;) (—D*(1—p)*p = (;f) (p—1)Fp",



egy r és p paraméterii negativ binomidlis eloszlasra. A negativ binomidlis eloszlas fenti
reprezentdcija az oka ezen eloszlas elnevezésének. Ebbol a képletbdl, illetve az (1 +

o0
z)™" fiiggvény (1+ )" = > (77)2"*, ha |z| < 1 alakd Taylor sor elééllitdsabdl az is

k

kovetkezik, hogy

amint allitottam.

Targyaljuk meg a negativ binomidlis eloszldas néhany tovabbi fontos tulajdonsagét.
Feladat:

Bizonyitsuk be valészinliségi meggondolasok segitségével, hogy egy r1 és p paramé-
teri valamint egy ro és p paraméterti negativ binomidlis eloszlas konvolicidja egy
r1 + 19 és p paramétert negativ binomidlis eloszlasu valdszintiségeloszlas. Kovetke-
zésképpen, egy r és p paraméterli negativ binomialis eloszlas el6all, mint r darab p
paraméterii geometriai eloszlas konvoluciéja.

Megoldas: Tekintsiink két egymasol fiiggetlen végtelen fej-iras dobassorozatot, ame-
lyekben az egyes dobasok p valdszintiséggel esnek a fej és 1 — p valdszintiséggel az
iras oldalra. Tekintsiik azt a dobassorozatot, amely az els6 dobassorozat elemeibdl
all, amig az r1-ik fejdobéds megjelenik, majd a masodik dobassorozat elemeivel foly-
tatodik egész addig, amig abban az ro-ik fejdobas megjelenik, majd a sorozat ab-
bamarad. Jelolje £ az igy definidlt sorozat hosszat, £; e sorozatnak az elso végtelen
dobassorozattal, & pedig e sorozatnak a méasodik dobéassorozattal kozos részének
a hosszat. Ekkor & és & fiiggetlen valdszintiségi valtozok, & + & = £, tovabba
&1, &2 és € negativ binomidlis eloszlasi valésziniiségi véltozok (ri,p), (ra, p), illetve
(r1 + 72, p) paraméterekkel. Innen kovetkezik a feladat allitdsa.

Lassuk be az el6bbi feladat allitasat kozvetlen szamolassal is. Elég megmutatni azt,

hogy egy r és p paraméterii negativ binomidlis eloszlasu és egy p paraméterti geometriai
eloszlas konvolucidja egy r + 1 és p paraméterli negativ binomidlis eloszlas.

Ehhez azt kell belatni, hogy

i (T tiz 1) (1=p)p"(1—p)Tp= (k : T) (1—p)Fp*t.

=0

Ezt az azonossagot konnyen latjuk, ha tudjuk, hogy érvényes a kovetkezd azonossag:

2(0)-(0)

J=0

Az utobbi azonossag viszont kovetkezik példaul a kovetkezd kombinatorikai érvelésbol.

A természetes szamok halmazan ( .

k”) moédon jelolhetiink ki r + 1 szdmot ugy, hogy a
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(nagysag szerint) r + 1-ik szdm a k+r+ 1 szadm legyen, és az azonossag jobboldala ezzel
egyenld. Ezt viszont tgyis kiszamolhatjuk, hogy azt tekintjiik, hany olyan elrendezés
van, amelyben az r-ik kijelolt pont a 7 4+ r, az r + 1-ik pedig a k + r + 1 szdm, majd
osszegeziink 0 < j < k-ra. Mivel rogzitett j-re az ilyen elrendezések szédma (jjfizl),
innen kovetkezik a felirt azonossag.

Megmutatom, hogy hogyan lehet a 4. feladat allitasat analitikus médon bebizo-
nyitani. Tekintsiik az r és p paraméterekhez tartozé g, ,(z) generdtorfiiggvényt, azaz a
kovetkez6 Osszeget:

= (k+r—1 -
gr,p(ﬂc)ZZ( i )(1—p)kp Mt

k=0

Ha belatjuk, hogy ez az 0Osszeg konvergens példaul az —1 < x < 1 intervallumon,
valamint gy, ,(2)gry p(T) = Gry+rs.p(x), akkor innen az 6todik téma ismertetésének
végén tett észrevételekbdl kovetkezik az allitdas. A g, ,(z) figgvény viszont egyszertien
zart alakra hozhaté az (1) azonossig segitségével. Valéban,

Grp(@ i ( ) (1—p)*p 2™ = (pa)" i (;:) (—(1 = p)z)*

=0 k=0
(- (=) = ()

ami az (14 x)~" fliggvény hatvanysoranak az alakjabol ldthaté. Innen viszont konnyen
lathaté a generatorfiiggvényekre felirt azonossag.

Szamitsuk ki egy negativ binomiélis eloszlasi valdszinliségi valtozo varhaté értékét
és szorasnégyzetét. Ezt kiszamithatjuk a generatorfiiggvény derivalasanak segitségével.
El6szor egy mas mddszert valasztunk. Egy geometriai eloszlasu valdszintiségi valtozo
varhaté értékét és szérasnégyzetét kiszamoljuk direkt médon, majd az altalanos esetet
visszavezetjik erre.

Legyen ¢ geometriai eloszldsi valdszinliségi valtozo p paraméterrel, azaz legyen
Pé=k+1)=p"(1—-p), k=0,1,.... Ekkor

EE=> (k+ 1)1 —-p)fp=p) k(1—p)*"
k=0 k=0

=p E k2(1 — p)F~1 és Varé = EE2 — (ES)Q. Derivaljuk kétszer a > zF = 1
k=0
|x| <1 azonossagot. Azt kapjuk, hogy

1_:13 kak 17
TP Zk — 1)z



k(1=p)*~ Y BE=p 3 k(1-p* =k =

18

Innen z = 1 — p helyettesitéssel % =

k=1 k=1 p p
S KL= = (L= p) 5k = D - p 5 k(L) = 2
k=0 = 2 P
E£2:¥+ Var& 2(1 P)_I_p_z%:%_]%:lp—zp‘

Feladat:

5.) Szamitsuk ki egy n és p paraméterii negativ binomiélis eloszasi valdszintiségi val-
toz6 varhatd értékét és szérasnégyzetét annak az ismeretnek a segitségével, hogy
egy p paraméterii geometriai eloszldsi valdszintiségi valtoz6 varhato értéke % és

szorasnégyzete 1p_2p :

Megoldas: Tekintsiink n fiiggetlen geometriai eloszlasu &, . . ., &, valdszintiségi val-
n
tozot, és legyen S = > &;. Ekkor S negativ binomialis eloszldsi valdsziniiségi
j=1
valtozo n és p paraméterekkel. Tovabba, ES =nFE& = 2, Var S = M

Targyaljuk meg, hogyan lehet egy negativ binomidlis eloszlasi valoszinliségi valtozd
varhato értékét és szorasnégyzetét kiszamolni a generatorfiiggvénye ismeretében. Sét,
lassunk be egy olyan formulat, amely altalanosabb esetben is alkalmazhaté.

Legyen P = {px: k=1,2,...}, pp >0,k =0,1,2,..., > pr = 1, valdsziniiség

k=0
eloszlas a nem negativ egész szamokon. Vezessiik be az ezen eloszlashoz tartozo

g9(x) = gp(x) = pra.
k=0

generatorfliggvényt. Vegyiik észre, hogy a g(z) fiiggvényt definidlé hatvénysor konver-
gens a —1 < x < 1 intervallumban. Tovdbba kétszeri derivalds és az x = 1 (formalis)
helyettesités azt sugallja, hogy

() = kpra®t, g (@) =) k(k — Dpra®?,
k=1 k=2

valamint - -
=Y kpr, g"(1) =) k(k—1)ps,
k=1 k=2

és ezen azonossagok segltsegevel kiszamolhatjuk a keresett Varhato értéket es SZOras-
négyzetét. Ugyanis B = Z kpr = g’ (1), E€% = Z k2py, = 2 kE(k—1)p, + Z kpr, =

9" (1) + ¢'(1), ahonnan VarS EE — (E¢)* = (1)+9(1) 9’(1)2-

Felmeriil a kérdés, szabad-e az aldbbi szamolasokat végrehajtani. A problémat
az okozza, hogy hatvanysorokat szabad tagonként derivalni a konvergenciatartomany
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belsejében, de mi az x = 1 helyettesitést hajtottuk végre, és lehet, hogy a g(x) fiiggvény
hatvanysora nem terjeszthet6 ki egy a (—1,1) intervallumnél nagyobb intervallumra. A
negativ binomidlis eloszlds generatorfiiggvénye esetén egy ilyen kiterjesztés lehetséges,
de érdemes az altalanos esetet is tekinteni, amikor nem lehet ezt a lehetdséget kizarni.

Az analizis bizonyos eredményei biztositjak a fenti szamolas jogossagat. Egyrészt

oo
igaz az, hogy ha egy h(z) = Y arz® hatvadnysor konvergens egy (—A, A) intervallum-
k=0

ban, és a h(A) = > arAF Osszeg konvergens, akkor 1111}4 h(x) = h(A). Masrészt, ha
kIO r—
a h(x) Taylor-sor aj egyiitthatéi nem negativak, akkor lirri‘ h(x) = h(A). Specidlisan,

ha ebben az esetben lin}4 h(z) < oo akkor h(A) < co. Ezeknek az eredményeknek az
alkalmazdsdval A =1 és h(z) = ¢'(z) illetve h(z) = ¢"(z) vélasztdssal meg lehet mu-
tatni a fenti szamoldsok jogossagat. Erdemes megjegyezni, hogy az altalanos esetben a
g (1) = lim1 g (x), ¢"(1) = lim1 9" (z) képletet kell alkalmaznunk annak érdekében, hogy

a g'(1) és ¢’’(1) szamokat értelmezni tudjuk.

Megjegyzés: Az, hogy egy hatvanysor hogyan viselkedik a kovergenciakorének szélén,

a komplex fliggvénytan egyik nehéz és fontos kérdése. Annak érdekében, hogy ldssunk

egy egyszeri példat, amely ravildgithat arra, hogy vigyazni kell a formélis szamolasok
oo

= Y (—1)*2* hatvanysort. Ekkor h(z) konvergens
k=0

a —1 < z < 1 intervallumban, h(1) = i, és h(z) hatvénysora az z = 1 pontban, a

sordn, tekintsiik az h(z) = 14%93

3" (—1)* sor, divergens. Ez a példa azért nem mond ellen a fent elmondottaknak, mert
k=0
ebben a hatvanysorban vannak negativ egyiitthatok is.

Feladatok:

6.) Lassuk be, hogy amennyiben egy £ valdsziniiségi valtozd generatorfiiggvénye va-
lamely g(x) fiiggvény, akkor B¢ = ¢'(1), Varé = ¢”(1) + ¢’(1) — ¢’(1)?, ahol az
altalanos esetben a ¢'(1) = lim1 g (x) és ¢"(1) = lim1 g"(z) képletek definidljak

xr— xr—
ezeket a mennyiségeket. Szdmoljuk ki egy r és p paraméterli negativ binomialis
eloszlasu valdszinliségi valtozé varhatod értékét és szorasnégyzetét, felhaszndlva,

T
hogy e valdszintiségi valtozé generdtorfiiggvénye a (ﬁ) fiiggvény.

Megoldds: A g(x) = > ppa® fiiggvény két egymdsutani derivaldsa és az © = 1
k=0
helyettesités adja, hogy ¢'(1) = > kpr = E¢, ¢"(1) = > k(k — 1)pr = EE(€ —
k=1 k=1

1). Mint azt az el6addson megtargyaltuk az analizis bizonyos eredményei lehetévé
teszik a fent alkalmazott tagonkénti derivaldst. Ezért E¢ = ¢'(1), BE&? = ¢"(1) +

g'(1), és Var& = g"(1) + ¢'(1) — g'(1)%.



Az r és p paraméterti negativ binomidlis eloszlds generatorfiiggvénye
T
px
r)=| ——— .
o) <1 - —p)x)

iy (e Y1
g(@) = p(l—(l—p)x> (1= (1-p)a)*

Innen

) o , L r—2 1
g"(x) =r(r—1)p (1_(1—p)x) 1-(1-pz)*

px 21 —p)
+m(1—ﬂ—pm> 1—(1-pa)

Behelyettesitéssel £§ = 7, " (1) = —r;‘g’"—%, Varé = ¢"(1)+4¢'(1)—¢'(1)? = —r(;p).

7.) Mutassunk példat olyan P = {px: k=1,2,...}, pr >0, k=0,1,2,..., > ppr =1,
k=0

oo
valészintiség eloszldsra a nem negativ egész szamokon, amelynek g(z) = > ppa®
k=0

generatorfiiggvénye semmilyen € > 0 szam esetén nem terjesztheto ki a —1 —e <
x < 1+ ¢ intervallumra.

Megoldds: Legyen o > 1 tetszOleges szam. Ekkor C(«) = kz—:l = < 00, és p =
pr(a) = W, k= 1,2,..., valésziniiségeloszlas. Ennek generdtor fiiggvénye a
oo oo
3 prak = C(la) > z—z semmilyen € > 0 szdmra nem konvergdl a —1—¢ < z < 14¢
k=1 k=1

xk

intervallumon, mert minden x > 1 szdmra klim & = 00.
8.) Legyen & geometriai eloszldsi valdszintiségi véltozd, azaz legyen P(§ = k) = p(1 —
p)k=1 k=1,2,.... (Itt a geometriai eloszldsnak az eredeti definiciétél formalisan

eltérd, de azzal ekvivalens jellemzését adtuk meg. A P({ = k) valdsziniiségeket
adtuk meg k = 1,2,... értékekre a P(( = k+ 1), k = 0,1,2,... valészintiségek
helyett.) Lassuk be, hogy & teljesiti a kovetkez6 (diszkrét) orokifju tulajdonsigot.

Pl=k+1Ue>)=pA—-prt=PE=k), 1=0,1,2, k=1,2,.... (2
Adjuk meg ennek az azonossidgnak a valdszinliségszamitasi magyarazatat is.
Megoldas:

Ple—kille>n— LE=k+D _ p0-pt

X PE=1+0) L p(l-p)

o Nk—1
e ()

> (1—p)

j=0

~—~
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Tekintsiik egy a fej-oldalara p valészintliséggel es6 pénzérme végtelen egymés utani
feldobasat. A most bebizonyitott azonossag baloldaldn annak a feltételes valdszi-
niisége all, hogy az l-ik dobas utan még k dobéast kell tenni ahhoz, hogy az els6
fejdobas megjelenjen, feltéve, hogy az elsé | dobasban, nem volt fejdobas. Mivel az
els6 | dobés és az utana kovetkezo dobasok eredményei egymastél fiiggetlenek, és
az egyes dobasok fej-oldalra vald esésének ugyanannyi a valdszinlisége, ezért ez a
feltételes valdszinliség megegyezik annak a valdszintiségével, hogy a k-ik dobas az
els6 fejdobds. A (2) azonossag ezt a tényt fejezi ki.

Megjegyzés. (“)sszegezve a (2) formuldt rogzitett I-re és minden k& > m-re valamilyen
rogzitett m nem negativ egész szamra azt kapjuk, hogy minden [ > 0 és m > 0 egész
szamra P(& > 1+ ml|§ > 1) = P(§ > m). Ezt az azonossigot lehet gy interpretalni,
hogy ha valakinek az élettartama geometriai eloszlasu, azaz annak a valdszintisége,
hogy a k idépontban fog meghalni P(¢ = k) = p(1 — p)¥, k = 1,2, ..., akkor annak a
valészintiisége, hogy az illet6 az [ idopont utdan még legalabb m ideig fog élni feltéve, hogy
az [ életkort megélte ugyanannyi, mint annak a valdszintisége, hogy egy hasonlé eloszlastu
Ujsziilott legalabb m ideig fog élni. Ezért ezt az azonossidgot szokas (diszkrét) orokifju
tulajdonsagnak nevezni. A diszkrét jelzo itt arra utal, hogy a geometriai eloszlas csak
(nem negativ) egész szamokra teljesiti ezt az azonossdgot. Késébb latni fogjuk, hogy
van egy olyan eloszlds, az exponencialis eloszlds, amely teljesiti ennek az azonossagnak
egy természetes altalanositdsat minden (pozitiv) valés szamra. Ezt hivjak orokifju tu-
lajdonsagnak, ami az exponencialis eloszldsnak egy nagyon fontos tulajdonsaga.

c.) A hipergeometrikus eloszlds.

Tekintsiink el6szor egy tipikus példat, amelyben ilyen eloszlasok megjelennek.

Adva van egy urndban M piros és N — M fehér golyd. Visszatevés nélkiil kihizunk n,
n < N, golyot. Mi annak a valdszintisége, hogy k piros golyot huztunk ki?
M N-—-—M

Ez a valdszinliség (’“)((T”’“) Valéban, ha megkiilonboztetjiik az egyes golydkat,
akkor (],Z ) kiilonb6z6 hiuzdseredmény alakulhat ki. (Nem kiilonboztetiink meg két
huzdseredményt, ha ugyanazokat a golydkat huztuk ki csak mds sorrendben.) Kissé
részletesebben kifejtve: Az urndban levé golydkat szamozzuk meg 1-t61 N-ig uigy, hogy
a piros golydk kapjak az 1,..., M és a fehér golyok az M + 1,..., N szamokat. Egy n
hossziisagu visszatevés nélkiili htizassorozat eredménye egy az 1,..., N szamokbdl &ll6
n hosszu szamsorozat, amelynek minden tagja kiilonb6z6. A kiilonb6z6é huzassorozatok
szamat szamoljuk ki, ha azonositunk két olyan sorozatot, amelyben ugyanazok a szamok
szerepelnek csak mas sorrendben. Ezutan azon n hosszisdgu htuzassorozatok szamat
szamoljuk Ossze, amelyekben k piros, azaz az 1,..., M szdmok valamelyikével indexe-
zett goly6 van.) Olyan huzéssorozat, amelyben az M piros goly6bdl k-t, az N — M
fehér golyébdl pedig n — k-t hizunk (A,;[ ) (1\; :]Iy ) van. Mivel ezek azok az n hosszu
huizéassorozatok, amelyekben pontosan k piros golyét hiizunk, és az egyes hiizassorozatok
valésziniisége megegyezik, innen kovetkezik az allités.

A hipergeometrikus eloszlas definiciéja. Azt mondjuk, hogy a & wvaldsziniiségi
vdltozo hipergeometrikus eloszlasu N, M és n paraméterekkel, ahol N, M és n nem
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negativ egész szamok, M < N, n < N, ha & valamely egész k értéket vesz fel, amelyre

0<k<n, és
() Ci)
P=k) ="t 0<k<n.

()

Ilyen médon valéban eloszlast definidltunk. A > P(¢ = k) = 1 azonossaggal
k=0

ekvivalens >’ (A]f) (]\TIL :Il\f) = (IX ) azonossdgot (més jeloléssel) beldttuk a binomidlis

eloszlas vizsgalataban.

A kovetkezo feladat egy tipikus probléma, ahol a hipergeometrikus eloszlds megjelenik.

Szamoljuk ki annak valdszintiségét, hogy a lottéban pontosan harom taldlatunk
lesz.

E feladat megoldasat tartalmazza a 2. téma ismertetésének 6. feladata. Ezért ezt nem
kell djra targyalnom. Oldjuk meg a kovetkezo feladatokat.

Feladatok:

9.) Szamoljuk ki egy N, M és n paraméterii hipergeometrikus eloszlasu £ valdsziniiségi
valtozd varhatd értékét és szoérasnégyzetét, azaz egy olyan valdszintiségi valtozéd
varhato értékét és szorasnégyzetét, amelyre

(o) Cioi)
)

n

Mutassuk meg, hogy ¢ = n%, Var ¢ = % (1 — %) T

Megoldas: Tekintsiink egy urnat, amely M piros és N — M fehér golyét tar-

talmaz, és huzzunk ki n golydt visszatevés nélkiil. Definidljuk a kovetkezd §;,

1 < I < n, valészinliségi valtozokat. Legyen §; = 1, ha a j-ik huzds piros,

§; = 0, ha a j-ik huzds fehér. Ekkor a megoldandé feladat ekvivalens az S =

n

P(E=k) = 0<k<n.

§; Osszeg varhatd érékének és szérdsnégyzetének a kiszamoldsaval. Viszont

j=1
mar kordbbi eredményekbdl kovetkezik, hogy E¢; = %, Var§; = % — (%)2
minden 1 < j < N indexre, tovabba, Cov (§;,&,) = %% — (%)2 minden

1 <4,k <n,j#kszamparra. A varhato érték additivitasabdl kovetkezik, hogy
ES = % (Itt nincs szlikség az dsszeadanddk fiiggetlenségének a feltételezésére.)
Az Gsszeg szorasnégyzetének kiszamitasara tanult dltaldanos képletbdl, (amikor az
osszeadanddk nem feltétlentil fiiggetlenek) és a fenti formuldkbdl kdvetkezik, hogy

Var § = nVar&; + n(n — 1)Cov (&1, &2)
(3 () e (- ()
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M

N
(-8 (-3 -

N N N -1 N N) N-1

Ha egy urnahtuizasban N és N — M nagy, azaz sok fehér és piros golyé van az
urnaban, és fix szamu golyét kihizunk, akkor a hiizadseredmény szempontjabdl alig van
jelent6sége annak, hogy a kihtizott golyokat visszadobjuk-e vagy sem. Ilyen jellegii
allitast fogalmaz meg a kovetkezd (egyszeril) feladat.

10.) Ha N — oo, ngnoo % =p, 0 < p <1, nrogzitett egész szam, akkor

T N e e
NLIQOW— I p*(1—p) minden 0 < k < n szamra.
Megoldds:

()
B n! M(M —-1)
~ kl(n—k)! N(N—1)

- (ot

(M—=k+1)(N=M)--(N—M-n+k+1)
(N —k+1) (N—k)---(N—n+1)

M(M—1)-(M—k+1)
N(N—1)(N—k+1)

— pk, gg WM (NZMontktl) (1—p)" % ha N — oo.

mert (N—=FK)---(N—n+1)

A hipergeometrikus eloszlas természetes tobbvaltozds altalanositasa a polihiperge-
ometrikus eloszlds. Ennek megértése érdekében tekintsiik a kovetkezo feladatot: Egy
urnaban r kiilonbozo szinli golyé van, Ny 1-es, No 2-es, ... N, r-es szinl golyé. Legyen

N = > N;. Ezekbdl a golyokbdl kihtzunk n-et visszatevés nélkiil. Mi annak a
j=1

valoszintlisége, hogy kq 1-es, ko 2-es, ... k, r-es szinli goly6t hizunk ki?

N1\ (N N,
(k;)(k;)"'(kr)
() ’
mn
-
ha n = Y k., egyébként pedig nulla. Ennek az allitdsnak a bizonyitdsa hasonléan
j=1
torténhet, mint a hipergeometrikus eloszlas bevezetése elott tekintett feladaté. Ennek
a feladatnak az alapjan vezették be a kovetkezo fogalmat.

A vilasz:

A polihipergeometrikus eloszlas definicidja. Azt mondjuk, hogy a (&1,...,&)
véletlen vektor polihipergeometrikus eloszldasi Ny, ... N, és n paraméterekkel, ahol N,
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'
1 <j <r, ésn nem negativ egész szimok, és N = Y N, jeloléssel n < N, ha olyan
j=1
(k1,...,ky) egész szamokbdl dllo vektorok az értékei, amelyekre 0 < k; < N; minden
1 < j <r indexre, és

N1\ (N2\ . (Nr r
P(flzkl,...,frzk’r): <k1)(k2) <kr)7 hanzzkj,
j=1

()
éSP(flzkl,...,gr:k’r):O, han;é Zk’]
J=1

Mivel a polihipergeometrikus eloszlas szamunkra kevésbé fontos, ezért egy ilyen
eloszlasu véletlen vektor varhaté értékének és kovariancidinak kiszamoldsat csak a (nem
kotelez6 tananyagot tartalmazd) 2. kiegészitésben targyalom.

d.) A Poisson eloszlds.

A Poisson eloszlast kozvetleniil fogom definidlni. Azok a tulajdonsagai, amelyek miatt
fontos szerepet jatszik a valdszinliségszamitasban ezen eloszlas targyalasa soran fognak
kidertilni.

A Poisson eloszlas definicidja. Egy & valosziniségi valtozo A paraméteri Poisson
eloszldsu, ha & nem negativ egész értékeket vesz fel, €s

Szamitsuk ki egy A paraméterti Poisson eloszlédsi valdszintiségi valtozd generatorfiigg-
vényét. Ez

S PE =Rt =3 Lok =y AT e e,

k!
k=0 k=0 k=0
A kovetkezo allitast fontossaga miatt fogalmazzuk meg Tétel formajaban.

Tétel fiiggetlen Poisson eloszlasi valésziniiségi valtozdk 6sszegének eloszla-
sarol. Ha & és n két figgetlen, X illetve p paraméteri Poisson eloszldsiu valdszinidségi
vdltozo, akkor & +mn A+ u paraméteri Poisson eloszlasu valosziniségi vdltozo.
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Bizonyitas:

11.)

k k
PE+n=k) =Y P=jn=k—j)=Y PE=jPn=k-j)
7=0 7=0
PN ki e & B k)
‘;ﬁe k="~ R k-
—(A+p)
e
= (At

Feladat:

Mutassuk meg, hogy a Poisson eloszlas generatorfiiggvényének alakjabol lathatd,
hogy ha & és n két fliggetlen, X illetve pu paraméterti Poisson eloszlasu valészintiségi
valtozo, akkor & + 1 A + u paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo.

Megoldas: Mivel egy \ paraméteri Poisson eloszlasi valdszinliségi valtozd gene-
ratorfiiggvénye e*@=1  egy p paraméterti Poisson eloszldsi valészintiségi valtozd
generatorfiiggvénye e#(®=1  és egy A4 paraméterti Poisson eloszldst valészinfiségi
valtozé generdtorfiiggvénye e AT =1) g feladat 4llitdsa kovetkezik az

M=) gu(z=1) _ ,(A+p)(z—1)

azonossaghol.

A fenti eredmény kovetkezménye, hogy amennyiben véges sok fiiggetlen, Poisson

eloszlasu valdszintiségi valdszinliségi valtozénak vessziik az Osszegét, az ismét Poisson
eloszlasu lesz, amelynek paramétere az egyes valészinliségi valtozok paramétereinek
az Osszege. A kovetkezo feladat allitasa, amelynek érdekes kovetkezményei vannak,
tekinthet6 gy, mint ennek az allitdsnak a megforditdsa. Abban ugyanis egy alkal-
mas konstrukcio segitségével egy Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozot bontunk fel
fiiggetlen, kisebb paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok Osszegére.

12.)

Feladat:

Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szamu golyot, ahol
¢ Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobasok eredményei egymastél és a & valdszintiségi valtozotol fiiggetlenek. Tegyiik
fel tovabba, hogy minden egyes dobdsnal a golyé p; > 0 valdszintséggel esik a j-ik

k
urnaba, j =1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urnaba esé golydk szamat. Ekkor
j=1
az nj, j = 1,...,k, valészintiségi véltozok fiiggetlenek, és n; Poisson eloszlast Ap;
paraméterrel, 7 =1,... k.
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Megoldds:

()

Pm=l,....m=U)=PE=L+ - +1) AREA pit -l
A
A1) l
PR & BN T e\
T RS
Ao )k } Lo —A(py ot k ()\p,)lj s
:mpll...pkke (p1 pk):H l~J! e~ APj
j=1
tetszoleges I1 > 0, ..., Il > 0 egész szamokra. Innen addédik az allitas.

Lassuk be az el6z6 feladat segitségével a kovetkezo allitast:

13.) Legyen adva egy £ Poisson eloszlasi valészintiségi valtozé A paraméterrel. Dobjunk
le egymastol és a £ valdszinliségi valtozdétdl fliggetleniil véletleniil egyenletesen &
darab pontot az egységintervallumra, azaz tegyiik fel, hogy minden pont b — a
valdszintiséggel esik valamely [a, b] C [0, 1] intervallumba. Ekkor a [0, 1] intervallum
tetszoleges felbontdséara [sg, s1], [s1,82], -+, [Sk—1,Sk| diszjunkt intervallumokra,
0 =350 <81 < -+ < s =1 igaz az, hogy az egyes intervallumokba esé pontok
szdma egymastol fliggetlen Poisson eloszlast valoszintiségi valtozé s; — sj_1, 1 <
J < k, paraméterrel.

Megoldas: Tekintsiik a kovetkezé urnamodellt. Vesziink £ szamu golydt, tehat an-
nyit, ahdny ledobott pontot vettiink az el6z6 feladatban. Tegyiik az I-ik golyot a j-
ik urnéba, ha a l-ik pont az [s;_1, s;] intervallumba esett, 1 < j < k. Akkor az el6z6
feladat eredménye alapjan az egyes urnakba esé golydk szdma egymastol fliggetetlen
Poisson eloszlasu valészintségi valtozo s; — sj_1, 1 < j < k, paraméterrel. Innen
kovetkezik a feladat allitasa.

Megjegyzés. Az el6z6 feladat eredménye egyszerii moédszert ad tugynevezett Poisson
folyamatok konstrudldsara. Ez azonban nem témaja ennek az eldadassorozatnak.

Szamitsuk ki egy € A paraméterti Poisson eloszlastu valdszintliségi valtozé varhato
értékét és szérasnégyzetét.

_ - _ =X A+
Eg_ZkFe —¢ Az(k_l)‘_)\e = ),
k=1 k=1
o0 o0 o0 k
2 2 - —A —A
EE ="k e _Zk(k—l)ﬁe +Zkye
k=1 k=2 =
a2 A2 2
— e\ A=22+ A
I A

és Var& = E€2 — (B€)> = A+ A2) — A2 =\,
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Megjegyzem, hogy a Poisson eloszlas varhaté értékére és szérasnégyzetére kapott
eredmények Osszhangban vannak azzal a ténnyel, hogy fliggetlen Poisson eloszlasu va-
16szintliségi valtozok Osszege olyan Poisson eloszldsi valdszinliségi valtozd, amelynek
paramétere az osszeadanddk paramétereinek az osszege. Ugyanis mind a varhaté érték
mind a szérasnégyzet additiv fiiggetlen valdsziniiségi valtozok Osszegzése esetén.

Feladat:

14.) Legyenek &;, j = 1,...,r, fiiggetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozdk A;,
1 < j <r, paraméterekkel. Mutassuk meg, hogy

™ )\f]
H r kj?
1)
s=1

T

ha Y kj =n. Azaz a &,...,&, vektor feltételes eloszlasa feltéve, hogy > k; =n

r n!
P 51:]{:1’...76T:kr ;szn :kl!"'kT‘!

7j=1 7j=1
a polinomidlis eloszlas n és p; = r’\j , 1 < 5 <r, paraméterekkel.
>
s=1
Megoldds:

P& =k, & = k)
P(E;:1 &) :”>
_ PG =ki)--- P& =ky)
P(Z§:1 & :n>
mert {w: & (W) = ki,..., 6 (w) = k) C{w: D05 §(w) = n}, ésaéy,... 6

valészintiségi valtozok fiiggetlenek. Innen

Pla=k,....4=k|) &=n]|=
j=1

T /\'fj 1
, [T e ™
Ples=ho&o=h|d &=n|=—— It
Jj=1 As e~ (A1t A
(=)
n!
T )\kg

n!
_ J
_kl'kr'l_‘[ T kj
j=1 (Z )\S>
s=1
A kovetkez6 eredmény a binomidlis eloszlas Poisson kozelitésérol szol.

Lemma a binomialis eloszlas Poisson kozelitésérol. Minden n = 1,2,... szamra
tekintsink egy Sy binomidlis eloszldsi valdszintségi valtozot B(n,py,) eloszldssal, azaz
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n €s p, paraméterekkel. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a A, = npp, n = 1,2,..., szamok
teljesitik a lim A\, = X feltételt valamilyen X > 0 szdmmal. Ekkor
n—oo

)\k
lim P(S, =k) = Fe_)‘
minden k= 0,1,2,... szamra.

Bizonyitds:

ha n — oo minden k£ =0,1,2,... szamra, mert

PLENNPY. MY A F
B (1‘7) Cen (1‘7) b

— 1, ha n — oo.

Az el6z6 lemma eredménye azt mondja, hogy ha tekintiink n fiiggeten, egyforma elosz-
lasu £j(~n) , 1 < j <n, valoszintiségi valtozot, amelyekre P(fj(.”) =0)=1- P(g](.”) =1)=

n
An, majd vesszik ezek S, = > f]('n) Osszegét, akkor n — oo és n\, — A esetén az 9,
j=1
osszegek eloszlasa tart a A paraméteri Poisson eloszlashoz.

Korébbi eredményeinkbdl az is kovetkezik, hogy olyan T,, = > nJ(n) alaka n =
j=1

(n)

1,2,..., véletlen Osszegekre, amelyekben rogzitett n szamra az 7, valésziniiségi val-
tozdk fliggetlenek és Poisson eloszlasuak ’\T" paraméterrel, és lim A, = A > 0 szintén
n—oo
teljesiill a lim P(T,, = k) = 2—?6_>‘ relédcié minden k egész szdmra. Ekkor ugyanis T,
n—oo :

Poisson eloszlasu \,, paraméterrel.

Az elobb tekintett két példa specidlis esete egy altalanosabb hatareloszlastételnek
Poisson hatareloszlassal. Ismertetem ezt az eredményt, majd megtargyalom annak
kovetkezményeit. Megmutatom, hogy ezen eredmény alapjan miért természetes fel-
tenni, hogy bizonyos jelenségekben megjelen6 véletlen mennyiségek (pl. csillaghullaskor
a lehulott csillagok széma vagy rddiéaktiv bomldsban a széthasadt urdnatomok szédma)
Poisson eloszlasu.

Hatareloszlastétel Poisson hatareloszlassal. Legyen adva minden régzitett n =
1,2,... szamra é”), cee Sln) fuiggetlen egyforma eloszldsu, nem negativ egész értékeket
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felvevd valosziniiségi valtozok olyan sorozata, mely sorozatok teljesitik a kévetkezd felté-
teleket:
a) lim nP< YL):l) =A>0.

n—oo

b) lim nP (§§”) > 2) = 0.

n
Ekkor az S, = > 53(.”), n=1,2,..., véletlen dsszegekre teljesiil a
j=1

: Ay
lim P(S, =k)

= —e
reldcio minden k nem negativ egész szamra.

Megjeqyzés: Ervényes e tétel allitasanak megfelel6 altalanositasa. Alkalmas feltételek
mellett fliggetlen nem negativ egész értékii, de nem feltétleniil azonos eloszlasu valdszi-
niiségi valtozok Gsszegének az eloszldsa konvergal egy Poisson eloszlashoz. Egy ilyen a
fenti tételhez hasonléan bizonyithato allitast megfogalmazok nem kotelez6 hazi feladat
formajaban.

Ennek az eredménynek tobb kiilonb6z6 bizonyitasa ismeretes. Az egyik tanulsagos
bizonyitds a generdtorfiiggvények modszerén alapul. Itt ezt a bizonyitast fogom is-
mertetni.

A tétel bizonyitasanak gondolata: Tekintsiik az S,, valoszintiségi valtozdk

Gn(x) =) P(Sp=j)a), n=12...,

j=0

generatorfiiggvényeit. A generatorfliiggvény modszer azt sugallja, hogy lassuk be a
lim G, (z) = G(z) relaciét valamilyen —A < = < A, A > 0, intervallumban, ahol
n—oo

G(z) = M=~V a X\ paraméterti Poisson eloszlds generatorfiiggvénye. Ugyanis, mivel
hatvanysorok konvergenciajabol kovetkezik a hatvanysorok derivaltjainak a konver-
gencidja is, és hatvanysorokat szabad tagonként derivalni, e relaciébdl kovetkezik a
d* G, () _dG*(x)

lim —5 = =0 = \e™* Gsszefiiggés minden k£ = 0,1,2,... szamra.
n—00 * =0 z z=0

(Ennek az érvnek a jogossagat kissé részletesebben targyaltam az 5. téma ismerteté-

sében. Az indoklas felhaszndlja az analizis néhany alapveto, de nem trivialis eredmé-
k

nyét.) Azaz ebb6l a reldciébdl kovetkezik, hogy k! lim P(S, = k) = k!3;ye~* minden
n—oo )

k=0,1,... szamra.

A bizonyitandé reldcié igazoldsdnak érdekében vegyiik észre, hogy a G, (x) figg-
vényt felirhatjuk (a generatorfiiggvények tulajdonsigai miatt) a kovetkezé alakban:

Gn(z) = gl(x) minden —1 < z < 1 szdmra, ahol g,(z) = > P( §”) = j)z’, a §§n)
j=0

valészintiségi valtozo generatorfiiggvénye.
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A fenti azonossagot felhasznédlva, majd a bizonyitando relacioban logaritmust véve
elég megmutatni azt, hogy lim nlogg,(z) = A(z —1). Tovdbba, mivel P ( %n) = O> =

1-P (g =1) - ZQP( (=), ezert
]:

gn(@) =1+ P (& =1) (@ - +ZP<(”) j) (@ =1).

Ezért az a) és b) feltételek miatt azt varjuk, hogy a gn(z) ~ 1+ 2 (z — 1) formula

jé kozelités. Mivel log(1 + u) ~ wu kis u szdmokra, ezért természetes azt varni, hogy

nlog g, (z) ~ 2 (z — 1) j6 kozelités, és lim log g, (z) = A (z — 1), ahonnan kévetkezik

n—oo

a Tétel allitasa. A Tétel bizonyitasat befejezziik, ha igazoljuk a fenti kozelitések jogos-

sagat.

A Teétel bizonyitasdnak befejezése. Vegylk észre, hogy minden ¢ > 0 szamra létezik olyan

ng = no(e) kiiszobindex, amelyre |gn(z) — (1 + Az — 1) < £, han > ng és |z <
0 .

1. Valéban a g,(z) = 1+ P< (n) = 1) (x—1)+ > P( ) = j) (27 — 1) azonossig
j=2

teljesiil. Ezenkiviil a b) reldciébdl kovetkezik, hogy

oo

PN GREFIICESY g2§jp<5§”) =j)=2pP (" 22) <

=2 =2

és az a) relaciébdl pedig az, hogy ‘P ( %n) = 1) (z—1)—2(z— 1)} < 5-,han>ngés
|x| < 1. Ezért igaz a fenti azonosség.

Tovabba, mivel mint azt példdul a log(1 + ) fiiggvény Taylor sorfejtésébdl lehet
latni, |log(1 + u) — u| < u?, ha |u| < 1, ezért a fenti egyenl6tlenségb61 u = gp(x)—1
A(z—1) < 3e

n’

valasztassal kapjuk, hogy |log g,(z) — (gn(z) —1)| < =, és ‘log gn(x) —

ha n > np, és |z| < 1 alkalmas n; = nj(e) kiiszobindexre. Mivel ez az allitds igaz
minden & > 0 szamra, ezért lim nlogg,(z) = Az — 1), lim g,(z)" = M=V ha
n—00 n—0o0

x < 1. Viszont lattuk, hogy innen kovetkezik a Tétel allitasa.
Nem kotelezé hdzi feladat.

Legyen

E11--,8m

fk,l s 7§k,nk
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szériasorozat, azaz tegyiik fel, hogy az egy sorban &ll6 valdszintiségi valtozdk fiig-
getlenek. Tegyiik fel tovabba, hogy e valdszinliségi valtozok teljesitik a kovetkezd
feltételeket:

1.) A & ; valészintiségi valtozdk nem negativ egész értékeket vesznek fel.

Nk

2) P(ﬁk,j = 1) = Ak’j, kllIIl )\k,j =A>0.
—00 j:1
ny
3.) sup Ap; —0,hak—o00,és > P(&,;>2)—0, hak— oo.
1<j<ni j=1
ny
Ekkor az S, = ) &, ; valészintliségi véltozok eloszlasban konvergédlnak a A para-
j=1
méterti Poisson eloszlashoz, ha k — oo, azaz klim P(S, =1) = ’l\—,le_A minden
— 00 :
[=0,1,2,... szdmra.

A most bizonyitott hatdreloszlastétel szemléletes tartalma: Tekintsiik példaul a csil-
laghulldst. Hény hulldcsillagot latunk egy adott idSintervallumban, (mondjuk egy éra
alatt) egy nyar éjszakai megfigyelésen? Szeretnénk tudni, hogy a lehullott csillagok
(véletlen szama) milyen valdsziniiségi torvényeknek tesz eleget.

Ezt megértendo, osszuk fel az egy ora idéintervallumot rovid AT hosszusaga id6-
intervallumokra. A lehullott csillagok szama e rovid AT iddintervallumokban lehullott
csillagok szaméanak az Osszege. Feltehetjiik, hogy diszjunkt id6intervallumokban lehul-
lott csillagok szama egymastol fliggetlen, és a kiilonb6z6 rovid intervallumokban lehulld
csillagok szama hasonlé valészintiségi torvényeket teljesit. Annak a valdszintisége, hogy
egy rovid idointervallumban lehull egy csillag nagyon kicsi, és aranyos az idéintervallum
hosszaval. Annak a valészinlisége, hogy egy kis idGintervallumban ketté vagy még
tobb csillag is lehull, még ehhez képest is elhanyagolhatoan kicsi. Ez azt jelenti, hogy
természetes feltenni, hogy teljesiilnek az el6bb megfogalmazott tétel feltételei. Ezért az
alkalmazhato, és innen kovetkezik, hogy egy adott idéintervallumban lehullott csillagok
szama Poisson eloszlasi. Hasonld érvelés alkalmazhatd sok més hasonlé esetben. Ez
magyarazza meg, hogy miért kiilonosen fontos a Poisson eloszlas.

A diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozokrdl szold ismertetést egy a hipergeomet-
rikus eloszlassal kapcsolatos statisztikai problémaval zarom az 1. kiegészitésben. Ez a
példa azért is érdekes lehet, mert természetes médon megismertet minket a matematikai
statisztika néhany olyan fontos fogalmaval, mint a becslés vagy a konfidenciaintervallum.
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1. kiegészités. Fgy a hipergeometrikus eloszldssal kapcsolatos statisztikai problémdrol.

Tekintsiik el6szor a kovetkezo problémét:
Feladat:

Egy toban 3000 hal van. Véletleniil kihaldsznak bel6le 1000 darabot, és ezekre

piros pottyot festenek és visszaengedik 6ket. Ezutan ismét kifognak véletlentil 1000

halat. Mi annak a valésziniisége, hogy a kifogott halak k6zott 100 megfestett van?
1000Y) /2000

Megoldas: (10(03())#, mert ennyi annak a val6szintisége, hogy 1000 hal kivalasztasa

1000

esetén az 1000 megfestett halbél 100-at a 2000 meg nem festett halbdl pedig 900
halat valasztunk.

Megjegyzés: A gyakorlatban el6forduld kérdés ennek a forditottja. Elvégezziik a fenti
kisérletet, megszamoljuk a masodik fogasban kifogott megfestett halak szamat, és ebbol
préobalunk a toban levo halak ismeretlen szamara kovetkeztetni. Milyen eljaras segitsé-
gével tudjuk ezt jél megtenni?

Erdemes ezt a problémét részletesebben megtargyalni. Nem tudjuk, hogy hény hal
van a toban. De ennek megbecslése érdekében a kovetkezo eljarast alkalmazhatjuk:

Végezziink két fogast, az els6 fogasban kifogott halakat jelljuk meg, és szamoljuk
meg, hogy a masodik fogasban hany megjelolt és megjeloletlen halat fogtunk. Ennek
alapjan meg akarjuk allapitani, hogy hany hal lehet 6sszesen a téban. Ezt természetesen
csak bizonyos (véletlentél fiiggd) pontossaggal tudjuk meghatdrozni. Az ilyen tipusu fel-
adatok tipikusak a matematikai statisztikdban, az ilyen problémék vizsgalatat nevezik
becsléselméletnek. Vildgos, hogy a feladatban szereplé adatok esetén nem valdszindi,
hogy 1000-nél alig tobb hal van a téban, mert akkor sokkal tobb megjelolt hal lenne
a masodik fogasban. Az hogy rengeteg, mondjuk 1 000 000 hal lenne a téban szintén
nem tul valészinli, mert akkor sokkal kevesebb megjelolt hal lenne a méasodik fogdsban.
A matematikai statisztikaban kidolgoztak egy altalanos elvet, egy maximum likelihood
modszernek nevezett eljarast, amely nagyon altalanos feltételek mellett j6 mdédszert ad
a minket érdeklé mennyiség becslésére. Megtargyaljuk, hogy milyen eredményt ad ez
a jelen esetben is alkalmazhato modszer. Tekintsiink egy kissé altalanosabb problémat.
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

x jeloli a téban 16v6 halak (ismeretlen) szamat.
n jeloli az els6 fogasban kifogott (és megjelolt) halak szamat.
r jeloli a méasodik fogdsban kifogott halak szamaét.

k jeloli a masodik fogasban kifogott, elozoleg megjelolt halak szamat.

Annak valdszintisége, hogy adott (ismeretlen) x és n, r szdmok esetén pontosan k meg-
jelolt halat fogunk ki

n r—mn

() G=%)
)

Gk (z,n, 1) =
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Tekintsitk az ismeretlen z szam (maximum likelihood) becslésének azt az x szamot,
amelyre a g (x,n,r) mennyiség (rogzitett n, k és r szamok mellett) maximalis.

Hatarozzuk meg a fenti feladatban a maximum likelihood becslést.

Némi szamolas mutatja, hogy

q(z,n,7m) x—n r—r 2’ —rr—nx+rn

wl@e—1nr) w-n—r+k x  x2—rz—ns+kas

Ez a tort kisebb mint egy, ha rn < kx, nagyobb mint egy, ha rn > kx. Ezért a
becslés rn = kx, azaz x = T*, pontosabban az e szamot kozrefogd egész szamok
valamelyike. Valéban z < 7' esetében a qi(z,n,r) fiiggvény (mint az x valtozd
fliggvénye rogzitett k, n és r paraméterekkel) monoton né, x > = esetében pedig
a qi(x,n,r) fliggvény monoton csdkken.

Természetes kérdés az, hogy az igy kapott becslés valoban j6-e. Azt nem varhatjuk,
hogy az adott becslés teljesen pontos. A természetes elvards az, hogy meg tudjuk adni az
x pontnak viszonylag egy kis kdrnyezetét, egy olyan [z — a, x + a] intervallumot, amely-
re igaz, hogy annak valésziniisége, hogy a halak valédi szama ebbe az intervallumba
esik nagyobb, mint egy el6irt egyhez kozeli szam. A matematikai statisztikdban az
adott tulajdonsiggal rendelkez6 (véletlen) intervallumot konfidencia (megbizhatdsagi)
intervallumnak hivjak.

Ahhoz, hogy ilyen konfidenciaintervallumot tudjunk szerkeszteni sziikség van bi-
zonyos valészintiségi valtozok eloszlasanak jobb ismeretére, és ez a valdszinliségszamitas
egyik alapveto feladata. Jegyezziik meg, hogy a most vizsgalt feladatban, ha a téban
x szamu hal van, és az els6 fogasban n, a masodik fogasban pedig r halat fogunk ki,
akkor a masodik fogasban kifogott véletlen k szamu megjelolt hal szamanak a varhato
értéke Bk = . Ahhoz, hogy vizsgdlni tudjuk mennyire j6 a becslés, hogyan lehet
jo konfidenciaintervallumot konstrualni, azt kell megérteniink, hogy mekkora az in-
gadozasa a k valészinliségi valtozonak a varhato értéke koriil. Ezért érdemes egy hiper-
geometrikus eloszlas szérasnégyzetét kiszamolni. Tovabbi értékes informécidkat nyer-
hetiink, ha tételeket bizonyitunk hipergeometrikus eloszlasok aszimptotikus eloszlasara
akkor, amikor a benne szereplé paraméterek nagyok. Bar ezzel a kérdéssel nem fogunk
foglalkozni, hasonl6é problémékat fogunk targyalni, amelyek vizsgdlataban ilyen jellegti
kérdések megoldéasa hasznos.
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2. kiegészités. A polihipergeometrikus eloszlds varhato értéke és szordsnégyzete.

Elbszor a kovetkezo lemmat latom be.

Lemma 1. Legyenek &1,...,& €s m, ..., na valdszindségr valtozok ugyanazon a valo-
sziniségi mezon. Ekkor

L M
waznk =2_ > Cov (&m).
7j=1

k=1 j=1k=1

Bizonyitds.
L M M L M
cor (X6 X ) =2 (X6 Lo | - (36 ) (3]
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1
L M L M L M
_SS B - SO BGEn =30 Cov(6me)
Jj=1k=1 Jj=1k=1 J=1k=1
Ennek alapjan
Lemma 2. Legyen (&1,...,&) polihz’pergeometrikus eloszlasu véletlen vektor Ny, ... N,
¢s n paraméterekkel. Ekkor E§; = nii ~, Var§; = nii N (1 — ) %:Tf minden 1 < j <r

indexre, és Cov (§;,&) = n% minden 1 < j, k <r, j # k indexpdrra.

Bizonyitds. Szamitsuk ki eloszor a Cov (&5, &) kovarianciafiiggvényt. Ennek érdekében

tekintsiink egy urnat, benne Ny 1-es, Ny 2-es, ..., N, r-es szini golyét, és htzzunk ki
T

beldliitk n golydt visszatevés nélkiil. Legyen N = > N, és vezessiik be a kovetkezd

k=1
ms, 1 <1 <n, 1< s < r, valoszinliségi valtozokat: 7, s = 1, ha az [-ik huzdsban

s-es szinll golyét huzunk, és n; s = 0, ha az [-ik hizds eredménye més. Definidljuk a
n
= > s véletlen Gsszegeket, 1 < s < r. Ekkor a Cov (¢;, &) kovarianciafiiggvényt
=1
kell kiszamolnunk az el6bb definialt valészintiségi valtozokkal.

Szamoljuk ki el6szor a Cov (n;,j, 1 1) kovarianciafiiggvényeket. Kiilon kell vélasz-
tani az [ =1’ és [ # I’ eseteket. Mind a két esetben hasznalhatjuk azt a tényt, hogy ha-
sonléan a két szinti golyo6t tartalmazo urnamodellhez annak, hogy milyen valoszintiséggel
hizok bizonyos el6irt szinti golydkat adott hizasban nem fligg attél, hogy hanyadik
huzést tekintettiik.

Az [ =1 esetben

Cov (mj,mrp)=Pm;j=Lmr=1)—P(m;=1)P(mr=1)

NNy,
=—Pm;j=1)P(mr=1)=— ]‘7\[2 :
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Ha | # I, akkor

Cov (i, k) =Pmy=Lnmqep=1)—P(p;=1)P(nrr=1)
=Pm;j=Lmr=1)—-Pm;=1)Pmi=1)
NN  N;N
T N(N—-1) N?

Innen az 1. lemma eredménye alapjan

COV(f' fk) o _anNk Nij o Nij) - (’I‘L—N)Nij
J) - -

Nz =1 (N(N ~1) N2 (N — 1)N2

Az E¢; és Var {; mennyiségeket is ki lehet szdmitani hasonléan, de erre nincs sziikség.
Ha csak azt vessziik figyelembe, hogy az [-ik htuzasban j-es vagy maés szini golyot
huztunk-e, azaz csak az 7;; valosziniiségi valtozokkal dolgozunk, akkor révid meggon-
dolds utan lathatjuk, hogy ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a (két szinnel ren-
delkezd) hipergeometrikus eloszlast modellezé urnamodell esetén M = N; és N — M =

N — N; paraméterekkel. Ezért E¢; = n%, Var§; = n% (1 - %) %:’f
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