A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat 6todik témaja.

Szérasnégyzet, kovariancia, generatorfiiggvények.

Eloszor a szérasnégyzet fogalméat vezetem be, és annak legfontosabb tulajdonsagait
targyalom.

Az (egyeldre csak diszkrét eloszldsu valésziniiségi valtozok esetében definialt) var-
hato érték azt méri, hogy valdszintiségi valtozdk koriilbeliill mekkora értéket vesznek
fel. Mérni akarjuk azt is, hogy mekkora a valdszintiségi valtoz6 ingadozasa a varhato
értéke koriil. Ennek érdekében vezették be a szérdasnégyzet (angolul variance) fogalmat.
Ismertetem ennek definicidjat.

A szérasnégyzet definiciéja: Legyen & olyan valdsziniségi vdltozo, amelyre EE? <
00. Ekkor a & valdsziniiséqgi vdltozo szorasnégyzetét a

Varé = B (€ — E€)”
képlet definidlja. Ha FEE? = oo akkor a Var szdrdsnégyzetet nem definidljuk vagy azt
mondjuk, hogy Var & = oco.

Lemma a szérasnégyzet kiszamolasarol.
Var ¢ = B¢ — (B¢)%

Tovabba, (EE)? < EE2.

Bizonyitds:

0< Varg = B (¢ - B’ = B (£ - 26B¢ + (F¢)°)
= E¢2 — 2EEEE + (BE)? = BE? — (B¢)?

a véarhaté érték tulajdonsdgai miatt. Osszehasonlitva a bal és jobboldalt kapjuk a
megfogalmazott egyenlotlenséget.

1. megjegyzés. Ha precizek vagyunk, akkor felmeriilhet a kérdés, hogy teljesen ki-
fogastalan-e a fenti bizonyitas. Az okozhat problémat, hogy egy valdszintiségi valtozd
varhaté értéket csak akkor definidltuk ha a definidlé 0sszeg abszolut konvergens. Ezt
viszont csak az E¢? kifejezést definidld osszegrdl tettiik fel. Ugyanakkor az E¢ varhaté
értékkel is szabadon szamoltunk. Nem okoz-e ez gondot?

Az, hogy a fenti szamolas jogos, példaul a kévetkez6 mddon lathato. Vegyen fel
a & valdszintiségi valtozd 1, xo,... értékeket, és definialjuk a & valdszintiségi valtozo
&, kozelitéseit, n = 1,2,..., a kovetkez6 médon: &,(w) = {(w), ha {(w) = xk,
1 <k <n,&w) =0, ha {(w) = zk, és k > n. Ekkor a &,(w) illetve ennek ab-
szolut értékével a |&,(w)| valdsziniiségi valtozokkal szabadon végrehajthatjuk a fenti
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szdmoldsokat. Innen kovetkezik, hogy (E|&,(w)])® < E€2(w) < E€2(w). Innen viszont
n — oo hatdratmenettel kapjuk, hogy (E|£))2 = lim (E|é,(w)])® < E€(w). Bz azt
jelenti, hogy az F¢ varhato értéket meghatarozé osszeg is abszolut konvergens, és a fenti
szamolasokat elvégezhetjiik.

2. megjegyzés. A szorasnégyzet egy viszonylag egyszerii mérdszama a valdsziniiségi
valtoz6 ingadozasdnak annak varhatd értékétél. Az, hogy valéban ez az ingadozas
legjobb méroszama késobb ismertetendd eredményekbol kévetkezik.

Feladat:

1.) Minden m valds szamra
E(¢ —m)* = E(§ - E§)* + (B¢ —m)*.

Kovetkezésképpen
Var{ = inf  E[(€—m)?].

—oo<m<oo

Megoldas:

B¢ ~m)* = E[(€ - B + (B¢ —m))”
= B(¢ — B¢)* = 2(B§ —m)E(§ — B) + (E(§ —m))”
= B(§ — B&)* + (B —m)”,
mert 2E(§ — m)E(§ — ES) = 2E(§ — m)(E¢ — EE) = 0. EbbOl az azonossdgbol

adédik, hogy E (¢ —m)? > E(§ — E€)? minden m valés széamra. Viszont m = E¢
esetén az egyenldtlenség két oldala megegyezik.

Lemma a szérasnégyzet tulajdonsagairél. Minden a és b valds szamra

Var (a€ 4+ b) = a*Var €.

Bizonyitds:

Var (af + b) = E [(a€ + b) — E(aé +b)]* = E[(a& + b) — aE¢ — b]?
=F [aQ(f — Ef)z] = a’E(¢ — E¢)? = a*Var€.

A kovetkez6 eredmény rendkiviil hasznos 6sszefiiggést ad, ha fiiggetlen valészintiségi
valtozok Osszegének szérasnégyzetét akarjuk kiszamitani. Hangsilyozom, hogy ebben
az eredményben fontos a tekintett valdszinliségi valtozok fliggetlensége. Késébb meg-
fogalmazom ennek az eredménynek egy olyan altalanositasat, amely akkor is érvényes,
ha az Osszeadanddk nem feltétlentil fliggetlenek. Olyan feladatokat is fogunk vizsgdlni,
amelyek megoldasaban ezt az altalanosabb eredményt érdemes alkalmazni.
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Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk Osszegeinek szorasnégyzetérol. Ha
1,8, ..., &, fuggetlen valdszintségr vdltozok, akkor

Var (& + & +---+&,) = Var§ + Varés + - - + Var,.

Kovetkezmény. Ha &1,&s, ..., &, fliggetlen valosziniségi valtozok, cq,ca, ..., cp valds
szamok, akkor

Var (c1€1 + caby + - 4 cnby) = 2Varéy + caVaréy + -+ + 2 Varg,.

A Tétel bizonyitdsa. Vezessiuk be a Ej = {; — E¢; valdszinliségi valtozokat. Ekkor

Var (& + &+ -+ &) =B + &+ 4+ &)

n—1 n
=E|§+G++&+2) ) &

j=1k=j+1
B a B n—1 n o
=B +EG+ -+ B +2) Y B,
=1 k=j+1
=E§%+E§§+---+E€i:Varﬁl—i-Vaer—i—---—i—Vargn,

mert Eéjfk = E@E&c = 0 minden 1 < j < k < n szamra a §; illetve a éj, 1 <75 <n,
valoszinliségi valtozok fliggetlensége miatt, és E{'JZ- = Var{; minden 1 < j < n indexre.

Feladat:

2.) Egy szabédlyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egyméds utédn. Szamoljuk ki a fej-
dobasok szamanak a varhato értékét és szorasnégyzetét. Szamitsuk ki ezt egyrészt
direkt médon felirva és kiszamolva a varhaté értéket és szérasnégyzetet kifejezd
osszegeket, masrészt egyszeriibben az el6zo tétel segitségével.

Megoldds: A fejdobésok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy k

fejdobas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = (120)2_100. Ezért a dobasok szamanak

100
varhaté értéke B = Y k(1)°)2719, ahol ¢ jeldli a fejdobésok szémét megadé
k=0

valdsziniiségi valtozét. Tovabba EE2 = 1205) k? (120)2_100, a szorasnégyzet pedig
Var{ = BE2 — (E§)2. Ezeket az 6sszegek§t: iézvetleniil kiszamithatjuk. Valéban,
HCE) = 100(2,), BE= 32 k()21 =50 3% k()27 =50 (4 + )" = 50.
Tovabba, k2(")°) = [k(k — 1) + k]("}°) = 100 - 99 - (,%%,) + 100 - (%)), ezért
Ee? = ]:ZOE) 12 (120)27100 — 9-100 . {00 . 99 . 58: (9k8) 4 9-100 . 100 . 59: (9k9) _

=0 =0 =0
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27100(100-99 - (1 +1)? + 100 (1 4+ 1)?) = 2599 4+ 50. Innen Var{ = EEZ —
(EE?) = 25.

Valéjaban a vizsgalt varhaté értéket és szorasnégyzetet egyszertibben is kiszamit-
hatjuk. Vezessiik be a &;(w) valdsziniiségi valtozdkat, &;(w) = 1, ha a j-ik dobds
eredménye fej £;(w) = 0, ha a j-ik dobéas eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a

100 100 100
fejdobédsok szdma &(w) = > §(w), B = Y E¢;, Var§ = ) Var{,;. Mivel E; =
Jj=1 j=1 —1

J

5. B¢ = 5, Varg; = 1,1 <j <100, ezért B¢ = §-100 = 50, Var§ = -100 = 25.

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a dobés-
eredmények Osszegének varhatd értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Legyenek n1,...,m00 fliggetlen valészinliségi valtozok, amelyekre P(n; =

k) = %, 1 <7 <100, 1 < k < 6. Ekkor a kiszdmitandé varhato érték és

100 100 100 100
szérasnégyzet E > n; = > En;, Var ) n; = > Varn;. (A mdasodik reldcié
j=1 j=1 j=1 j=1

felhasznélja a tekintett valészintiségi valtozok fliggetlenségét.) En; = La4+2+43+
445+6) =35, Enf = (1 +44+9+16+ 25+ 36) = &, Varn; = %, E¢ = 350,
Var{ = %.

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymés utan. Tekintsiik a péros
értéklt dobasok eredményeinek az Osszegét, és szamitsuk ki ennek varhatéd értékét
és szérasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiikk be a kovetkezé &5, 1 < j < 100 valdsziniiségi valtozokat:

§; = 2, ha a j-ik dobas eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobds eredménye 4, §; = 6,

ha a j-ik dobds eredménye 6, és ; = 0, ha a j-ik dobds eredménye 1, 3 vagy
100

5. Ekkor a S = ) & valdszintliségi valtozé varhaté értékét és szérasnégyzetét
j=1

akarjuk kiszdmolni. E&; = §(2+4+6) = 2, B = §(22 4+ 42 4+ 62) = £,

Var¢; = E§J2~ — (B¢;)? = L, ahonnan a &; val6szinfiségi valtozok fiiggetlensége

miatt £S = 100FE¢; = 200, Var S = 100Var &; = 1%&.

Megfogalmazom az el6z6 tétel egy olyan altalanositasat, amely lehetové teszi, hogy

kiszamoljuk nem feltétleniil fliggetlen valdszintiségi valtozok Osszegének a szordasnégy-
zetét. Ennek érdekében el0szor bevezetek egy 1j fogalmat, két valdszintiségi valtozo
kovarianciafiiggvényét. Ez azt méri hogy milyen erés a kapcsolat két valdszintliségi
valtozd kozott.

A kovarianciafiiggvény definicidja. Legyen & ésn két valosziniségi viltozo, amelyek
mindegyikének létezik szordsnégyzete, azaz EE? < oo és En? < oco. FEkkor a & ésn
valdszinidségi valtozok kovarianciafiigguényét Cov (§,m)-t a

Cov (§,n) = E[(§ — E£)(n — En)]

kifejezés definidlja. Ha a EE? < oo és En? < oo feltételek valamelyike nem teljestiil,
akkor nem definialjuk a Cov (&,m) kovarianciafigguényt.
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Megiequzés: |(€ — E _En)| < =B | In—Enl® oy E|(¢—E _En)| <

egjegyzés: |(& — EE)||(n — En)| < 5=~ 4 “=—, ahonnan E|({ — E£)||(n — En)| <

E|¢—FE¢J? +E|n—En|2
2 2

< 00. Innen koévetkezik, hogy az E¢2 < oo és En? < oo feltételek
teljesiilése esetén a Cov (£, n)-t definidlé varhaté érték valdéban létezik.

Korrelalatlan valdszintiségi valtozok definicidja. Azt mondjuk, hogy két & és n
valészintiségi valtozo korreldlatlan, ha Cov (£,m) = 0.

Lemma a kovariancia kiszamolasardl.

Cov (§,m) = E&n — ESEN.
Kovetkezmény. Ha £ és n két figgetlen valdszindiségi valtozé, akkor Cov (&,m) = 0,
azaz e két valosziniiségi vdltozo korrelalatlan.

A lemma bizonyitdsa.

Cov (§,n) = E[§n—nE{—EEn+ ESEn] = Eén— EEEn— ESEn+ EEEn = E&n— EEE.

Most megfogalmazom az aldbbi eredményt valdszinliségi valtozdk Osszegének a
szorasnégyzetérol, amely akkor is érvényes, ha az 6sszeadandok nem fiiggetlenek.

Tétel valosziniiségi valtozék Osszegének a szorasnégyzetérdl. Ha &;,....&,
valosziniségi valtozok ugyanazon a valosziniségi mezon, amelyek mindegyikének létezik
szorasnégyzete, akkor

Var Y & | =) Varg+2 > (B — EGES)
=1

Jj=1 1<j<k<n

= Varg+2 > Cov(§,é)

j=1 1<j<k<n

= ZVaré'j + Z Cov (&5, &k).
j=1

1<j,k<n, j#k

Bizonyitds.
2 2
Var [y ¢ | =E Gl —|ED &G =EDD && | — | DD E4EG
7=1 Jj=1 Jj=1 j=1k=1 Jj=1k=1

EB&a | — | ). EGES

j=1k=1 j=1k=1

I
NE
3
3
3
N—

=Y (B — (B’ +2 > (B&é — BGEG),

j=1 1<j<k<n
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és E€; — (E¢;)* = Varg;, EE& — EEES, = Cov (&, k)

Hazi feladat:

Mutassuk meg, hogy a fliggetlen valdsziniiségi valtozdk Osszegeinek szérasnégyze-
térol szold tétel kovetkezik a valdszintiségi valtozok osszegének a szérasnégyzetérol
sz016 tételbol.

A kovetkez6 két feladatban példat mutatok arra, hogy a fenti eredmény segitségével

bizonyos esetekben viszonylag egyszertien ki tudjuk szamolni valdszintliségi valtozok
Osszegének a szorasnégyzetét.

5.)

Feladatok:

Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyét vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihuzott piros golydk szaménak varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessik be a kovetkezd ¢;, 1 < j < 20, valdszinfiségi valtozokat:
¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, &;(w) = 0, ha a j-ik hizds eredménye

20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhaté értékét és szérasnégyzetét kell kiszdmol-
7j=1

nunk. Tovabb4 Egj = Efl , Var gj =Var& =2 — 5t = 2, B¢ — EGES, =

E& & — EEEE = £ - E — 245 = 1245, ha j # k; Itt felhasznaltuk, hogy annak

valoszintlisége, hogy a j-ik huzasban piros goly6t hiizunk minden 1 < 5 < 20 in-
dexre ugyanannyi, mint annak a valészinlisége, hogy az els6 huzasban piros golydt
hizunk. Hasonldéan, annak a valdszinlisége, hogy a j-ik és k-ik huzasban piros
golyét huzunk, 1 < j, k < 20, j # k, ugyanannyi, mint annak a valészintisége, hogy
az elsé két huizasban piros golyét hizunk.

Innen a 20 dobasban kihtzott plI‘OS golyok szamanak varhato értéke 20 - £ = 8 és
szorasnégyzete 20 - 5z — 380 - 1245 = 14494

Feldobunk egy szabalyos pénzérmét 100-szor egyméas utan. Tekintsiik az egymast
koveto fej-fej dobassorozatok szamat, és szamitsuk ki ennek varhatd értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd §;, 1 < j <99, valdsziniiségi valtozokat: &; =1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobasok mindegyikének eredménye fej, {; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) §; valésziniiségi valtozé varhaté értéke
j=1

érdekel. Ezért ES = FE Z E¢; | = 22, mivel E¢; = l. (Erdemes megjegyezni,
7j=1

hogy az ebben a feladatban tekintett {; valdszinliségi valtozok nem fliggetlenek, de

a fliggetlenségre nincs sziikség a varhaté érték additivitdsdhoz.)

A szérasnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fiiggetlen valdszintiségi valtozo Osszegét vizsgaljuk. Hasznéljuk a szorasnégy-
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zet kiszamolasanal a kovetkezo formulét.

99
Var S = Var ij :ZVarfj—l—2 Z Cov (&5, &k).

j=1 j=1 1<j<k<99

Tovabba Cov (€;,&,) = 0, ha k > j+ 2, mert ebben az esetben &; és &, fiiggetlenek,
és Cov (§5,&41) =2 — &= = 11—6 minden 1 < j < 98 szdmra. Ugyanis E¢;&41 = 3,
mivel §;§;41 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobdsok mindegyike fej, aminek
valoszinlisége %, és £;€j+1 = 0 egyébként. Tovabbd E§;EE; 11 = Ezenkiviil

_1_ 1t _ 3 _ 9.3 49,98 _ 493
Var{; = ; — 15 = 7. Innen Var§ =99 - 1% + 2 15 = 3¢

L
16

Filiggetlen valdszintiségi valtozék. A konvolucié és generatorfiiggvény.

Kovetkezo témank a legfontosabb diszkrét eloszlasok és azok tulajdonsagainak targya-
lasa lesz. Ki fogom szamolni az ilyen valdszintiségi valtozdk varhatd értékét és szords-
négyzetét, és adott eloszlasu fliggetlen valdszintiségi valtozdk Osszegének az eloszlasat.
A kérdések egyszerlibb targyalasa érdekében bevezetek néhany fogalmat, és felidézek
néhany eredményt az analizisbol. El6szor eloszlasok konvoluciéjat majd generatorfiigg-
vényét definidlom, és targyalom azt, hogy ezek a fogalmak milyen kapcsolatban vannak
a minket érdeklo problémakkal.

Az els6 vizsgalando kérdés az, hogy hogyan lehet kiszamolni fiiggetlen, diszkrét
eloszlasu valdszinliségi valtozok Osszegének az eloszlasdt. Ennek kapcsan bevezetem
diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok eloszlasainak a konvoluciéjat, és teszek néhany
megjegyzést.

Legyen £ és n két fiiggetlen, diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozd, amelyek vala-
milyen x1, xo, ... értékeket vesznek fel. Ekkor ezek Osszege, a £ +n valdszintiségi valtozo
szintén diszkrét, és eloszlasat ki tudjuk szamolni a kovetkezo modon:

P+n=a)= Y  Pl=zpn=z)= Y  PE=z;)Pn=ux)

(zj,2r): zj+xp= (zj,2r): zj+xp=a

Ez a képlet egyszertisodik abban a fontos specidlis esetben, ha a fliggetlen & és n
valészintiségi valtozok csak egész értékeket vesznek fel, és még egyszeriibb akkor, ha
csak nem negativ egész értékeket vesznek fel. Azt az eredményt, amelyet ebben a
specidlis esetben kapunk, megfogalmazom tétel forméjaban is.

Tétel fiiggetlen, diszkrét eloszlasu fiiggetlen valdsziniliségi 6sszegének a ki-
szamolasarodl. Legyen & ésn két fiiggetlen, egész értékeket felvevd valdsziniiséqgi valtozo.
Ekkor a & + n valdsziniiségi vdltozo is csak egész értékeket vesz fel, és

P+n=n)= i P=k)Pn=n—k), n=0,%£1,£2,....

k=—o00



Ez a formula tovdbb egyszeriisodik, ha a figgetlen & és n valdsziniségi valtozok csak nem
negativ egész értékeket vesznek fel. Ekkor

n

P(+n=n)=> PE=kPn=n—k), han>0,
k=0

P+n=n)=0, han<DO.

Bizonyitds: A tétel els6 képlete azonnal adédik a tétel elott targyalt altaldanos esetbol ab-
ban az esetben, ha a valészinliségi valtozok x1, xa,... értékei egész szamok. A mésodik
képlet az els6 képlet kovetkezménye, ha észrevessziik, hogy elég csak azon (k,n — k)
parokra Osszegezni, amelyekre P({ = k)P(n = n — k) # 0. Ez azt jelenti, hogy abban
az esetben, ha £ és n nem negativ egész értékeket vesznek fel, akkor az Osszegezésbol
kihagyhatjuk azokat a tagokat, amelyekre k < 0 vagy n — k < 0, azaz k > n.

A fenti eredmény miatt érdemes bevezetni a kévetkez6 definiciot.

Diszkrét, egész értékii eloszlasasok konvolucigjanak a definicidja. Legyen
P:{pkk:O,il,j:Z,} és Q:{qkl{;:()?j:l’j:z,}

két az egész szamokon értelmezett diszkrét eloszas, azaz tegyik fel, hogy pr > 0, qi > 0,

k=0,+1,£2,..., > pr =16 > qr = 1. Ekkor a P és Q eloszlisok kon-
k=—oc0 k=—oc0

volucidja, az a R =P+ Q= {r,: n=0,+1,£2,...} eloszlds, amelyre

o0

Pn= Y Phln—k, n=0,£L£2 ..

k=—o0

Abban a specidlis esetben, ha prp = 0 és q = 0 minden k < 0 szdamra, az r, = 0
azonossdg érvényes minden n < 0 indexre, és

n
rn:zkan—ka n:0;1,2,....
k=0

A generdtor figguények fogalma.

Erdemes a kovetkezd észrevételt tenni. Legyen f(z) és g(x) két fiiggvény, amelyek
hatvanysorba fejthetéek, azaz,

f@) =S aat, gla) = buat,
k=0 k=0
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ha —A < x < A valamilyen A > 0 szdémmal. Ekkor az f(x)g(x) szorzat is sorba fejthetd,

azaz
00

fz)g(z) = caa™

n=0

(ugyanabban a —A < x < A intervallumban), és

n
Cp = E arb,_.
k=0

Vegyiik észre, hogy a fenti hatvanysorokban szerepl6 ay, by és ¢, egyiitthatok kozott
hasonld relacié érvényes mint a nem negativ egész értéket felvevo eloszlasok konvolu-
ciéjanak a definicigjaban. Ezenkiviil érdemes ismerni az analizis aldbbi eredményeit.

oo
a.) Ha az f(x) fiiggvény hatvanysorba fejthets, azaz f(z) = > apz’ valamilyen
k=0
—A <z < A intervallumon, A > 0, akkor az f(x) fiiggvény értékei a —A <z < A
intervallumon meghatérozzak az a, egyitthatokat. (S6t, azok explicit médon

_ d"f(z)

kiszamithatéak az nla, = == képlet segitségével.)

=0

b.) Legyen f,(z), n =1,2,..., olyan fliggvények sorozata, amelyek mindegyike el6al-

lithaté f,(z) = Z ak n® hatvanysor alakban valamilyen —A4 < x < A, A > 0,
k=
intervallumon, ahol az A > 0 szdm nem fiigg az n indextdl, tovabba létezzen az

f(z) = lim fn( ) hatarérték minden —A < x < A szdmra, sét ez a konvergencia
n—oo

teljesiiljon minden |x| < A szdmra a komplex szdmsikon, és az legyen egyenletes
ezen a halmazon. Ekkor az f(x) hatarfiiggvény is hatvénysorba fejtheté f(z) =

(e.)

3 apx® alakban a —A < z < A intervallumon alkalmas a, egyiitthatékkal, és
k=0

ap = hm a,, minden k =0,1,2,... egylitthatoéra.

Ez az eredmeny kovetkezik Weierstrass egy fontos komplex fliggvénytani tételébdl.
E szerint a tétel szerint (1d. példdul Székefalvi Nagy Béla komplex fiigvénytan
jegyzetében a III. rész 8. paragrafusat), ha fi(z), f2(2),... holomorf fiiggvények
egy sorozata egy T tartomanyban, és e fiiggvények egyenletesen konvergalnak a T’
tartomany minden kompakt részhalmazaban egy f(z) fiiggvényhez, akkor ez az f(z)

fliggvény is holomorf a T tartomanyban, és minden k = 1,2,... szdmra az (k )( )
fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal az f(*)(z) fiiggvényhez a T halmaz mlnden
kompakt részhalmazaban. (Ebben az allitdsban a k fels6 index k-ik derivéltat jelol.)

c.) Felmeriilhet a kérdés: Ha azt akarjuk biztositani, hogy valamely hatvanysorok

segitségével definidlt f,(x) = . agn2®, n = 1,2,..., fiiggvények Taylor so-
k=0

rainak egytitthat6i gy viselkedjenek, mint ahogy azt a b) részben el6irtuk, azaz

legyen egy olyan f(x) fiiggvény, amely f(z) = 3 apz* alaki, és teljesiiljon az
k=0



ar = lim ay, relacié minden k£ = 0,1, 2,... indexre, akkor ehhez nem elég-e csak

annyit megkovetelni, hogy az f, (x) fliggvények konvergédljanak az f(x) fiiggvényhez

valamely —A < x < A intervallumban. (Egy ilyen feltételt kénnyebb ellendrizni,

mint a lim f,(z) = f(z) relaciét, és a konvergencia egyenletességét a komplex
n—oo

szamsik egy origd kozépponti korében.) Az dltaldanos esetben ez a gyengitett feltétel
tul kevés, de egy a valdszinliségi alkalmazasokban nagyon fontos specidlis esetben
mar ez is elegendd a szamunkra.

o0
Ha az f,(z) = Y agn2"* hatvdnysorok egyiitthatdi teljesitik az ay , > 0 feltételt
k=0

minden £ = 0,1,2,..., n = 1,2,..., indexparra, akkor annak érdekében, hogy
az fn(z) figgvények Taylor sor egyiitthatoi teljesitsék a b) részben megfogalma-
zott konvergencia relaciokat elég azt megkovetelni, hogy az f,(z) fiiggvények kon-
vergaljanak egy f(z) fiiggvényhez valamely —A < x < A intervallumon. Ekkor
ugyanis az f,(z) fliggvények egyenletesen korlatosak a komplex szamsik {z: |z| <
A} korében. Innen viszont a komplex fliggvénytan egy mésik fontos eredményébdl,
a Vitali tételbdl (1d. példaul Szokefalvi Nagy Béla komplex fiigvénytan jegyzeté-
ben a VII. rész 4. paragrafusat) kovetkezik, hogy az (analitikus) f,(z) fliggvények
egyenletesen konvergdlnak a komplex szamsik {z: |2| < £} origé sugard kérében is
egy fiiggvényhez, amely nem maés, mint az f(x) fiiggvény (létezd) analitikus kiter-
jesztése. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben az f, (x) figgvények teljesitik a b)
pontban megfogalmazott feltételeket, és alkalmazhatjuk rdjuk az ott megfogalma-
zott allitast.

oo
Megjegyzés. Konvergaljanak valamely f,(z) = 3 agn,2*, n = 1,2,..., Taylor sorral
k=0

megadott fliggvények (akar egyenletesen) egy f(x) fiiggvényhez valamely —A <z < A
intervallumban. Ha nem tessziik fel, hogy az ay , Taylor egyilitthatok nem negativak,
akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy az f(x) fiiggvény Taylor sorba fejthetd, és az ay,,
egyitthatok az f(x) fliggvény Taylor sordnak megfelel6 egyiitthatéjdhoz konvergalnak,
ha n — oo. Valéban, Weierstrass els6 approximéciés tétele szerint minden a —A <
x < A intervallumban folytonos (akar nem differencidlhatd) fiiggvényhez taldlhatd
polinomok olyan sorozata, amelyek egyenletesen konvergalnak ehhez a fiiggvényhez a
—A < x < A intervallumban, és ezen észrevétel alapjan nem nehéz ellenpéldat taldlni.

Késobb latni fogjuk, hogy a hatvanysorok fent emlitett tulajdonsagai jol hasznalha-
téak bizonyos valdszintliségi vizsgalatokban. Ugyanis egy nem-negativ egész értékékeket
felvevd & valdszintliségi valtozo pr, = P(§ = k), k = 0,1,2,..., eloszlasdhoz hozzéaren-

oo
delhetjiik az f(z) = Y. pray fiiggvényt, amelyet ezen eloszlas generdtorfiiggvényének

k=0
neveznek. Megfogalmazom e fogalom definiciéjat pontosabban is.

Diszkrét, nem negativ, egész értéki eloszlas generatorfiiggvényének a defini-
ciéja: Legyen adva eqy P = {po,p1, P2, - - . } €loszlds a nem-negativ egész szamokon, azaz

o0
olyan szamsorozat, amelynek tagjaira pr, > 0 minden 0 < k < oo szdmra, €és Y pp =
k=1
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1. (Az elnevezés oka az, hogy létezik olyan & nem-negativ egész értéki valosziniiségi
vdltozo, amelyre P(§ = k) = px, minden k = 0,1,2,... szamra.) Ennek az eloszlasnak
a generdtorfigguénye az

F(z) = Zpkxk
k=0

figguény.

A fent mondottak alapjan nemcsak az igaz, hogy egy P eloszlds meghatarozza
F(x) generéatorfiiggvényét, hanem megforditva az F'(z) generdtorfiiggvény segitségével
ki lehet szdmolni azt az eloszlast, amelynek ez a generatorfiiggvénye, mivel

dF*(z)

k )
dx =0

klpe = k=0,1,2,....

Egy eloszlas generatorfiiggvénye mindig konvergens a —1 < x < 1 intervallumban. Ha
egy P eloszlas generatorfiiggvénye F'(x) egy Q eloszlds generatorfiiggvénye G(x), akkor
P x Q konvoluciéjuk generatorfiiggvénye az F(x)G(x) fliggvény. Tovabbd, eloszldsok
generatorfiiggvényeinek konvergenciajabol maguknak az eloszldsoknak a konvergencia-
jara is kovetkeztetni tudunk. Részletesebben kifejtve a kovetkezorol van szo.

Legyen adva minden n = 1,2,... szdmra egy pn i, k = 0,1,2,..., eloszlas a nem

o0
negativ egész szamokon, azaz teljesiiljenek a p, > 0 és > p,r = 1 tulajdonsagok.
k=0

oo
Feleltessiik meg ezeknek az eloszldsoknak az F,(x) = 3 p, rx" generatorfiiggvényeket
k=0
(hatvanysorokat). Ha az F,(z) generatorfiiggvények pontonként konvergalnak egy F'(x)
fiiggvényhez valamely —A < z < A, 0 < A < 1 intervallumban, akkor ez az F(x)

o0

fiiggvény felirhaté F(z) = Y. prpa®, —1 < x < 1, hatvanysor alakban, és lim p, = py
k=0 n—o00
minden k£ =0,1,2,... szamra.

A fenti eredmény hasznos mddszert biztosit annak ellenérzésére, hogy bizonyos
eloszlasok konvergédlnak-e. Megjegyzem, hogy a megfogalmazott eredményben nem &lli-

tottam, hogy a pj hatérértékek teljesitik a »_ pr = 1 azonossdgot, azaz valészintiségi

eloszlast hataroznak meg. A legtobb konkrét: feladatban ez a tulajdonsag teljesiil, de
azt kiilon ellendrizni kell.

A fenti eredmények lehetové teszik, hogy bizonyos valdsziniliségi vizsgalatokat vi-
szonylag egyszerlien végrehajthassunk generatorfiiggvények segitségével.
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Tovabbi feladatok a varhatd érték és szérasnégyzet kiszamolasarodl

1.)

Egy urnaban 10 piros és 20 fehér goly6 van. Kihtzunk visszatevés nélkiil 10
goly6t. A paros sorszamu huzasok esetén fehér golyd huizas esetén nyeriink 3 forin-
tot, piros golyé huzas esetén pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu hiizésok esetén piros hiizas esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyé
hizas esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereményiink
varhato értékét és szordsnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &;, 1 < j < 10, valészinliségi valtozokat: Paros
J szdmokra &; = 3, ha a j-ik huzéds eredménye piros, §; = 0, ha a j-ik huzas
eredménye fehér goly6. Pdaratlan j szdmokra &; = 2, ha a j-ik htuzas eredménye

piros, {; = 0, ha a j-ik hiuzds eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
j=1

varhato értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekében szamoljuk
ki az E¢; varhato értékeket, Var £, szordsnégyzeteket és Cov (&, &) kovariancidkat.
Annak valdszintisége, hogy a j-ik hiizds eredménye piros 3, annak valészintisége,
hogy j-ik htzas eredménye fehér % Ezért E¢; = 2, ha j paros, E¢; = %, ha j
paratlan, és ES =5 (2 + %) = 13%.

A szérasnégyzet kiszamitasa érdekében vegyiik észre, hogy EEJZ = 6, Var§; = 2,
ha j paros, és Ef? = %, Var§; = Tovabba annak valdszintisége, hogy két j

8

5
és‘k indexr/e ] #‘k, a js')—ik és 3k—ik huzés mindegyike‘fehé,r g:—%g = g—?, an/nz'ik, h/ogy
mindkét huzas piros 355 = 354, annak, hogy az egyik huzds fehér, a ma81k htzas

piros % = . Ezért Eﬁjﬁk =9. 218 = 4 Cov (fj,fk) =t —4=—-2 haj

és k péaros, Egjfk =42 = ég, Cov (@,&) == — 5 = 263, ha j és k pératlan,
E&i&, =6- 5 = ‘218, Cov ({7,&;) = 5 = 847, ha j és k koziil az egyik péaros, a
masik paratlan Olyan (j, k) par, 1 S .k <10, 7 # k, melyre j és k mindegyike
paros vagy mindegyike péaratlan, 6sszesen 20 van, és olyan (7, k) par, amelyekre az

egyik paros, a masik paratlan 2 -5 -5 = 50 van, ezért
2 8 4 80
, —20 (= —.
| 2, Cov(g&) =20 ( 29 263) 50 57 = 963
1<5,k<10, j#k
Innen

10
Var § = ZVarﬁj + Z Cov (&5, &k)

j=1 1<4,k<10, j#k

8\ 80 130 80 3850
=5(2+5 )t 93 = 5 * 363 = :

263 9 263 263

Egy estélyen megjelenik n hazaspar. Egy tancmester, aki nem tudja, hogy kik
hazastarsak és kik nem, véletlen médon parba rendezi a férfiakat és noket a tanc
el6tt. Szamoljuk ki az egymassal tancolé hazasparok szamanak a varhato értékét
és szorasnégyzetét. Mi ezek hatarértéke, ha n — oo?
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Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < n, valdszinliségi valtozdkat: &; = 1,
ha a j-ik hdzaspdr egyiitt tancol, és {; = 0, ha nem tdncolnak egyiitt. Ekkor min-

ket az S, = ) & valdszinliségi valtozé varhaté értéke és szérasnégyzete érdekel.
j=1
Ennek kiszdmitdsa érdekében vegyiik észre, hogy P(§; = 1) =1— P(§; =0) = %
minden 1 < j < n indexre, és P(§; = 1,&, = 1) = ﬁ minden 1 <4,k <n,
J # k indexre. Innen E¢; = ESJQ = %, 1 <j<n, B§é = n(n L ha j # k,
Varg; = L — L és CO:(&jvfk) = E&i&k — EfiEfk = ﬁ £ = m, ha
Jj # k. Ezért ES, = Y  E& =1, VarS, = > Var{;+2 Y, Cov(§,&) =
i=1

J j=1 1<j<k<n
1 1 _
n (E o _) +n( 1)n2(n71) =L

Feldobunk egy dobodkockat, majd ezutan egy szabdlyos pénzdarabot annyi alka-
lommal, amennyi a kockadobéas eredménye volt. (Az egyes dobasok eredményei
fiiggetlenek egymastdl.) Szamoljuk ki a fejdobasok szamanak varhaté értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkez6 &, 1 < j <6, 1 < k < j, valdsziniiségi
valtozokat:

1 ha a kockadobas eredménye j és a k-ik pénzdobasé fej
&ix(w) =< 0 ha a kockadobds eredménye j és a k-ik pénzdobésé iras
0 ha a kockadobéas eredménye nem j
6
Ekkor minket az S = > ) &, valdszintiségi véltozé varhaté értéke és szords-

j=1k=1
négyzete érdekel. Vegyiik észre, hogy

1
E¢; 1, = P(a kockadobds eredménye j, a k-ik pénzdobésé fej) = —,

12
EfQ = 15 Varfg L E¢ € e = o, ha k # K/, ahonnan Cov (gj ks Eikr) =
m ebben az esetben. Tovabba E¢; & 1 = 0, Cov (&, k,ﬁj/ k/) = 144, ha j # j’
(fiiggetleniil a k és k' szdmok viszonyatol. Innen ES = 21 kzl E&j ) = 1+.1.2.+6 _
j
Bt

6 J
Var S ZZ Var &\, + Z Cov (§5.k, v v )-
j=1k=1

(4,k),(5",k"): j#5" vagy k#k’

Ezért Var § = (14 +6)— * @I-1)+2(2 24 6:2126) L 5 (2.143.2+4---6-5).
Ezt a képletet ugy kapjuk, hogy kiilon szamoljuk azon Cov (f ik 53 k) mennyiségek

hozadékat amelyekre j # j' és azutdn azokét, amelyekre j = j', de k # k’. Innen
Var § — 231=850+350 _ 77
144 48"
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1)

Csodaorszag munka torvénykonyve szerint egy cég minden munkasa fizetett sza-
badsagot kap azokon a napokon, amikor legaldbb az egyikiiknek sziiletésnapja van.
Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan mindenkinek dolgoznia kell.
Minden munkés 1 TV-késziiléket készit egy nap alatt. Mi a varhatd értéke és
szorasnégyzete az egy évben gyartott TV késziilékeknek, ha n munkas dolgozik
a cégben? Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-késziilékek szamanak a varhato értéke a lehet6 legnagyobb legyen?

Megoldds. Jelolje &5, 1 < j < 365, a j-ik nap gyédrtott TV-késziilékek szdmét.

Ekkor & = n, ha az n munkds egyikének sincs sziiletésnapja a j-ik napon, és
¢; = 0 egyébként. Ezért P(&; =n) = (382)" és P(¢; = 0) = 1— (384)". A gydrtott

365 365
TV-késziilékek szama Y = Y(n) = ) &;, ahonnan EY = EY(n) = ) E¢; =
Jj=1 Jj=1
365n (354)".
A szérasnégyzet kiszamoldsa érdekében szamoljuk ki eloszor a Cov (&;,&;) = E&;&;—
E¢,E¢; kovariancidkat 1 < i,j < 365, i # j esetén. E&E = n?P(& = n, & =
n) = n? (%)n, mert (%)n a valdszintisége annak, hogy egyik munkéasnak sincs
sziiletésnapja sem az i-ik sem a j-ik napon. Innen

e (3B (3"
Cov (&;,§;) =n ((365) (365) >7

365
és mivel VarY = Y (B — (E§)Y) +2 Y Cov(&,&))
j=1 1<i<j<365

364\"  /364\*" 363\"  /364)\%"
VarY =366n2 [ [ =— ) — [ = 365-364n% | [ = | — [ = )
o " ((365) (365) >+ " ((365) (365) )

Szamoljuk ki az FY (n) maximumét az n valtozo szerint. Annak érdekében, hogy

meghatarozzuk mely n szamra vétetik fel ez a maximum, szamoljuk ki az EY(ntl)
EY (n)

hanyadost minden pozitiv egész n-re, és hatarozzuk meg, hogy az mely n-ekre

kisebb, és mely n-ekre nagyobb, mint 1. E;/}S?:)l) = 221363 ahonnan % > 1,
han < 363, ZX0HD — 1 hap =364, és 22D 1 han < 365. Ezért 364 vagy

EY (n) EY (n)
365 munkast érdemes felvenni, és ekkor az évente gyartott TV késziilékek szama

Sotw = 3647 (1 — gg5)"" ~ 2.
Egy kartyacsomag 75 kartyalapot tartalmaz, amelyek mindegyike az 1 és 75 kozotti
szamok valamelyikével meg van szamozva. Kihtuzunk 40 kartyat visszatevéssel, és
jelolje X az ily médon kapott kiilonboz6 kartyak szamat. Szamoljuk ki az EX

varhato értéket.

Megoldds: Szamozzuk meg a kartydkat 1-t6l 75-ig, és vezessiik be a kovetkezo &;,
1 < j < 75, valészinliségi valtozokat. §; = 1, ha a j-ik kdrtyat kivalasztjuk,
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75
¢ = 0, ha a j-ik kartyat nem vélasztjuk ki a 40 hizas soran. Ekkor X = ) &;.

j=1
75 75
Ezért EX = ) E¢; = > P({; = 1). Annak a valdsziniisége, hogy a j-ik kartyat
j=1 j=1
nem hﬁzg}iﬂioki 40 hizés sordn (Z2)*°. Innen P(§; = 1) = 1 — (2)%, EX =
75 (1 — (£)*).
6.) Szamoljuk ki az el6z6 feladatban definidlt X valdszintiségi véltozd Var X szords-
négyzetet.

Jelolje Y a ki nem hizott kdrtyak szamat, és vezessitk be azn; = 1-¢§;,1 < j < 75,
valdszinfiségi véltozokat, amelyekre y; = 1, ha a j-ik kdrtydt nem valasztjuk ki,

75

és n; = 0, ha a j-ik kartyat kivalasztjuk a 40 huzas soran. Ekkor Y = ) n;, és
j=1

Y = 75— X, ahonnan VarY = Var X az el6z6 feladatban definialt X valdszintiségi

valtozdval.

75
VarX = VarY = ) Varn; +2 >,  Cov(n;,n;). Méasrészt Varn; = P(n; =
j=1 1<i<j<75

1)—P(n; = 1)2, és Cov (Miymj P(né- =1,n7=1)—P(n; =1)P(n; =1), hai # j.

Tovdbbd P(n; = 1,m; = 1) = (£)7, P(g; =1) = P(n; = 1) = (%)40. Innen
Cov (13, m;) = ()" — ()™, és Varn; = ()" = (2)*. Ezért

74 40 74 40 73 40 74 80

75

Megjegyzés: Az 5. feladatot a vizsgdlt X valdsziniiségi véltozé X = ) &, alaku fel-
j=1

bontasanak segitségével oldottuk meg egyszeriibb valdszintliségi valtozdk Osszegeként.

40
Mas felbontassal is kisérletezhetiink volna. Példaul irhattuk volna, hogy X = > (j,

7j=1
ahol ¢; = 1, ha a j-ik hdzdskor 4j kartyat huzunk, és ¢; = 0, ha nem. Ekkor is
40
felirhatjuk az EX = ) E(;, azonossagot. Ez a médszer mégsem olyan hasznos, mint a
j=1

feladat megoldasaban alkalmazott eljaras, mert az E(; = P((; = 1) varhaté értékeket
nem egyszeri kiszamolni. Ez azt mutatja, hogy érdemes a minket érdekl6 valészintiségi
valtozd szamunkra hasznos felbontasat keresni, és ez nem mindig magatél értetddo.

7.) Egy kartyacsomag 75 kartyalapot tartalmaz, amelyek mindegyike az 1 és 75 kozotti
szamok valamelyikével meg van szdmozva. Kihiazunk 40 kartyat ugy, hogy huzés
utan visszatessziik, és ezenkiviil a kartyacsomagba tesziink még egy 1j, minden
korabbi kartyatol kiilonbozo kartyalapot. Jelolje X azt, hogy hany kiilonbozé
kartyalapot huztunk ki. Szamoljuk ki az X varhato értéket.

Megoldds: Szamozzuk meg a kartyacsomagban kezdettdl fogva tartalmazott kar-
tyalapokat 1-t0l 75-ig, és vezessik be a kovetkezd £;, 1 < j < 75, valdszinliségi
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véltozokat. &; = 1, ha a j-ik kartyat kihtuztuk, £ = 0, ha a j-ik kdrtyat nem

hiutuk ki a 40 htzas soran. Ezenkiviil vezessiik be a kovetkezé n;, 1 < j < 40,

valoszinliségi valtozokat is. ; = 1, ha a j-ik hizds utan a kdrtyacsomagba tett lapot
75 40

kés6bb kihuztuk, és n; = 0, ha nem huztuk ki. Ekkor X = )" & + >  n;. Ezért
j=1 j=1

40 75 40

En;=> P =1)+ > P(n; =1). Annak a valdszintisége,
=1 j=1

J=1

75
EX =S E& +
Jj=1 J
hogy a j-ik (a csomagban eredetileg bennelevé) kartydt nem hizzuk ki 40 hizas
0
=1

4
sordn []
J
valoszinlisége, hogy a j-ik huzas utan a kartyacsomagba tett kartyat nem hizzuk
40 40
. l— s l— - ’
ki, T] =t Baért Bny=1— [[ =1 ha 1< j <39, és Engo = 0. Tnnen
I=j+1 I=j+1
kapjuk, hogy

40

T4+j—1 74451 :

#ﬁ._l. Innen P(§; = 1) =1 — ' 1751;._1, 1 <j <75 Annak a
J:

40 39 40

T44+j—1 T4+1—1
EX=T7511- _— 1-— -
H75_|_j_1 +Z H 75+l_1

j=1 =1 1=j+1

Egy kartyacsomag 75 kartyalapot tartalmaz, amelyek mindegyike az 1 és 75 kozotti
szamok valamelyikével meg van szamozva. Kihizunk 40 kartyat gy, hogy a
paratlan index(i hizdsok utan a kartyat visszatessziik, a paros indexii huzasok

utan pedig nem tessziik vissza a csomagba. Jelolje X azt, hogy hany kiilonbo6z6
kartyalapot htuztunk ki. Szamoljuk ki az FX varhato értéket.

Megoldds: Széamozzuk meg a kartyacsomag lapjait 1-tol 75-ig, és vezessiik be a
kovetkez6 &;, 1 < j < 75, valészintiségi valtozékat. & = 1, ha a j-ik kdrtyét
kihtztuk, & = 0, ha a j-ik kdrtydt nem huztuk ki a 40 hizds soran. Ekkor X =
75 75 75

§, ezért EX = Y FE{ = ) P(§ = 1). Annak a valészintisége, hogy a j-
Jj=1 j=1 =1

20 N2
ik kartydt nem huzzuk ki 40 huzés sordn [] (Z‘;:—ji) . Ezt a valdsziniiséget a
Jj=1

kovetkez6 észrevétel segitségével szamoltuk ki. Jelolje p; = p; ; annak a feltételes
valészintiségét, hogy a j-ik lapot nem huztuk ki az [-ik huzasban, feltéve, hogy az
els6 | — 1 hizasban sem huztuk ki azt. (Legyen p; annak a valésziniisége, hogy a
j-ik lapot az els6 huzasban nem huztuk ki.) Akkor annak valdsziniisége, hogy a

40 20 N2
j-ik lapot 40 huzasban nem huztuk ki lH1 P = Hl (Zg:?jﬁ) . Innen P(§; =1) =
= ]:

20 (ra—jy1)? 20 (ra—jy1)?
1= 1 (B) e Bx =75 (1= 1 (H=25)).
j=1 J=1
Legyen két urna, mind a kettoben 10 piros és 10 fehér golyé. Egymaés utéan kihtizunk

nyolc goly6t mind a két urnabdl, az els6bol visszatevés nélkiil, a masodikbol vissza-
tevéssel. Ha a j-ik hizédsndl a két urnabdl kihuzott goly6 egyforma szinti, akkor két
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forintot nyeriink, ha kiilonb6z6 szintiek, akkor egy forintot veszitiink, 1 < 57 < 8.
Szamitsuk ki nyereményiink varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd §;, 1 < j < 8, valdsziniiségi valtozokat: &; = 2,
ha a j-ik hizasnal mind két urnabdl piros vagy mind a két urnabdl fehér golyot

hizunk, és {; = —1, ha az egyik urnabdl fehér és a mdsik urnabdl piros golyot
8

hizunk. Akkor a minket érdekl6 mennyiségek a S = ) &; valdszintiségi valtozd
j=1

varhato értéke és szorasnégyzete. Ennek kiszamitésa érdekében szamitsuk ki az

E¢;, Varg; és Cov (§j,§k) mennyiségeket. Vegyiik észre, hogy P(§; = —1) =

P& =-1)= % . % + % cs = %, mert kifejezve kiilon annak a Valoszmuseget hogy

(fehér, piros) vagy (piros, fehér) hiizds torténik. Hasonléan P(§; = 2) = 3. Ezért

E¢j =25 —5=4%, B =3(4+1) =3, Var§ = §

Hasonléan, P(&; = 2,&, = 2) = P(& = 2, 52_2):2-%1~9§-%+2-i-§-%:%1,
P& =26=-) =P =2&=-1=2-35(55+1) = 3. P& = -L&=
—1) = P& = -1, = —1) = Z (itt felsoroltuk, hogy példdul a & = 2,& = 2
azt jelenti, hogy az ((F,F),(F,F)), ((F,F),(P,P)), ((RP),(F,F)) vagy ((P,P),(P,P))
hizéssorozatok valamelyike kovetkezik be. Ezért E¢;&, = P(&; = —1,&, = —1) +
4P(&; =2,6 =2)—2P(& = —1,&, = 2) — 2P(gj =2, =-1)=1(144-4) =1,
és Cov (&;,&,) = E&&, — EGEG, = + — 1 = 0. Innen kovetke21k hogy a &;
valészintliségi valtozok korrelalatlanok, és ES = 8FE¢ = 2, Var S = 8Var & = 18.
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