A Valoészintliségszamitas 1. eldadassorozat negyedik témaja.

Diszkrét eloszlasu valdszintliségi valtozok, azok fiiggetlensége és varhato ér-
téke. Felcserélhets valészintiiségi valtozok.

El6szor bevezetem a valdszintiségi valtozé fogalmat.

Valészintiségi valtozé fogalma. Legyen adva egy (2, A, P) valdszintiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értéki (mérhetd) £(w) fiigguényt valdsziniségi valtozonak
fogunk nevezni. Azaz € = £(w) egy Q — R leképezés. Az a megkités, hogy a &(w)
fliggvény legyen mérhetd azt jelenti, hogy minden x valds szamra az {w: {(w) < z} € A
feltétel teljestil.

Bizonyos feladatokban nemcsak valds értékli valészintliségi valtozdkkal dolgozunk. Ezért
célszerti olyan valdszintiségi valtozokat is definialni, amelyek értékeiket egy altalanos
térben veszik fel. (Példdul bizonyos esetekben érdemes olyan valészintiségi valtozo-
kat tekinteni, amelyek értéke komplex szam, vagy nem egyetlen szdm, hanem egy
szdm-n-es. Az utébbi valészinliségi véltozokat vektor értékiieknek szoktak hivni.) An-
nak érdekében, hogy ezt megtehessiik tekintsiink valamilyen X halmazt, és e halmaz
kitlintetett részhalmazainak egy X osztalyat, amely halmazok o-algebrat alkotnak. Egy
ilyen (X, X) rendszert mérhetd térnek és az X o-algebra elemeit mérhet6 halmazoknak
szokas nevezni az irodalomban.

Ertékeit egy altaldnos térben felvevé valészintiségi valtozé fogalma. Legyen
adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd és eqy (X, X') mérhetd tér (azaz eqy X halmaz és
annak bizonyos részhalmazaibol dllé o-algebra.) Egy az (2, A, P) valdsziniiségi mezén
definidlt és & = {(w) értékeit az X térben felvevd (mérhetd) figguényt X -tér értéki va-
[6szindségi vdltozonak neveziink. Az, hogy ez a {(w) fligguvény mérhetd azt jelenti, hogy
minden Y € X halmazra teljesil az {w: £(w) € Y} € A feltétel.

Megjegyzés. Lattuk, hogy a valdszintiségi valtozok (szép, azaz mérhetd) fliggvényeket
jelentenek. Az egyetlen kiilonbség a korabban hasznalt fiiggvények és a most bevezetett
valésziniiségi valtozok kézott abban all, hogy most egy dltaldnosabb téren, egy (€2,.4, P)
valoszinliségi mez6 2 halmazan definialt és értékeit nem feltétleniil a szamegyenesen fel-
vevo fiiggvényeket tekintiink. Ez egyben azt is jelenti, hogy valdszintliségi valtozokkal
ugyanugy szamolhatunk, mint ahogy azt eddig fliggvényekkel tettiik.

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért vezettiik be azt az els6 latasra taldn mesterkéltnek
tino feltételt, hogy a valdszintiségi valtozo legyen mérhets fiiggvény. Ennek az az
oka, hogy természetes az a kivansdg, hogy beszélhessiink az {w: {(w) < z} esemény
bekovetkezésének a valdszintiségérdl minden x szamra. Viszont csak A-beli halmazoknak
definiadltuk a valészintiségét. Természetes ennél is tobbet kivanni, nevezetesen azt, hogy
a szamegyenes minden ,,szép” B halmazéra az {w: {(w) € B} halmaz legyen a A o-
algebraban, azaz legyen értelme ennek az eseménynek a valdszintiségérol is beszélni.
Latni fogjuk bizonyos itt nem bizonyitott mértékelméleti eredmények segitségével, hogy
ez a kivansag teljestl.



Az a probléma is felmeriil, hogy meg kell érteniink az el0szor bevezetett valdsziniisé-
gi valtozoé és az utana definialt értékeit egy altalanos térben felvevo valdszintiségi valtozo
definicidja kozotti kapcsolatot is. E kapcsolat megértésének az érdekében a kovetkezo a
mértékelméletben bebizonyitott eredményre hivatkozom. Ha &(w) mérhetd valés értékii
fiiggvény egy (2, A, P) valdsziniliségi mezon e fogalom eredeti definiciéja értelmében,
azaz {w: {(w) < z} € A minden x valés szamra, akkor az mérheté a kovetkezd
altalanosabb értelemben is. Jelolje B a szdmegyenes Borel-mérhetd részhalmazainak
o-algebrajat, azaz azt a legsziikebb o-algebrat a szamegyenes részhalmazain, amely az
osszes {u: u < z} alakd halmazt tartalmazza. A {(w) fiiggvény eredeti értelemben
vett mérhet6ségébdl kovetkezik az {w: {(w) € B} € A tulajdonsidg minden B € B
(azaz Borel mérhetd) halmazra. Fz azt jelenti, hogy egy a valészintiségi véltozé eredeti
definicidjat teljesitd &(w) valds értéki fliggvény tekinthetd specidlisan, mint egy értékeit
egy altalanos térben felvevo valdszintiiségi véltozd, ha az (X, X') mérhetd teret, mint az
(R, B) teret tekintjiik, ahol R a szdmegyenes, és BB a szdmegyenes Borel halmazainak
o-algebraja.

A fenti érvelés azt mutatja, hogy a mérhet6ség megkovetelése természetes. Masrészt
tovabbi eredmények azt is mutatjak, hogy minden ,,definidlhaté” fliggvény egyben
mérheto is, ezért ennek a tulajdonsagnak a megkovetelése nem jelent igazi megszoritast,
a tovabbiakban megfeledkezhetiink réla. Az altaldnos terekben értelmezett mérhetéség-
r6l hasonlét mondhatunk.

Diszkrét eloszlasu valészintiiségi valtozok és azok eloszlasanak a definicigja.
Egy & valdszintiségi valtozot egy (§2, A, P) valdszintiségi mezén diszkrétnek vagy diszkrét
eloszlasunak hivunk, ha megadhato eqy véges vagy megszamlalhatoan végtelen szamos-
$agu x1,x9,- -+, halmaz gy, hogy az {w: £(w) = x,}, n = 1,2,..., halmazok teljes
eseményrendszert alkotnak. (Ebben az esetben a valdsziniiségi vdltozdk definicidjaban
szerepld (X, X) mérhetd teret ugy definidljuk, mint az X halmazt és az annak dsszes
részhalmazaibol dllé X o-algebrdt.) Egy diszkrét eloszldsi valoszindségi vdltozo elosz-
lasdt meghatdrozzdk azok az xq,xs, ..., értékek amelyeket az felvesz és az dsszes p, =
P(¢& = x,) valdszindiség. (Jegyezziik meg, hogy > P(§ = x,) =1.)

Legyenek &1, . . ., & diszkrét eloszlasi valdszindiségi vdaltozok ugyanazon az (2, A, P)
valdsziniségi mezon, amelyek valamilyen x1,xo, ... értékeket vesznek fel. Ezek egyiittes
eloszldsat meghatdrozzdk a P(&1 = xj,,6 = Xjy, .., &e =25,.), Js = 1,2,..., 1 < s <k,
valosziniségek.

Diszkrét eloszlast valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének definicigja. Legye-

nek &1, ..., &k diszkrét eloszldsi valdszintségi vdltozok ugyanazon az (2, A, P) valdszi-
niségr mezon. Vegyenek fel ezek a valdsziniiségi vdltozok valamely x1,xs, ... értékeket.
Azt mondjuk, hogy a &1, &, ... , & valdsziniségi vdltozok fiiggetlenek, ha

P(£1 = xj17€2 = -Tj27---;§k = xjk) = P(£1 = le)P<£2 = x]Q)P(gk = xjk)
minden js = 1,2,..., 1 < s <k, indexre.

1. megjegyzés. A fenti definicioban feltettiik, hogy a diszkrét eloszlasi valdszintiségi
valtozok amelyeknek az egyiittes eloszldsat vagy fliggetlenségét definidltuk ugyanazokat
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az értékeket veszik fel. Ez azonban nem jelent megszoritast. Ugyanis, ha egyesitjiik ezen
valoszintliségi valtozok értékkészletét, akkor tjra legfeljebb megszamlalhato szamossagu
halmazt kapunk, és mondhatjuk, hogy az egyes valdszintiségi valtozok ezen halmazban
veszik fel az értékeiket. Lehetséges, hogy ily médon sok nulla valészintiségi eseményt is
bevezettiink, de ez nem okoz problémat.

2. megjegyzés. Annak, hogy bevezettiik valdszintiségi valtozok eloszldsanak a definicio-
jat mélyebb oka van. A valdszintliségszamitasban olyan problémékkal foglalkozunk, ame-
lyek csak attol fiiggnek, hogy kiillonbozé eseményeknek mennyi a valdészinliségiik, azaz,
hogy kiilonb6z6 valdszinliségi valtozok milyen értéket milyen valdszintiséggel vesznek
fel. Arra vagyunk kivancsiak, hogy ezen ismereteknek milyen kovetkezményei vannak.
Viszont a valészintiségszamitasban vizsgalt kérdésekre adott valasz nem fiigg attél, hogy
milyen véletlen hatasok valtottak ki a megfigyelt véletlen eredményeket, azaz milyen az
a valdszinliségi mez6, amelyben a vizsgdlt események és valdszintiségi valtozok megje-
lentek. Ez az oka annak, hogy minket igazabol nem maguk a valésziniiségi valtozok,
hanem azok (egyiittes) eloszlasa érdekel.

Megfogalmazok egy viszonylag egyszerii, de hasznos allitast.

Lemma fiiggetlen diszkrét eloszlasi valdszintliségi valtozok tulajdonsagairdl.
Legyenek adva &y, . . ., &k fuggetlen, diszkrét eloszldsi valdsziniségi valtozok egy (2, A, P)
valoszinidségi mezon, melyek valamilyen x1, xo, ... értékeket vesznek fel. Legyenek A1 C
{z1,29,... }, Ao C{z1,29,... },..., Ak C {x1,22,...} tetszdleges halmazok. Ekkor

P e A& € s, & €Ar) =P (&€ A)P (&€ Az) - P (& € Ak).

Specidlisan, ekkor tetszdleges {j1,...,js} C {1,...,k} indezhalmazra a &;,,...,&;, va-
loszindségi valtozok figgetlenek.

A lemma bizonyitdsa. A fliggetlenség miatt

P& €A, e Ay, & € Ay)

- Z Z Z (&1 =21, =2,...,& = 1)

r1E€A1 T2E€AS TR EAL

=3 > > P@=2)P(=m2) P =)

T1€AL T2€A2 TR EALR

Maésrészt

P& e A))P (&€ Ag)--- P (& € Ag)

prl—im ZP€2—$2 Z P (&, = )

x1E€A T2 EAs TR EAL

Elvégezve a beszorzasokat megkapjuk a lemma elsé allitasat.

A lemma maésodik &llitdsdt megkapjuk az elsé allitds specialis eseteként A; =
{z; b, 1<u<sés Aj ={z1,22,... }, 7€ {1,...,k}\ {j1,...,Js} vélasztdssal.
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Megjegyzés. Fliggetlen, diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozok eredeti definiciéja ero-
sen kihasznalta azt, hogy diszkrét eloszlasu valészintiiségi valtozokrdl beszéliink. Példaul,
ha olyan &1, ..., &, valdoszinliségi valtozokrol beszéliink, amelyek egy pontnak az egység-
intervallumra torténo egyenletes eloszlasu véletlen ledobésat irjédk le, akkor a tekintett
valoszintiségi valtozdk teljesitik a P(§{; = z) = 0 relaciét. Ilyen esetben a diszkrét
eloszlasok fliggetlenségét megadd definicié mindossze a 0 = 0 semmitmondé feltételt
irja elo. Ezért az altaldnos esetben maés, tartalmasabb kovetelményt kell talalnunk
valésziniiségi valtozdk fiiggetlenségének a jellemzésére. Az el6z6 lemma allitdsa su-
gall egy ilyen definiciét. Bar bizonyos kényelmi okok miatt kissé mas definiciot fo-
gunk megadni, ki fog deriilni, hogy az ekvivalens az e lemma eredménye altal sugallt
definicioval.

Erdemes megérteni események és diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok fiigget-
lensége kozotti kapcsolatot. Ennek érdekében bevezetem egy halmaz indikatorfiiggvé-
nyének a fogalmat. Lehet, hogy ezt az egyszerli és természetes fogalmat analizis ta-
nulmanyaikban is bevezették, de ott valdszintileg a karakterisztikus fiiggvény elnevezést
hasznaltak. Ez az elnevezés természetes. Mi mégsem ezt hasznaljuk, mert a valdszi-
niségszamitasban ez a kifejezés mar foglalt; egy egészen mas fogalmat illetnek ezzel a
névvel.

Halmaz indikatorfiiggvényének a definiciéja. Legyen adva eqy A € A esemény
eqy (Q, A, P) valdsziniiségi mezén. Az A halmaz indikdtorfigguényén azt a xa(w)
valdszindségi vdltozot értjik, amelyre xa(w) =1, haw € A, és xa(w) =0, haw ¢ A.

A kovetkez6 egyszert lemma érvényes.

Lemma események és azok indikatorfiiggvényének kapcsolatardl. Legyenek A1,
oo, A események egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Az Ay, ..., A események akkor
és csak akkor figgetlenek, ha azok x a, (w), ..., x4, (w) indikdtorfiggvényei fiiggetlenek.

A lemma bizonyitdsa. Ha a x4, (w), ..., x4, (w) indikatorfiiggvények fiiggetlenek, akkor
ezek tetszoleges részhalmaza is fiiggetlen valdszintliségi valtozék rendszere az el6z6 lem-
ma eredménye szerint. Ezért minden {j1,...,js} C {1,...,k} indexhalmazra

P(Aj,Nn---NA;)=P(xa;, =1...,xa;, =1)
:P(XAjl :1)"'P(XAJ'S :1):P(Aj1)"'P(Ajs)~

Ha az Aq,..., A, események fiiggetlenek, akkor egyes A; eseményeket azok kom-
plementerével helyettesitve ismét fiiggetlen eseményeket kapunk. Felirva minden ilyen
relaciét, megkapjuk az Osszes olyan azonossdgot, amelyet a (csak nulla vagy 1 értéket
folvevé) xa, (w),..., x4, (w) indikdtorfiiggvényeknek teljesiteniiik kell, ha azok fligget-
lenek.

Ugyancsak hasznos bizonyos esetekben a kovetkezdé lemma allitasa.
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Lemma diszkrét eloszlasu fiiggetlen valdszintiiségi valtozdk fiiggvényeinek egy

tulajdonsagardl. Legyenek &1, ..., &k, Ek+1y - - -, Ekr1 diszkrét értéki, figgetlen valoszi-
niiségi vdaltozok, f(x1,...,x) egy k vdltozds figguény, és definidljuk azn = f(&1,-- ., &)
valoszintségi vdltozot. Ekkor n,Eky1, ..., kv fliggetlen valdsziniségi vdltozok.

Bizonyitds: Rogzitsiink egy y szdmot, és vezessiik be a kovetkez6 B = B(y) halmazt.
B={(x1,...,2x): z; € X, 1 <j <k, f(z1,...,21) =y}. Ekkor

P =y,8+1 = Tpt1, - &bt = Thpt)
= Y Pl =x1, 86 =20 &1 = Tegts - Sebl = Tigl)
(ml,...,wk)GB
= Z P& =x1) - P&k = 2k) P(€k+1 = Tht1) -+ - P(Eptt = Thtt)
(xl,...,mk)EB
= P(&pr =ap1) Pl =ai0) Y, Pl =) P& =)

(Il,...,LL‘k)GB
=P =y)P(r+1 = Tr11) - P(§prt = Tryt),

és ezt kellett igazolni.

Targyalom a kovetkez6 feladatot.

Feladat.
Véletleniil meghivunk 30 embert. Tegyiik fel, hogy az egyes embereknek egyméstol
fliggetleniil van sziiletésnapjuk, és minden ember esetében % annak a valészint-

sége, hogy az év valamely napjan sziiletett. Mi annak a valésziniisége, hogy van
két ember a tarsasagban, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk?

Altalénosabban, van n urna, amelyekbe bedobunk egymastol fiiggetlentil k golydt
ugy, hogy mindegyik golyd egyforma valdszintiséggel esik az egyes urnakba. Mi an-
nak a valdszinlisége, hogy van olyan urna amelybe legalabb két golyé esik? Erdekel
minket tovabba ennek a valdszinliségnek a viselkedése, ha mind az n mind a k
szadm nagy, és a k = k(n) szdmnak megfelel$ a nagysigrendje. Léassuk be, hogy a
fenti valoszintiségnek van hatarértéke, ha n — oo, \/iﬁ — « valamilyen 0 < a < 00

szammal, és hatdarozzuk meg ezt a hatarértéket.

Megoldds: Jelolje &; azt a valdszinliségi valtozdét, hogy a j-ik embernek az év
hanyadik napjdn van a sziiletésnapja. Ekkor a &;, 1 < j < 30, valdsziniiségi
valtozok fiiggetlenek, P (§; =1) = %, 1 <35 <30,1<1<365 és P& #
§; haj # j') annak a valészinfisége, hogy mindenkinek kiilonb6zé nap van a

sziiletésnapja. Ez a valdszintiség viszont

365-364---(365—30+1):ﬁ L
e 365 )

365%



mert annak valdszintisége, hogy az elsé ember sziiletésnapja az l;-ik, a masodiké az

lo-ik és igy tovabb a k-ik ember sziiletésnapja az [i-ik napon van ﬁ, tetszoleges
k—1

1 <1 <365, 1 < j < 30 szdmok esetén, és ezeket a szamokat [] (365 — j)
j=0

moédon vélaszthatjuk Ugy, hogy mindegyik /; szdm kiilonbo6zd legyen. fgy annak a
valoszinlisége, hogy van két ember akinek ugyanazon a napon van a sziiletésnapja

29 ;
1= 11 (1 - 3%)-
=1
Hasonléan, annak valésziniisége, hogy ha k goly6ét dobunk n urndba az adott
k—1 A
moédon, akkor van olyan urna, amelyikbe legaldbb két golyé esik 1 — [] (1 — ).
j=1
k—1 , k—1 .
Adjunk j6 kozelitést a log JT (1 — <) = Y log (1 — ) kifejezésre, ha n — oo,
j=1 j=1
&\/%) — «. Heurisztikus érvelés szerint mivel log (1 — %) ~ —% a log(1 + x)
3 . . k=l ; k=l (k—1)k
fiiggvény Taylor sorfejtése szerint, ezért »_ log (1 — %) ~ = L= ==
j=1 j=1
k(n)—1 ) ) k(n)
ahonnan log [] (1-2) — —2, han — oo, és T":L — «a. Ez a szamolds
j=1

precizzé tehetd, ha felhasznaljuk példaul azt az egyenlétlenséget, amely szerint
252 const. '
J hanelégnagyésiga%—l,
n

J J
1 1—= =
og( n)+n_n2_ no vn
ami szintén kovetkezik a log(1 4+ x) Taylor sorfejtésébdl. Innen azt kapjuk, hogy
k(n)—1

1— J] (1—%)—>1—e_0‘2/2,han—>oo,és&\})—>a.
j=1 "

A (diszkrét eloszlasu) valészintliségi véltozok fogalmanak a segitségével meg tu-
dom fogalmazni az egyik az els6é téma jegyzetében targyalt eredmény egy hasznos
altalanositasat. Tekintettiikk azt a feladatot, hogy ha egy urnaban kiilonb6zo szint
golyok vannak, és azokat visszatevés nélkiil egymas utan kihuzzuk, akkor mi annak
a valoszinlisége, hogy egy adott huzasban el6irt szinii golyét hizunk ki. Most egy
olyan lemmat fogalmazok meg, amely hasznos dltaldnositasa az e feladat megoldéasaban
szereplé legfontosabb gondolatnak. Ennek érdekében elGszor bevezetem a kovetkezo
fogalmat.

Felcserélhet6 valdszintiségi valtozdk véges sorozatanak a definiciéja. Legyenek
&1,y ..., &y diszkrét eloszldsi valdszindiségi vdltozok valamely (2, A, P) valésziniiségi me-
z6n, amelyek értékeiket valamely X = {x1,x2,...} véges vagy megszdmldalhatéan vég-
telen halmazon veszik fel. Jeldlje II(n) az {1,2,...,n} halmaz dsszes permutdcidjabdl
allo halmazt. Azt mondjuk, hogy a &1, ...,&, valosziniségi vdltozok felcserélhetdek, ha
akdrhogy vdlasztunk ki eqgy m = (w(1),...,m(n)) € II(n) permutdciot és x; € X, 1 <1<
n, elemeket az X halmazbol, teljesiil a

P(gl =x1,8 = T2,...,{p = SL’n) = P(gﬂ(l) = x17§W(2) = x27-"7£7'r(n) = xn)
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az0no0ssdg.

A felcserélhet6 valdszintiségi valtozok szemléletes tartalma a kovetkezo. Felcserél-
het6 valdszintliségi valtozok esetében a P(§ = x1,& = wa,...,&, = x,) valdsziniiség
csak attol fligg, hogy a tekintett &1,...,&, valdszintiségi valtozok milyen x € X érté-
keket vesznek fel és milyen multiplicitassal, de nem fiigg attol, hogy milyen sorrendben
veszik fel ezeket az értékeket. Az alabbiakban bebizonyitom felcserélhetd valdszintiségi
véaltozok egy (egyszeril) tulajdonsdgat, majd megmutatom, hogy ez segit dltalanositani
és jobban megérteni az elsé téma jegyzetében targyalt urnabeli htuzasokkal kapcsolatos
feladatok megoldasat.

Lemma felcserélhet6 valésziniiségi valtozdk véges dimenzids eloszlasairdl.
Legyenek &1, ..., &, diszkrét eloszldsi, feleserélhetd valdsziniségi vdltozok egy (€2, A, P)
valdszinidségi mezén, amelyek értékeiket valamely X = {x1,x2,...} véges vagy meg-
szdmldlhato halmazon veszik fel. Tekintsiink valamilyen rogzitett 1 < k < n szdmot, az
X tér valamely x; € X, 1 <1 < k, elemeinek sorozatdt és az {1,...,n} halmaz eqy k
elemt {j1,..., 5k} C {1,...,n} részhalmazit. Ervényes a

Pl =m1,...,&4 =) = P(§, = 21,..., &, = ak)
az0nossdg.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy olyan 7 € II(n) permutaciot, amelyre 7(1) = j1, 7(2) = ja,
., (k) = ji. Felirhatjuk a

P(& =w1,..., 5 = xp)
= > P& =21, 6 = Tk, Eht1 = Tht1s -+, §n = Tn)

z;: x;€X, ha k+1<I<n

azonossagot. Ezért a valdszinliségi valtozok felcserélhetosége miatt

P =m1,...,& = 21)

= > P& =21, 6 = T, k1 = Tht1s -+, §n = Tn)
z;: x;€X, ha k+1<I<n
= Z P(éﬂ(l) =Ty, 7€7r(k) = Lk, éﬂ'(k—l—l) = Th+15- - 7§7r(n) = xn)

x;: x1€X, ha k+1<I<n
=Py =21, snp) = ) = P(&5, = 71,..., &, = 7).

Az utolsé azonossag bal és jobboldaldnak Osszehasonlitasabol kovetkezik a lemma alli-
tasa.

Az urnabol val6 visszatevéses huzasrdl szolé feladat megoldasaban ezen lemma
eredményét hasznaltuk fel. Tartalmazzon egy urna n fehér és m piros golyét, es htizzuk
ki ezen golydkat egymés utdn visszatevés nélkiil. Vezessiik be a kovetkezd &5, 1 < j <
n + m, valészinliségi valtozdkat: §; = F', ha a j-ik huzés fehér, és {; = P, ha a j-ik
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huzas piros. Ekkor &1, ..., &, 1m felcserélheto valoszintiségi valtozok, és alkalmazhaté ra
a fenti lemma.

Ezért P(§;, = P,{;, = P) = P(§& = P& = P) minden 1 < j; < jo < n+m
indexre, azaz annak a valdszintiisége, hogy a j1-ik és jo-ik hiizdsban piros golyot hizunk
megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az els6 és masodik htzasban piros golyot
hizunk. A vizsgalt feladat megoldasaban ilyen Osszefliggéseket hasznaltunk fel.

Hadzi feladat:

Rogzitsiink valamely » > 1 és s > 0 egész szamokat. Legyen adva egy urna
abban valahany golyd, amelyek mindegyike az 1,...,r szdmokkal jelzett szinek
valamelyikét veszi fel. Huzzunk ki n goly6t az urndbdl egymds utédn (minden
urndban levs golydt egyforma valdszintliséggel hizzuk) dgy, hogy azutédn, hogy
kihiztunk egy golyét visszadobunk az urndba s darab a kihtzott goly6 szinével
azonos szinli golyo6t. Jelolje &; a j-ik kihuzott golyé szinét. Léssuk be, hogy
&1, ..., &, feleserélheto valdszintiségi valtozok.
Lassunk egy masik tipusu feladatot, amelynek vizsgdlataban hasznos a felcserélhet6
valészintiségi valtozok haszndlata. A kovetkezd feladat hasonlit a harmadik el6addson
targyalt 5. es ba. feladathoz.

Feladat:

Egy szabalyos érmét feldobunk egymads utan egészen addig, amig 6todszor meg-
jelenik egy fejdobas. Azutdan a dobdassorozatot abbahagyjuk. Léassuk be, hogy
annak a valészintisége, hogy az utolsé dobast kettével megel6z6 dobéas eredménye
irds ugyanannyi, mint annak a valdszintisége, hogy az elsé dobas eredménye iras.
Mennyivel egyenloek ezek a valdszintiségek?

Megoldas. Tekintsiik az els6 [—1 dobas értékeit azon feltétel mellett, hogy a k-ik fej-
dobds az [-ik dobasban jelenik meg. Vegyiik észre, hogy ezek valdszintiségi valtozok
(eszerint a feltételes eloszlds szerint) felcserélhetéek. Ezért annak a feltételes vald-
szintisége, hogy az | — 2-ik dobas eredménye iras, feltéve, hogy a k-ik fejdobas az
[-ik dobasban kovetkezik be, ugyanannyi, mint annak a valészintiisége, hogy az els6
dobas eredménye iras ugyanazon feltétel mellett. Mivel ezen két esemény feltételes
valészintisége, ama feltétel mellett, hogy a k-ik fejdobds az I-ik dobéasban jelenik
meg minden [-re megegyezik, ezért ezen események (feltétel nélkiili) valészintisége
is egyenlo. Ez a valdszintliség %

Hazi feladat.

Egy szabdlyos érmét feldobunk egymdés utdn végtelen sokszor. Rogzitsiink egy k&
egész szamot, és definidljunk minden [ > k egész szamra egy 1 < ji(I) < jo(l) <
-+ < jg(l) <1 sorozatot. Tekintsiik ezt a sorozatot egészen addig, amig az k-edik
fejdobas megjelenik. Ha ez az I-ik dobdsban torténik akkor tekintsiik a ji(1)-ik,
j2(1)-ik és ji(1)-ik dobasokat. Lassuk be, hogy annak a valdsziniisége, hogy a ji(1)-
ik, j2(1)-ik és ji(1)-ik dobasok mindegyike fej, megegyezik annak a valészintiségével,
hogy az elsé k dobas fej, ami 2~ F-val egyenld.
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Kovetkezo témank a valdszintiségszamitas egyik legfontosabb fogalméahoz, a varhaté
értékhez kapcsolodik. Egyelore, a jobb megértés érdekében, csak a diszkrét eloszlasu
valoszinliségi valtozd varhatd értékét vezetem be. Targyalom annak legfontosabb tu-
lajdonsagait. Nagyon fontos azon feladatok megoldasanak jo6 megértése, amelyek arrol
szolnak, hogy hogyan tudjuk valdszintiségi valtozdk varhato értékét effektive kiszami-
tani.

Diszkrét eloszlastu valdszintliségi valtozok varhaté értékének a definicidja.
Legyen & diszkrét eloszldasu valdsziniiségi vdltozo, amely xq,xs,... értékeket vesz fel

o0
pr = P(§ = xy) valdszindséggel, k = 1,2,..., > P(§ = xx) = 1. A & valosziniiségi
k=1

valtozo varhaté értéke az

E¢ =Y apP(E = zp)
k=1

osszeq, feltéve hogy ez az dsszeqg abszolut konvergens. Ha ez az 0sszeqg nem abszolut
konvergens, akkor nem definidljuk az E€ vdrhato értéket.

1. megjeqyzés. A £ valésziniiséget definidlé Gsszeg gy is értelmezhetd, mint az (2, A, P)
valésziniiségi mezon definialt £ (elemi) fliggvény Lebesgue integrédlja a P mérték szerint.
Ez az észrevétel érthet6bbé teszi néhany a varhato érték tulajdonsagairdl sz6lé eredmény
hatterét, illetve azt, hogy hogyan érdemes definidlni a varhatd értéket az altalanos
esetben.

2. megjegyzés. Most és a tovabbiakban az egyszerlibb és egységesebb jelolés érdekében
feltessziik, hogy a diszkrét eloszldsu £ valésziniiségi valtozé (megszamldlhatéan) végtelen
sok értéket vesz fel. Ez nem jelent megszoritast, mert ha £ csak véges sok értéket vesz
fel, akkor is feltehetjiik, hogy ezenkiviil még felvesz végtelen sok értéket nulla valdszi-
niséggel.

3. megjegyzés. A varhatd értéket az angol expectation szd kezdobetlijével az E betiivel
jeloljik. Manapsdag ez a legelterjedtebb jelolés, bar hasznaljdk az M betiit is a német
mathematischer Mittelwert kifejezés alapjéan.

oo o0
Emlékeztetd. Azt mondjuk, hogy a > vy, sor abszolut konvergens, ha nemcsak a »_ y,,
n=1 n=1

oo oo oo
hanem a Y |y,| sor is konvergens, azaz > |y,| < co. Ha csak a > y,, sor konvergens,
n=1 n=1 n=1

oo
és a > |yn| sor divergens, akkor feltételesen konvergens sorrdl beszéliink.
n=1

Felidézek néhany eredményt, amelyek megmagyarazzak, miért koveteltiikk meg a
>

varhaté érték definiciéjdban azt, hogy a > x,P(§ = xy) sor ne csak konvergens, hanem

k=1
abszolut konvergens is legyen.
o]
Ha a ) y, sor abszolut konvergens, akkor ennek tetszOleges dtrendezése azaz
n=1



oo
tetszoleges olyan ) yj(n) Osszeg, amelyre a k(n) = j egyenletnek pontosan egy megol-
n=1
désa van minden 1 < j < 0o egész szamra szintén konvergens, és ugyanaz a hatarértéke
mint az eredeti sorrendben. Ez a tulajdonsdg nem abszolut konvergens sorozatokra mar

nem igaz. SOt, ebben az esetben a kovetkez6 negativ jellegii allitas érvényes.

o0
Legyen > x, egy konvergens, de nem abszolut konvergens sszeg. Ekkor tetszé-
n=1
leges —c0 < a < oo szdmra létezik e sor tagjainak olyan (az « szamtdl fiiggd) k(n),
N
n=1,2,... atrendezése, amelyre lim 3} z(,) = .
N—oopn=1

Miért fontos az a megkotés, hogy a varhato értéket definidlé 6sszeg nemcsak kon-
vergens, hanem abszolut konvergens is? Vegyilik példaul azt az esetet, amikor a &
valésziniiségi valtozd értékei az Osszes raciondlis szam halmaza. A raciondlis szamok,
mivel megszamlalhatéan sokan vannak, felsorolhatéak mint egy x1, o, ..., sorozat. De
ennek a felsoroldsnak nincs egy természetes sorrendje. Ezért a varhaté értéket definidld
Osszeg csak akkor értelmes, ha annak értéke nem fiigg attél, hogy a & valdszintiségi
valtozo lehetséges xj értékeit milyen sorrendben soroljuk fel.

Az abszolut konvergens sorok fent emlitett tulajdonsiaga szerepelt az analizis tan-
anyagban. A bizonyitds megismétlése helyett lassunk inkabb egy példat, amely megmu-
tatja, hogy a nem abszolut konvergens sorok masképpen viselkednek, mint az abszolut
konvergensek. Tekintsiikk az § =1 —1+ % — % + % — % + % — % + --- sort. Ez a sor

oo

konvergens, hatédrértéke zérd, ugyanakkor nem abszolut konvergens, mert > ; = ooc.
k=1
1

>
Tekintsiik e sor kovetkezd atrendezését: S = 1 + kzl <2Lk + ﬁ +o e — %)
Ez az atrendezett sor divergens, mert a k-ik tagra 2% + ﬁ + -+ ﬁ — % >
k
Q%ﬁ — % = % — % Roviden, kissé nagyvonaliian, azt mondhatjuk, hogy abszolut kon-
vergens sorozatokkal ugyanolyan szabadon szamolhatunk (atrendezhetjiik 6ket, abszolut
konvergens sorok szorzataiban elvégezhetjiik a tagonkénti szorzast), mint véges Osszegek

esetében, mig nem abszolut konvergens sorok esetében ezt nem tehetjiik meg.
Szamitsuk ki a varhaté értéket egy viszonylag egyszert feladatban.

Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk 100-szor egymas utan. Szdmoljuk ki a fej-
dobésok szdménak a varhato értékét.

Megoldas: Annak valésziniisége, hogy pontosan k fejdobds torténik 100 dobéas ese-
100
tében (190)271%°, 0 < k < 100. Ezért B¢ = kzok(lgo)z—loo a keresett varhatd

érték. Ezt az Osszeget ki tudjuk szamitani a kovetkezo észrevétel segitségével:

k(:) = n(Zj), ha 1 < k£ < n. Innen n = 100 valasztassal

100 100 99
_ 100 —100 __ 100 —100 __ 99 —100
Eg_Ejk(k)Q _Ejk<k)2 =100 L )2
k=0 k=1 k=0
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99 99 99
99\ (1 1 1
_5ok§_0j(k> (5) =50- (§+§> = 50.

Heurisztikusan a kovetkez6 modon érvelnénk: KEgy pénzfeldobds esetén a fejek
szamanak a varhato értéke %, szaz pénzfeldobas esetén a pénzdobasok szamanak varhato
értéke 100 - 3 = 50.

A kovetkezo fontos eredmény, amelynek bizonyitasat késébb ismertetem, megma-
gyarazza, hogy a fenti heurisztika miért adott helyes eredményt, és ennek segitségével
hogyan lehet kiszamitani sok esetben egyszeriien valoszintiségi valtozdk varhaté értékét.

Tétel a varhaté érték additivitasardl. Legyenek &1, &o (diszkrét eloszlasi) valdszi-
niségi valtozok, amelyeknek létezik vdarhato értékuk. Ekkor a & + &s o0sszegnek is létezik
vdrhato értéke, és

E(& + &) = E& + EG.

Kovetkezmény. Legyenek adva &1,&s,...,&k (diszkrét eloszldsi) valdszindiségi vdlto-
20k, amelyeknek létezik varhato értékiik, és legyenek cq,...,cr valds szamok. Ekkor a
c1&1 + cobo + - - - + i€ valosziniiségi vdltozonak is létezik varhato értéke, és

E(ci& 4+ b+ + auén) = aB& 4+ coE + -+ - + e B,

Megjegyzés. Erdemes hangsilyozni, hogy a fenti eredményben nem tételeztiik fel, hogy a
tekintett valészintiségi valtozok fiiggetlenek. Ez az észrevétel bizonyos alkalmazasokban
hasznos. Késobb tanulni fogjuk, hogy a most megfogalmazott eredmény nemcsak disz-
krét eloszlasi valdszintliségi valtozok Osszegeire érvényes.

Lassuk, hogy hogyan tudjuk kiszamitani az el6zd feladatban tekintett varhato
értéket a fenti eredmény segitségével.

Vezessiik be a kovetkezd valoszinliségi valtozokat: §; = 1, ha a j-ik dobds eredménye

fej, £ = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds. Azaz a &; valdszinliségi valtozd azt
szamolja, hogy mennyi a j-ik dobas eredményének hozadéka a fej-dobasok szamahoz.
100
Ekkor minket az E | Y & | varhaté érték érdekel. Viszont a fenti eredmény alapjan
j=1
100 100
E{Y¢&|=2XE, é8E=1-P&=1)+0-P(&=0)=1-1+1-0=1 minden
j=1 j=1
100
1 < j <100 indexre, ahonnan E [ > & | =100 - 1 = 50.
j=1
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Feladat:

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 100-szor egymas utan. Szamoljuk ki a dobés-
eredmények Osszegének a varhato értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 100, valészinliségi valtozokat: &§; =
1, ha a j-ik dobds 1, {; = 2, ha a j-ik dobés 2, §; = 3, ha a j-ik dobas 3, {; = 4, ha a
Jj-ik dobas 4, &; = 5, ha a j-ik dobds 5, és £; = 6, ha a j-ik dobds 6. Ekkor a vizsgalt

100 100
osszeg S = Y &, ahonnan ES = Y E¢;. Mivel B = g(1+2+---46) = 3.5
j=1 j=1

minden 1 < 57 < 100 indexre, innen £S = 100 - 3.5 = 350.
A varhaté érték tulajdonsdgainak bizonyitasaban nagyon hasznos az aldbbi segédtétel.

Segédtétel a varhato érték tulajdonsagairdl. Legyen & egy diszkrét eloszldsu
valészintiségi valtozo egy (2, A, P) wvalészintiségi mezdn, amely valamilyen zq,xa,. ..,
értékeket vesz fel, és legyen By = {w: &(w) = ax}, k = 1,2,..., a & valdsziniségi
vdltozo értékei dltal meghatdrozott teljes eseményrendszer. Legyen C;, 7 = 1,2,...,
egy ennél finomabb teljes eseményrendszer, azaz tegyik fel, hogy a C; € A halmazok

diszjunktak, |J C; = Q, és minden C; halmazhoz tartozik olyan By, halmaz, amelyre
j=1
C; C By. Ekkor By = U C; minden k indexre. Ha C; C By, akkor rendeljik
j: C;CBy

hozzd a C; halmazhoz az y; = x szamot. A > xpP(By) és Y y;P(C;) dsszegek
k=1 j=1

egyszerre abszolut konvergensek, és ha ezek az dsszegek abszolut konvergensek, akkor

E¢ =) axP(Bi) = Y _y; P(C)).
k=1 j=1

A fenti Segédtétel tartalat a kovetkez6 moédon is interpretalhatjuk. Ha az FE¢
varhato értéket defindlé E¢ = >z P(By), Br = {w: £(w) = xx} Osszegben szerepld
By, halmazokat kisebb C; darabokra bontjuk, akkor a varhaté értéket E{ = ) y; P(C))
alakban is felirhatjuk, ahol y; a &(w) fliggvény értéke a C; (illetve az 6t tartalmazé
halmazon. A varhaté érték ilyen felirdsa emlékeztet az integralok definiciéjaban szereplo
integralkozelito osszegekre.

Valéjaban itt sokkal tobbrél van szd, mint puszta formélis analégiarél. A mér-
tékelméletben bevezették az igynevezett Lebesgue integral fogalmat, ami altalanosabb,
mint a Riemann integral. A varhaté érték, amirél beszéliink, a &(w) valdszintiségi vél-
tozénak, azaz az (2, A, P) téren definidlt (mérhetd) fiiggvénynek a Lebesgue integralja
a P mérték szerint. Erre a tényre a késébbiekben nem lesz sziikségiink, de sok meggon-
dolas hatterében ennek ismerete rejtozik. fgy példaul a varhaté érték additivitasa az
integral additivitasanak az atfogalmazasa. Bar itt nem foglalkozunk a Lebesgue integral
fogalméanak kidolgozasaval, mert erre nincs sziikségiink, valdjaban az ehhez sziikséges
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munka jelentOs részét megtessziik. Diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok varhaté
érték definicidjanak bevezetésével az egyszerli (elemi) fliggvények Lebesgue integraljat
definialjuk, és a varhaté érték tulajdonsagainak a bizonyitdsaval a Lebesgue integral
legfontosabb tulajdonsdgait bizonyitjuk.

oo o0
A Segédtétel bizonyitdsa: El6szor azt mutatjuk meg, hogy a > x, P(By) és > y; P(Cj)
k=1 j=1
osszegek egyszerre abszolut konvergensek.

Ha a ) x,P(By) 0sszeg abszolut konvergens, akkor 1étezik olyan L < oo szdm,
k=1

o0
amelyre > |xgx|P(By) = L, és ezért minden N indexre
k=1

N o)
> 1yl P(Cy) <) x| P(By) = L.
j=1 k=1

Innen kovetkezik, hogy Z ly;|P(C;) < L, azaz a E y; P(C;) 6sszeg is abszolut kon-

Jj= Jj=1
vergens.

Ha a ) y;P(Cj) 6sszeg abszolut konvergens, akkor Z ly;|P(C;) < L < oo alkal-
j=1 j=1
mas L szammal, ahonnan tetszoleges N indexre

oo

N N 0
Z 2| P(By) = Z Z |ly; | P(C Z ly;|P(C)) < L < o0,
k=1

k=1j: C;CBy Jj=1

oo

és ezért a Y x P(By) Osszeg is abszolut konvergens. Ezzel belattuk, hogy a két tekin-
k=1

tett Osszeg egyszerre abszolut konvergens.

Ha a fenti sorok abszolut konvergensek akkor felirhatjuk minden k indexre az

zx P(By) = Z y; P(C;)

j: C;CBy

azonossagot. Ezeket az azonossagokat Osszegezve minden k-ra, és felhasznalva azt,
hogy egy abszolut konvergens sor tagjai tetszéleges atrendezés utan ugyanoda konvergal
kapjuk, hogy

N N 00 00
E¢=) wP(By) =Y > yP(C)=) yP(C
k=1 j=1

k=1j3: C;CByg

és ezt kellett bizonyitanunk.



A wdrhato érték additivitdsdt kifejezd E(§1 + &2) = E& + E&, azonossdg bizonyitdsa.
Az & és & valdszinliségi valtozdk vegyék fel az x1,xo,... értékeket. Vezessiik be a
C(j,k) = {w: &(w) = 24,6 (w) =z}, 4,k = 1,2,..., eseményeket. A Segédtételt
alkalmazva a B(k) = {w: & (w) = z) és az elébb bevezetett C(j, k) halmazokkal

kapjuk, hogy
D 3 PEe
j=1k=1

Hasonl6an a Segédtétel alkalmazasa a B(k) = {w: &(w) = x) és a C(J, k) halmazokkal

azt adja, hogy
E& =Y ) xP(C(j, k
j=1k=1

E két azonossagot Osszeadva, kapjuk, hogy
B¢+ E& = Z > (= + zx) P(C(4, k).
j=1k=1

Masrészt, ismét a Segédtétel alapjan (a B(j, k) = {w: & (w) + &(w) = 5 + 2x)} és
C(4, k) halmazokkal) érvényes az

o oo
& 4+8&) =) (x;+z)P(C(j, k)
j=1k=1
reldcié is. Ezekbél az Osszeftiggésekbol kovetkezik az E€; + E€s = E(&1 +&2) azonossag.
Egy & valdszintiségi véltozé valamilyen g(§) fiiggvényének Eg(¢) varhatd értékét
kiszamolhatnank a varhato érték eredeti definiciéjanak a felhasznaldsaval ugy, hogy

el6szor kiszamoljuk a g(§) valészintiségi valtozé eloszldsat. De sokszor egyszeriibb a
varhaté érték kiszamolasat az alabbi egyszerii tétel segitségével végezni.

Tétel diszkrét eloszlasi valésziniiségi valtozo fiiggvényének a varhato értéké-

rol. Legyen & diszkrét eloszldsi valosziniségi valtozo, amely bizonyos x1,xs, ... értéket
vesz fel, és legyen g(x) az X = {x1,x9,...} halmazon definidlt valds értéki fiigguény.
Ekkor

= gla)P(E = 1))

feltéve, hogy a > g(x;)P(§ = x;) dsszeg abszolut konvergens.
j=1

Bizonyitds: Vezessikk be a C; = {w: {(w) = z,;} halmazokat és y; = g(x;) szdmokat,
j=1,2,.... Ekkor alkalmazva a Segédtételt a By = {w: g({(w)) = x} és a fenti C,
halmazokkal az n = g(§) valdsziniiségi véltozéra megkapjuk a Tétel allitasat.
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A kovetkezo eredmény fliggetlen valdszintliségi valtozok szorzatanak a varhatd értékérol
szOl.

Tétel fiiggetlen valdsziniliségi valtozok szorzatardl. Legyenek £1,&,...,&, fig-
getlen, diszkrét eloszldsi valdszinidségi vdltozok, amelyek mindegyikére létezik az EE;,
1 < j < n wvdrhato érték. Ekkor az E&1&s --- &, vdarhato érték is létezik, és

E&i& - &n = EGE - Bn.

Megjegyés: A fent megfogalmazott eredmény rendkiviil fontos tulajdonséga a fiiggetien
valoszintliségi valtozdknak.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a &1,...,&, valdészintiségi valtozok xq,xs, ..., értékeket
vesznek fel. Ekkor

E¢ ---E€, = Z zj, P& =x4,)- - Z zj, P&, = x;j,)
J1=1 Jn=1

— Z Zle...xjnp(gl:le)...p(gn:xjn)

= Z~~~Z.’I?jl"'xjnp(flzxjw"' 7€n:$jn)7

a &, 1 < j < n valdszintiségi véltozok fiiggetlensége miatt, valamint azért mert a fenti
sorok mindegyike abszolut konvergens. (Ugyanis abszolut konvergens sorok szorzata is
abszolut konvergens. Ez azt jelenti, hogy ha egy a(i) és b(j), 1 < i,j < oo, sorozat
abszolut konvergens, akkor a c(i,j) = a(i)b(j) sorozat is abszolut konvergens.) Viszont
a Segédtétel alapjan a fenti azonossag jobboldaldn szereplo kifejezés E&1&s - - - &, ezért

E& & & = E§1ESy - - - EE,.

A fenti eredmények alkalmazasaként megoldjuk a kovetkezo feladatot.
Feladat:

1.) Egy szabélyos dobdkockat feldobunk tizszer. Szémoljuk ki a dobédsosszeg harmadik
hatvanyanak a varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kévetkezd valdszintiségi valtozokat: &;(w) = k, ha a

3
10

j-ik dobés eredménye k, 1 < j < 10, 1 < k < 6. Ekkor az F (Z éj(w)>
j=1

)3

10
varhaté értéket kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsiik a <Z &i(w)
j=1
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kifejezést és értsiik meg milyen tagokat kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat.
Egyrészt megjelenik 10 darab &7 alaki kifejezés, és E¢} = E&} minden ilyen
tagra. Ezenkiviil megjelenik 3 - 10 - 9 darab &ffk,, j # k, alakua kifejezés, mert a
lehetséges (j, k) parokat 10 - 9 médon valaszthatjuk ki, és a k (a négyzetre nem
emelt tényez6) harom helyen szerepelhet a szorzatban. (Tehét példaul a &;&5
alaku tagnak 3 lesz az egylitthatdja a szorzatban.) Tovabba minden ilyen tagra
EE3E, = BEEE, = BEEE . Tovabbi, hasonlé meggondoldsok alapjén lathatjuk,
hogy 10 -9 - 8 médon jelenhet meg ;& alaku tag, ahol a j, k és | indexek mind
kiilonbozoek, és ezekre E&;€rE = (Efl)?’. Valéban, a ;& alaku alaku tagok
osszeszamlalasandal vegyiik észre, hogy 1 < 7 < k < [ < 10 alaki szdmharmasokat
(130) féleképp valaszthatunk, a &; tényez6 a szorzatban 3-féleképp jelenhet meg, a
szorzat els6, masodik vagy harmadik tagjaban, a & tényez6 ezutan 2-féleképp, a &
tényezo pedig egyféleképp valaszthatd. Masfajta tag nem jelenikmeg a szorzatban.

3
10
Innen a varhato érték additivitasat kihasznélva azt kapjuk, hogy E (Z &; (w)) =
i=1

10EE3 + 2T0E& E(€2) + 720 (B = 735 + 14332.5 + 30870 = 45937.5, mert
91

E¢ = 3.5, BE = 9L és BE} = 73.5.
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