A Valészintiségszamitas I. eléadassorozat harmadik témaja.

Feltételes valdsziniiség és események fiiggetlensége.

El6szor ismertetem a feltételes valdszintiség fogalméat és legfontosabb tulajdonsagait.

Egy A esemény (halmaz) P(A) valészintisége azt méri, hogy mennyire tartjuk va-
l6szintinek ennek az A eseménynek a bekovetkezését. Viszont ha tudjuk, hogy egy
masik B esemény bekovetkezett, akkor ez a plusz informéacié megvaltoztathatja megité-
lésiinket errdl a valdszintiségrol. Erdemes ezt a kérdést részletesebben is targyalni.
Ezért bevezetjiik a P(A|B) feltételes valdszinliséget, amely az A esemény feltételes
valoszinliségét méri, feltéve a B eseményt, azaz azt, hogy a B esemény bekovetkezett.
A feltételes valdszinliség definicidja egyszerli, és néhany egyszerii és természetes tény
megértese utan jol tudunk vele szamolni. Viszont, mivel ez nagyon fontos fogalom,
érdemes t6bb példéat (lehetéleg nalléan) megoldani annak érdekében, hogy a feltételes
valoszintiségekkel minél biztosabban tudjunk banni. El6szor megadom e fogalom pontos
definiciojat.

A feltételes valdsziniiség definiciéja. Legyen B egy olyan esemény egy (2, A, P)
valészintiségi mezdén, amelyre P(B) > 0. Egy ugyanezen a valdsziniliségi mezdn lévd
A esemény P(A|B) feltételes valdsziniiségét feltéve a B eseményt (azaz a B esemény
bekovetkezését) a

P(ANB)

P(AIB) = =55

képlet adja meg.

Megjegyzés: Csak pozitiv valésziniiségi B események, azaz P(B) > 0 esetén definidljuk
a P(A|B) feltételes valdszintiséget.

E definicié szemléletes tartalma a kovetkezo. Ha a B esemény bekovetkezik, akkor
minden a B eseményt kizar6 esemény feltételes valoszintisége, (feltéve a B eseményt)
nulla, tovabba tetszoleges A esemény feltételes valdszintisége megegyezik az A N B
esemény feltételes valoszinliségével. Természetes feltenni, hogy az A N B esemény
P(ANB|B) feltételes valdszintlisége aranyos az AN B esemény P(ANB) valosziniiségével.
Mivel P(B|B) = 1, ez sugallja a fenti definiciét.

Annak érdekében, hogy jobban megértsiik a feltételes valdszinliség fogalmat tekintsiik
néhany feladatot.

1.) Egy szabélyos pénzdarabot feldobunk 10 alkalommal. Valaszoljuk meg a kovetkezo
két kérdést:
a.) Mi a valdszintlisége annak, hogy pontosan 6 fejdobdas torténik?
b.) Mi a valdsziniisége annak, hogy pontosan 6 fejdobas torténik, ha tudjuk, hogy
az els6 pénzdobés eredménye fej?

Megoldds: Az a.) kérdésre a valasz az, hogy (160)2_10, mert (160) egymast kizard

eseményt kell figyelembe venni, és ezek mindegyikének 2710 a valdszintisége.
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A b.) kérdésre a feltételes valosziniiség formalis definicidjat nem ismerve a kovet-
kez6 valaszt adnank: Ez a feltételes valoszintiség (2)2_9, mert a feltétel teljesiilése

esetében (g) egymast kizaro eseményt kell figyelembe venni, azt, hogy a 2.-tél a 10.
dobésig a (2. és 10. dobast is beleszamitva), tehat 9 dobasban pontosan 5 fejdobés
tortént, és ezen események mindegyikének a valészintisége 27°.

A formalis definicié szerinti szamolasban kissé masképpen érveliink, de ugyanazt
az eredményt kapjuk. Jelolje A azt az eseményt, hogy a 10 dobasban pontosan
6 fejdobas tortént, és B azt az eseményt, hogy az els6 fejdobas fej. Ekkor a

P(A|B) = P}(;ég])g) feltételes val6szintiséget kell kiszdmolni. Tovdbba P(B) = 3,

P(ANB) = ()27, ezért P(A|B) = (})27°. A P(AnB) = (})27° azonosség
azért igaz, mert AN B az az esemény, hogy az els6 dobas fej, és az utana kovetkezo
9 dobésban pontosan 5 fejdobds tortént. Osszesen (g) ilyen dobéassorozat van, és
ezek mindegyikének 2719 a valdszintisége.

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk kétszer egymas utan.

a) Mi a valdsziniisége annak, hogy lesz legaldbb egy hatos dobas?

b) Mi a feltételes valdsziniisége annak, hogy lesz legalabb egy hatos dobés, ha

tudjuk, hogy a két dobas értéke kiillonboz?

Megoldds: Minden (i,j5), 1 < i,5 < 6 dobéaspar valdszintisége %. Az a) kérdés
megvalaszolasdhoz 0ssze kell szdmolni, hogy hany olyan dobaspar van, amelynek
legalabb az egyik eleme 6-os. Hat olyan dobaspar van, amelynek az els6 eleme 6-os.
Ezenkiviil még 5 olyan dobaspar van, amelynek a masodik eleme 6-os, de az els6
eleme nem hatos, tehat még nem szamoltuk. Ezért 6sszesen 11 a feltételt kielégitd
dobaspar van, és a keresett valdszintiség :1,)—(13.
Vezessiik be az A eseményt, ami azt jeloli, hogy volt 6-os dobas és a B eseményt,
ami azt jeloli, hogy a két dobas értéke kiilonb6z6. A b) kérdés megvalaszoldasahoz a

P(A|B) = % feltételes valészintiséget kell kiszdmolnunk. Vegyiik észre, hogy

P(ANB) = %, mert 10 olyan dobéspar van, amely mind az A eseményben, mind
a B eseményben benne van. Vagy az els6 dobds hatos, és a a mésodik dobas nem
az, vagy az elsé dobéds nem hatos, és a masodik dobés az. Hasonléan, P(B) = %,
mert a B eseményt teljesité dobasparok elsé elemét 6, a masodik elemét 5-féleképp

vélaszthatjuk. Innen a keresett feltételes valészintiség P(A|B) = &.
(Latjuk, hogy az ebben a feladatban tekintett feltétel nélkiili és feltételes valdszi-

niiség kiillonbozik egymdastol, de eltérésiik kicsi.)

Reggel valaki hazulrél elmenve a lakaskulcsot elteszi, mégpedig tgy, hogy 0.5
valészintiséggel teszi a kabatzsebébe, 0.3 valdsziniiséggel a nadragzsebébe és 0.2
valészintiséggel a mellényzsebébe. A nap folyaman mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébol 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébdl viszont 0 valdszinii-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadragzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdszintisége, hogy a
lakaskulcs ott van a mellényzsebében?

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabdt Ao,
hogy a nadriag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt az
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eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, Ag és
As események egymdst kizardak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2 tovdbba
P(B|A;) = 0.9, P(B|As) = 0.8 és P(B|As) = 1. Vezessiik be a C = (BN A;) U
(BN Ay) U Az eseményt. (Itt és a tovdbbiakaban B a B halmaz Q \ B komple-
menterét jeloli.) Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy emberiink este nem taldlta a

lakdskulcsot sem a kabdt sem a nadragzsebében. Ezért minket a P(B|C) = PI(DB(S)C)

feltételes val6szintiség érdekel. Viszont P(C) = P(A1NB)+ P(A; N B)+ P(A43) =

P(B|A;)P(A;) + P(B|A3)P(As) + P(A3) = 0.1-0.5+0.2-0.3 4 0.2 = 0.31,

és P(BNC) = P(BN A;s) = P(A3) = 0.2. Innen a minket érdekld feltételes
02 _ 20

valoszintiség értéke 57 = 57

A feltételes és hagyomanyos valdsziniiség fogalmai kozott fogalmaz meg kapcsolatot a
kovetkezo lemma.

Lemma a feltételes valészintiség altal meghatarozott valdésziniiségi mez6 léte-
zésérol. Legyen (2, A, P) valdsziniiségi mezd, és legyen rajtva adva eqy B € A esemény,
amelyre P(B) > 0. Vezessiik be a Pg, Pg(A) = P(A|B), A € A, halmazfiiggvényt a A
o-algebrdn. Ekkor (2, A, Pg) szintén valdsziniiségi mezd.

Bizonyitas: Pp(2) = 1, A o-algebra, azt kell még ellendrizni, hogy Pp o-additiv az
A o-algebran, azaz, ha A,, n = 1,2,..., diszjunkt halmazok, akkor Pg < U An) =
n=1

>~ Pgp(A,). Viszont ebben az esetben az A, N B halmazok is diszjunktak, ezért
n=1

Pp (@ An> 7 (@1 A") mB) o (nf_jl(An mB))

P(B) N P(B)

i P(AnﬂB) [e’e) oo
_ n=l 5] = P(4,|B) =" Py(4,).

Megfogalmaztam néhany egyszerii allitast a feltételes valdszintiségrél. Ezeket nem
kell feltétleniil megtanulni, mert olyan osszefiiggéseket fejeznek ki, amelyekre magunktol
is rajoviink. Fontosabb inkabb megérteni azt, hogy konkrét feladatokban hogyan hasz-
naljak ezeket az Osszefiiggéseket.

El6szor felidéztem a teljes eseményrendszer definiciéjat, ami lényegében nem més
mint a halmazelméletben szereplo particié fogalmanak ujrafogalmazasa a valdszinliség-
szamitas nyelvén.

Teljes eseményrendszer definicidja. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd
és azon A, € A események (halmazok) véges vagy megszamldalhatéan végtelen rendszere.
Azt mondjuk, hogy az A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha azok diszjunkt

halmazok (mds széval egymdst kizdrd események), és |J A, = .



Megjegyzés: Ha egy A halmazt eldallitunk véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok
diszjunkt A,, halmaz uniéjaként, azaz A = A1 UA3 U A3U-- -, akkor egy ilyen el6allitast
az A halmaz particiéjanak neveziink. Ennek az altalanosan hasznélt fogalomnak a
felhaszndalasaval egy teljes eseményrendszert az ) biztos esemény véges vagy megszam-
lalhatoan végtelen sok elembdl allo particiéjanak is nevezhetiink.

Teljes valdszintliség tétele. Alkossanak a B, halmazok pozitiv valdsziniségi halma-
zokbol allo teljes eseményrendszert. Ekkor tetszéleges A halmazra

P(A) = P(A|B)P(B:) + P(A|B2)P(B) + - - -

A Tétel bizonyitdsa:

P(A)=P(ANBy)+P(ANDBy)+---= P(A|By)P(B1) + P(A|B3)P(Bs2) + - - -

Bayes formula.

P(B|A) = P(A|B)%, ha P(A) >0, és P(B) > 0.

A kovetkezo egyszerti eredményt a teljes eseményrendszerrdl szold tételnek is hivjak.

Tétel teljes eseményrendszer elemeinek feltételes valdszintliségérol. Legyen
adva eqy A esemény és eqy B, Ba, ..., teljes eseményrendszer. Ekkor

;P(AIBn)P(Bn)

minden ¢ = 1,2,..., szdmra.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy a felirt kifejezésben a szamldld

P(A[B;)P(B;) = P(AN By),

(B
oo oo
a nevez6 pedig > P(A|B,)P(B,) = Z P(ANB,)=P(A).
n=1 n=1

Megjegyzés: Az el6zo tételben szereplo formula azért hasznos, mert a kovetkezd gyakran
el6fordulé problémanak a megolddsdban segit. Ismerjiik egy A esemény P(A|Bj),
P(A|By), ... feltételes valoszintiségeit feltéve egy Bi, Bs,.. ., teljes eseményrendszert,
de minket a P(B;|A), i =1,2,..., feltételes valésziniiségek érdekelnek. E tétel eredmé-
nye szerint ezeket egyszertien ki tudjuk szamitani, ha ismerjiik a P(B,), n = 1,2,...,
valészintiiségeket is.

Konkrét esetekben ezekre az Osszefiiggésekre magunk is rajohetiink anélkiil, hogy
a formalis képleteket nézziik. Tekintsiink néhany példat.
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Feladatok:

4.) Harom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a mésodik 0.02 a harmadik 0.03 valdszi-
niiséggel gyart hibds csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik, és Gsszekeverik
azokat. Egy gyartott csavar 0.5 valdszintiséggel késziilt az els6 0.3 valdszintiséggel
a masodik és 0.2 valészintiséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart,
megnézziik, és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valdszintiséggel késziilt a csavar
eme feltételek mellett az elsé gépen?

Megoldas: Jelolje A, As illetve Az azt az eseményt, hogy a csavar az els6, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes val6sziniiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovabba P(B|A;) = 0.01, P(B|A3) = 0.02, és P(B|As) = 0.03. Ekkor
P(B) P(BNA))+P(BNAy)+ P(BN As3)
_ P(B|A)P(A,)
P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3)P(As)
B 0.01-0.5
~0.01-0.540.02-0.3+0.03-0.2°

5.) Egy szabdlyos dobdkockét feldobunk kétszer. Mi annak a valésziniisége, hogy mind
a két dobas eredménye hatos feltéve, hogy legalabb az egyik dobés hatos?
Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az els6 dobas eredménye hatos, As
azt az eseményt, hogy a masodik dobas eredménye hatos. Akkor minket a P(A; N
As|A1 U Ag) feltételes valdszintiség érdekel. Viszont

P((A1NA)N (A1 UA))  P(Ai1NA

P(A1 N AgA; U Ay) = ;

P(A; U Ay) - P(A; U A,
Mésrészt P(A; N Ag) = 5=, P(AjUAy) =1—P(A;1NAy)=1—2 =1l Innena

keresett feltételes valdszintiiség 11—1

A kovetkezd (egyszerti) feladat célja az, hogy Osszehasonlitsuk annak eredményét
az el6bb targyalt feladat eredményével, és megbeszéljiik mast jelent az a feltételt, hogy
két kockadobds koziil az egyik megnevezett dobds (példaul az els6 dobdas) hatos, és az
hogy adddott hatos dobéds. Képesek vagyunk-e szemléletiink alapjan szamolas nélkiil
megmondani, hogy melyik feltevés mellett nagyobb annak a feltételes valdszintisége,
hogy mind a két dobas hatos?

6.) Egy szabalyos dobdkockét feldobunk kétszer egymas utan. Mi annak a val6szint-
sége, hogy mind a két dobas hatos, feltéve hogy az els6é dobas hatos?
Megoldas: Jelolje A1 azt az eseményt, hogy az els6 dobas hatos, A, pedig azt az
eseményt, hogy a mésodik dobés hatos. Ekkor A; N As az az esemény, hogy mind a
két dobds hatos, és minket a P(A; N Az|A;) feltételes valdsziniiség értéke érdekel.

Viszont, P(A1 N Az|A;) = P(ﬁ(ff” = P(ﬁ()i(fz) = P(Az) = 3.




7.) Ha egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni,
mi annak a feltételes valészinlisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell
irni, feltéve, hogy a legjobb didk is ir dolgozatot.

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy a legrosszabb didk ir dolgozatot, B azt
az eseményt, hogy a legjobb didk ir dolgozatot. Ekkor mi a P(A|B) = %
(5-2)

()

(?:3) olyan vélasztas van, amelyben mind a legjobb mind a legrosszabb didk ir

feltételes valészinliséget akarjuk kiszamitani. Viszont P(A N B) = , mert

dolgozatot, Osszesen ( ) valasztas van, és minden valasztas egyforma valdszint.

33

n—1
Hasonléan, P(B) = (n;) Innen egyszerii szamolassal

-_—
3

P(AIB) - Ezf?i ==

Az elbadas kiegészitésében irtam tovabbi a feltételes valészinliséggel kapcsolatos
feladatokat is e feladatok megoldasaval egytitt. Ott visszatértem erre a feladatra
is, és ismertettem annak egy masfajta heurisztikus elveken alapuld targyalasat,
illetve azt, hogy miért ad ez a heurisztikus érvelés helyes eredményt.

Események fiiggetlensége.

Események és a késobb targyalando valdszintiségi valtozok fiiggetlensége a valdszini-
ségszamitas legfontosabb fogalmai kozé tartozik. Heurisztikusan azt mondhatjuk, hogy
egy A esemény akkor fluggetlen egy B eseménytol, ha az A esemény bekovetkezése
vagy be nem kovetkezése nem befolyasolja annak a valdszintiségét, hogy a B esemény
bekovetkezik-e. Ez azt sugallja, hogy a B esemény akkor fliggetlen az A eseménytol, ha
P(B|A) = P(B). Ezt az Osszefiiggést atrendezve jutunk a kévetkez6 definiciéhoz.

Két esemény fiiggetlenségének a definicidja. Azt mondjuk, hogy eqy A és B
esemény fiiggetlen, ha P(AN B) = P(A)P(B).

Ez a definicié azonban énmagdban nem elegend6é szamunkra. Beszélni akarunk tobb
esemény fiiggetlenségérdl is. Ezért a kovetkezo definiciét is bevezetjiik.

T6bb esemény fliggetlenségének definiciéja: Az Ay, ..., A, események akkor (tel-
jesen) fuggetlenek, ha az {1,...,n} indexhalmaz minden {ji,...,jx} C{1,...,n} rész-
halmazdra

P(Aj, N---NAj) =P(Aj) - P(4;,).

Események végtelen Ay, Ao, ... sorozata akkor és csak akkor fiiggetlen, ha tetszdleges
pozitiv n egész szamra az Ay, ..., A, események figgetlenek.
Specidlisan n = 3 esetben ez a definicié a kovetkezot jelenti: Az A, B és C
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események akkor fiiggetlenek, ha a kovetkezo azonossagok mindegyike teljesiil:

P(AN B) = P(A)P(B)

P(ANC) = P(A)P(C)

P(BNC) = P(B)P(C)
P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

A teljesség kedvéért megadom végtelen sok valdszinliségi valtozd fliggetlenségének
a definicidjat is.
Végtelen sok valdszintiségi valtozo fiiggetlenségének a definicidja. Legyen adva
&, t € T, valosziniiségi vdltozoknak eqy T esetleg végtelen halmaz elemeivel indexelt
rendszere. Azt mondjuk, hogy ezek a valoszinidségi vdltozok fiiggetlenek, ha a T halmaz
tetszoleges {t1,...,t,} C T véges részhalmazdra a &, ,...,&, wvaldsziniségi vdltozdk
fuggetlenek.

Megjegyzés: Alabb bevezetjik események paronkénti fliggetlenségének az irodalomban
szintén hasznélt fogalmét. Fontos, hogy események paronkénti fiiggetlenségének és (tel-
jes) fliggetlenségének a fogalméat meg tudjuk kiillonboztetni egyméstol.

Események paronkénti fiiggetlenségének a definiciéja. Legyen Aq, As,..., ese-
mények (véges vagy végtelen) sorozata eqy valdsziniiségi mezén. Azt mondjuk, hogy
ezek az események pdronként figgetlenek, ha tetszdleges kiilonbozd szamokbdl allo (j, k),
J # k, indexekre P(A; N Ay) = P(A;)P(Ayg).

Azért, hogy megmutatassuk, hogy az események (teljes) fliggetlenségének definiciéjaban
szereplo feltételek mindegyike fontos tekintsiik a kovetkezo feladatot.

Adjunk példéat egy (Q2,.A, P) valésziniiségi mezdre azon harom A, Ay és Az ese-
ményre, amelyekre P(A; N A N As) = P(A1)P(A3)P(A3), de az Ay, Ay és As
események nem fiiggetlenek.
Egy lehetséges konstrukcio: Legyen Q = {1,2,3,4,5}, A az Q halmaz Osszes
részhalmazaibdl all6 o-algebra, P({1}) = z, P({2}) = P({3}) = P({4}) =
P({5}) = 1 — z — 3y, alkalmas = és y szamokkal, P(A) = >  P({u}) minden
u€EA
A € A halmazra. Definidljuk az A, = {1,2}, Ay = {1,3} és A3 = {1,4} hal-
mazokat. Ekkor Ay N A N Az = {1}, ezért P(A; N Ay N Az) = x. Miésrészt
P(Ay) = (Ag) = P(A43) =x+y. Vélasszuk meg az x és y szamokat ﬁgy, hogy
r = (z+y)3 Egy lehetoseg erre, +y =3, ésekkor . = (z+y)3 = 5, y =
tovabba P({5}) = 4. Ebben a példdban P(A1 NAs N As) = P(A)P ( 2)P(A )
Viszont A1 N Ay = {1} = A1 N Ay N As, gy nyilvan P(A; N Az) # P(A1)P(A2).
Tehat a fiiggetlenség nem teljestil.

Lassunk példat arra is, hogy események paronkénti fiiggetlenségébol nem kovetkezik
azok fliggetlensége.

Példa: Definidlunk egy (£2,.4, P) valdszintliségi mezét, azon harom A;, As, As-mal jelolt
eseményt, amelyek paronként fiiggetlenek, azaz P(A; N As) = P(A;)P(As), P(A1 N
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Ag) = P(A1>P(A3) és P(AgﬂAg) = P(AQ)P(Ag), de nem teljesﬁl a P(Al ﬂAQﬂAg) =
P(A1)P(A3)P(As3) azonossédg, tehét ezek az események nem fiiggetlenek.

Alljon az (€, A, P) valészinfiségi mezében Q 4 pontbdl, a jobb szemlélhetSség
kedvéért legyenek ezek az (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pontok, alljon A az 2 halmaz Gsszes
részhalmazabol, és legyen P({(1,1)}) = P({(1,2)}) = P({(2,1)}) = P({(2,2)}) = 1.
Tekintsiik az Ay = {(1,1),(1,2)} Ay = {(1,1),(2,1)} és A3 = {(1,1),(2,2)} halma-
zokat. Ekkor teljesiilnek a P(Al N Ag) == P(Al)P(AQ), P(Al N Ag) = P(Al)P(Ag,)
és P(A; N A3) = P(A2)P(A3) azonossagok, mert P(A;) = P(A) = P(A3) = 3, és
ATNAy=A1NAy=A3NA3 ={(1,1)}, P(A1NAs) = P(A; N A3) = P(Ay N A3) = 1.
MéSI“éSZt, P(A1 ﬂAQ ﬂAg) 7& P(Al)P(Ag)P(Ag,), mert P(Al ﬂAQ ﬂAg) = P({(l, 1)})
L és P(Ay)P(As)P(As) = 1.

N |

Megjegyzés: n esemény fliggetlenségének a definiciéjaban 0sszesen 2" —n—1 nem trivialis
azonossag szerepel. (Az 1 elemi {j}, 1 < j < n, alaki részhalmazoknak megfelel
P(A;) = P(A;) és az iires halmaznak megfelel§ 1 = 1 azonossagok automatikusan tel-
jesiilnek.) A nem trividlis azonossdgok egyikét sem lehet a fliggetlenség definicidjabol
elhagyni. Be lehet latni, hogy a definiciéban szereplé barmely nem trivialis azonossagot
elhagyva lehet konstrualni egy valdsziniiségi mezot és azon n olyan eseményt, amelyek
a fiiggetlenség definicigjaban szerepl6 Osszes tObbi nem trividlis azonossagot teljesitik,
de ezt az azonossagot nem. Ezért ezek az események nem fiiggetlenek.

Fogalmazzuk meg a fiiggetlen eseményekre vonatkozé tulajdonsidgok kozil a leg-
fontosabbakat.

Lemma filiggetlen események tulajdonsagairdl. Ha az Ay,..., A, események
fuggetlenek, és bevezetjik az A} = Aj és A]-_1 = Q\ A; jeloléseket, akkor tetszdleges
gj ==1, 1 <j <n, sorozatra az AT, ..., AS» események figgetlenek.

Indokldas: Elég belatni, hogy egy A; halmaz kicserélése az Aj_1 halmazra nem valtoztatja
meg a halmazrendszer fliggetlenségét. Tovabba az indexek szimmetria tulajdonsiga
miatt elég a 7 = 1 esettel foglalkozni. Ezutén a fiiggetlenséget definidld relaciok koziil
elég azokat ellenérizni, amelyekben a j = 1 index szerepel. Azt kell megmutatni, hogy
az Aq,..., A, események fliggetlensége esetén teljesiil az

P((Q\ A1) NA, M- NAL) = PQ\ A)P(AL) - P(AL)
azonossag minden 2 < [y < --- < [, indexsorozatra. Viszont ekkor

P(Q\A)NA, N---NA,)=PA,N---NA,)—PANA,N---NA)
= P(Ay,)--- P(A,) = P(A)P(A, ) - - P(Ay)
= (1= P(A1))P(Ay,) -+ P(AL,)
= P(Q\ A1) P(Ay,) -~ P(AL).

Tovabbi lemma fiiggetlen események tulajdonsagairdl. Legyenek Aq,..., Ay,
By, ..., B, események figgetlenek eqgymdstol. Tetszdleges olyan C eseményre, amely
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eléallithato az Aq,. .., Ar halmazokbdl véges sok metszet, unio €s komplementerképzés
segitségével igaz, hogy a B,...,B,, és C halmazok figgetlenek.

Emlékezteto 1. Tanultdk, hogy ha adva van véges sok halmaz, akkor minden ezekbdl
a halmazokbol unio, metszet és komplementer képzéssel elddllithato halmaz megadhato
ugynevezett konjunktiv vagy diszjunktiv normdlformdban. Ez a kovetkezot jelenti: Le-
gyen adva egy ) halmaz véges sok Ay, ..., A, részhalmaza, és jelolje Aj_1 =Q\A4; az
Aj halmaz komplementerét, 1 < j < n. Vezessiik be tovdbbd az Ajl- = Aj jelolést és az
g; = %1, 1 < j < n, szdmokat valamint az dsszes lehetséges (€1, .. .,€p) alaki sorozathdl
allo halmazt. Ekkor minden az A1, ..., A, halmazokbdl véges sok unio, metszet és kom-
plementer segitségével elddllithato C' halmaz megadhato a kévetkezé modon is: Létezik
az n hosszusdgi +1 sorozatokbdl dllo X2 halmaznak olyan J = J(C) C X részhalmaza,
amelyre
C= |J AnAZn---nAy)
(€1,..,en)EJ
(konjunktiv normdlforma), és létezik a ¥ halmaznak olyan J = J(C) C ¥ részhalmaza,
amelyre
C= (] ATUAFU---UAT)
(E1yeesen)EJT

(diszjunktiv normdlforma).

Emlékeztets 2. Bdr erre nem lesz sziikségiink, idézzik fel a diszjunktiv és konjunktiv
normdlforma létezésének egy lehetséges indokldsdt. Mindegytk Aj, 1 < j < n, halmaz
elddllithatd ilyen alakban. Ebben a specidlis esetben a J = J halmazt gy vdlasztjuk,
mint az 6sszes olyan (e1,...,&,) sorozatbdl dllé halmazt, mely sorozatok j-ik eleme
€; =1, a tobbi eleme pedig tetszdleges. Ezutdn elég beldtni, hogy ha két By és By halmaz
eloallithato konjunktiv és diszjuntiv normdlformaban, akkor ugyanez igaz a BiN By, B1U
Bs, Q\ By és Q\ By halmazokra is. Ez némi szdmoldssal megmutathatd. E szamoldsban
érdemes felhaszndlni az alabbi de Morgan formuldnak nevezett azonossdgokat, ame-
lyeket eqyébként is tudni kell: By UBs; = By N By, BN By = By U By, ahol B
jeloli a B halmaz komplementerét. Altaldnosabban, tetszoleges By, ... By halmazokra
BiUByU---UBL, =B NByN---NBy, ésBiNByN---NB, =B, UByU---UBy,.

A lemma indokldsa: Minden ilyen C' halmaz felirhaté konjunktiv normalformaban, azaz
az elébb bevezetett jeloléseket hasznédlva C' = U AN -N A% alakban, ahol J
(€1y--y8n)EJ
egy n hosszusagu +1 sorozatokbdl allé halmaz. Tovabba az ebben a kifejezésben szereplo
A(er, ...y en) = A5t N+ - N A% események kiilonboz6 (g1, ..., €,) sorozatokra diszjunk-
tak, és az el6z6 lemma alapjan az A(ey,...,e,), B, ..., B, események fiiggetlenek.
Felirva a fliggetlenség definicéjaban szereplo azonossagokat ezekre a halmazrendszerekre,
majd azokat dsszeadva az Osszes (€1, ...,&,) € J indexre megkapjuk a Lemma allitasat.

Hazi feladat:

Legyenek Aq,..., A,, By,..., B, olyan események egy (2, .4, P) val6szinliségi me-
z6n, amelyekre B, ..., By, diszjunktak, és A, ..., A,, B; fiiggetlen események min-
den 1 < j < m indexre. Ekkor Ay,..., A,, By U---U B,, fiiggetlen események.



Feladatok fiiggetlen eseményekkel kapcsolatos problémakral.

Egy 100 tagu tarsasdg minden egyes tagja egymastdl fiiggetlentil ﬁ valoszinti-
séggel betegszik meg. Mi annak a valdszintisége, hogy a tarsasagnak lesz beteg
tagja? A kapott eredményrél mit mondhatunk? Az nagyon nagy, (majdnem 1)
vagy nagyon kicsi (majdnem nulla) érték?

Megoldds: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a tarsasdg j-ik tagja megbetegszik.
Ekkor a P(A;) = Tloo’ és az A; események fiiggetlenek. Szamoljuk ki el6szor

a minket érdekl6 esemény komplementerének, azaz annak az eseménynek a vald-
100

szinliségét, hogy mindenki egészséges. Ez az () (2 \ A;) esemény val6szintisége.
j=1

Mivel P(2\ 4;) =1 — és az A; események fiiggetlenségébdl kovetkezik az

100
1\ A; események fliggetlensége is, ezért P < N (2\ Aj)> =(1- )100. Innen

1
1000

, 1000
Jj=1
. , 1 , t s s 1 100
a minket érdeklo esemény valészinlisége 1 — (1~— 1666)
1/10
1000
~ e 110 Ez a

szam nagyon kozel van az egyhez, ezért a minket érdekl6 valészintiség értéke kicsi.

s ee . . 100
Végiil jegyezzitk meg, hogy (1 — 155) = ((1 — )

Tekintsiik a kovetkez6 valésziniiségi mez6t. @ = {1,...,n}, ahol n valamely pozitiv
egész szam, A az () Gsszes részhalmazaibdl allo o-algebra,

az A halmaz szamossaga

P(A) =

n

Legyen n = pi' - - - p;* az n szam primtényezds felbontésa, és definidljuk a kovetkezd
A, eseményeket: A; = {m: m oszthaté a p; szdmmal}, 1 < j < k. Legyen B =
{m: m relativ prim az n szdmhoz képest}. Mutassuk meg, hogy

a.) Az Ay, ..., A események fiiggetlenek.

k k
b.) P(B) =[] (1 - I%), ezért Osszesen n - [] (1 - pi> n-nél kisebb és az n-hez
j=1 7 j=1 7
képest relativ prim van.

Megoldds: A; = {pj, Wi, ..., l%pj} egy  szémbol 4116 halmaz, ezért P(A;) = L,
J J J
1 <j<k Az A NA;,N---NAj; halmaz az n-nél kisebb pj, ---p;, szdmmal
oszthaté szamokbdl all minden 1 < j; < jo < --- < js < k sorozatra, ezért
Szamossaga, o _7?p_ ,és P(A;;, NA;,N---NA;,) = L_ Ez azt jelenti, hogy

1" Pis Pj1"Pis
P(Ajl ﬂAj2 ﬂ---ﬂAjS) = P(Ajl)P<A32)P(AJé) minden 1 S jl < j2 < -0 <
js < k sorozatra, ezért az Ay, Ao, ... Ap halmazok fliggetlenek.
k
Végil B = Q\ (A1U---UA) = [ (Q\A,). Ezért és az A; események fliggetlensége

J=1

k k

miatt P(B) = [[ P(?\ 4;) = [] (1 - Z%), ahonnan kovetkezik a B halmaz
j=1 j=1 J

szamossagara megadott képlet.
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3.)

Husz héten keresztiil jatszunk a lottén. Minden héten kitoltiink (egymastdl fiigget-
leniil) 10 lottdszelvényt. Mi annak a valésziniisége, hogy pontosan két olyan hét
lesz, amelyen lesz harmas négyes vagy 6tos taldlatunk?

Megoldas: A 2. eldadés 6. feladatanak megolddsa alapjan annak a valdszintisége,
hogy egy kitoltott lottoszelvény tartalmaz harom, négy vagy ot taldlatot

L)) EEE
e () ‘

Annak a valdsziniisége, hogy valamely héten van harom vagy négy taldlatunk
ugy szamolhato ki, hogy tekintiink 10 fiiggetlen kisérletet, amelyek mindegyike p;
valoszinliséggel kovetkezik be, és annak valészintiségét kivanjuk kiszdmolni, hogy
ezen kisérletek legaldbb egyike sikeres. Annak valészintisége, hogy nem volt sike-
res kisérlet (1 — p1)!9, fgy annak a valészinfisége, hogy volt (legaldbb egy) sikeres
kisérlet po = 1 — (1 — p1)!%. Tehdt minden héten p, valdsziniiséggel kovetkezik
sikeres lottészelvény kitoltés. Annak valdszintisége, hogy az i-edik és j-ik (példaul
a harmadik és 6t6dik) héten kovetkezik be sikeres lottdkitoltés, a t&bbi héten pedig
nem p3(1 — po)'8. Mivel az ilyen hétpdrokat (%)-féleképp valaszthatjuk ki, a kere-
sett valoszinliség

(220>p§(1 R (220> (1= (1 =p)")" (1 —py)'™
— (20> 1— (1 L+ )R+ > 10

(5)

(1 1)) <(>)+ (5)6) ) -

Feldobunk egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor egymés utan. Mi annak a
valoszinlisége, hogy pontosan az 6todik dobasban jelenik meg az elsé fej-dobds?
Mi annak a valdszintisége, hogy a masodik fej-dobas pontosan 6t dobassal az els6
fej-dobas utan koévetkezik be?

Megoldas: Akkor lesz az els6 fej-dobas az 6todik dobds, ha el6szor négy iras-
dobas majd egy fej-dobas torténik. Ennek valdszinlisége (%)4 . % = (%)5 Ha-
sonléan, annak a valészintisége, hogy a k-ik dobds lesz az elsé fej-dobas 27,
k =1,2,..., annak valoszinlisége pedig, hogy a k-ik dobds lesz az elso fej-dobas,
uténa pedig 5 dobas milva kovetkezik be a masodik fej-dobas 27% . 275 = 27+=5,
Annak a valdszintiségét, hogy az els6 és masodik fej-dobas kézott pontosan 5 dobas
kovetkezik be kiszdmolhatjuk tgy is, hogy kiszamoljuk minden k£ = 1,2, ... szamra
annak a valészinliségét, hogy a k-ik dobas volt az elso és a k + 5-ik dobés a masodik
fej-dobas, maJd Osszegeziink k = 1,2,...-ra. fgy azt kapjuk, hogy a keresett

valészintiség Z 2 k=5 =975 Z 27k =
k=1
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5.)

5a.)

Egy szabalyos érmét feldobunk egymas utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdszintisége,
hogy az utolséel6tti dobas eredménye is fej?

Megoldas: Az esemény, amelyiknek a valdszintiségét ki akarjuk szamolni, a ko-
vetkez6 modon is jellemezhet6: El6szor k darab frasdobas torténik valamely k& =

0,1,2,..., szammal, majd utana két fejdobas kovetkezik be. Ennek a valdszintisége
[e%e) k o'}
S (i) tl isd 2l
2 2 2 4 2k 4 27
k=0 k=0

Egy szabalyos érmét feldobunk egymads utan egészen addig, amig masodszor meg-
jelenik egy fej. Azutan a dobdssorozatot abbahagyjuk. Mi annak a valdészintisége,
hogy az utolséel6tti dobas eredménye iras?

Megoldads. Lattuk korabban, hogy annak a valdszinlisége, hogy van masodik fej-
dobés egy. Ez azon két diszjunkt esemény unidja, amelyek koziil az els6 az, hogy
volt masodik fejdobas, az azt megel6z6 dobas fej, a masodik az, hogy volt masodik
fejdobas, az azt megel6z6 dobas irdas. Ezért a két esemény valdszinliségének az
osszege egy. Lattuk az el6z6 feladatban, hogy az elsé esemény valdszinlisége %
Ezért a méasodik esemény valdszintisége is %

Legyenek A; ..., A, fiiggetlen események, amelyeknek ismerjiikk P(A4;), 1 < j <
n, valészintiségeit. Szamitsuk ki annak a valdsziniiségét, hogy pontosan k£ darab,
illetve hogy legalabb k darab A; esemény kovetkezik be, 0 < k < n.

Megoldds: Az, hogy pontosan k darab A; esemény kovetkezik be azt jelenti, hogy
léteznek olyan 1 < j; < jo < --- < ji < n szamok, hogy az A;,,..., A;, események
bekovetkeznek, mig s # j;, 1 <1 < k, 1 < s < n indexekre az A, esemény nem
kovetkezik be, azaz az A, esemény kovetkezik be. Ennek valészintisége rogzitett
1 <j1 <jo2 <--- < Jr <n indexekre

k
P(Aj;N---NA;N N A,) =] P4,.) 1T (1=P(Ar)).

Se{L'“?”}\{jh“'vjk} s=1 te{lr--:n}\{jla“-zjk}

[gy annak a valészintisége, hogy pontosan k darab A; esemény kovetkezik be

P, = 3 P(A;, NN A; N N A,)
(J1y-edk):1<j1 <2< j<n se€{l,...,n}\{J1s---2Jk }
k
= > 1P, 11 (1— P(Ay).
(J1,d)1<g1<ga < g <n s=1 te{l,...n\{j1,--..dk}

Annak a valészintisége, hogy legaldbb k darab A; esemény kovetkezik be Q) =
> P
1=k
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Kiegészités. Tovabbi feladatok a feltételes valdsziniiség kiszamolasardl.

1)

Egy didk a feltett kérdésre (harom lehet&ség kozil kell kivalasztani a helyeset) p
valoszinliséggel tudja a j6 véalaszt. Ha nem tudja, akkor tippel, és ez % val6szi-
niiséggel ad helyes eredményt. Mi a feltételes valészinlisége annak, hogy tudja a
valaszt feltéve, hogy jo valaszt adott?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy tudja a jé vélaszt, B azt az eseményt,
hogy j6 valaszt ad. A P(A|B) = PACB) foltételes valészintiség értékére vagyunk

kivancsiak. Ekkor P(AN B) = PI(DI(élB)) = p, P(B) = P(A N B) + P(ANB) =
P(A) + P(B|A)P(A) = P(A) + (1 — P(A))P(B|A) = 3 = p+ 5(1 — p). Innen

Egy urndban z zold és s sarga golyé van. Egymas utan kihtuzunk négy golyét ugy,
hogy minden hizés utéan a golyét visszadobjuk az urndba, és vele egylitt az urnaba
dobunk 2 ellenkez6 szinti golyét. Mi a valdszinlisége egy zold, zold, zold, sarga
hizéassorozatnak?

Megoldas: Szamoljuk ki el6szor annak a valdszintiségét, hogy az els6 huzas ered-
ménye Z=(zold), annak feltételes valdsziniiségét, hogy a mésodik hizés Z, feltéve,
hogy az els6 hiuzas Z, annak a feltételes valdszinliségét, hogy a harmadik hizas
eredménye 7 feltéve, hogy elotte Z, Z és annak feltételes valdsziniiségét, és hogy
a negyedik huzas eredmenye S feltéve, hogy elotte Z, Z, Z huzas tortént. Ezek

z s+6
a feltételes Valoszmusegek Z +5, o790 sroTdr sretgvel egyenldek. A keresett
_|_

valoszinliség 2 - 25 s7o77 " Tret6-
A feltételes valdszintliség részben targyalt 7. feladat arrdl szol, hogy ha egy n
létszam csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell irni, mi annak
a feltételes valdszintisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell irni, feltéve,
hogy a legjobb didk is dolgozatot ir. Heurisztikusan ugy érvelhetiink, hogy ha a
legjobb didk dolgozatot ir, akkor annak (feltételes) valészintlisége, hogy a legrosz-
szabb didk is dolgozatot ir, azzal egyenlo, hogy a maradék n — 1 didk koziil 6t is
kivalasztjak a maradék r—1 dolgozatir6 kozé, tehat ;j . Kissé pontosabban, annak

valészintisége, hogy mind a ketten dolgozatot frnak, ;(:L__ll)),

hogy a legjobb didk dolgozatot ir -, és innen kovetkezik az allitds. Az el6bbi
kissé heurisztikus érvelés eredménye helyes. Adjunk kozvetlen, a szemléletet koveto
preciz bizonyitast erre a formulara.

annak a valészintisége,

Megoldds: Az urna visszatevés nélkiili hizas modelljének érvelését alkalmazhatjuk
ebben az esetben is. Tegylik fel, hogy egymas utan kivalasztjuk a dolgozatot irokat,
Minden lépésben az eddig ki nem valasztottak valamelyikét valasztjuk ki egy-
forma valdszintiséggel. Ha kijeldljiik (az urndbdl valé hizasndl szereplé érvelést
hasznélva) egy kiilon (egy elemil) csoportba a legjobb, egy kiilon (egy elemii) cso-
portba a legrosszabb didkot, egy kiilon csoportba az Gsszes tobbit, akkor rogzitve
egy 1 < j,k <r,j+# k szampart kapjuk, hogy annak a valészinlisége, hogy a j-ik
valasztasnal valasztunk az els6, a k-ik valasztaskor a maésodik csoportbdl, meg-
egyezik annak a valészintiségével, hogy az els6 valasztaskor valasztunk az elso és a
masodik vélasztaskor a masodik csoportbdl. Ennek valészintlisége viszont ﬁ
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Mivel a fenti események kiilonb6z6 (j, k) szamparokra kizarjak egymaést, ezért an-
nak valdszinlisége, hogy a legjobb és a legrosszabb didk is dolgozatot ir 252__11))
Hasonléan, lathaté, hogy annak a valdszintlisége, hogy a legjobb didk dolgozatot ir

az = szammal egyenlé.
n

Adott két véaros, az igazmondok és hazugok varosa. Az igazmondok varosaban egy
kérdésre 0.9 valdszinliséggel helyes a hazugok varosaban pedig 0.8 valdszintliséggel
hamis valaszt adnak. Megérkeziink véletleniil az egyik varosba, egyforma, azaz %
valoszinliséggel az igazmondok vagy a hazugok varosaba. Megkérdezziik az els6
embert, akivel taldlkozunk, hogy az igazmonddk varosaba értiink-e. Azt a vélaszt
kapjuk, hogy nem. Mi a valdszintisége annak, hogy az igazmonddék varosaba érkez-
tiink?

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy az igazmondodk varosaba érkeztiink, és B
azt az eseményt, hogy a véletleniil megkérdezett ember azt valaszolja kérdésiinkre,
hogy nem az igazmondok véarosaba érkeztiink. Ekkor minket a P(A|B) feltételes
valészintiség értéke érdekel. Tudjuk tovabba, hogy P(A) = 1, P(B|A) = 0.1,
P(B|A) = 0.2. (Az els6 esetben az igazmonddk varosadban megkérdezett ember
hazudik, a méasodikban a hazugok varosdban megkérdezett ember igazat mond.)

Ezért

_ P(ANB) _ P(B|A)P(A) B 0.1-0.5 1
PAB) = P(B) — P(B|A)P(A)+ P(B|[A)P(A)  01-05+02-05 3

Egy teszt-vizsgan, ahol hiarom lehetoség koziil kell kivalasztani a helyes valaszt
ketten vesznek részt. Az elsé résztvevd py, a masodik résztvevo pedig po valdszini-
séggel tudja a helyes valaszt, tovabba a vizsga két résztvevije egymastol fiiggetlentil
tudja vagy nem tudja, hogy mi a helyes valasz. Mindkét résztvevo a jo valaszt
jeloli meg, ha tudja azt, ellenkez6 esetben pedig mindentdl fliggetleniil egyforma
valoszinliséggel véletleniil bejeloli a harom lehetséges valasz valamelyikét. Mi a
feltételes valdszintisége annak, hogy mind a két résztvevo a helyes valaszt jelolte
be, feltéve, hogy ugyanazt a véalaszt adta?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy az elsé didk jol vélaszol, B azt az
eseményt, hogy a masodik didk jol valaszol, D, azt az eseményt, hogy mind a két
jelolt az elsoként felsororolt feltiintetett rossz valaszt Do pedig azt az eseményt,
hogy mind a két jelolt a masodiknak felsorolt rossz vélaszt adja. Ekkor C' = (AN
B)UD1UDs jeldli azt az eseményt, hogy a két didk egyforman vélaszol. Benniinket a

P(ANB|C) = P(éﬁ(g?(}) = 7 Arlj J(B?SDBEU By feltételes valszintiség érdekel. Viszont

P(A)=p1+ %(1 —p1) = %, P(B) = %, és az A és B események fliggetlenek.

Innen P(ANB) = 1221 . 122 p(C) = P(ANB) + P(Dy) + P(Ds) = 22+ .

1+§p2 _|_21—3p1 ) 1—3102_ Ugyanis P(D;) = P(Dy) = —(1_31’1) -—(1_31[’2)7 mivel az elso jelolt
akkor adja az elso rossz valaszt, ha nem tudja a helyes valaszt, és a harom lehetoség

kéziil az elsd rossz valaszt jeldli ki, és ennek a valészintisége (1 — p1)s. Annak a
valésziniisége, hogy a mésodik jelolt ugyanezt a vélaszt adja (1 — pQ)%, a két jelolt

(I1—-p1)  (1-p2)
3 3 :

egyméstdl fliggetleniil valaszol, ahonnan P(D;) = Hasonldan, a
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P(D5) val6szintiségre ugyanazt az értéket kapjuk. Innen

(1+2p1)(1 + 2p2)
(1+2p1)(1+2p2) +2(1 — p1)(1 — p2)’

P(ANB|C) =

Bizonyitsuk be a kovetkez6 azonossagot, amelyet teleszkép szabalynak is szoktak
nevezni: Ha adva vannak Ay, ..., Ax események egy valdszintiségi mezén, amelyekre
P(A;Nn---NAg) >0, akkor

P(Ain---NAg) =P(A1)P(A2]A1)P(A3|A1 N Ag) - - P(Ak|A1 N -~ N A1)
Megoldds:

P(A1)P(A3]|A1)P(A3|A1 N Ag) - P(Ag|A1 N~ N Ag_q)

P(AiNA) P(AiNAsNAs)  P(AINAy---NAg_1NAg)
P(Ay) P(A; N A,) P(AiN---NAg_1)

=P(AiNAyN---NAy).

= P(4A1)

Két kiilonboz6 fardl leszednek 100 almat, és beteszik két kiilonb6zé (megkiilon-
boztethetetlen) 1laddba. Ez egyik fardl szedett almék (egymédstdl fliggetleniil) %
a masik fardl szedett almék pedig (szintén egymdstdl fiiggetleniil) 11—0 valoszinti-
séggel férgesek. Kivesziink az egyik (véletleniil kivalasztott) 14dabol két almat és
mind a ketto férges. Ezek utan kivesziink a masik ladabdl egy almat. Mi annak a
valoszinlisége, hogy ez az alma mar nem férges?

Megoldas: Ertsiik meg el6szor pontosabban a feladatot. Jelolje B azt az eseményt,
hogy els6 alkalommal a rosszabb fardl leszedett almékat tartalmazé ladahoz nyu-
lunk, A, azt az eseményt, hogy az elsének valasztott alma férges volt, As, hogy a
masodiknak kivalasztott alma férges volt, végiil C' legyen az az esemény, hogy az
1j ladabdl kivélasztott alma nem volt férges. Ekkor a P(C|A1NAs) = %
feltételes valészintliséget kell kiszamolnunk.

Viszont

P(A;NA;NC)=P(A;NAsNC|B)P(B)+ P(A; N Ay N C|B)P(B)
L e (1Y) st
~2\\4/ 10 10/ 4) 1600
P(A; N Ay) = P(A; ﬂA2|B P(B) + P(A; N As|B)P(B)

:%<( 1_10>2>:800

Innen P(C|A; N Ag) = % = 5L

és
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8.)

Egy vizsgan 19 didk vesz részt. Osszesen 11 vizsgakérdés van, amelyek koziil minden
didk kettot kap. 9 didk kivéldan, 6 didk jol, és négy diak kozepesen késziilt fel. Egy
kivaléan felkésziilt didk mind a 11 kérdésre jél tud valaszolni, egy jol felkésziilt
didak 8-ra, egy kozepesen felkésziilt diak pedig 6-ra. Egy didk helyes vélaszt ad
mind a két kérdésre. Mi annak a valdszintisége, hogy 6 a jol felkésziilt didkok kozé
tartozik?
Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a tekintett diak a kivaléan, As hogy a jol
és As, hogy a kozepesen felkésziilt didkok kozé tartozik. Jelolje B azt az eseményt,
hogy mind a két kérdésre jol valaszol. Ekkor a P(As|B) feltételes valdsziniiséget
kell kiszdmolnunk. Viszont P(A; N B) = &, P(A; N B) = P(A3)P(B|A;) =
1%%1% = 230 és P(A3 N B) = P(A3)P(B|A;) = 14—9%% = 520 Ugyanis, ha egy
didk a 11 kérdésbél r kérdésre tudja a helyes vélaszt akkor “r—1
tud a két feltett kérdésre jol valaszolni.
A fenti szamoldsok alapjén P(B) = P(A; N B) + P(A2 N B) + P(A3N B) ==
1% + 1%1%% + 14_9%15_0 - %7 és P(Az|B) = P(ﬁ(QE)B) = 1343466 - 25%'
Egy utazé az utlevelét keresi iréasztalanak 6 fidkjaban. De egyaltalan nem biztos,
hogy az utlevél az irdasztalban talalhatéd. Ennek valdszintisége 0.9, és az utlevél
egyforma valdsziniiséggel lehet mindegyik fiockban. Mennyi annak a valészintisége,
hogy az ttlevél a 6. fiokban van, ha az utazé az els6é 5 fiokot mar kinyitotta, de
ezek egyikében sem talalta az tutlevelét?
Megoldds: Jelolje A;, 1 < j <6, azt az eseményt, hogy az ttlevél a j-ik fikban van,
6
flj ennek az eseménynek a komplementerét, és legyen B = |J A; az az esemény,
j=1
hogy az ttlevél valamelyik fickban van. Tudjuk, hogy P(A;) = P(A;|B)P(B) =
%-0.9 minden 1 < j < 6 indexre, és az A;, 1 < j < 6, események diszjunktak. Ezen
észrevételek alapjan a feladatot igy fogalmazhatjuk at: Adott 6 egymaést kizaro
Aj, 1 < j <6, esemény, és mindegyiknek a valdszintisége % -0.9. Szamoljuk ki az
Ag esemény feltételes valészinliségét ama feltétel mellett, hogy az A;, 1 < j <5,
események egyike sem kovetkezik be.

valészintiséggel

5 _ 5 _
AP <A6 N Aj> feltételes valdszintiséget kell kiszamolni. Masrészt Ag C [ A;.
j=1 j=1
5 _
Ezért P A6 N ﬂ Aj = P(A(;), és
j=1
5
- P(A P(A P(A
Plas|N 4] = (56) _ (56) _ 5(6) '
i=1 P(ﬂAj> 1—P<UAj> 1= P(4))
=1 j=1 J=1
Innen
> 0.9- ¢ 9 3
o |14, 1-5-09-1 60-45 5



