A Valészintliségszamitas 1. el6adassorozat masodik témaja.

Kolmogorov valészintliségszamitasi modelljének a vizsgalata

Az el6zo6 eloadas egyik fontos téméja volt annak vizsgalata, hogy hogyan lehet véletlen
jelenségeket a valdszintiségszamitas Kolmogorov-féle elméletének keretein beliil vizsgal-
ni. Ennek érdekében olyan a valdszintiségszamitas Kolmogorov-féle definicidjat kielé-
gité (Q, A, P) valésziniiségi mezdket kellett definidlni, amelyekben a minket érdeklé
véletlen jelenségek viselkedése vizsgalhato. Az elséként targyalt feladatokban olyan
specidlis véletlen kisérleteket tekintettem, amelyeknek véges sok kiilonb6zo lehetséges
kimenetele volt. Ilyen esetekben viszonylag egyszerti a minket érdekl jelenségeket
leiré valdszintiségi mez6t konstrudlni. Egy természetes konstrukcid elsé 1épésében be-
vezetjik az w elemi eseményeket, amelyeket érdemes a tekintett kisérlet lehetséges
kimeneteleiként valasztani, és a kisérlet Gsszes lehetséges kimenetelét felsorolni. Ezutan
az € biztos eseményt ugy definidljuk, mint az Osszes w elemi eseményt tartalmazé hal-
mazt, az A o-algebrat pedig mint az ) 6sszes lehetséges részhalmazabdl 4ll6 o-algebrat.
Végiil minden lehetséges w kimenetelnek megadjuk a valdsziniiségét, és egy A € A
halmaz valdsziniliségét tgy definialjuk, mint az &altala tartalmazott elemi események
valészintiségeinek az 0Osszegét. Fz a konstrukciés modszer jol miikodik, ha a tekin-
tett kisérlet lehetséges kimeneteleinek szama véges vagy megszamlalhatéan végtelen.
De olyan esetekben, amikor a lehetséges kimenetelek szama ennél is nagyobb, példaul
ugynevezett kontinum szamossagi, akkor 1j gondolatokat és a mértékelmélet néhany
mély eredményét kell alkalmazni egy a valdsziniiségszamitasi problémak vizsgalataban
alkalmas modell megkonstrualasahoz.

Tekinthetjiik példaul annak a valdsziniiségét, hogy egy az egységnégyzetbe véletle-
niil ledobott pont az egységnégyzet egy részhalmazaba esik vagy annak a valdszintiségét,
hogy egy végtelen fej-irds sorozatban az els6 n dobasban megjelené fej-dobasok szama-
nak a relativ gyakorisdga konvergdl egy el6irt o szamhoz. Az ilyen feladatok vizsgalata
nehezebb, és ezek igényelték a Kolmogorov-féle modellben szereplo olyan az elsé hallasra
kissé talan szokatlan fogalmak és tulajdonsagok bevezetését, mint a o-algebra vagy a
o-additiv halmazfiiggvény. Néhany példat mutatok, amelyek jelzik, hogy hogyan lehet
ilyen bonyolultabb probléméakat Kolmogorov elméletének a segitségével targyalni. Elotte
azonban megfogalmazok néhany olyan kérdést, amelyek vizsgalata segithet Kolmogorov
elméletének megértésében.

Néhany Kolmogorov elméletével kapcsolatos probléma.

A) Természetes volt-e az A o-algebra bevezetése a valdszinliségi mez6 definiciéjdban?
Mivel csak az A o-algebra altal tartalmazott halmazok valdsziniiségét definialtuk,
felmeriilhet a kérdés: Nem fordulhat-e elo, hogy olyan esemény valdszintiségére
vagyunk kivancsiak, amelyre ezt a valdszintiséget nem definidltuk?

B) Van-e mélyebb oka annak, hogy a valdsziniiségi mez6 definici6jdban szereplé P
valészintiségi mértékrdl nem csak azt tettiik fel, hogy additiv, hanem azt is, hogy
o-additiv? A f6 probléma annak tisztdzasa, hogy nem okoz-e ez a kovetelmény
nehézségeket. El6fordulhatnak-e, olyan véletlen jelenségnek, amelyeknek azért nem
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tudjuk megadni a Kolmogorov-féle valészinliségi modelljét, mert nem tudjuk biz-
tositani a modellben megjelené P valdszinliség o-additivitasat?

A fenti kérdésekre megnyugtaté valaszt lehet adni. Ezt fogom ismertetni, részben
az elbéadéas f6 részében, részben egy kiegészitésben. De e kérdések tisztazasa tobb
mély mértékelméleti eredményen alapul, amelyek bizonyitasa nem része ezen kurzus
anyaganak. Ezek bizonyitasat elhagyom. Viszont egy kiegészitésben felidézek néhany
(kordbban tanult) fontos tényt a végtelen és azon beliil a megszamldlhaté halmazokrol.
E kérdések targyalasa elott egy olyan feladat megoldasat {from le, amely jelzi, hogy a
fent jelzett problémdk még viszonylag egyszerii és természetes kérdések vizsgdlataban
is megjelennek.

1. feladat:

Dobjunk fel egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor. Mi a valdszinlisége annak,

hogy az els6 fej-dobas megjelenéséig (szigortian) kevesebb ideig kell varni, mint az

els6 fej-dobas utan arra, hogy a méasodik fej-dobés is megjelenjen?

Megoldds: Jelolje A(i,j) azt az eseményt, hogy az els6 fej-dobds az i-ik, a mésodik

fej-dobéas pedig az i + j-ik dobds. Ekkor minket a B = U A(i, j) esemény
(i,4): j>i>1

valésziniisége érdekel. Tovabba, az A(i,j) esemény azt az eseményt jelenti, hogy

eloszor ¢ — 1 iras, azutan fej, utdna j — 1 iras, utdna pedig fej-dobés kovetkezik. En-

nek valészintisége 27+, Tovabba az A(i, j) események (halmazok) diszjunktak.

Ezért

P =P | Awi|= Y PG

(i,5): j>i>1 (i,5): j>i>1
= > 2 “ﬂ)—z 22 i~ J—Zz i Z 2- J—ZQ 2L
(i,7): >i>1 i=1 j=i+1 j=i+1 3

(1)
Erdemes meggondolni, hogy milyen valészinliségi modellben tudjuk a fenti megol-
déast targyalni, és milyen matematikai ismeretek sziikségesek annak igazoldasahoz, hogy
jogunk van ebben a modellben dolgozni. Vegyiik észre, hogy mivel az els6 fej-dobésig
vagy az elso és masodik fej-dobas kozott végzett dobasok szama tetszolegesen nagy lehet,
ezért a feladatot természetes olyan modellben targyalni, ahol végtelen sok fliggetlen fej-
irds dobas lehetséges. Megmutatom, hogyan lehet ilyen modellt konstrudlni, és milyen
matematikai eredményekre van sziitkségiink annak igazoldsdhoz, hogy ez a modell tel-
jesiti a Kolmogorov-féle elmélet altal eloirt feltételeket.

Szabdlyos pénzdarab végtelen szama feldobasanak a valdsziniségszamitdsi modellje.

A kovetkezd problémat tekintjik. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk wvégtelen sok-
szor egymas utan. Alkossuk meg ennek egy lehetséges valdszinliségszamitdsi modelljét,
és vizsgaljuk meg, képesek vagyunk-e targyalni abban az ilyen dobassorozatokra meg-
fogalmazhatd természetes problémakat.



A természetes hozzadllas a kovetkezo: Legyenek az elemi események az
w=_(..,F....)D...)

végtelen fej-iras sorozatok, és legyen az () biztos esemény az Osszes ilyen sorozatbol
all6 halmaz. Ezutan ki kell jelolni az Q bizonyos részhalmazaibdl all6 A o-algebrat
és definidlni kell az A € A halmazok P(A) valésziniiségét. Hangstlyozni szeretném,
hogy nem vagyunk kotelesek az 2 minden lehetséges részhalmazat belevenni az A o-
algebraba, és azoknak a halmazoknak, amelyek nincsenek benne ebben a g-algebraban
nem kell definidlnunk a valészintiségét. Ezzel a szabadsagunkkal élni is fogunk.

Vegytik észre, hogy minden w elemi eseménynek nulla a valdszintisége, tovabba
egy ,,tipikus” (2-beli halmaz kontinum sok w elemi eseménybdl all. Gondoljuk példaul
meg, hogy az az esemény, hogy az elsé dobas fej azon végtelen fej-iras sorozatokbdl
all, amelynek elso jegye F, ezt pedig tetszoleges tovabbi sorrendben kovethetik F és
I jelek. Az az esemény, hogy az elsé 20 dobasban tobb fej-dobéds tortént, mint iras
dobéas azon végtelen fej-iras sorozatbdl all, amelynek els6é 20 jegyében legaldbb 11 F
jel van, és m&s megkotés nincsen. Az el6bb definidlt halmazok kontinum sok (null
mértékll) w elemi esemény uniéi. Viszont ez az informécié nem elegendd ezen halma-
zok (események) valdszinliségének a definicdjdhoz. Hogyan érdemes a minket érdeklé
események valészintiségét definialni?

Természetes a kovetkezo gondolat. Vannak bizonyos ,,szép” halmazok, amelyeknek
egy szabdlyos pénzdobas esetén meg tudjuk adni a valdsziniiségét. Abbdl, hogy a
valoszinliségi mérték o-additiv kovetkezik, hogy ezaltal tovabbi halmazok valdészinlisége
is egyértelmiien meg van hatdrozva. Abban bizhatunk, hogy ily médon halmazok egy
olyan elég gazdag osztalyanak is meghataroztuk a valdszinliségét, amely minden min-
ket érdeklo halmazt tartalmaz, és e halmazok valdszinliségét a kivant modon definidl-
va j6 modellt kapunk. Latni fogjuk, hogy ez az elképzelés helyes, és bizonyos (mély)
mértékelméleti ismeretek segitségével jo modellt kapunk.

Fejtsiik ki a fent mondottakat részletesebben: Definidljuk minden k£ = 1,2,...
szdmra, és k hosszusagi (..., F,...,I,...) sorozatra az

Ap(...,F, ... I,...) = {w: w olyan végtelen fej-iras sorozat,

amelynek els6 k jegye ez a (..., F,...,I,...) sorozat}

halmazt, és legyen P(Ag(...,F,...,I,...)) = 27% e halmaz valdészintisége. Szem-
léletesen azt tettiik, hogy tekintettiik azokat az eseményeket, amelyek azt irjak le,
hogy mi volt az els6 k dobas eredménye, és ezek valdszintiségét gy definialtuk ahogy
egy szabalyos pénzdobas esetében azt tenni kell. Természetes elvaras, hogy az elébbi
események legyenek benne a konstrudlandé valdsziniiségi mez6 A o-algebrajaban, és
ezek valészintisége legyenek az el6bb megadott szamok. A valdszintiségi mezo definicidja
lényegében ezen kovetelmények teljesitésébdl all. A formalis definicié megadasa érdeké-
ben bebizonyitom a kovetkez6 egyszerti lemmat.

Lemma: Legyen adva egy ) halmaz, és ) részhalmazainak valamilyen Fy rendszere.
Létezik eqy az Fo halmazrendszert tartalmazo legszikebb o-algebra, azaz egy olyan F
o-algebra, amelyre igaz, hogy



a.) F tartalmazza az Fo halmazrendszert, azaz, ha F € Fy, akkor F € F.

b.) Ha eqy F o-algebra tartalmazza az Fo halmazrendszert, akkor az tartalmazza az
F o-algebrdt is, azaz, ha minden F' € Fo halmazra teljesil az F € F reldcid, és F
o-algebra, akkor az is igaz, hogy minden F € F halmazra teljesil az F € F reldcio.

Megjegyzés: A fenti F o-algebrat szoktdk az F( altal generdlt o-algebranak is hivni.

Bizonyitds: Vegyilik észre, hogy létezik az Fy halmazrendszert tartalmazé o-algebra.
Ilyen példaul, az €2 Osszes részhalmazat tartalmazé o-algebra. Tekintsiik az Fy hal-
magzrendszert tartalmazé osszes G o-algebra

¢

FoCG

metszetét, ahol Fy C G azt jelenti, hogy a G o-algebra tartalmazza az F; halmazrend-

szert, a metszet pedig dgy értendd, hogy F' € (G, ha F' € G a metszetben szerepld

mindegyik G o-algebrara. Nyilvan F' € F* minden F € Fy halmazra. Azt allitom

tovabbd, hogy F* o-algebra. Valéban, ha F,, n = 1,2,... halmazokra igaz, hogy
o0

F, € F*, akkor az F' = () F, halmazra szintén teljesiil, hogy F' € F*. Ugyanis, ekkor

n=1

minden G O Fy o-algebrara, F,, € G, tehat a o- algebra tulajdonsag mlatt F e G az
ilyen o-algebrékra. Innen kovetkezik, hogy F' = ﬂ F,, € F*. Hasonl6an U F, € F*,

QeF* ésQ\FeF* haFeFr -

Ezért F* egy az Fy halmazrendszert tartalmazé o-algebra. Innen, illetve F*
definicigjabdl viszont kovetkezik, hogy ez az Fy-t tartalmazé legsziikebb o-algebra.

Jelen esetben tekinthetjiik az Osszes (x) alakd halmazbdl all6 Fy halmazrendszert
és az altala generdlt o-algebrdt. Ez lesz a definidlandé (€2,.4, P) rendszerben az A
o-algebra. Definidlnunk kell még a P valdszinliségi mértéket is az A o-algebran. Ez
lehetséges az alabb kimondott, és ebben az eléadassorozatban bizonyitas nélkiil elfo-
gadott (mély) tétel alapjan.

Tétel. Tekintsik az dsszes fej-irds sorozatbol dllo Q halmaz (x) képlet dltal definidlt
Ap(F, ... 1,...) alakd halmazokbdl dllo Fo halmazrendszert, és az Fy halmazrendszer
daltal generdlt (azaz azt tartalmazo legsziikebb) A o-algebrdt. Minden régzitett k-ra legyen
P(Ap(F,...,I,...)) = 27F tetszbleges k-hosszisdgi fej-irds sorozatra. (Azaz, akdrhogy
18 adjuk meg az elsé k dobds eredményét, annak valdsziniisége, hogy eqy ilyen kezdeti
dobdssorozat jelenik meg, legyen 27%.) Ekkor létezik eqy és csak egy olyan az A o-
algebra halmazain definidlt P o-additiv halmazfiggvény, amely az Ag(..., F,...) alaki
halmazokon az elébb eldirt 2% értékeket veszi fel. Tovdbbd az dsszes w-t tartalmazo
‘biztos eseményre’ P(Q) = 1.

Megjegyzés: Egy mértékelméleti kiegészitésben megfogalmazom a fenti eredménynek
egy hasznos altaldnositasat, amelyet mértékterek végtelen szorzatarol szolé eredmény-
nek neveznek. Ez lehet6vé teszi, hogy véletlen kisérletek végtelen sokszori egymastol
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fliggetlen elvégzését leird, és a valdszintiségszamitas Kolmogorov-féle axidmarendszerét
kielégité modelleket konstrualjunk.

A fenti eredmény azt jelenti, hogy létezik a természetes elvarasokat kielégito vald-
szinliségi mérték, sét ezek a feltételek egyértelmiien meghatdrozzak a A o-algebra Osszes
eseményének a valoszintiségét. A mérték egyértelmiisége is fontos tulajdonsag. Ez azt
fejezi ki, hogy az A o-algebraban szerepl6 halmazok valdszinliségi mértéke értelmes,
egyértelmiien meghatarozott szam. Megjegyzem, hogy ez a nem-trividlis eredmény
valgjaban specialis esete egy altalanosabb eredménynek. Ezeket az eredményeket itt nem
targyalom, de az ezen eldadashoz irt 2. kiegészités fiiggelékben megadom a kérdéskor
vizsgalatahoz sziikséges legfontosabb tételeket. A részletek pontos kidolgozasa a mér-
tékelmélet tantargy téméja.

Megjegyzem, hogy a fent kimondott tétel nem csak azt allitotta, hogy a valdszi-
niiségi mérték additiv, hanem azt is, hogy az o-additiv. Vegyiik észre, hogy az 1. fel-
adat megoldasaban a valdsziniiségi mértékeknek nem csak az additivitasat hanem a
o-additivitasat is kihaszndltuk. (Lasd az (1) formuldt.) A koévetkezékben targyalok
néhany tovabbi példat. Latni fogjuk, hogy a 4. feladat két kiilonb6z6 megoldasanak
az Osszehasonlitdsa azt mutatja, hogy a valdszinliségi mérték o-additivitasabdél nem-
trivialis azonossagok is kovetkeznek.

Feladatok:

2.) Dobjunk fel egy szabdlyos dobdkockét egymas utdan egymdstdl fiiggetleniil végtelen
sokszor. Mutassuk meg, hogy annak a valdszinlisége, hogy az els6 n dobédsban

pontosan k darab 6-os dobas van (Z) (%)n_k (%)k Annak a valészintisége, hogy az

n-ik dobasban jelenik meg a 6-os dobéas a k-ik alkalommal (Zj) (%)nik (%)k

Megoldas: Minden dobassorozatnak feleltessiik meg azt a J és R jelekbdl allo

sorozatot, amelynek az ¢-ik helyén a J jel 4ll, ha a i-ik dobéas 6-os, és az R jel,

ha az i-ik dobéas 1, 2, 3, 4 vagy 5. Ezzel a jeloléssel a feladat elsé része gy fogal-

mazhaté at, hogy mi annak a valészintisége, hogy az igy definidlt J és R jelekbol

allé sorozat els6 n tagjaban pontosan k darab J és n — k R jel all. A sorozat
5

minden helyén egymastol fiiggetleniil % valoszintiséggel J, és g valdszinliséggel R

jel all. Minden olyan n hosszusagu sorozatnak, amely k£ darab J és n — k R jelbdl

, 1\k /5\n—k s, . n o
all (6) (6) a valdszintisége. Mivel (k) olyan n hosszisigu sorozat van, ame-

lyiknek els6 az n jegyében pontosan k darab J jel van, ezért annak a valészinlisége,

hogy a sorozat elsé n jelében pontosan k darab J jel van (Z) (%)nilg (%)k

Az, hogy a k-ik J jel a sorozat n-ik tagjdban jelenik meg azt jelenti, hogy a sorozat

els6 n—1 tagjaban pontosan k—1 J-jel van, és az n-ik jel J. Osszesen (Zj) ilyen n
1

i 7 ’ 7 . . z /Y k nfk ’
hosszisagu sorozat van, és minden ilyen sorozat valdszintisége (—) (5) . Ezért

6) \6
a méasodik kérdésre a véilasz (Zj) (%)n_k (%)k

3.) Dobjunk fel egy szabéalyos dobdkockét egymés utan egymastdl fiiggetlentil végtelen
sokszor. Mutassuk meg, hogy nulla annak a valdsziniisége, hogy ebben a végtelen
dobéssorozatban haromnél kevesebb 6-os dobas van. (Valdjaban, mint a megoldas
is mutatni fogja, a harom helyett tetszéleges k egész szdamot is irhattam volna.)
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Megoldas: Kényelmesebb azt megmutatni, hogy a vizsgalt esemény komplemen-
terének, tehat annak az eseménynek, hogy van legaldbb 3 hatos dobés a végtelen
dobassorozatban 1 a valdszintisége. Jelolje ezt az eseményt A. Elég belatni, hogy
minden £ > 0 szamra lehet definidlni olyan A(e) eseményt, amelyre A(e) C A, és
P(A(e)) > 1 —e. Valéban, innen kovetkezik, hogy P(A) > P(A(e)) > 1 —& minden
e > 0 szamra. Ez viszont csak gy lehetséges, ha P(A) = 1.

Tekintstink egy nagy N szamot, és definidljuk azt az Ayx eseményt, hogy az els6
N dobés tartalmaz legaldbb egy hatos dobést, és az N + 1-ik és 2N-ik, illetve a
2N —+ 1-ik és 3N-ik dobasok kozott is szerepel legalabb egy hatos dobés. Nyilvan
AN C A, ezért elég megmutatni, hogy minden € > 0 szdmra létezik olyan N = N (¢)
index, amelyre P(A(e)) = P(An()) > 1 —¢.

Viszont az P(Ay) valészinliséget nem nehéz kiszamolni. Annak valésziniisége, hogy

az els6 N dobas nem tartalmaz hatos dobast (%) , igy annak a valdszinlisége,

hogy legaldbb egy hatos dobést tartalmaz 1 — (%)N. Hasonléan szamolhaté ki az

is, hogy annak a valdszintisége, hogy az N + 1-ik és 2N-ik, illetve a 2N + 1-ik és

3N-ik dobasok kozott szerepel legalabb egy hatos dobés szintén 1 — (%)N. Innen
3

P(Ayn) = <1 - (g)N> . E formula alapjan A}im P(An) = 1, ezért létezik olyan

N = N(g), amelyre P(Ay() > 1 — ¢, amint allitottuk.

Masodik megoldas: Jelolje By azt az eseményt, hogy az els6 N dobasban legalabb

3 hatos dobas van. Mint az el6z6 megoldasban lattuk, elég megmutatni azt, hogy

A}im P(By) = 1 vagy ami ezzel ekvivalens, azt hogy A}im PQ\By) =1-

A}im P(By) = 0. Viszont az 2\ By esemény azt jelenti, hogy az els6 N dobds

0, 1 vagy 2 dobas hatos dobéast tartalmaz. Ezért a 2. feladat eredménye alapjan
N N—-1 N—2 /112 , .

PO By) = (3) ()Y + () ()" L+ (3) ()Y ()*. Tunen lithato, hogy

valéban A}im P(Q\ By) =0.

Megjegyzés: A val6sziniiségi mez6 definicidjabol kovetkezik, hogy az iires esemény (szem-
léletesen a be nem kovetkez6 esemény) valdszintisége nulla. Van olyan esemény, ami be-
kovetkezhet, a valészinlisége mégis nulla. Erre mutat példat az el6z6 feladat eredménye.
Késébb még tobb ilyen példat fogunk latni.

4.) Dobjunk fel egy szabalyos dobdkockét egymés utdn egymastdl fiiggetlentil végtelen
sokszor. Szamitsuk ki annak a valdszintiségét, hogy a harmadik hatos dobas vagy
a huszadik vagy valamely késobbi dobasban jelenik meg.

Elsé megoldds. Annak a valdsziniisége, hogy a 3. hatos dobds az n-ik dobasban

jelenik meg a 2. feladat eredménye alapjan ("51) (%)n_3 (%)3. Ezért a tekintett
esemény a valoszinlisége

SN0 GO-200 6
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Masodik megoldas. El6szor megmutatom, hogy annak a valdszintisége, hogy a har-
madik hatos dobés a 20. dobésban vagy azutdn jelenik meg egyenl6 annak a
valoszintiségével, hogy a az elsé tizenkilenc dobasban 0, 1 vagy két hatos dobéas
tortént. Valdban, a keresett esemény komplementere az az esemény, hogy a har-
madik hatos dobas vagy az els6 tizenkilenc dobas valamelyikében vagy soha nem
kovetkezett be. De mivel annak valdszinlisége, hogy nem kovetkezett be harom
hatos dobds nulla, (lasd a 3. feladat eredményét) és egy esemény bekovetkezésének
a valoszintiisége egyenld egy minusz a komplementer esemény valdszintiségével, ezért
a keresett valdsziniiség egyenlé egy minusz annak a valdsziniisége, hogy az els6
19 dobasban legaldbb hiarom hatos dobés tortént. Ez viszont egyenlé annak a
val6szintiségével, hogy az els6 19 dobésban 0, 1 vagy két hatos dobas tortént. Ezért
a masodik feladat eredménye alapjan a keresett valdszintliség

6 -OE 6 6

a.) Mutassuk meg a 2. feladat (mésodik) eredményének a segitségével és az
analizis modszerével, hogy ha egy szabalyos dobdkockat végtelen sokszor fel-
dobunk, akkor az 1 valészinliséggel tartalmaz legalabb 3 hatos dobést. Azaz
szamoljuk ki ezt a valdszinliséget, és mutasuk meg, hogy az 1-gyel egyenlo.

b.) Az el6z6 feladat két megolddsaban ugyanannak az eseménynek a valdszintisé-
gére két formalisan kiilonbozo kifejezést kaptunk. Mutassuk meg kozvetlentil
(val6szintiségi meggondoldsok nélkiil), hogy a két kifejezés egyenlé.

Megoldds. Oldjuk meg el6szor a feladat a) részét. A 2. feladat eredménye alapjin
annak a valdszintisége, hogy a 3. hatos dobas az n-ik dobasban jelenik meg

n—1\ (5\" 7 /1)’
2 6 6/
Ezért annak a valdszinlisége, hogy lesz 3 hatos dobas, azaz a 3. hatos dobas

bekivetkezik a k = 3-ik, 4-ik, ... , dobasok valamelyikében 3° ("31) (2)" 72 (3)*,

és azt kell megmutatni, hogy i (”gl) (%)H_Q (%)3 =1.
n=3

oo
Ennek érdekében felirom az (14 z)* = Y ({)z", ha |z| < 1 azonossdgot, ahol

—1)-(a—k+1 . . ) , . . .
(O‘) — ala=l) k,(o‘ +1) (A fenti azonossag minden valés a szamra érvényes, és az

k !
(1 + z)« fiiggvény Taylor sorfejtésébdl kovetkezik.) Vegyiik tovabba észre, hogy

("5 )= (0 25) = com R A= (),




Ezért i (" e = i (2) (=) 3 = i (73)(=z)™ = (1 — 2)~3 minden
n=3 n=3 n=0
oo
x| < 1 szdmra. Specidlisan, v = 5 vélasztdssal > (") (%)n_?’ (%)3 =1, és ezt
n=3

kellett belatni.

A b) rész igazolasa érdekében hasonlé szamoldssal bebizonyitom a

(109> #19(1 - )7+ (119) P51 - )72 (129) (1 - 2)

oo oo
_ n + 2 n __ n n—2
G EED W HE
n=17 n=19

azonossagot. Elotte azonban megmutatom, hogy ebbdl az azonossagbdl kovetkezik
a kivant allitds. Valéban, az azonossag mind a két oldaldt megszorozva (1 —x)3-nel,
és behelyettesitve az © = % értéket az igy kapott azonossagba megkapjuk, hogy a
4. feladatban szerepld valdszintliségre adott két kifejezés egyenld. (Az azonossig
jobboldalan a feladat elsO, a baloldalan pedig a feladat masodik megoldasa jelenik
meg.)

A bizonyitand6 azonossag baloldalan szerepld kifejezést Taylor sorba fejthetjiik a

o] oo
kovetkezd azonossagok segitségével: (1—x)73 = Y (_ng)(—l)”x” = > ("+2)x" =

n

20 ("), (1 —2)7 = 20 G (=1)ram = nijo (") = 20 ("FHan, és (1 —

oo
r)l=3Y (”)x”. Ezen azonossagok segitségével azt kapjuk, hogy

1

SIS LR E )

n=0 n=0 n=0

2 ()@ 2 OO 0

n=0 n=0 n=0

20(1 —2) + (19) 281 —2) %+ (129)9317(1 — )

Rendezziik 4t a fenti azonossag jobboldalat dgy, hogy vonjuk Ossze az azonos n
kitevot tartalmazéd x™ tagokat. Ekkor egy olyan olyan hatvanysort kapunk, amely-

ben z" egyiitthatdja ("_217) (109) + ("_117) (119) + (”_017) (129) minden n > 17 kitevore,

és nulla az n < 17 kitevOkre. Viszont tudjuk, hogy ("_217) (109) + ("_117) (119) +

(”_017) (129)3:”“7 = (("*127)“9) = (";2). (Lasd az els6 téma jegyzetének kiegészité-
sében szereplo 7. feladatot, amely ennek az azonossagnak egy altaldanositasat tar-
oo
talmazza.) Ez azt jelenti, hogy a bizonyitandé azonossag baloldala 217 (";2) i
n=
oo

> (5)a""2-vel egyenld. Ezzel a kivént allitdst bebizonyitottuk.



Az el6z6 feladatokban olyan azonossagokat bizonyitottunk viszonylag egyszert va-
l16szinliségszamitasi meggondolasok segitségével, amelyeknek analitikus bizonyitésa sok
munkat igényel. Erdemes megjegyezni, hogy valdjaban a valdszinliségszamitasi meg-
gondolasok hatterében is mély és nehezen bizonyithaté eredmények rejtéznek. Szamo-
lasainkban feltételeztiik, hogy valdszintiségek végtelen Osszegeivel ugyanigy szamolha-
tunk, mint ahogy végtelen sorokkal szamoltunk az elemi analizisben. Ez egy igaz, de
nem magatél értetodo allitas. Itt haszndltuk ki azt, hogy a valdszinliség o-additiv.
Pontosabban fogalmazva azt hasznéltuk ki, hogy egy szabalyos dobdkocka végtelen sok
egymast koveto fiiggetlen feldobasanak 1étezik Kolmogorov feltételrendszerét kielégito
valészintiségi modellje. A 3. feladat megoldasainak 6sszehasonlitasa segitségével kapott
azonossag ezen az igaz, de nem-trivialis eredményen alapult.

Tekintsiink még egy egyszerli valdoszinliségszamitasi modellt, valéjaban a legegy-
szeribb modellt, amely sok feladatban megjelenik. Tekintsiink egy kisérletet, amely-
nek N lehetséges kimenetele van, és ezek mindegyike egyforméan valdszini. Egy ilyen
kisérlet valészintiségi modellje a kovetkezd. Vegyiink egy N elemi {z1, ...,z } halmazt.
Definaljuk az (9, A, P) valésziniiségi mez6t a kovetkezé médon. Q = {z1,...,xn}, A
az () Osszes részhalmazabdl all6 halmaz, és egy A € A halmazra P(A) = %, ahol |A|
az A halmaz elemeinek szamat jeloli. Ezt a képletet tigy is szokas interpretédlni, hogy

kedvezd esetek szama

valészinliség = — -
0sszes eset szama

ahol a kedvezo eset egy a vizsgalt A esemény altal tartalmazott elemi eseményt je-
lent. Természetesen ez a képlet csak akkor érvényes, ha minden lehetséges kimenet
(elemi esemény) valdszintisége egyenld. Sokszor taldlkozunk olyan feladattal, amely-
ben ez a feltétel teljesiil, viszont az A halmaz kozvetett mdédon, az X halmaz ele-
meinek bizonyos tulajdonsagai altal van definidlva. Ilyen feladatokban az A halmaz
elemeinek Osszeszamlasa valamilyen nem feltétleniil egyszerii kombinatorikus meggon-
dolasokat igényel.

Tekintsiink egy ilyen feladatot, egy a lottéhtuzas lehetséges eredményének a visel-
kedésével kapcsolatos problémat. Ertsiik elészor meg, hogy a lottohizas eredményérol
sz0l6 feladatok, vagyis azok a problémék, amelyek arrdl szélnak, hogy a hiizas eredménye
milyen val6szintiséggel esik egy halmazba, (milyen valészintiséggel teljesit valamilyen
tulajdonsagot) az elébb emlitett feladattipusba tartozik. Valéban, ha el6irjuk azt
is, hogy mi volt az els6, a masodik, ... 6todik hizéds, akkor minden htuzassorozat
valoszintisége egyenld, (torténetesen m). De minket most nem érdekel a
huzéassorozatban megjelené szamok sorrendje, csak az, hogy melyik 5 huzdseredmény
jelent meg. Egy eldirt eredmény annak az 5! huzassorozat valészintiségének az Osszege,
amely huzéassorozatok ezt az 5 szamot tartalmazzdk tetszoleges sorrendben. Innen
kovetkezik, hogy minden lehetséges hiuzaseredménynek ugyanannyi a valdszinlsége,

nevezetesen ﬁ Oldjuk meg a kovetkez6 feladatot.

5

6.) Mi annak a a valésziniisége, hogy &t, négy illetve, hogy hdrom taldlatot ériink el
egy kitoltott lottdszelvénnyel?



Megoldas: Egy lottohizas soran minden lehetséges huzassorozatnak egyforma a
valésziniisége. Mint azt kordbban ldttuk, 90 szambdl 5 szdmot (°)-féleképpen lehet
kivalasztani, (ha nem szamit az, hogy milyen sorrendben hiztuk ki a szdmokat).
Ezért annak a valdszintisége, hogy 5 taldlatunk lesz, azaz pont a lottdszelvényen

levo szamokat huztak ki, (9—10) Az az esemény, hogy 4 talalatunk van azt jelenti,
5

hogy egy olyan szamotost hiztak ki, amely pontosan 4 olyan szamot tartalmaz,
amely megegyezik az altalunk bejelolt 5 szam valamelyikével. Hany ilyen sorozat
van? Egy ilyen sorozat a lottdszelvényen megjelolt 5 szadmbol 4-et, az ott meg
nem jelolt 85 szdmbdl 1-et tartalmaz. Osszesen (i) (815) = 5 - 85 ilyen sorozat van.
Annak a valdsziniisége, hogy ezek valamelyikét hiztdk ki, azaz 4 taldlatunk lesz

(G
(2)E)
(%)

Targyaljuk az el6adas elején felvetett masik kérdést is: Nem okoz-e gondot az, hogy
nem minden halmaznak definidltuk a valdszintiségét, hanem csak azoknak, amelyek egy
alkalmas o-algebraba esnek? Erre a kérdésre is megnyugtatd, nemleges valaszt lehet
adni, de ez a valasz némi indoklasra szorul. Az indoklas hatterében az az érv van, hogy
csak az olyan események valdszinlisége érdekel minket, amelyeket bizonyos egyszerii
megfigyeléseknek a segitségével pontosan definidlni tudunk. Azt kell megérteniink,
hogy az eredeti események segitségével definidlt \ij események (halmazok) benne van-
nak az ezen események altal generalt o-algebraban. Ugyanis az 1j halmazok definicidja
leithaté az eredeti halmazok unidinak, metszeteinek és kiilonbségeinek a segitségével.
Egy koriilményre azonban figyelni kell. Csak olyan definicidkat tekinthetiink, amelyek-
ben véges vagy megszamlalhato sok halmaz metszetét vagy unidjat vessziik, mert csak
igy tudjuk biztositani azt, hogy az tjonnan definidlt halmazok benne legyenek az ere-
deti halmazok altal generalt o-algebraban. Az e korldtozas miatt felmerilé nehézségek
lekiizdése érdekében érdemes felidézni néhany klasszikus eredményt. Ilyen szamunkra
érdekes eredmény példaul az a tény, hogy a raciondlis szamok a valdés szamok egy
mindenttt stri, megszamlalhaté részhalmazat alkotjak. A probléma jobb megértése
érdekében tekintsiink néhany példat.

. Hasonl6é meggondolasok alapjan annak a valdszintisége, hogy 3 taldlatunk

lesz

Az els6 példa a kovetkezo:

Allitas: Tekintsiik az elébb definialt valosziniségi mezdt, ahol eqy szabdlyos pénzdarab
végtelen dobdssorozatdat definidltuk. Adva egqy w végtelen fej-irds dobdssorozat, jelélje
k(n,w) az w sorozat elsé n jelében szerepld F betiik szamdt. Lassuk be, hogy az az A
halmaz, amelyet ugy definidlunk, hogy

A= {w: Létezik a lim k(n,w) hatérérték.}
n— 00 n

teljesiti az A € A tulajdonsdagot. Mas szavakkal: Az az esemény, hogy a fejdobdsok
relativ gyakorisiganak van hatdrértéke azon események kozé tartozik, amelyeknek defi-
nidltuk a valdszinidségét.
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Bizonyitds Az, hogy a (n w) ,n=12,..., sorozat valamely w-ra konvergél, ekvivalens

azzal, hogy a k(” @) p = 1 2,..., sorozat Cauchy sorozat. Ez azt jelenti, hogy minden

€ > 0 szamhoz letez1k olyan ny = no (e,w) kiiszobindex, amelyre n > ng és i > ng esetén
k(n,w) k(n,w)
n - n

< e. Ez ekvivalens azzal, hogy minden p pozitiv egész szamhoz l1étezik

k(n,w) _ k(fi,w)

olyan ng = ng(p,w) kiiszébindex, amelyre n > ng és n > ng esetén ’ < %.

Az, hogy ez az utébbi allitas teljesiil egy w végtelen sorozatra valamilyen p és ng
szdmra, ekvivalens azzal, hogy w € A, ,,,, ahol

= o BB L)
- NN {w k(?’:;w)_k(zw)’<%}: ﬁ A A

n

az A(p,n, i) = {w ”“” w) _ k(w)

< %} jeloléssel.

Rogzitsiink egy p pozitiv egész szamot. Egy w végtelen fej—irds sorozatra akkor
k(n,w) k(n,w) 1
n - n < ]_9

és csak akkor létezik olyan ng = ng(k,w) kiiszobindex, amelyre a

relacié teljesiil minden n > ng és n > ng szam esetén, ha
o0
wed, =] Apn
n=1
A % szamsorozat azokra az w elemi eseményekre Cauchy sorozat, amelyekre

wEA:ﬁAp.

p=1

k(n,w) k('r_i,w)

- ‘ < %} halmaz minden eloirt

Vegyiik észre, hogy az A(p,n,n) = {w: ‘
(n,n) szdmparra és p szamra eleme az A o-algebranak, mert megmondhatd, hogy mely
max(n,n) fej és irasjellel kezd6dé sorozatok tartoznak hozza ehhez a halmazhoz, és
melyek nem. Innen és a o-algebra definicigjabdl az is kovetkezik, hogy az ilyen halmazok
segitségével definidlt A, ,, és A, halmazok minden p és ngy indexre elemei az A o-

algebranak, és ugyanez igaz az A halmazra is. Az A € A allitast kellett bebizonyitanunk.

Tekintek néhany hasonlé, de egyszeriibb problémat.
Feladatok:
7.) Legyenek Ap, Ao, ..., események egy (£2,A, P) valdsziniiségi mezén. Lassuk be,
oo
hogy ( U Ak) jeloli azt az eseményt, hogy az Aq, Ao, ..., események koziil
k=

n=1

végtelen sok bekovetkez1k
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Megoldas: Az, hogy az A, események koziil végtelen sok bekovetkezik, azt jelenti,
hogy minden pozitiv egész n szamhoz van olyan k > n index, amelyre az az A

o
esemény bekovetkezik, azaz a B, = |J Ay esemény is bekovetkezik. Az, hogy a B,,
k=n

esemény minden pozitiv egész n szamra bekovetkezik azt jelenti, hogy bekovetkezik
o o o
a (| Bn= () Ak) esemény.
n=1 n=1 \k=n
8.) Legyenek Aj, As,..., események egy (2, A, P) valésziniliségi mez6n. Lassuk be,

oo o0
hogy | ( N Ak) jeloli azt az eseményt, hogy az Aq, As, ..., események koziil
n=1 \k=n
véges sok kivétellel mindegyik bekovetkezik.
Megoldas: Az, hogy az A, események majdnem mindegyike bekovetkezik, azt je-
lenti, hogy van olyan n szdm, melyre igaz, hogy minden k£ > n indexre bekovetkezik
o

az Aj esemény, azaz a B, = [)| Ar esemény is bekovetkezik. Az, hogy a B,
k=n

o]
esemény bekovetkezik valamely n szamra azt jelenti, hogy bekovetkezik az |J B, =
n=1
oo

U (ﬁ Ak) esemény.
k=n

Hazi feladat:

Tekintsiik egy szabalyos pénzdarab végtelen egymaés utani feldobasat. Lassuk be,
hogy az az esemény, hogy hiarom egymas utani fej-dobas csak azutan tortént, hogy
e sorozat elsO elemének a megjelenése elott mar volt tiz fej-dobas mérheté esemény,
amelynek van valdszinlisége.

Megjegyzés: Mind az itteni mind késobbi feladatok vizsgédlata érdekében érdemes felele-
veniteni azt, hogy hogyan lehet szamolni halmazok metszeteivel, unidival, kiilonbségé-
vel. Kiilonosen hasznos feleleveniteni a Morgan-féle azonossagrol, illetve a konjunktiv
és diszjunktiv normalformaktol tanultakat.

Egy mdasik probléma, amelynek megolddsa nem-trividlis analizisbeli eredmények felhasz-
ndlasat igényli. A geometriai valosziniiségek maodszere.

Ledobunk egymastdl fiiggetleniil egy = és egy y pontot egyenletesen a [0,1] interval-
lumba, azaz mind az x mind az y pont egymastdl fiiggetleniil |b — a| valdsziniiséggel
esik egy [a,b] C [0,1] intervallumba. Az (z,y) szdmpar kijelol egy véletlen pontot az
egységnégyzeten. Mi annak a valdszinlisége, hogy ez a pont beleesik az egységnégyzet
valamely A halmazaba?

Azt varjuk, hogy ez a valészinliség megegyezik a halmaz és az egységnégyzet met-
szetének a teriiletével. Ez az elképzelés 1ényegében helyes, de természetesen csak az-
zal a megszoritassal, hogy olyan halmazt tekintiink, amelynek van tertiilete. A ko-
vetkezO tételben megfogalmazom az analizisnek azt az eredményét, amely lehetévé
teszi a sziikséges valdszintiségi modell megkonstrualdsat. Ebben tételben bevezetem
az analizisben definidlt Borel o-algebra és Lebesgue mérték fogalmat is.
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Tétel a Lebesgue mérték létezésérol az Euklideszi térben. Tekintsik a sik
la,b] x [c,d] alaki részhalmazait, (amelyek téglalapok), és definidljuk ezek teriletét a
(b—a)(d—c) képlet segitségével. Altaldnosabban, tekintsik az n-dimenzids teret, n > 1,
és abban az [a1,b1] X [az, ba] X -+ X [an, by] alaki téglatesteket, ahol a; < b;, 1 < j < mn.
n
Definidljuk e téglatestek térfogatdt a [] (b; — a;) képlet segitségével. Jeldlje B az ezen
j=1
téglatesteket tartalmazo legszikebb o-algebrdt. (Az irodalomban ezt a o-algebrat a Borel
o-algebrdnak, a o-algebra elemeit pedig Borel mérhetd halmazoknak nevezik.) Ekkor
létezik olyan mérték a B o-algebrdn, amelyre teljesiil az a feltétel, hogy minden téglatest
mértéke megegyezik annak térfogatdval, és ez a mérték egyértelmiien meg van hatdrozva.
(Ezt a mértéket hivjik az irodalomban Lebesgue mértéknek.) Azoknak a halmazoknak,
amelyeknek a geometridban definidltdk a térfogatdt megegyezik a térfogata és Lebesgue
mértéke.

Ennek az eredménynek a segitségével definidlni tudunk egy szamunkra kivanatos
valoszinliségi modellt. Tekintsiik a sikon definidlt Lebesgue mérték megszoritasat a
[0,1] x [0, 1] egységnégyzet, Borel mérhetd részhalmazaira, amelyek egy By Borel o-
algebrét alkotnak. Definidlhatjuk a kovetkezé (2, .4, P) valészinliségi mezot.

Legyenek az w elemi események az egységnégyzet pontjai, és a biztos esemény az
Q =1[0,1] x [0,1] egységnégyzet. Legyen A = By, a B Borel o-algebra megszoritisa az
egységnégyzetre, a P mérték pedig a Lebesgue mérték megszoritasa a A o-algebrara.
Mutatok néhany példat arra, hogy hogyan lehet bizonyos feladatokat megoldani ennek
a modellnek a segitségével.

E feladatok megoldésa egy olyan modell konstrukciéjan alapul, ahol az (2, A, P)
val6szintiségi mezé 2 halmaza a sik vagy (néhany hasonl6 problémaban) az n dimenzids
tér valamely (mérhetd) részhalmaza, A az Q halmaz Borel mérheté részhalmazaibol
all, és P(A) az A halmaz alkalmasan normalt (a P() = 1 feltételt teljesitd) térfogata
minden A € A halmazra, illetve sikbeli modellek esetén P(A) az A halmaz alkalmasan
normalizalt teriilete. Ezt az eljarast a geometriai valésziniiségek maddszerének is szokas
nevezni.

9. feladat: Két ember 8 és 9 ora kozott megjelenik egy téren egymastdl fiiggetlentil
és egyenletes eloszlassal. Mind a ketto félorat var a masikra, és ha az addig nem
jon, akkor hazamegy. Mi a valészinlisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és vélasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, amelynek x koordinatdja megadja, hogy az els6é ember az y ko-
ordindtdja pedig megadja, hogy a masodik ember mikor (8 plusz hény drakor)
érkezett. Ekkor az igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz
annak val6szintisége, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik
megegyezik e halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember talalkozik azt az eseményt
jelenti, hogy az igy definidlt (x,y) pont az egységnégyzet

A:{(m,y): —%Sy—xﬁ%}ﬂ[(),l] x [0,1]
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részhalmazdba esik. Ennek a halmaznak a teriilete 1 — 2 - % = %, és ez a keresett
valoszintliség.

10. feladat: Két egy méter hosszi botot véletlenszeriien, (egymastdl fiiggetleniil)
egyenletes eloszlassal eltoriink. A két rovidebb darabot 6sszeragasztjuk. Mi annak
a valészintlisége, hogy az igy kapott ij bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is targyalhaté hasonlé médon. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, amelynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiikk el az els6é botot az y koordinataja pedig azt, hogy hol
tortiilk el a masodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasi az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valdsziniiségével, hogy az (z,y) pont a
kovetkez6 A1, As, Az és Ay halmazok A; U Ay U A3 U A4 unidjaba esik: A; =
{(z,y): z+y <0.8}N[0,2] x[0,1], As = {(z,y): z+(1—y) <0.8}N[0, 3] x [1,1],
Az ={(z,y): 1—2+y <08N[3,1]x[0,3] és Ay = {(z,y): 1 —2z+1-y <
0.8} N [5,1] x [3,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az dbra mutatja, hogy az
A1 UAsUA3UA, halmaz komplementere az a négyzet amelynek csticsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehét
a minket érdekl6 valdszintiség 1 — 0.08 = 0.92.

Kés6bb tanulni fogunk olyan mddszereket, amelyek lehetové teszik a fenti két feladat
megoldasat mas médon. Akkor vissza fogunk térni ezekhez a feladatokhoz.

11. feladat: Dobjunk le az egységintervallumra véletleniil, egymastdl fiiggetleniil 2
pontot. (Az, hogy egy pont az egységintervallum valamely részintervalluméba esik
egyenld ezen intervallum hosszaval.) Ez a két ledobott pont az egységintervallumot
hiarom részintervallumra osztja. Mi annak a valdszinlisége, hogy az igy létrejott
hérom részintervallumbdl szerkesztheté haromszog?

Megoldas: A harom szakaszbdl akkor és csak akkor szerkesztheté haromszog, ha tel-
jesitik a haromszogegyenlotlenséget, azaz barmely kettd 0sszhossza nagyobb, mint
a harmadik intervallum hossza. Mivel a harom részintervallum oOsszhossza 1, ez
ekvivalens azzal, hogy mindegyikiik hossza kisebb, mint % Legyen az els6 ledobott
pont koordinataja = a masodik ledobott ponté pedig y. Ekkor az (z,y) pont egyen-
letes eloszldst a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzeten, és a keletkezett szakaszok hossza x,
y—xrésl—y har<y,ésy r—yésl—ux, haxr>y. Ahirom szakaszbdl akkor és
csak akkor szerkesztheté haromszog, ha a kovetkez6 két (egymadst kizdrd) esemény
valamelyike bekovetkezik:

a) 0<z <3, 1<y<l,0<y—z<i,

b)0<y<s3,3<z<1,0<z-y<s3.
(Az a.) eset annak felel meg, hogy < y, a b.) eset pedig annak, hogy y <
x.) Egyszeri geometriai meggondolds mutatja, hogy mind az a) mind a b) eset-
ben definidlhatunk egy olyan % hosszu befogdkkal rendelkez6 szabdalyos derékszogli
egyenl6szaru haromszoget, amelyre az a) illetve b) feltétel teljesiilése azt jelenti,
hogy az (z,y) pont a megfelelé haromszogbe esik. fgy a keresett valdszintiiség
2-4=1.
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12. feladat: Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldalan taldlomra valasz-
tunk egy-egy pontot. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy ezek tavolsaga a-nal
kisebb, (1 < a < \/5)7

Megoldas: Jelolje u a négyzet egyik, és v a négyzet atellenes oldaldra ledobott pont
értékét. A két ledobott pont tdvolsiga (a Pitagorasz-tétel szerint) /(u — v)2 + 1,
ezért minket a P(\/(u—v)24+1 < a) = P(jJu — v| < va?—1) valdszinliség
értéke érdekel, ahol az (u,v) véletlen vektor egyenletes eloszldsi a [0, 1] x [0,1]
egységnégyzeten. A feladatot megoldhatjuk a geometriai valésziniiségek modsze-
rével is. Ekkor azt hasznaljuk, ki, hogy mivel az (u,v) véletlen vektor az egy-
ségnégyzet egy véletlen pontja, és a keresett valdsziniiség az {(u,v): 0 < u,v <
1, —vVa2—1 < u—v < Va2 —1} halmaz teriilete, az a 1 — (1 — Va2 —1)? =
2va? — 1 — (a2 — 1) kifejezéssel egyenld.

13. feladat. A [0, 1] intervallumon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi annak
a valdszintisége, hogy a két felvett pont tavolsdga kisebb, mint a 0 pontnak a hozza
kozelebb es6 ponttol vald tavolsaga?

Megoldas: Ezt a feladatot legegyszeriibben a geometriai valésziniiségek médszerével
tudjuk megoldani. Egyszeriibb eloszor a feladatban kérdezett esemény komple-
menterének a valészinliségét kiszamolni. Legyen & az els6, n a méasodik ledobott
pont értéke, és vezessiikk be az A = {w: {(w) > 2n(w)} és B = {w: n(w) > 2{(w)}
eseményeket. Ekkor a minket érdekld esemény komplementere az A U B esemény.
Tovabbd, az A és B események diszjunktak, P(A) = P(B), ezért P(AUB) = 2P(A).
A (&,7n) véletlen vektor egyenletes eloszlasi az egységnégyzeten, és az A esemény
azt jelenti, hogy ez a véletlen vektor az {(u,v): 0 < 2v < u < 1} halmazba esik.

1

Ennek valdszintisége +. Ezért P(AU B) = 3, és a keresett valészintiség 1 — £ = 1.

A valészintliség definicigjaban feltettiik, hogy a valdszintiségi mérték nemcsak ad-
ditiv, hanem o-additiv is. Ez kényelmesebbé teszi a szamolasokat, és ezenkiviil ez tette
lehetové a végtelen dobassorozatot definialé valdszintiségi mérték illetve a pontledobast
leir6 Lebesgue mérték egyértelmi; definiciéjat. Erdemes megérteni a o-additiv és ad-
ditiv halmazfiiggvények kozotti kapcsolatot. Belatjuk, hogy a mértékek o-additivitasa
ekvivalens azzal, hogy az ilyen halmazfiiggvények az additivitason kiviil még egy foly-
tonossagnak nevezett, alabb ismertetett tulajdonsagot is teljesitenek. Ezt az allitast
az aldbbi Tétel A eredményben pontosabban is megfogalmazom. A Tétel A (egyszerii)
bizonyitasat a 2. kiegészitésben adom meg.

Tétel A. Legyen adva egy 2 halmaz, annak bizonyos részhalmazaibol dllo A o-algebra,
és azon eqy véges, P additiv nem-negativ halmazfiggvény, azaz feltesszik, hogy 0 <
P(Q) < 0, és P(AUB) = P(A)+ P(B), ha A és B diszjunkt halmazok. A P hal-
mazfiigguény akkor és csak akkor o-additiv az A o-algebrdan, ha teljesiti az aldbbi a
meérték folytonossdgdanak nevezett tulajdonsdgot:

Ha A, € A, n=1,2,... az A o-algebra olyan elemei, amelyekre
[o@)
CACAy T CAy, és [ An=0,
n=1
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akkor lim P(A,) = 0.

n—oo
A fenti dllitas akkor is érvényes, ha A algebra, de nem feltételenil o-algebra. Ez
esetben a o-additivitds ugy értendd, hogy amennyiben az A,, n = 1,2,..., halmazok
oo
diszjunktak, A, € A minden n = 1,2,... indexre, és ezenkivil az A = |J A, € A

n=1

feltétel is teljesiil, akkor P(A) = >  P(A,).
n=1

Ha P véges, o-additiv nem-negativ halmazfigguény eqy algebran, akkor teljesiti a
fent megfogalmazott folytonossagi tulajdonsdg kévetkezd erdsebb wvdltozatdt is. Legyen
B,€ A, n=0,1,2,..., az A algebra olyan monoton csékkend halmazsorozata, melyre

oo
++CByCBy1 C---CBy, és [|Bn=DBy€A
n=1
C,eA, n=0,1,2,..., az A algebra olyan monoton novekvd halmazsorozata, melyre
[o.¢]
- CCCChpr Co € | JCu=Che A
n=1

FEkkor lim P(B,) = P(By), és lim P(C,) = P(Cy).
n—oo n—oo
Vilagos, hogy legaldbbis formélisan a o-addititas erdsebb kovetelmény mint csak
az additivitas. De tudunk-e példat adni egy o-algebran additiv, de nem o-additiv
halmazfiggvényre? Elképzelheto-e, hogy a o-additivitas eléirasa miatt bizonyos érdekes
feladatokra nem tudunk valésziniiségi modellt adni?

Ezekre a kérdésekre megnyugtatd valaszt tudunk adni. Léteznek o-algebran ad-
ditiv, de nem o-additiv halmazfiiggvények. Ezeket viszont mindig csak nem konstruktiv
moédon (kivalasztasi axiéma vagy egy vele ekvivalens allitas segitségével lehet megadni.)
A teljesség kedvéért a 3. kiegészités részben példat mutatok egy additiv, de nem o-
additiv halmazfiiggvényre. Konkrét, jél megfogalmazhaté feladatokban nem jelenik
meg az a probléma, hogy a valdszinliséget megadd természetes jelolt additiv, de nem
o-additiv.

Végiil teszek még egy megjegyzést valoszintiségi modellek konstrukcijarél. Ebben
az elbadasban kiilonbozé véletlen jelenségeknek megadtuk egy valdszintiségszamitasi
konstrukciojat. Ezek jé konstrukciok voltak, de nem ezek az egyediili j6 konstrukciodk.
Példaul egy szabalyos pénzdarab 10 egymas utani feldobasara az is lehet modell, hogy a
pénzdarabot, 20 alkalommal dobjuk fel, de az utolsé tiz dobas eredményét nem vessziik
figyelembe. Jegyezziik meg azt is, hogy a vizsgalt feladatokban a valészintiségek ki-
szdmoldsdban nem jdtszott szerepet az, hogy a kivént feladatnak milyen (a feladat
feltételeit kielégit6) modelljét tekintettiik.

Kissé részletesebben kifejtve a kovetkezordl van szd. A tekintett feladatok min-
degyikében bizonyos A, eseményeket tekintettiink egy (€2,.4, P) valészintliségi mezén,
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amelyek elemei a A o-algebranak, és amelyek valdszintiségét ismerjiik. Bizonyos meg-
gondolédsok segitségével kiszamoltuk egy ezen A,, eseményektdl fliggd B esemény valdszi-
niiségét. A jobb megértés érdekében megkonstrualtunk egy olyan (€2, A, P) val6szintiségi
mezOt, ahol jol at tudjuk tekinteni a feladatot. Kzt a valdszinliségi mezét tgy volt
kényelmes megkonstrualni, hogy az A, események elemi események voltak, azaz olyan
események, amelyeket nem lehet kisebb halmazok unidjaként eléallitani. De ennek nem
volt jelentOsége érvelésiinkben, amely minden olyan valészinliségi mezében elmondhato,
amely teljesiti a vizsgalt feladat feltételeit.

1. kiegészités. Végtelen halmazok szamossaga. Megszamlalhaté halmazok.

Két véges halmaz nagysagat természetes modon 6ssze tudjuk hasonlitani. Azt mond-
juk, hogy az egyik nagyobb, mint a mésik, ha tobb elemet tartalmaz. Ha két halmaz
ugyanannyi elemet tartalmaz, akkor egyforma nagynak tekintjiik oket. Felmeriilhet az
igény, hogy hasonlitsuk 0ssze végtelen halmazok nagysagat is. Ez lehetséges a kovetkezo
észrevétel segitségével.

Két véges halmaz akkor és csak akkor egyenl6 nagy, ha elemeik kozott kolecsonosen
egyértelmi leképezést lehet létesiteni. Ezt a tulajdonsidgot meg lehet fogalmazni vég-
telen halmazokra is, és ez teszi lehetové végtelen halmazok nagysaganak az Gsszeha-
sonlitdsat. Két A és B (nem feltétleniil véges) halmazt egyforma nagynak tekintiink,
hivatalos terminologiaval azt mondjuk réluk, hogy egyenlé szamossaguak, ha létezik
elemeik kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan
F: A — B leképezés, amelyben minden a € A elemnek megfeleltetiink egy b € B
elemet, az A halmaz kiilénb6z6 a € A és o’ € A, a # o/, elemeinek b = F(a) € B és
b = F(a') képei kiilonbozéek, azaz b # b, és minden b € B elemre létezik egyetlen
a € A elem, amelyre b = F(a). Azt mondjuk, hogy a B halmaz szdmossaga nagyobb
vagy egyenlé, mint az A halmaz szamossaga, ha létezik az A halmaznak kolcsonosen
egyértelmii leképezése a B halmaz valamely részhalmazara. Ha a B halmaz szamossédga
nagyobb vagy egyenld, mint az A halmaz szdmossaga, de nem egyenl6 vele, azaz a két
halmaz kozott nem létezik kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés, akkor azt mondjuk,
hogy a B halmaz szdmossdga (szigorian) nagyobb, mint az A halmaz szamosséiga.

Ilyen modon egy rendezést vezettiink be halmazok szamossaga kozott. Megjegy-
zem, hogy ez nem magatdl értetédo allitas. Ahhoz, hogy jogunk legyen halmazok
nagysaganak el6bb bevezetett 0sszehasonlitasat rendezésnek hivni, be kell 1atni néhany
allitast. fgy példaul meg kell mutatni, hogy tetszoleges két A és B halmazra igaz, hogy
vagy az A halmaz szamossidga nagyobb vagy egyenl6, mint a B halmaz szamossaga,
vagy a B halmaz szamossaga nagyobb vagy egyenld, mint az A halmaz szamosséaga.
Tovabba azt is be kell bizonyitani, hogy ha mind az az A halmaz szdmossaga nagyobb
vagy egyenl6, mint a B halmaz szamossdga, mind a B halmaz szamossiga nagyobb vagy
egyenld, mint az A halmaz szdamossdga, akkor a két halmaz szamossaga egyenlo, azaz
ebben az esetben létezik az A halmaznak kolcsonosen egyértelmi leképezése a B hal-
mazra. Ezenkiviil még igazolni kell azt a (viszonylag egyszerii) allitdst, hogy ha harom
A, B és C' halmaz olyan, hogy az A halmaz szdmossédga kisebb, mint a B halmazé, a B
halmaz szdmossaga kisebb, mint a C' halmazé, akkor az A halmaz szamossaga kisebb,
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mint a C' halmaz szdmossaga. Ezeknek az allitdsoknak a bizonyitdsa mély matematikai
gondolatokat igényel. De ezek ismertetése nem ennek a kurzusnak a téméja.

Egy lényeges kiilonbség véges és végtelen halmazok kozott az, hogy egy végtelen
halmaz és annak egy valddi részhalmaza lehet egyenlé szamossagi. Példaul az egész
szamok halmazanak a szdmossiaga megegyezik a paros szamok halmazaéval. Valéban, az
F(x) = 2z figgvény kolcsondsen egyértelmii leképezést 1étesit az egész szdmok és paros
egész szamok kozott. Ez a példa is mutatja, hogy végtelen halmazok nagysigénak az
Osszehasonlitasakor nem igaz minden olyan allitas természetes megfelel6je, amely véges
halmazok kozott igaz volt.

A végtelen halmazok szamossaga kozott kiilonosen fontos szerepet jatszik a meg-
szamlalhaté szamossag. Egy halmazt megszamldlhaté szamossagunak neveziink, ha
szamossaga egyenld a természetes szamok szamossagaval. Az elnevezés oka az, hogy
egy X halmaz akkor és csak akkor megszamlalhatd szamossagi, ha egyrészt nem véges
sok elembdl all, masrészt elemei felsorolhatdak, azaz megadhato olyan az X elemeibdl
allé {x1, xa, ...} sorozat, amelyben el6bb-utébb az X halmaz minden eleme sorra kertil.
Val6oban, ha az X halmaz megszamlalhato, akkor létezik egy kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetése a természetes szamokkal. Ebben az esetben az X halmaz megadhato,
mint az az x1,%2,... sorozat, amelynek j.-ik eleme, az z; pont az az érték, ahova
a j természetes szamot képezi a természetes szamoknak ez a kolcsonosen egyértelmii
leképezése az X halmazra. Masrészt, ha az X halmaz elemeinek van X = {z1,z2,...}
alaku felsoroldsa, akkor az F': j — x; leképezés kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést
létesit a természetes szdmok és az X halmaz kozott.

Tulajdonképpen a megszamlalhat6 szamossagi halmazok a legkisebb (szdmossign)
végtelen halmazok. Be lehet latni, hogy a (nem feltétleniil pozitiv) egész szamok hal-
maza is megszamlalhato. S6t, be lehet latni, hogy a raciondlis szamok halmaza vagy a sik
azon pontjainak a halmaza, amelyeknek mind a két koordinataja racionalis szam szintén
megszamlalhaté szamossagi. Megszamlalhato sok megszamlalhaté halmaz unidja is
megszamlalhato.

Felmeriilhet a kérdés, hogy létezik-e egydltalan nem megszamlalhaté szamossagu
halmaz. A valasz erre a kérdésre igenl6. Példdul a végtelen hosszisagu nulla-egy soroza-
tok halmaza, vagy a szdmegyenes vagy a sik pontjainak a szamossaga nagyobb, mint
megszamlalhatd. A most emlitett halmazok szamossaga megegyezik, és ezen halmazok
szamossagat kontinumnak nevezik. Megjegyzem, hogy a kontinumndl is van nagyobb
szamossag, s6t tetszOleges halmazndal van néala (szigorian) nagyobb szédmossagi halmaz.

Miért érdemes ezeket a halmazok szamossagardl szolé ismereteket feleleveniteni egy
valészintiségszamitasi eléadasban? Azért, mert ezen ismeretek sziikségesek néhény fo-
galom, eredmény megértéséhez. Példaul, amikor egy egymas utdn (megszdmlalhatdan)
végtelen sokszor feldobott pénzdarab viselkedését leird valdszintiségi modellt konstrual-
tunk, akkor az elemi eseményeket 1igy definidltuk, mint a végtelen fej-iras sorozatokat,
és a biztos eseményt ugy definidltuk, mint az 6sszes ilyen sorozatot tartalmazé halmazt.
Ahhoz, hogy lassuk, jogunk van ebben a modellben minden elemi esemény val6szintiségét
nulldnak definidlni tudnunk kell, hogy az elemi eseményként definidlt fej-irds sorozatok
szamossaga, nagyobb mint megszamlalhaté. Ez biztositja, hogy az 1 valdszinliségl
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biztos esemény nem &llithaté eld, mint megszamlalhatéan végtelen nulla mértéka hal-
maz unidja. (A végtelen fej-irds és végtelen nulla~egy sorozatok kozott kolesonosen
egyértelmli megfeleltetés létesithets. Ezért mind a két halmaz kontinum szamossagu.)

2. kiegészités. Mértékelméleti ismeretek.

El6szor leirom az el6adéasban megfogalmazott Tétel A bizonyitasat.

A Tétel A bizonyitdsa. Lassuk el6szor be, hogy amennyiben a P véges értékii hal-
mazfiiggvény nemcsak additiv, hanem o-additiv is, akkor teljesiti a folytonossagi tulaj-
donsagot: Legyenek A, € A, n=1,2,..., az A o-algebra (vagy algebra) olyan elemei,

amelyekre --- C A, C A,_1 C -+ C A1, és () A, = 0. Definidljuk a (diszjunkt) B, =

n=1
A, \ Ap 41, halmazokat. Ekkor A, = |J Bi, n = 1,2,..., ezért a P halmazfiiggvény
k=n
o-additivitdsa alapjan P(A,) = > P(By). Specidlisan, P(A;) = Y. P(B;) < oc.
k=n k=1

Ezért minden & > 0 szdmhoz létezik olyan ny = ng(e) kiiszébindex, a_melyre teljesiil,

hogy P(A,) = > P(Bk) < e, han > ng, és ezt kellett beldtni.

k=n

Ha a P halmazfiiggvény additiv, és teljesiti a folytonossagi feltételt, akkor tekintsiik
A, € A, n=1,2,... diszjunkt halmazok tetszbleges rendszerét, legyen B,, U Ag,

n=1,2,.... (Jegyezziikk meg, hogy akkor is tudjuk, hogy B,, € A, ha A algebra de nem
feltétleniil o-algebra. Ugyanis feltettiik, hogy By € A, ezért B,, = By \ ( U Ak> e A
k=1

minden n = 1,2,... indexre.) Ekkor --- C B, C B,_1 C --- C By, és ﬂ B, =0,

ezért a P halmazfliggvény folytonossagi tulajdonsiga miatt lim P(B,,) :_ 0. Ezért
n—oo

tetszoleges N pozitiv egész szamra

P(QlAn> (UA>+PBN :NZ ») + P(By).

Mivel Nlim P(By) =0, innen N — oo hatdrdtmenettel megkapjuk a kivant allitast.
—00

Tekintsiik ezutan azt az esetet, amikor P véges o-additiv, és ezért folytonos hal-

mazfliggvény. Legyen B, € A, n = 1,2,..., az A algebra monoton csokken6 hal-
mazsorozata, amelyre (| B, = By € A. Ekkor A, = B, \ By vélasztdssal azt
n=1
irhatjuk, hogy ﬂ A, =10, és lim P(B,) = lim P(A,)+ P(By) = P(Bp). Legyen
Cn €A n=12,..., az A algebra monoton névekv$ halmazsorozata, Co = |J C,.
n=1
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Ekkor az A, = Cy \ C,, vélasztdssal azt {rhatjuk, hogy (| A, =0, és lim P(C,) =

n=1 n—00

P(Cy) — nh—>Holo P(A,) = P(Cy), és ezeket az éllitasokat kellett bizonyitani.

A valdszintiségi modellekben szereplé P valdszintiségi mértékek o-additivitasanak
igazolasaban alapvetd szerepet jatszik a mértékelmélet alabbi, itt nem bizonyitott na-
gyon fontos eredménye:

Carathéodory tétele mértékek egyértelmii kiterjesztésérol. Legyen adva egy
nem-negativ véges p mérték (azaz o-additiv halmazfiiggvény) egy 0 halmaz bizonyos
részhalmazaibol dllo Ao algebrdn. Ekkor a p mérték egyértelmiien kiterjeszthetd az Ag
daltal generdlt A o-algebrdra.

Megjegyzés: Fontos, hogy ez az eredmény nemcsak a mérték kiterjeszthetoségét allitja,
hanem annak egyértelmiiségét is. FEz azt jelenti, hogy a generalt o-algebraban szereplo
halmazok mértékét (a minket érdeklé alkalmazdsok esetében valdszintliségét) egyértel-
miien tudjuk definidlni.

A fenti eredmény 6nmagaban nem elegendé az eléadasban tekintett szabalyos pénz-
darab végtelen dobéssorozatokat leiré6 modell helyességének a bizonyitasahoz. Meg kell
ugyanis el0szor adni azt az Ag algebrat és rajta azt a o-additiv halmazfiiggvényt, amely-
re a tételt alkalmazni tudjuk.

Jelen példdban természetes moédon definidlhatjuk azt az Ay algebrat és a rajta
értelmezett P mértéket, amelyre a Carathéodory tételt alkalmazni kivanjuk. Nevezete-
sen, alljon Aj az Osszes lehetséges végtelen fej-irdst tartalmazé §2 halmaz azon részhal-
mazaibol, amelyek csak véges sok koordinatatdl fiiggnek, azaz egy A halmaz akkor és
csak akkor tartozik a Ag algebrahoz, ha létezik egy k pozitiv egész szam és k-hosszisagu
fej-iras sorozatoknak egy B halmaza, amelyre igaz, hogy egy végtelen fej-irds sorozat
akkor és csak akkor tartozik az A halmazba, ha az els6 k tagjabdl all6 k hosszusagu
fej-irds sorozat a B halmazhoz tartozik. (Az ilyen tipusi halmazokat hivjdk az iro-
dalomban henger-halmazoknak.) Tovabbd, legyen egy ilyen A halmaz P mértéke a B
halmaz elemszdma szorozva a 2~% szammal.

Nem nehéz belatni, hogy ilyen médon egy Ag algebrat definidltunk, és azon egy P
nem-negativ egyre normalt additiv halmazfiiggvényt. Viszont korantsem nyilvanvalo,
hogy a P additiv halmazfiiggvény egyben o-additiv is. Ennek bizonyitasa mély matema-
tikai gondolatokat igényel. Ennek részleteire nem térek ki. Viszont megfogalmazok egy
olyan az eléadasban emlitett mértékelméleti eredményt, amely valdszintiségszamitasi
szempontbdl azért érdekes, mert ez az eredmény biztositja azt, hogy végtelen sok
fliggetlen kisérletnek is van valdszinliségszamitasi modellje. Létezik Kolmogorovnak
egy a valdszinliségszamitas szamara még hasznosabb eredménye, amelyet a valdszinti-
ségszamitas alaptételének is neveznek. Ez az eredmény nagyon pongyolan megfogal-
mazva azt allitja, hogy minden értelmesen megfogalmazott véletlen jelenségnek 1étezik
a Kolmogorov-féle axiémarendszert kielégité valdszintiségi modellje. Az eredmény pon-
tos megfogalmazasara itt nem térek ki.
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Tétel mértékterek végtelen szorzatardl. Legyen adva végtelen sok (0, An, Pn),
n=1,2,..., valdsziniiségi mezd, azaz legyen adva minden n = 1,2,... szamra eqy A,
o-algebra valamely 2, halmazon és eqy P, valdsziniségi mérték ezen az A, o-algebrdan.
(Az, hogy a P, mérték valdsziniiségi mérték azt jelenti, hogy P,(),) = 1.) FEkkor
létezik ezen wvaldsziniiségi mezdknek egy (2°°, A%, P*°) végtelen szorzata, ami szintén
valosziniiségi mezo.

Részletesebben megfogalmazva ez a kévetkezot jelenti. Definidljuk az Q°° halmazt
gy, mint az dsszes w™® = (wy,wa,...), wy € Oy, n=1,2,..., alakd végtelen sorozatbdl
allo halmazt. Vezessiik be ezen az A% o-algebrdt, amely megegyezik az Q2°° bizonyos
részhalmazai, az

Ay X - X A = {w™ = (w1, wa,...): w1 € Aj,we € Ag, ... ,w € Ag}

alaki vgynevezett hengerhalmazok dltal generalt legszitkebb o-algebrdval, ahol k =1, 2,
..., tetszdleges pozitiv egész szdm, és Aj € A; minden 1 < j < k szdmra. Definidljuk az

k
Ay x- - -x Ay alaki hengerhalmazok P™° mértékét a P (A1 x---xAy) = [[ P;j(A;) képlet
j=1

segitségével. Ez a hengerhalmazokon definidlt figguény egyértelmien kiterjeszthetd egy
P> waldsziniiségi mértékké az A o-algebrdra, és ezt hivjik a P szorzatmértéknek.

3. kiegészités. Példa additiv, de nem c-additiv halmazfiiggvényekre.

A targyalt példak mindegyikében olyan additiv halmazfiggvényeket vezettiink be, ame-
lyek o-additivak is. Felmeriilhet a kérdés, hogy léteznek-e egyaltalan additiv, de nem
o-additiv halmazfiiggvények egy o-algebran. A valasz az, hogy léteznek ilyen hal-
mazfiiggvények, de azok explicit médon nem adhatdéak meg. Az ilyen halmazfiiggvények
létezésének a bizonyitasa felhasznalja a kivalasztasi axidmat vagy egy vele ekvivalens
allitast.

A teljesség kedvéért ismertetek egy hires példat additiv, de nem o-additiv hal-
mazfliggvényre. Az itt leirt eredmény ismerete nem sziikséges az anyag f6 részének a
megértéséhez. Ez inkdbb arra szolgdl, hogy az érdekl6dck némi kitekintést kapjanak
mas jellegli matematikai témakrol is. A kovetkez6 eredmény bizonyitasat fogom leirni.

Tétel additiv 0—1 értéki fiiggvény létezésérbl a természetes szamok rész-
halmazain. Tekintsik a pozitiv egész szamok Z = {1,2,...} halmazdt és a Z halmaz
dsszes részhalmazdbol dllo Z o-algebrdt. Létezik olyan p(A), A € Z, halmazfiiggvény a
Z halmaz 0sszes részhalmazdn, amely teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat:

a) p({j}) = 0 minden j = 1,2,... szamra, azaz minden egy pontbdl dlld halmaz
mértéke nulla.

b) w(Z) =1, azaz az dsszes természetes szamot tartalmazd halmaz mértéke 1.
c) u(A) =0 vagy p(A) =1 minden A € Z halmazra.

d) Ha A és B két diszjunkt halmaz, akkor u(AU B) = p(A) + w(B), azaz a p hal-
mazfliggvény additiv.
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Egy a tétel feltételeit teljesité p halmazfiiggvény additiv, de nyilvan nem o-additiv,
mert Y u({j}) # pu(Z). (A baloldalon szerepld kifejezés értéke 0, a jobboldalon szerep-
j=1

16é pedig 1.) A tétel bizonyitdsa ugynevezett transzfinit indukcién alapul. A transzfinit
indukcié végrehajtasdnak a legkényelmesebb mdédja a Zorn lemma alkalmazésa, és mi is
ezt az utat fogjuk kovetni.

Megfogalmazom a Zorn lemmat. Elotte azonban bevezetek néhany a Zorn lemma
megfogalmazasaban hasznalt fogalmat. Legyen adva egy X halmaz, és teljesiiljon az
X halmaz bizonyos (z,y), v € X és y € X elemparjai kozott egy = < y relacié. Ha
x =<y, akkor azt mondjuk, hogy az x elem kisebb vagy egyenl6, mint az y elem. Akkor
mondjuk, hogy egy X halmaz részben rendezett halmaz egy < rendezéssel, ha az (X, <)
rendszer teljesiti a kovetkezo feltételeket:

1.) x <z minden z € X-re, (reflexivitas).
2.) Hax <y és y =< z, akkor x < z, (tranzitivitas).

3.) Ha x <y és y < x, akkor z = y, (antiszimmetricitas).

Viszont nem koveteljiik meg, hogy barmely két x € X és y € X elem 0sszehasonlithato
legyen.

Legyen adva egy (X, <) részben rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy e részben
rendezett halmaz egy Y C X részhalmaza lanc, ha Y tetszoleges két eleme Gsszehason-
lithaté, azaz, ha x,y € Y, akkor teljesiil vagy az x < y vagy az y < x relacié. Azt
mondjuk, hogy egy x € X elem fels6 korlatja egy Y C X halmaznak, ha y < x minden
y € Y elemre. Egy © € X elem maximalis elem az (X, <) részben rendezett halmazban,
ha nincs olyan y € X, y # x elem, amelyre = < y.

A fenti fogalmak segitségével egyszertien megfogalmazhaté (a kivélasztasi axiéma-
val ekvivalens) Zorn lemma.

Zorn lemma. Legyen (X, <) olyan részben rendezett halmaz, amelyben minden lincnak
létezik felsé korldtja. Akkor az (X, X) részben rendezett halmazban van mazimdlis elem.

Ezutan ratérek a Tétel bizonyitasara.

Az egész szdmok részhalmazain definidlt additiv 0—1 fiigguény létezésérdl szolo tétel bi-
zonyitasa a Zorn lemma segitségével. Meg akarjuk adni azon halmazok rendszerét,
amelyeknek a mértéke nulla. Ennek érdekében bevezetjiik a Z halmaz részhalmazaibol
all6 A C Z halmazrendszereken a kovetkezé o tulajdonsagot. Egy A C Z halmaz-
rendszer akkor és csak akkor rendelkezik az « tulajdonsaggal, ha teljesiti a kovetkezo
feltételeket:

i.) {j} € Aminden j =1,2,... szdmra,
) Hao A€ A, és B e A, akkor AUB € A,
iii.) Ha A€ A, és B C A, akkor B € A,
)

Z ¢ A

11
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Vezessiik be a A C Z halmazrendszerek kozott a kovetkezd részbenrendezést:
A =< B, akkor és csak akkor, ha minden A € A halmazra A € B. Tekintsiik azt az
(X, X) rendszert, amelynek elemei az o tulajdonsdggal rendelkez6 halmazrendszerek,
és kozottiik az elébb bevezetett < részbenrendezés érvényes. Konnyen lathatd, hogy
(X, <) részben rendezett halmaz a fenti rendezéssel. S6t, az is igaz, hogy tetszéleges
Y C X ldncnak van fels korldtja. Valéban, z = |J y € X, és ez a z elem fels§

yey

korlatja az Y ldncnak. (Megjegyzem, hogy az Y halmaz, igy a fenti unié tartalmazhat
megszamlalhatonal tobb elemet. A bizonyitds ezen lépésében van elrejtve a ‘transzfinit
indukcid’.)

Léttuk, hogy az (X, <) tér teljesiti a Zorn lemma feltételeit. Ezért 1étezik ebben
a térben egy maximalis x = A elem. Azt akarjuk megmutatni, hogy az (X, <X) tér egy
maximélis A eleme az « tulajdonsdgban megfogalmazott i.)—iv.) feltételeken kiviil még
a kovetkezd v.) feltételt is teljesiti:

v.) Minden B C Z halmazra vagy B € A vagy Z \ B € A.

Tekintsiink ugyanis egy olyan .4 halmazrendszert, amely teljesiti az i.)-iv.) feltéte-
leket, de nem teljesiti az v.) feltételt. Megmutatjuk, hogy ez az A nem lehet maximélis
elem az (X, <) térben. Val6ban, ha A teljesiti az i.)-iv.) feltételeket, de 1étezik olyan
B C X halmaz, amelyre mind B ¢ A mind Z\ B ¢ A, azaz az v.) feltétel nem teljestil,
akkor az A = {AU B: A € A, B C B} halmazrendszer (ezzel a B halmazzal) szintén
teljesiti az i.)-iv.) feltételeket.

Az i.)-iii.) feltételek teljesiilése nyilvanvalé. Tovabb4, ha A nem teljesitené a iv.)
feltételt, az azt jelentené, hogy fennallna a Z = AU B relécié valamely A € Aés B C B
halmazokra. Akkor a Z = AUB, Z\ B C A, és igy a Z \ B € A relacidk is érvényesek
volnanak, ami ellentmond az A halmazrendszerre tett feltételeinknek. Ez azt jelenti,
hogy A a iv) feltételt is teljesiti, és ezért A € X. Igy, mivel A < A, és A £ A, az A
elem nem lehet maximalis.

Végiil megmutatom, hogy amennyiben egy A halmazrendszer teljesiti az i.)—v.)
tulajdonsagok mindegyikét, akkor a p(A) = 0, ha A € Aés u(A) =1, ha A ¢ Aképlettel
definidlt p halmazfiiggvény teljesiti a tétel a)—d) feltételeit. Ezzel a tétel bizonyitasat
befejezziik.

Az a)—c) feltételek teljesiilése nyilvanvalé. A d) pontban megfogalmazott u(A) +
w(B) = u(A U B) azonossag diszjunkt A és B halmazokra szintén nyilvanvalé (a ii.) és
iii.) feltétel miatt), ha pu(A) = 0 vagy u(B) = 0. Azt kell belatni, hogy nincs két olyan
diszjunkt A C Z és B C Z halmaz, amelyekre u(A) =1 és u(B) = 1. Valéban, ha lenne
két ilyen A és B halmaz, akkor az v.) tulajdonsdg miatt a C = Z\ Aés D =2\ B
halmazokra a C' € A és D € A relaciok is teljesiilnének, és mivel CUD = Z\(ANB) = Z,
ez azt jelentené, hogy Z € A. Ez viszont ellentmond a iv.) feltételnek.
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