A Valészintuiségszamitas 1. elbadassorozat tizenegyedik témaja.

A nagy szamok torvénye.

A nagy szamok torvényét fogom targyalni. Az irodalomban beszélnek mind a nagy
szamok gyenge mind a nagy szamok erés torvényérol. Mind a két eredmény azt a
tényt fejezi ki, hogy fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozék atlaga nagyon
altaldnos feltételek mellett egy (determinisztikus) szdmhoz konvergdl, ha az atlagban
résztvevo valdszintiségi valtozok szama végtelenhez tart. Tovabba ez a szam a vald-
szintiségi valtozok varhaté értékével egyenld, ha az 1étezik. Olyan eset is el6fordul,
amikor ez a varhaté érték nem létezik, de a nagy szamok torvénye, legalabbis annak
gyenge valtozata mégis érvényes. Ez azonban egy meglehetosen elfajul eset, amely
szamunkra kevésbé érdekes. A nagy szamok gyenge és er0s torvénye kozotti kiillonbség
megértéséhez tisztazni kell azt, hogy mit jelent valdsziniiségi valtozok atlaganak a
konvergencidja. E fogalomnak tobb értelmes definiciéja van, és az erds jelzO a nagy
szamok eros torvényében arra utal, hogy az atlag egy erds kovetelményeket el6ird kon-
vergenciafogalom szerint konvergdl. A nagy szamok gyenge térvényében csak egy vi-
szonylag gyenge konvergenciafogalom szerinti hatarérték létezését koveteljiik meg. A
pontos definicidkat a magyarazat f6 részében ismertetem. F& célunk a fogalmak és
eredmények jo megértése lesz. A bizonyitasok jelentOs részét elhagyom vagy a nem
kotelez6 Kiegészités részben ismertetem.

El6szor felirom a tovabbi vizsgalatainkban fontos szerepet jatszé kiilonbozo kon-
vergenciafogalmakat, és targyalom egymassal val6é kapcsolatukat.

Az egy valdsziniiségii konvergencia definiciéja: Valosziniiségi valtozok &,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eqy valdsziniiséggel eqy & walosziniségi valtozohoz,
ha (egyrészt ezek a valdsziniségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén
vannak definidlva, mdsrészt)

i (w: lim &,(w) = f(w)) =1

n—oo

Megjegyzés: Az egy valdszinliségi konvergencidt a valdszintliségszamitasban és mérték-
elméletben majdnem mindeniitt valé konvergencidnak is hivjak.

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdsziniségi vdltozok &,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvaldszintiségi vdltozohoz, ha (egyrészt
ezek a valdszindiségi vdltozok ugyanazon az (Q, A, P) valdszintiségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szamra

TP (|6a(w) — £@)| > €) =0.

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valdszindségi valtozok &,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszlasban egqy F'(u) eloszldasfiiggvényhez vagy az ezen
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eloszldsfiiggvény dltal meghatdrozott eloszldashoz, ha lim P(§, < uw) = F(u) minden

olyan u szamra, ahol az F'(+) eloszlasfiiggvény fiiggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
En,m=1,2,..., valosziniséqgi valtozok sorozata eloszldsban konvergadl eqy & valdosziniségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszlasban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiigguény-
hez.)

A felsorolt konvergencia fogalmak kozott a kovetkezd a kapcsolat:

Egy valészintiségi konvergencia = Sztochasztikus konvergencia = Eloszlasban val6 kon-
vergencia.

Targyaljuk el6szor az egy valdszintiségi és sztochasztikus konvergencia kapcsolatat.

Ha &, (w) — &(w) egy valésziniiséggel, akkor definidlva az

A= A(2) = {us sup (o) — )] <}

k>n

halmazokat azt kapjuk, hogy az egymasba skatulyézott A,, halmazokra, (azaz A;(e) C
As(e) C -+ ), teljesiil a P ( U An) = 1 relacié. Ezért lim P(A,) = 1. Mivel érvényes

n=1 n—oo
az {w: [&(w) — &(w)| < e} D A, relacid, ezért P(|¢,(w) — {(w)| < &) — 1, azaz
P(|¢p(w) — €(w)|] > €) — 0, ha n — co. Ez azt jelenti, hogy az egy valészin(iségii
konvergenciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia.

Nem kotelezd hézi feladat:

Valoészintiségi valtozok &, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergal egy
valésziniiséggel egy & valészintiségi valtozéhoz, ha az 1, = sup |§, —&| valdszintiségi
k>n

valtozok sorozata sztochasztikusan konvergal nulldhoz, azaz minden € > 0 szamra

P(lim sup |€k — ¢ >€) = 0.
n—>ook2n

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszinliségi
valtozokat konstrualni, amelyekre a &,, n = 1,2,..., valoszinliségi valtozok sorozata
konvergdl sztochasztikusan, de nem konvergal egy valdsziniiséggel a £ valdszintliségi
valtozdhoz.

Tekintsiik a kovetkezd (€2, A, P) valészintiségi mez6t: Q a [0, 1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebraja a [0, 1] intervallumon, a P valdszintliségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

1 haze [(n—2F)27% (n+1-2F)27F]

fn(x) = { R
0 haz¢ [(n—2"2"% (n+1-2"2" }
akkor ha 2% <n < 281 k=12
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és £(z) = 0 minden 0 < z < 1 szdmra. Ekkor P(|§, —&| > ¢) = 27 minden € > 0

szédmra, ha 2F <n < 281 Tehdt a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergal
a & val6szintliségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (z) = 1 minden 0 < z < 1 szdmra,
n—oo

ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valdszinliséggel a & valdszintliségi valtozohoz.

A sztochasztikus konvergencia és eloszlasban valé konvergencia kozotti kapcsolat-
ra érvényesek a kovetkezd nem kotelezd hazi feladatok forméjaban megfogalmazott
allitasok.

Nem kotelezd hézi feladat:

a.) Ha &,, n = 1,2,..., valészinliségi véltozdk sztochasztikusan konvergdlnak egy
¢ valdészintiségi valtozohoz, akkor a &, valdszintliségi valtozdk eloszlasban is kon-
vergalnak ehhez a & valdszintliségi valtozohoz.

b.) Ennek az allitdsnak a megforditdsa nem igaz. Példaul, ha &,, n =1,2,..., fiigget-
len, egyforma eloszlasi valdsziniiségi valtozok, amelyek nem elfajultak, azaz nincs
olyan konstans amelyeket ezek a valdszintiségi valtozdk egy valdszintliséggel vesznek
fel, akkor a &, valdsziniiségi valtozdk eloszldsban konvergalnak a &; valdszintiségi
valtozéhoz, viszont nem konvergalnak sztochasztikusan.

c.) Viszont igaz a kovetkezé allitas: Ha &,, n = 1,2,..., valdsziniiségi valtozok elosz-
lasban konvergalnak egy a konstanshoz, (azaz egy olyan val6szintiségi véltozéhoz,
amely egy valészintliséggel az a konstanst veszi fel, akkor a &,, n =1,2,..., sorozat

sztochasztikusan is konvergdl ehhez az a konstanshoz.

Megfogalmazom, mit jelent az, hogy filiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi
valtozdok teljesiti a nagy szamok gyenge illetve erds torvényét.

Nagy szamok gyenge torvényének a definicidja. Legyen &,, n=1,2,..., fugget-
len, egyforma eloszldsu valdsziniségi valtozok sorozata egy valosziniségi mezon, S, =

> &k, k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniségi valtozok
k=1

teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét, ha létezik olyan E szam, amelyre teljesiil, hogy
az Sn—”, n = 1,2,..., valdsziniségi vdltozok sztochasztikusan konvergalnak az E szam-

hoz, azaz ahhoz a valosziniségi viltozohoz, amely eqy valosziniséggel az E konstanssal
egyenlo.

Nagy szamok eros torvényének a definiciéja. Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen,

egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozok sorozata egy valdsziniségi mezdén, Sy, = > &k,
k=1
k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniiségi vdltozok teljesitik
a nagy szamok erds torvényét, ha létezik olyan E szam, amelyre teljesil, hogy az ‘%",
n=1,2,..., valosziniségi vdltozok 1 valosziniséggel konvergdalnak az E szamhoz, azaz

ahhoz a valdsziniségi valtozohoz, amely eqy valosziniiséggel az E konstanssal eqyenlo.

Arra vagyunk kivancsiak, milyen feltételek mellett igaz a nagy szamok gyenge és
er0s torvénye. Minél gyengébb feltételek teljesiilése mellett szeretnénk bebizonyitani
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ezeket az eredményeket. A teljesen kielégito vélasz egy sziikséges és elégséges feltétel
lenne ezen eredmények érvényességére. Lehet ilyen eredményt bizonyitani. De e tu-
lajdonsagok jobb megértésének érdekében el0szor megelégsziink a nagy szamok gyenge
és erGs torvényének bizonyitasaval viszonylag eros feltételek teljesiilése esetén. ElOszor
megmutatom a 7. téma ismertetésében szerepelt Csebisev egyenlétlenség segitségével,
hogy a nagy szamok gyenge torvénye teljesiil akkor, ha a tekintett valésziniiségi valto-
zoknak véges masodik momentuma van. Felidézem a Csebisev egyenltlenséget.

Csebisev egyenlStlenség: Ha a & valdsziniiségi vdltozé mdsodik momentuma EE? =
mo akkor tetszdleges x > 0 szamra

P(lel > 2) < =3

Innen kovetkezik, ha ezt az egyenlétlenséget a € = &€ — E€ valdszindiséqi vdltozora alkal-

mazzuk, hogy
Var

x2

P(l§ — E¢| > z) <

A Csebisev egyenlGtlenség segitségével belatom a kovetkezo eredményt.

Tétel a nagy szamok gyenge torvényérol. Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen,
eqyforma eloszldsi valdszintiségi vdltozdk sorozata, amelyekre teljesiil az E€? < oo tu-
lagdonsdag. Ezek a valdsziniségi vdltozok teljesitik a nagy szamok gyenge torvényét az
E = E¢&; konstanssal.

Bizonyitds: Az adott feltételek mellett

n Var <% i 5]) # i Varﬁj
P23 - Bg)| > <) < - -

j=1

Var 51

minden € > 0 szdmra. Mivel lim =3

n—oo
Megmutatom, hogy hogyan lehet a nagy szamok gyenge torvényének a Csebisev
egyenlotlenségen alapuld bizonyitasat finomitva a nagy szamok erds torvényét is be-
bizonyitani alkalmas feltételek mellett. Az alabb ismertetendd érvelésben valéjaban a
tétel bizonyitasa érdekében a sziikségesnél sokkal erésebb kikotéseket teszek.

= 0, innen kovetkezik a Tétel allitasa.

A nagy szdamok gyenge torvényét gy bizonyitottuk be, hogy megvizsgaltuk milyen
becslést ad a Csebisev egyenlotlenség annak valdszintiségére, hogy fiiggetlen, egyforma
eloszlasu valdszintiségi valtozok atlaga legalabb e-nal eltér e valtozdk varhato értékétol.
Idézziik fel ezt a szamolast, illetve ezzel parhuzamosan vizsgaljuk meg azt is, hogy mi-
lyen becslést kapunk, ha tovabbra is azt a valdészinliségi valtozot vizsgaljuk, amelyet ugy
kapunk, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdsziniiségi valtozok atlaga minusz azok
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varhaté értékét vessziik, de most ennek a valdsziniiségi valtozonak nemcsak a méasodik
momentumat szamoljuk ki, mint tettiik a Csebisev egyenlotlenség alkalmazasaban, ha-
nem a negyediket is. Latni fogjuk, hogy ekkor érdekes 1ij eredményeket kapunk.

Ezen eredmények targyaldsa elott megfogalmazok egy az eléaddsokban nem is-
mertetett, de egy kiegészitésben részletesen targyalt eredményt, az tgynevezett Borel—
Cantelli lemmat, amelyet hasznalni fogunk a koévetkezo érvelésekben.

Borel-Cantelli lemma. Legyen adva végtelen sok Ay, Ag,--- esemény egy (2, A, P)
valosziniségi mezén. A kévetkezd két dllitds igaz:

a.) Ha 21 P(A,) < oo, akkor egy valdsziniiséggel csak véges sok A,, esemény kovetkezik
n=

be.
b.) Ha > P(A,) = o0, és az Ap, n = 1,2,..., események figgetlenek, akkor egy
n=1

Ualo”sz—z’ml'séggel végtelen sok sok A, esemény kévetkezik be.

Megjegyzés. A Borel-Cantelli lemma a) része azt mondja ki, hogy ha az A,, események
valésziniisége viszonylag kicsi (a Y P(A,) < oo reldcié egy ilyen tipusu feltétel), akkor
n=1

az A, események koziil csak véges sok kovetkezik be 1 valdszintiséggel. Ez az allitas
a lemma egyszeriibb része, és ezt fogjuk a Borel-Cantelli konnyebb felének nevezni.

oo
A lemma b) részében nemcsak azt koveteltiik meg, hogy >  P(A,) = oo, ami azt
n=1

fejezi ki, hogy az A, események valdszinlisége viszonylag nagy, hanem azt is, hogy
az A, események fliggetlenek. Ez a két feltétel egyiitt biztositja azt, hogy az A,
események koziil végtelen sok kovetkezik be. A fiiggetlenségi feltétel a b) rész allitdsaban
gyengithetd, de teljesen el nem hagyhatd.

A nagy szamok erds torvényének bizonyitdsa érdekében vezessiik be elGszor a
kovetkezo jeloléseket. Legyenek &1,&s, ..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi
valtozok, S, = & + -+ + &,. Tegyiik fel, hogy F¢& = 0, és vizsgaljuk az

Sn\? Sn\? S S
E(—”> , E(—”) és P(M>e>zp(‘—"—E§1

n n n n
kifejezéseket. Az utolsd valdszintiség vizsgalataban nem jelent megszoritast az F&; = 0

feltétel, mert a &; valészinliségi valtozokat a &; — F¢; valdszintiségi valtozékkal helyet-
tesitve az altalanos esetet erre a specialis esetre redukalhatjuk.

>6),8>0

Sn

n

Su 1
Var 2% = —
n n

1
Var S, = —=Var¢, = —Var&y, P <
n n

Var
> 6) < 251.
ne

Sn

n
n

Innen kovetkezik, hogy lim P( > 5) = 0, tehat érvényes a nagy szamok gyenge
n—oo

torvénye.



Mdésrészt

ESy =BG+ +&)° ZE£k+6 Y EGEG+4 ) EEES

1<5,k<n 1<j5,k<n

j#k j#k =0
+4 > EEE&EE
1<j,k,I<n —_
4.k, kiilonb6z8 szamok =0
+ > E¢;E€,EE EE,,
1<j,k,L,m<n ~

7,k,l,m kilonb6z6 szdmok

= nE¢ + 6n(n — 1)(EE7)?,
ezért

Sn

n

Lpet+6(1— 1) (E&H)?) _ const.
n2et — n2et

(

Innen kovetkezik, hogy Z P ’S } > 5 < oo minden ¢ > 0 szdmra, és a Borel-Cantelli

> 5) = P(S} > ntet) <

lemma (konnyebb1k felebol) kovetkezik, hogy minden € > (0 szdmra és majdnem minden

ST(“’)‘ < g, han > np(w). Alkalmazva ezt a relacidt

minden € = % szamra k = 1,2,..., kapjuk a nagy szamok eros torvényét, amelyet az

alabbi tételben fogalmazok meg.

A nagy szamok er6s torvényérol szolo tétel egy gyenge formaja. Legyen
£1,&2, ..., fliggetlen egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozok sorozata egy (2, A, P) va-
n

[6szintiségi mezén, amelyekre teljesiil az EE} < oo feltétel, és vezessiik be az S, = Y &
j=1

valdsziniségi vdltozokat. Ekkor az S”T(w) valosziniségi valtozok majdnem minden w € (-
ra konvergalnak ez E&y, szamhoz, azaz ezek a wvaldszinidségi vdltozok teljesitik a nagy
szdmok gyenge torvényét.

Valgjaban a nagy szamok erés torvénye sokkal gyengébb feltételek mellett is teljestil.
Kimondom a tételt abban a formaban, amely megadja a nagy szdmok torvényének
sziikséges és elégséges feltételét.

A nagy szamok er6s torvényét kimondd tétel. Legyen &1, &, ..., fiuggetlen
n

egyforma eloszldsu valdszindiségi vdltozdk sorozata, és definialjuk az S, = > &k, n =

1,2,..., részletosszegeket. Az Sn (w) ,n=1,2,..., sorozat akkor és csak akkor konvergdl

pozitiv valosziniséggel, ha E|& | < 0. Ha E|§1| < o0, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy
szdmok erds torvényét az B = E& konstanssal, azaz

lim n(w) = B¢ majdnem minden w € Q-ra.
n— oo n



Megjegyzés. Az elézé tétel szerint a nagy szamok erds torvényének az E|&;] < oo relacid
nemcsak elégséges, hanem sziikséges feltétele is. Valéban, mint késébb latni fogjuk, ha
E|&1] = oo, akkor az S"T(w), n=1,2,..., sorozat egy valdésziniiséggel divergens.

A fenti, a nagy szamok kiilonb6z6 torvényeit kimondé tételekben az 6sszeadanddk mo-
mentumairdl tettiink fel bizonyos feltételeket. S6t, az utoljara kimondott tétel a nagy
szamok er0s torvényérol egyben jelzi, hogy ily mdédon lehet megadni a nagy szamok
torvényének sziikséges és elégséges feltételet is. Felmeriilhet a kérdés, miért jatszik
olyan fontos szerepet a momentumok létezése ezekben az eredményekben.

A nagy szamok torvényei olyan allitdst fogalmaznak meg, hogy fiiggetlen valé-
szintiségi valtozok atlagai egyfajta tipikus viselkedést mutatnak, amelyikben az egyes
osszeadanddék hatdsa 6nmagaban nem jelentds, azaz nagy valészintiséggel nem fordulhat
eld, hogy van az 6sszegben olyan kiugréan nagy értéket felvevo tag, amelynek hatasa
Osszemérheto az 0sszes tobbi tag hatasaval. Marpedig az, hogy egy valdszintiségi valtozo
valamely momentuma kisebb egy adott szamnal olyan tulajdonsagot fogalmaz meg,
amely szerint a valdsziniiségi valtozé kis valésziniiséggel vesz fel nagy értékeket. An-
nak érdekében, hogy finomabb vizsgalatokat tudjunk végezni, érdemes a momentumok
végességét az eloszlasfiiggvények nyelvén megfogalmazni. A kovetkez6 lemma allitasa
hasznos lesz a nagy szamok erés torvényének a bizonyitasaban.

Lemma. FEgy & valosziniségi vdltozo abszolut értékének akkor és csak akkor létezik

o0

vdrhato értéke, azaz akkor és csak akkor teljesil az E|§| < oo reldcio, ha Y P(|¢] >
n=1

n) < oo.

Megjegyzés. Az alabb ismertetendd bizonyitds finomitdasdaval be lehet latni, hogy egy
|€] valdszintiségi valtozénak akkor és csak akkor van véges mésodik momentuma, ha
[oe)

S nP(|¢] > n) < co. Altaldnosabban E|€]* < oo valamilyen a > 0, szdmra akkor és

n=1

oo

csak akkor, ha >~ n®"1P(]¢] > n) < oo. De ezen 4llitdsok bizonyitdsat, amelyekre nem
n=1

lesz sziikségiink, elhagyom.

A Lemma bizonyitdsa: Tekintsiik elOszor azt a specialis esetet, amikor a & valdszinliségi

véaltozé csak egész értékeket vesz fel. Ekkor az E|{| < oo relacié definicié szerint
oo
akkor és csak akkor teljesiil, ha > nP(|{| = n) < oco. Ezt ugy is irhatjuk, hogy

n=0
0o

S n(P(|€] >n —1) — P(€ >n)) < oo. Irjuk fel minden N egész szamra a

n=0

N N N-1
Y nP(E=n)=) n(P(¢>n—1) =P >n) =) P(l>n)—NP(|¢| > N)
n=0 n=0 n=0

(%)



azonossagot.

N
Ha FE[¢| = oo, akkor Z P&l > n) = ]\}ln’l Z P& > n) > llm Yo nP(l¢] =
X n=0
n) = oo a (x) relacié alapJan Ha E[¢| < oo, akkor NP(]&] > N) < E|§| rnmden N-re,

azaz az eloz6 kifejezésnek van egy N-t6l fliggetlen felsé becslése. Ezért Z P(lg| >
n=1

N
n) = th Z P(l¢| > n) < 11m > nP(|¢| = n) + const. < oo, szintén a (x) reldcié
- © n=0
alapjan.
Egy altalanos & valdszintiségi valtozd esetén definidljuk a & és & Valo'szinl'iségi
véaltozokat gy, hogy k < |{| < k+ 1 esetén & =k, & =k+1, k=0,1,2,.... Ekkor
&1 < [€] < &, 68 & — & = 1, ezért az E|&|, EE| és E\fg\ Varhato ertekek egyszerre

végesek vagy végtelenek. Tovabba Z P& > n) = Z P(& > n), ezért a Lemma

allitasa az altalanos esetben kovetkezﬂ{ annak mar beblzonyltott specialis esetébdl.

Megmutatom az el6z6 lemma eredményének és a Borel-Cantelli lemmanak a segitsé-
gével, hogy amennyiben E|{;| = oo, akkor a & valdszintiségi valtozéval azonos eloszlasi
&, 7 = 1,2,..., fliiggetlen valésziniiségi valtozék nem teljesitik a nagy szdmok erds

n
torvényét. Pontosabban azt allitom, hogy ebben az esetben az S, (w) = > &(w), n =
j=1

1,2

. S
,2,..., dsszegekre az 2n(&)
n

atlag majdnem minden w € {2 pontban nem konvergens.
Valéban, az el6bb megfogalmazott eredmény, és a &; valészinliségi valtozok azonos

eloszldsa miatt az F|{| = oo feltételbdl kovetkezik, hogy oo = > P(|&1| > n) =
n=1

o
> P(|&n] > n). Ezért, és a &, valdszintiségi valtozdk fiiggetlensége miatt a Borel—

Cantelli lemmabdl kévetkezik, hogy majdnem minden w € Q-ra |£,(w)| > n végtelen
sok az (w elemi eseménytdl fiiggd) n indexre.
Sy (w)

n

Tegyiik fel, hogy valamely w € ) elemi eseményre lim
n—oo

= a valamilyen véges

a szamra, amelynek értéke fligghet az w elemi eseménytol. Ekkor a lim S’*Tl(w) =

Sp(w) s%l(w)) _ én(w)

n n

lim = 0. Viszont az
n—oo

a relacio is teljesiil, ahonnan lim (
n—oo

el6z6 lemma és a Borel-Cantlli lemma b) része alapjan > P(|{,(w)| > n) = oo, ezért
n=1

|£"(w)| > 1 végtelen sok n indexre majdnem minden w € €2 elemi eseményre. Az ilyen

w eleml eseményekre a lim &’T() = 0 relécié nem teljestil.
n—oo

Lattuk, hogy mind a nagy szdmok gyenge mind a nagy szamok erds torvényének
bizonyitasdhoz arra van sziikségiink, hogy képesek legyiink fiiggetlen (és egyforma elosz-
n

l4s1), nulla varhaté értéki &, o, . . ., valészintiségi valtozok S, = > &, n=1,2,...,



Osszegének eloszlasfiiggvényére jo becslést tudjunk adni. Pontosabban arra van sziik-
ségiink, hogy jol meg tudjuk becsiilni minden n indexre és rogzitett ¢ > 0 szamra
a P(|S,| > en) valésziniiségeket. Valdjaban a nagy szdmok erds torvényének a bi-

zonyitasaban hasznosabb, ha a P ( sup |Sp| > €n> valoszintliségeket tudjuk jol meg-
1<m<n

becsiilni. Azt gondolhatnank, hogy a P(|S,| > ne) alaki valdszintliségek becslésére
alkalmazhatjuk a centralis hatareloszlastételt. Valéjaban a helyzet bonyolultabb.

A centralis hatédreloszlastétel j6 aszimptotikat ad a P(S,, > z+/n) valdsziniiségekre
nagy n indexre, és rogzitett x szamra. De szabad-e rogzitett x helyett n-tol fiigg6 z,, =
ev/n (azaz \/nx, = en) szdmot irni, és alkalmazni formdlisan a centralis hatdreloszldsban
szerepl6 képletet nem torddve az x,, szamnak az n indextol valé fiiggésével? Azt, hogy
e kérdés felvetésénél nem formalis k6tozkodésrol van szd mutatja a kovetkezd egyszeri
példa: Legyenek &1,&5 ..., fliggetlen egyforma eloszlasu valdszinliségi valtozdk, ame-

lyekre P(§ = 1) = P(& = —1) = 3, 8, = Y &. Ekkor a p,(z) = P(S, > nx)
j=1

valészintiségre p,(xz) =0, ha x > 1, és p,(x) = 27", hax = 1. (Az x < 1 esetben is jé
aszimptotikus formulat lehet adni a p, (z) mennyiségre, de ahhoz kiilon vizsgalat lenne
sziikséges, ezért ezt most nem tessziik.) Ez a példa azt mutatja, hogy a p,(z) fiiggvény
nem ugy viselkedik, ahogy a centralis hatareloszlastételbél adodo formalis analdgia su-
gallnd. A P(S,, > nx) alaku valdszintliségek vizsgalatdval a valészinliségszamitas egyik
fontos és érdekes fejezete a nagy eltérések elmélete foglalkozik. Ez az elmélet nem téméja
a jelen eldadassorozatnak.

A nagy szédmok erds torvényének a bizonyitdsat (amikor annak éles véltozatét
vizsgaljuk, és csak a tétel sziikséges feltételeit hasznaljuk a bizonyitasban) az eléadas &
részében nem dolgozom ki. Viszont megfogalmazom a valdszintliségszamitas egy fontos
egyenlotlenségét az igynevezett Kolmogorov egyenlétlenséget. Ennek bizonyitasat meg-
adom egy Kiegészitésben, és ott ismertetem azt is, hogyan lehet ennek segitségével be-
bizonyitani a nagy szamok erds torvényét.

Annak sziikséges és elégséges feltétele is ismert, hogy fliggetlen egyforma eloszlasu
valoszintliségi valtozok teljesitsék a nagy szamok gyenge torvényét. Megfogalmazom ezt
az eredményt, de az 4allitas bizonyitasat elhagyom. Ennek az eredménynek az ismeretét
sem varom el a vizsgan.

Tétel a nagy szamok gyenge torvényének sziikséges és elégséges feltételérol.
Legyen &, k= 1,2, ..., figgetlen, egyforma eloszldsi valdsziniiségi vdltozok sorozata F
eloszlasfiggvénnyel. Ezek a valosziniségi valtozok akkor és csak akkor teljesitik a nagy

n
szamok gyenge torvényét, azaz a % > & dtlag akkor és csak akkor konvergdl sztochasz-
k=1
tikusan n — oo esetében egy a szdmhoz, —o0 < a < 00, ha

T

lim z [F(—z)+ (1 - F(x))] =0, és lim uF(du) = a.



Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ha fiiggetlen, egyforma eloszlast F' eloszlasfiiggvényt
valoszintliségi valtozok egy sorozata teljesiti a nagy szamok erds torvényének sziikséges
és elégséges feltételét, azaz ffooo |u|F(du) < oo, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy
szamok gyenge torvényének sziikséges és elégséges feltételét is. Valéban, ebben az eset-
ben lim [f uF(du) = [7_uF(du) a Lebesgue tétel szerint, és

limsupz [F(—z) + (1 — F(x))] < lim |u| F(du) =0

L —00 =0 J{u: Ju|>x}
szintén a Lebesgue tétel alapjan.

Ha o6sszehasonlitjuk a nagy szamok gyenge és erds torvényét azt latjuk, hogy a
nagy szamok gyenge torvénye némileg enyhébb megkotések mellett érvényes mint a
nagy szamok eros torvénye. Erdemes 14tni fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok olyan sorozatat, amely teljesiti a nagy szamok gyenge, de nem teljesiti a nagy
szamok er0s torvényét. Ilyen példat fogalmazok meg a kovetkezd nem kotelezd hazi
feladatban. Egyben jelzem, hogyan lehet bebizonyitani azt, hogy ez a példa teljesiti a
nagy szamok gyenge torvényét anélkiil, hogy felhasznalnank a nem bizonyitott tételt a
nagy szamok gyenge torvényének sziikséges és elégséges feltételérol.

Nem kotelezd hézi feladat:

Legyen &, k = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok so-

rozata, az f(x) = #glwl’ ha |z| > 2. f(x) = 0, ha |z| < 2, képlettel megadott

stirtiségfiiggvénnyel. (f|x|>2 #ﬁm' = 1.) Definidljuk az S,, = kz ¢e,m=1,2,...,
=1

részletosszegeket. Lassuk be, hogy FE|&1| = 0o, ezért ezek a valdszintiségi valtozdk
nem teljesitik a nagy szamok erds torvényét. Masrészt az 5;1—” atlagok sztochaszti-

kusan tartanak nulldhoz, azaz minden £ > 0 szamra P ({%‘ > 5) — 0, ha n — oc.

s s = ~(n = ——(n) , —_
Segitség: Legyen &, = & = &I (|&] < an), &, = & = &I (€] > an), 65 S, =
S & Sn = 3 &. Ekkor P(|S,| > en) < P(1Su] > 5n) + P<|§n| > §n> <
k=1 k=1
Vg—i" +nP (5:1 #+ O). Adjunk az a,, konstans alkalmas megvélasztasaval (példaul
an = n) j6 becslést a P(|S,,| > ne) valdsziniiségre.

Erdemes tekinteni a kovetkezd hires példat is, amelyben fiiggetlen, egyforma elosz-
l4si valdszintiségi valtozdk atlaga nem teljesiti a nagy szamok erds, sot a nagy szamok
gyenge torvényét sem.

Példa:
Tekintsiik fliggetlen, (egyforma) Cauchy eloszldsu &1, . .., x, valdszintiségi véltozdk &t-
lagat. Az, hogy & Cauchy eloszlasi, azt jelenti, hogy stirtiségfiiggvénye f(x) = %ﬁ,

—0 < x < oo, alaki. (f(x) valéban siirliségfiiggvény, azt hogy ffooo flx)de =1
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konnyen ellenérizhetjiik, mert az fliggvénynek az arctanz fliggvény a primitiv

1+ T+22
n
fiiggvénye.) Az S,, = % > & atlag szintén Cauchy eloszlési, azaz eloszlasa megegyezik
k=1
(minden n szamra) &; eloszlasdval. Ez azt is jelenti, hogy ez a sorozat nem teljesiti sem a
nagy szamok erds, sem a nagy szamok gyenge torvényét. J egyezzﬁk meg, hogy ebben a

példaban lim sup zF(z) = lim sup xf = 1+u2 du = limsup - L arctanz > 0, tehdt nem
r— 00 r— 00 $4>OO

teljesiilnek a nagy szamok gyenge torvényének sziikséges és elégséges feltételei.

Az S, atlag strliségfiiggvényét ki lehet szdmolni konvolucioval a fenti példaban.
De ez nagyon faraszté szamolast igényel. Egyszertibb azt megmutatni, hogy &; és
S, karakterisztikus fiiggvényei megegyeznek. Ehhez azt kell tudni, hogy &; karak-
terisztikus fiiggvénye ¢(t) = Ee® = e~I*l ahonnan S, karakterisztikus fiiggvénye
EeitSn = p(L)n = eIt Azt, hogy & karakterisztikus fiiggvénye valéban az dltalunk
megadott alakd viszonylag egyszerli bizonyitani a komplex fiiggvénytanban kidolgozott
reziduumszamitas segitségével.

Természetesen felvetodik a kovetkezd kérdés: Legyenek &7, &, ..., fliggetlen egy-

n
forma eloszlasi valdszintiségi véltozok, amelyekre E&; = 0. Legyen S, = z ks
n=1,2,.... Ekkor a nagy szamok gyenge torvénye szerint az 2= 4tlagok sztochasztlku—

san tartanak nulldhoz, a nagy szamok erds torvénye szerint pedlg egy valészinliséggel is
nulldhoz tartanak. Hogyan lehet élesiteni a nagy szamok gyenge illetve erds torvényét?
Pontosabban fogalmazva, milyen a,, n = 1,2,... sorozatokra mondhatjuk, hogy as—n
sztochasztikusan tart nulldhoz, ha n — oo? Milyen b,,, n = 1,2, ... sorozatokra mond-
hatjuk, hogy f—: egy valdszintiséggel tart nulldhoz, ha n — oo? Az egyszertiség kedvéért
tegytik fel, hogy olyan valészinliségi valtozdkat tekintiink, amelyeknek van masodik mo-
mentumuk.

Az elsO kérdésre a valasz viszonylag egyszeri kovetkezménye a centralis hatar-
eloszlastételnek, és ezt tartalmazza a kovetkezo feladat. A maésodik kérdésre a valaszt
nehezebb megadni. Erre a kérdésre az alabb megfogalmazott bizonyitas nélkiil kozolt
iteralt logaritmustétel adja meg a vélaszt.

Feladat:

Legyenek &1, &, .. ., fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintliségi valtozok, amelyekre
n
E& =06s BEE2 < 00. Legyen S, = > &, n = 1,2,.... Ekkor pozitiv valés szamok
k=1

valamely a,, sorozatara a f—" valoszintiségi valtozék akkor és csak akkor tartanak

sztochasztikusan nulldhoz n — oo esetén, ha lim <z =
n—oo f

Végiil megfogalmazom a valészinliségszamitds egyik hires eredményét, az igyneve-
zett iteralt logaritmus tételt

Iteralt logaritmus tétel. Legyenek &1 (w),&a(w),. .., figgetlen, egyforma eloszldsi
valdszinidségi vdltozok valamilyen (2, A, P) valdsziniségi mezdn, amelyekre E&; (w) = 0,
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Var & (w) = 0% < co. Ekkor

lim sup Galw) t o+ Enlw)

n—oo  +/2nc?loglogn

=1, majdnem minden w € Q) elemi eseményre,

lim inf Q@+ +&(W) = —1, majdnem minden w € () elemi eseményre.

n—oo /2nc?loglogn

Tanulsagos lehet a kovetkezo, talan kissé meglepd eredményeket tartalmazoé fel-

adatsor megoldasa. E feladatok vizsgdlataban fontos szerepet jatszik a nagy szamok
torvénye.

1)

Feladatok.

Tegyiik fel, hogy a kovetkezo jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabalyos pénz-
darabot egymastdl fliggetleniil egymas utan. Amennyiben fej a dobas eredménye,
akkor a feltett tét dupldjat kapjuk, ha iras, akkor a tét % részét elveszitjik, és
csak % részét Orizhetjiik meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezért feltessziik minden
jatékban minden pénziinket. Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a
jaték kezdete elott, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor

n , s 7 , e 771 1"
a) BEZ,=A (%) , azaz vagyonunk varhaté értéke exponencidlisan no.

b) Z, egy valésziniiséggel nulldhoz tart, azaz ha sokaig jatszunk, akkor kozel egy
valoszinliséggel majdnem minden pénziinket elveszitjik.

c) Ertsiik meg, hogy a feladat a) és b) részének az allitdsa nem mond egymdasnak
ellent.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 {; valdszinliségi véltozokat: &; = 2, ha a j-ik
dobés eredménye fej, &; = %, ha a j-ik dobas eredménye iras. Ekkor &i,&o, ...,
1

fiiggetlen valészintiségi véaltozdk, P(§; = 2) = P ({'j = %) = 3, 6s ezenkiviil nye-
reményiink az n-ik jaték utén Z, = A&& -+ &,. Ezért B¢ =32 (2+3) = L, és

EZ, = EAG& &, = AEGEé - E¢, = A(L)". Ez a feladat a) 4llitésa.

n
A Z, = A&& - &, relaciobdl kovetkezik, hogy LlogZ, = 84 4 1 'Zl log &;.
j:
Tovébbé, Elogé; = 3 (log2+ log %) = —2log2. Ezért a nagy szdmok (erds)
torvénye szerint % log Z,, egy valészintiséggel konvergdl a negativ —% log % szamhoz.
Innen kovetkezik, hogy 1 valészintiséggel lim log Z,, = —o0, és ezért lim Z, = 0.

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E{; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
FElog¢; < 0. Ez a két egyenl6tlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhaté érték és
a logaritmusképzés egymassal nem felcserélhetd. Igaz az Ee” > eP" egyenlétlenség
(ez a konvex fliggvényekre vonatkoz6 tugynevezett Jensen egyenlStlenség specidlis
esete), ahonnan & = log n valasztdssal B¢ > €98 P& de egyenldség nem frhaté a fenti
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egyenlotlenség helyett. Megjegyzem, hogy hasonlod, de egyszeriibben érthetd példat
mutat a feladat a) és b) allitasdnak egyszerre valo teljesiilésére a kovetkezé modell.
Olyan jatékot jatszunk, amelyben % valdszintiséggel elveszitjiik, % valoszintiséggel
pedig megharomszorozzuk a pénziinket. Az egyes jatékok egymastol fiiggetlenek,
és minden id6pontban minden pénziinket feltessziik. Ekkor annak a valdszintisége,
hogy az n-ik jaték utan minden pénziinket elveszitjiik, 1— (%)n, ami rendkiviil gyor-
san tart egyhez, és pénziink varhato értéke 3" (%)n, ami exponencialisan gyorsan
no az n fliiggvényében. Hasonld, csak kissé rejtettebb jelenség torténik az altalunk
targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban vizsgalt jaték nyereményét sok jaték
utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik jaték utan nagy valdszintiséggel
alig marad pénziink. Viszont kis valészinliséggel nagyon sok pénzt nyeriink, és ezért
nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak, hogy nemcsak a b), hanem
az a) allités is teljesiil.

A feladatban targyalt modell egyben olyan példat is ad, amelyben a Lebesgue tétel
allitdsa nem érvényes, mert nem teljesiilnek a Lebesgue tétel feltételei. Ebben a
modellben a nyereményiink értéke 1 valdoszinliséggel nullahoz tart, a varhato értéke
(azaz a nyeremény értékének a P valdsziniiségi mérték szerinti integralja) viszont
nem a hatarérték integrdljdhoz, azaz nulldhoz, hanem végtelenhez konvergal.

Tekintsiik az 1. feladatban targyalt jatékot azzal a kiilonbséggel, hogy 6vatosabban
jatszunk. A jaték minden egyes forduléjaban vagyonunk w-ad részét, 0 < u < 1,
tessziik fel tétként. Jelolje Z,(u) vagyonunkat a jaték n-ik 1épése utédn. Ekkor
az %log Zn(u) valészinliségi véltozdk egy valdszinliséggel konvergalnak egy B(u)
szamhoz. Hatdrozzuk meg a legjobb @ szdmot, amelyre B(u) = sup B(u). Lassuk
0<u<l1
be, hogy B(u) > 0, ami azt jelenti, hogy nyereményiink exponencidlisan né 1
val6szintiséggel.

Megoldds: Vezessiik be a §; = {;(u), j = 1,2,..., valésziniiségi valtozékat, ame-

lyekre £; = 1 4+ u, ha a j-ik dobas eredménye fej, és §; = &i(u) = 1 — 2?“, ha a

j-ik dobds eredménye irds. Ekkor az n-ik 1épésben a vagyonunk 7, = A& ---&,,

a &, j = 1,2,..., valészinliségi valtozok fliggetlenek és egyforma eloszlastak,
n

ezért %log Ly = % + % > log&;, és a nagy szamok erds torvénye szerint az
j=1

1%log Z,, valészintiségi valtozok 1 valészintliséggel konvergdlnak a B(u) = Elogé&, =

5 (log(1+u) +1log (1 —2¢)) = 2 log(1+u) (1 — 2%—“) szdmhoz. A B(u) fiiggvény a

maximuméat az 4 = % helyen veszi fel, és B(u) = 5 log g_i > 0.

Tegyiik fel, hogy olyan jatékot jatszhatunk, amelynek n-ik fordulébeli nyereménye
A forint tét feltétele esetén AE, forint, ahol &q,...,&,,... fliggetlen, egyforma
eloszlasu valoszintliségi véaltozok, amelyekre, EF¢; > 1. Legyen 1 forintunk az els6
fordulé el6tt. Van olyan ezt a feltételt teljesitdo modell, amelyre abban az esetben,
ha merészen jatszunk, azaz ha minden forduloban feltessziik a teljes vagyonun-
kat, akkor a vagyonunk nulldhoz tart n — oo esetén. Viszont ha minden for-
duléban a vagyonunk wu-ad részét tessziik fel valamely 0 < u < 1 szammal, akkor
az u szam alkalmas valasztasaval elérhet6. hogy vagyonunk értéke exponencialisan
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néjon n — oo esetén, azaz létezzen olyan B(u) > 1 szdm, amelyre az n forduld
utani vagyonunk B(n) értékére lim BY" = B(u) egy valésziniiséggel.
n—oo

Megoldas: Az 1. feladatban megadtunk egy olyan modellt, amelyben merész

jaték esetén nyereményiink értéke nulldhoz tart n — oo esetén. Masrészt, ha

vagyonunk u-ad-részét tessziik fel minden forduléban, és X,, jeloli vagyonunkat

az n-ik fordulé utén, akkor X,11 = (1 — w)X,, + uX,§, = X,n,, ahol n, =
n

Mn(u) = 1 —u+ u,. Innnen X, 11 = [] n;, és a nagy szamok torvénye sze-
i=1

n—oo

n
rint lim %log X, = nli_)rrgo % 21 logn; = Elogn egy valészinliséggel. Ezért elég
]:

belatni, hogy Flogmni(u) > 0 alkalmas 0 < u < 1 szdmra. Viszont az f(u) =

Elogn(u) figgvényre £(0) = 0, és derivaltjara f/(0) = E%‘ — E¢, —
" u=0

1 > 0. Ez azt jelenti, hogy f(u) > 0 minden elég kis u > 0 szdmra. Innen kovetkezik
a feladat allitasa.

Kiegészités. A nagy szamok eros torvényének a bizonyitasa.

Ebben a kiegészitésben bebizonyitom a nagy szamok torvényének elégségességrol szolo
felét az alabb megfogalmazott Kolmogorov egyenlétlenség segitségével. Azt latom be,
hogy ha &1,&s, ..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdk sorozata, és
teljesiil az E|&;1| < oo feltétel, akkor ez a sorozat teljesiti a nagy szamok erds torvényét.

Kolmogorov egyenlStlenség. Legyenek &1,...,&, flggetlen, (nem feltétlendil egy-

forma eloszldsi) valdszindségi vdltozdk, E&, = 0, EE: = o2, Tekintsiik e valdszinidségi

k

vdltozok Sy = Y &, k=1,...,n, részletdsszegeit. Ekkor
p=1
N o
o
ESQ — k
P sup [Sk|>z) < —5*= k712
1<k<n x x

minden x > 0 szamra.

A Kolmogorov egyenldtlenség bizonyitdsa. Rogzitsiink egy x > 0 szamot, és vezessiik
be a kovetkezd 7(w) = 7(n,z,w) véletlen id6pontot: 7(w) = k valamely 1 < k < n
szamra, ha |Si(w)| > z, és |Sj(w)| <  minden 1 < j < k szamra, és 7(w) = n,
ha |S;(w)| < « minden 1 < j < n indexre. A 7 véletlen id6pont (megalldsi szabaly)
szemléletes tartalma a kovetkezd: Az elsé olyan k£ < n id6pontot keressiik, amelyre
Sk > x. Ha van ilyen idépont, akkor 7 ezzel az idéponttal egyenlé. Ha nincs ilyen
idopont, akkor 7 = n. Azt allitom, hogy érvényes az

ES? < ES? (a)

egyenl6tlenség. Ennek bizonyitasa érdekében vezessiik be a 7; = max(7,7), 1 < j < n,
valdészintliségi valtozokat. Mivel 7 = 7, és 7,, = n, ezért az (a) reldcié bizonyitasahoz
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elég megmutatni, hogy ES%, < ESEJ,Jrl minden 1 < j < n indexre. Viszont S, (w) =
Sri(w),hat>j,é S, (w) = 8;(w), Sy, (W) = Sj11(w) = Sj(w) +&j11(w), haT < 5.
Ezért elég megmutatni, hogy
2
BS?,,, (@) ~ BS2 (@) = B [(5,) + &11(0))’ — 52 )] Ia(w)
= 2E14(w)S;(w)§j11(w) + B4 (W) a(w) > 0,

ahol A az {w: 7(w) < j} esemény, és I4(w) az A halmaz indikitor fiiggvénye. Ezen
egyenl6tlenség igazolasanak érdekében vegyiik észre, hogy a &;y1(w) és Ia(w)S;(w)

valésziniiségi valtozok fliggetlenek, mivel a masodik valésziniiségi véltozo a & (w), ...
&j(w) valdszintiségi véltozok fiiggvénye. Innen kovetkezik, hogy

BIa()8;(@)E41(w) = BIa(@)S; () E& 41(w) = 0.

Y

Maésrészt Eﬁ']z- 11(w)Ia(w) > 0. Innen kovetkezik a bizonyitandé egyenlStlenség és az (a)
relécié.
A Kolmogorov egyenlStlenség egyszertien kovetkezik az (a) reldciébdl és a Csebisev

egyenl6tlenségbol. Valoban, mivel {w: sup |Sk(w)| > x} ={w: |S-(x)| > z}, ezért
1<k<n

2
P< sup |:Sk| 2:17) =P(|S;| > ) < Cik <

1<k<n 2

ES?
x2

Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov egyenl6tlenség ugyanazt a felsé becslést
adja annak valdszintiségére, hogy az Sy részletosszegek szuprémuma nagyobb mint
valamilyen z > 0 szam, mint amit a Csebisev egyenlotlenség ad annak az esemény-
nek a valdszinliségére, hogy az utolsé tag S,, nagyobb, mint z. Természetesen

P( sup rskr>:c) > P(|Su] > o),

1<k<n

de mint ahogy a Kolmogorov és Csebisev egyenlotlenség osszehasonlitasa is sugallja a
fenti egyenlotlenség baloldala nem sokkal nagyobb mint a jobboldala.

A nagy szamok torvényének bizonyitasaban hasznos a kovetkezd technikai jellegli
lemma.

o0
Kronecker lemma: Ha az ay, és qi, k = 1,2,... szamsorozatok olyanok, hogy a > ay,
k=1
n
dsszeg konvergens, a qi, sorozat monoton né és lim qp = oo, akkor lim - Y apqp = 0.
k—oo n—oo 4n k—1
oo
A Kronecker lemma bizonyitdsa. Vezessiik be az R, = > ax, n =1,2,..., dsszegeket,
k=
1< 1 ? -
és frjuk fel az - 3> awgr = ;- > (Be — Rip)ar = - >0 Relar — qr—1) — R
k=1 k=1 k=1
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azonossagot, ahol a gg = 0 jelolést hasznédljuk. (A fenti tipusu szamolds, amelyet Abel-
féle atrendezésnek hivnak, a parcidlis integralds diszkrét megfelelGje.) Felhasznélva,
hogy létezik olyan R < oo szdm, amelyre |R,,| < R minden n = 1,2,... indexre, tovab-
b4 minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan ny = no(¢) index, amelyre |R,,| < €, ha n > ny,
és qx — qx—1 > 0 minden k = 1,2,..., szamra, az el6z0 azonossag alapjan felirhatjuk a
kovetkez6 egyenlGtlenséget:

Z akqk

n

1
<_ZRQk_Qk:1 +— Y o« (q;f—qk1)+6§quﬂ+26,
"= no+1 n

ha n > ng. Mivel ez az egyenlétlenség minden € > 0 szamra érvényes, és lim ¢, = oo,
n—oo
innen n — oo hataratmenettel kovetkezik a Kronecker lemma allitasa.
A nagy szamok erds torvényének be nem bizonyitott elégséges részének igazolasahoz

(ahhoz, hogy véges varhaté érték létezése esetén igaz a nagy szamok erés torvénye)
elegend6 a kovetkezo allitast bebizonyitani.

Tétel a nagy szamok erds torvényérol. Ha &,, n = 1,2,..., fuggetlen egyforma
eloszldst valdszintiségi vdltozok sorozata, E|&| < oo, E& = 0, S, = > &k, n =
1,2,..., akkor lim n” = 0 egy valdsziniséggel.

n—oo

A nagy szdmok erds torvényérdl szolo tétel bizonyitdsa. Vezessiik be a tételben szerepl6
&, valdszintiségi valtozdk kovetkezd felbontését: &, =& + &/, ahol £, = £,1(|&,] < n),
& =&,1(]&] > n), és I(A) az A halmaz indikatorfiiggvényét jeloli. Megmutatom, hogy
n
a tétel allitdsanak bizonyitasat redukalni lehet a lim % > & =0 egy valészintiséggel,
n—oo T g2y

n

s6t a lim + Z (&) — E¢)) = 0 egy valésziniiséggel reldcié bizonyitasara.
n—oo

Az els6 redukci(’) igazolasdhoz elég észrevenni, hogy
S P £0) = Pl > k) = 30 Pllal > 1) < 1+ Bl < o,
k=1 k=1 k=1

ezért a Borel-Cantelli lemma alapjan egy valoszintiséggel csak véges sok k-ra teljesiil a
n

» # 0 esemény. Innen % > & — 0 egy valdszintiséggel.

A masodik redukcié igazolasahoz elég megmutatni, hogy

> ri| - |23
n

k=1 k=1

ha n — oo, mert F|{1| < oo, és ezért E|&]1(|1] > k) — 0, ha k — oo.

SEES

1 n
< ;;E\mmm > k) =0,
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A redukalt allitast érdemes a Kronecker lemma segitségével visszavezetni a kovet-
kezo allitas igazolasara. A tétel feltételeinek teljesiilése esetén a Z % 0sszeg egy
valészintiséggel konvergens. Valéban, ebbdl az alhtasbol és a Kronecker lemma&abdl ax =

§e—Eg, ES’“ és qr = k valasztassal kovetkezik, hogy lim Z §—Bg, EE’C = 0 egy valdszintiséggel.

Ezen allitas igazoldasdhoz elég belatni, hogy tetszoleges € > 0 szamra
N

P (E‘i% 2

& — B¢,
k

>6> — 0 han— oco.

Innen ugyanis kovetkezik, hogy

N /
- F
P sup ng—ék>2€ — 0 han— oo.
N,M:N>n, M>n | =, k
Mivel ez az egyenl(')'tlenség alkalmazhaté minden ¢ = l k = 1,2,..., szamra, in-

nen kovetkezik, hogy a Z B8, 5’“ sorozat egy valdszinliséggel Cauchy sorozat, és a

Z §—Be '5’“ Osszeg egy valoszintliséggel konvergens.

Az igazolandd egyenl6tlenséget a Kolmogorov egyenlotlenség segitségével igazol-
hatjuk. Ugyanis a Kolmogorov egyenl6tlenség alapjan

& — B¢ Vargk
(;ggg’“ : )—522 <

k= k=n
Ezért a kivant egyenlotlenség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy

o0 Efng

k2
k=1

< 0oQ.

Ez az egyenl6tlenség kovetkezik az alabbi szamolasbol.

gk
7 -

D P < X P > #) < const S PPUS ] <i+
k=1 k=1

j=1

Bl
I
<

oo
< const. ZjP(j < &) < j+1) < const. E|& | < oo.
j=1
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