A Valésziniiségszamitas 1. el6adassorozat tizedik témaja.

Eloszlasok konvergenciajarol. A centralis hatareloszlastétel bizonyitasa.

A centralis hatareloszldstétel azt allitja, hogy bizonyos valdszintiségi valtozok eloszlasa-
inak a sorozata konvergal a normaélis eloszlasfiiggvényhez. E tételnek nem adom meg a
teljes, részletes bizonyitasat ebben a jegyzetben, de beszélek a bizonyitas soran felmeriilo
legfontosabb kérdésekrol.

El6szor a kovetkezo kérdéssel fogok kissé részletesebben foglalkozni. A centralis
hatareloszlastétel azt mondja ki, hogy bizonyos eloszlasfiiggvények (fiiggetlen valtozék
normalizalt részletOsszegeinek az eloszlasfiiggvényei) eloszlasban konvergdlnak a normé-
lis eloszlasfiiggvényhez. De mit jelent az eloszldsban valé konvergencia? Ez a kérdés
korantsem olyan egyszerii, mint ahogy az elso pillanatban gondolnank. Viszont e kérdés
tisztazasa sziikséges ahhoz, hogy jol megértsiik a hatareloszlastételek tartalmat és bi-
zonyitasi modszerereit. El6szor megadom a helyes definiciot, és utana elmagyarazom,
miért ez a definicié fejezi ki a minket érdeklo konvergenciat.

Eloszlasban valé konvergencia definicidja. Legyen F,(-), n = 1,2,..., eloszlds-
fliggvények sorozata a szamegyenesen. Azt mondjuk, hogy az F,(-) eloszldsfiggvények
eloszlasban konvergdlnak eqy F(-) eloszldsfiggvényhez, ha nl;ngo F,(x) = F(z) az F(")
(hatdr)eloszlasfiigguény minden folytonossagi pontjdaban.

Legyen &,, n = 1,2,..., valoszintlségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&n waldszindségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak egy F(-) eloszldsfiggvényhez, ha az
F,(z) = P(£, < x), —00 < x < 00, eloszldsfiigguények eloszlasban konvergdlnak az F(x)
eloszlasfuggvényhez.

Legyen &,, n = 1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a
&n valosziniiségi valtozok eloszlasban konvergalnak eqy & valdszinidségi valtozohoz, ha az
F.(x) = P, < x), —00 < x < 00, eloszldsfiggvények eloszldsban konvergdlnak az
F(x) =P <z), —o0o < x < o0 eloszlasfligguényhez.

1. megjegyzés: A fenti definiciéban van bizonyos Onismétlés. Sokszor el6fordul, hogy
ugyanazt a fogalmat némileg eltéré szdéhaszndlatban hasznaljak. Ezért egymaés mel-
lett felsoroltam a kiilonboz6 lehetséges megfogalmazéasokat. Tulajdonképpen csak arrdl
van sz6, hogy valdszintiségi valtozok eloszlasban valé konvergencidjan e valdszintiségi
valtozok eloszlasanak az eloszldsban valé konvergenciajat értjiikk. Tovabba azt mond-
hatjuk, hogy az eloszlasban valé konvergencia limesze egy £ valdszintiségi valtozo, ha a
limesz ennek a valdszintiségi valtozonak az eloszlasa.

2. megjegyzés: A normalis eloszlasfiiggvény minden pontban folytonos. Ezért a centralis
hatareloszlasfiiggvény azt mondja ki, hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdsziniiségi
valtozok normalizaltjainak az eloszlasfiiggvényei minden pontban konvergalnak a stan-
dard normalis eloszlasfiiggvényhez. Ebben az esetben nincs jelentosége annak, hogy a
hatareloszlaslasfiiggvény (jelen esetben nem létezd) szakadési pontjaiban nem koveteljiik
meg a konvergenciat.

Felmeriil a kérdés, hogy miért van kitiintetett szerepe a hatareloszlasfiiggvény sza-
kadasi pontjainak az eloszlasfliggvény konvergenciajanak definicigjaban. Természetes-e,
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hogy ezekben a pontokban nem koveteltitk meg a konvergenciat? E kérdés megértésének
érdekében a kovetkezo észrevételt teszem.

Egy a szamegegyenesen megadott F' eloszlasfiiggvény indukal egy valdszintiségi
mértéket a szamegyenesen. Ennek a Stieltjes mértéknek nevezett mérték létezésérol
sz6l6 eredményt megfogalmaztam a 7. eléadas ismertetésében, (lasd a Tétel eloszlds-
fliggvények dltal meghatdrozott mérték nevii eredményt az ottani ismertetésben), de az
allitas bizonyitdasat elhagytam, mert az a mértékelmélet feladata. Az is igaz, hogy min-
den a szamegyenesen definidlt valésziniiségi mérték el6allithatd, mint egy (egyértelmiien
meghatarozott) eloszlds dltal indukalt Stieltjes mérték. Jelolje, — a 7. el6adas jelolésé-
hez hasonléan, — up az F' eloszlasfiiggvény altal indukalt Stieltjes mértéket. Az elosz-
lasban valé konvergencia definiciéjaban valéjaban nem az F), eloszlasfiiggvények kon-
vergenciajat koveteljiik meg az F' eloszlasfliiggvényhez, hanem az F), eloszlasfiiggvények
altal indukalt pp Stieltjes mértékek konvergencidjat az F' eloszlasfliiggvény altal in-
dukdlt pp Stieltjes mértékhez. Szemléletesen a pp, mértékek ugy képzelhetdk el,
mint olyan tomegeloszlasok a szdmegyenesen, amelyekben egy A C R halmaz ,,silya”
a pup, (A) mérték. Az eloszlasban val6 konvergencia azt jelenti, hogy a g, tomeg-
eloszlasok nagy n indexre kozel vannak a pp tomegeloszlashoz. A pp valdszinliségi
mérték kozelsége a pp valdszinliségi mértékhez szemléletesen azt jelenti, hogy a up,
tomegeloszlas kis megmozgatasaval elo lehet dllitani a pp tomegeloszlést.

Az eloszlasban val6 konvergencia definicigjanak jobb megértése érdekében tekintsiik
a kovetkezo egyszeri példat. Legyen xy = 0, és z,,, n = 1,2,..., olyan szamsorozat,

amelyre z,, <0, n=1,2,...,és lim x, =0. Legyen ur , n=20,1,2,..., az a mérték,
n—oo

amely az x,, pontba van koncentralva, azaz up, ({x,}) = 1, részletesebben up, (A) =1,
ha z, € A, és up, (A) =0, ha x, ¢ A. A pp, eloszlds azon F,, eloszlasfiiggvény &ltal
meghatdrozott Stieltjes mérték, amelyre F,,(z) = 0, ha < x,, és F,(z) =1, ha x >
. Természetes azt varni, hogy az eloszlasfiiggvény alkalmas definiciéja esetén a most
definialt példaban az F,, eloszlasfliiggvények eloszlasban konvergalnak az Fy eloszlashoz.
Masrészt vegyiik észre, hogy nh_)ngo F,(x) = Fo(z) minden = # 0 szamra. De az x = 0
pontban, azaz az F| fiiggvény szakadasi pontjaban ez a konvergencia nem teljesiil, mert
F,(0) =1, han > 1, és Fy(0) = 0. Tehat az dltalunk megadott definicié szerint az Fj,
eloszlasok eloszldsban konvergalnak az Fjy eloszlashoz. De ahhoz, hogy ez teljesiiljon,
sziikség volt arra, hogy az eloszlasban valé konvergencia definiciéjaban ne koveteljiik
meg az eloszlasfliggvények konvergenciajat a hatarfliggvény szakadasi pontjaiban.

Be lehet latni, hogy az eloszlasban val6é konvergencia kifejezi azt a szemléletes tartal-
mat, amelyet a Stieltjes mértékek témegeloszlasokkal valé reprezentaciéja sugall. Ezen
allitas pontos megfogalmazasaval és bizonyitasaval azonban nem foglalkozom. Ehelyett
megfogalmazok egy olyan eredményt, amely az eloszlasban valé konvergencia egy mas,
vizsgalatainkban hasznos jellemzését adja meg. Ezt az eredményt az el6adés {6 részében
csak megfogalmazom, bizonyitasat a kiegészitésben irom le. Az eredmény ismertetése
utan arrdl irok, hogy az miért hasznos hatareloszlastételek vizsgalataban.

Tétel eloszlasban valé konvergencia kiilonb6z6 lehetséges jellemzésérol. FEl-
oszlasfiiggvények eqy F,(u), n = 1,2,..., sorozata akkor és csak akkor konvergal elosz-
lasban egy F(u) eloszlasfiigguényhez, ha minden a szdmegyenesen definidlt folytonos és
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korlatos g(u) fliggvényre teljesiil a

i [ g(u) dF,(u) = [ glu) dF(w) @

n—oo
az0nossdg.

1. megjegyzés: Az eloszlasban valé konvergencidjanak két jellemzését adtuk meg. Az
egyik az eredeti definicié, a masik az el6z0 tételben megadott ekvivalens jellemzés.
Azért hasznos szamunkra ez a tétel, mert konkrét esetekben egyszeriibb eloszlasok kon-
vergenciajat az itt megfogalmazott feltétel, mint az eredeti definicié ellenérzésének a
segitségével bizonyitani. Ekkor ugyanis korlatos és folytonos fiiggvényeknek valamilyen
eloszlassorozat szerinti integraljanak a konvergencidjat kell bebizonyitanuk, és erre az
analizisnek j6 mddszerei vannak. Viszont, mint a centralis hatareloszlastételéhez kapcso-
16d6, az el6z6 eléadasban targyalt példak is mutatjak, a hatareloszlastételek gyakorlati
alkalmazasaiban altalaban eloszlasfiiggvények konvergencidjanak az eredeti definiciéjat
hasznaljuk.

2. megjeqyzés: Az eloszlasban valé konvergenciat szokds gyenge konvergencidnak is
nevezni. Erdemes megjegyezni, hogy a funkciondlanalizisben is szokds Banach terek
funkciondljainak gyenge konvergenciajarol beszélni, és az elobb kimondott tétel azt is
jelenti, hogy a gyenge konvergencianak a valdsziniiségszamitasban és funkcionalanali-
zisben hasznalt értelmezése 6sszhangban van egymassal. Ugyanis egy a szamegyenesen
definidlt p (valdszintiségi) mértéket fel lehet fogni, mint a korldtos és folytonos fiige-
vények Banach terén értelmezett (korldtos és linearis) funkciondlt. Nevezetesen a pu
mérték az f(-) korldtos és folytonos fiiggvényhez hozzdrendeli a u(f) = [ f(u)p(du)
szamot. A funkcionalanalizisben definialt fogalomrendszer szerint a pu,, mértékek gyenge
konvergencidja a p mértékhez azt jelenti, hogy nlLrgo [ fw)pn(du) = [ f(u)p(du) min-
den folytonos és korlatos fliggvény esetében, ez pedig a fent kimondott tétel szerint
a p, mértékeknek, pontosabban az altaluk meghatarozott F,(z) = p,({u: v < z})
eloszlasfiiggvények gyenge (azaz eloszlasbeli) konvergencidjat jelenti a p mértékhez, pon-
tosabban az édltala meghatdrozott F'(z) = p({u: u < z}) eloszlasfiiggvényhez.

Sok vizsgalatban az eloszlasban valé konvergencianak a tételben megadott jellem-
zése jobban hasznalhaté mint az eredeti definicié. Megjegyzem, hogy ennek a tételnek
van egy masik haszna is. Az itt megfogalmazott eredmény lehetOséget ad arra, hogy
eloszlasok konvergencidjat altalanosabb terekben is definidljuk. Ilyen igény természetes
modon felmeriil, ha nemcsak valészinliségi valtozok, hanem véletlen folyamatok visel-
kedését is vizsgalni akarjuk. Ebben az esetben az a probléma meril fel, hogy olyan
valoszinliségi valtozdkkal kell dolgoznunk, amelyek értékiiket nem a szamegyenesen,
hanem egy sokkal gazdagabb térben, példaul a szamegyenesen értelmezett fliggvények
terében veszik fel. Viszont az eloszlasfiiggvények konvergencidjanak eredeti definicigja
nem altaldnosithaté dltaldnos terekre, mert az erdsen kotédik a szamegyenes, (illetve
a tobbdimenzids eloszlasok definicibja esetében az euklidészi tér) geometridgjahoz. Ha
eloszlasfiiggvények helyett valdszintiségi mértékeket tekintiink, akkor ezek konvergen-
cidjat természetes modon tudjuk definidlni nagyon altalanos (topolégikus) terekben is
az (a) relacié altalanositdsdnak a segitségével.
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Ha eloszlésfliggvények konvergencidjat az (a) tulajdonsag vizsgalatanak segitségével
akarjuk bebizonyitani, akkor természetes mdédon felmeriil az a kérdés, hogy nem lehet-
séges-e ezt a feltételt gyengiteni, nem elegendé-e az (a) relacié teljesiilését a folytonos
és korlatos fiiggvényeknek csak egy elég gazdag részosztalyara ellendrizni, és ennek se-
gitségével eldonteni, hogy teljesiil-e az eloszlasban valé konvergencia. Természetesen
a folytonos és korlatos fliggvények olyan részosztalyat kivanjuk tekinteni, amelyikre
ez a feltétel konnyebben ellenorizheto. Kideriilt, hogy erre a kérdésre igenlo valaszt
lehet adni, elegendd csak a trigonometrikus, azaz a g;(u) = €% alaku fiiggvényeket
tekinteni. E fliggvényosztaly definicidja tugy értend6, hogy minden —oo < t < o0
paraméterre definialjuk a g;(u) = €%, —co0 < u < oo, fiiggvényt a szdmegyenesen.
Megjegyzem, hogy ezek a fliggvények komplex és nem valds értékiiek, de mindazok
az eredmények, amelyek valds értékli valoszinliségi valtozokra érvényesek, természetes
médon dltaldnosithaték komplex szdm értékili valészintiségi valtozdkra is. A gi(u) = et
trigonometrikus fiiggvényekkel azért tudunk jél dolgozni, mert minden —oo < s, < 00
paraméterre teljesiil a go(u)g,(u) = e e = estv — ¢ (u) azonossdg. Latni
fogjuk, hogy ez az azonossag nagy segitséget jelent, ha fiiggetlen valdszintiségi valtozok
osszegeinek eloszlasat vizsgaljuk. Megjegyzem, hogy az ilyen jellegti osszefiiggések al-
kalmazasa nemcsak a valészinliségszamitdsban fontos. Ennek altalanositasan alapul az
algebra egy mély és fontos teriilete, a csoportreprezenticidék elmélete.

A tovabbi vizsgalatokban hasznos a karakterisztikus fliggvények alabb megadott
definicidja.

Valészintliségi valtozo karakterisztikus fliggvényének a definicidja. Legyen £
valdszinidségi vdltozo valamely (2, A, P) valésziniiségi mezdn, és jelolje F(u) = P(§ <
u), —0o < u < 00, a & valdsziniiségi valtozo eloszlasfigguényét. A & wvaldsziniiségi
vdltozonak a karakterisztikus fliggvénye a

o(t) = Ee' = / e™F(du), —oo<t< oo,

—

fuigguény. Adva eqy F' eloszlasfiigguény annak karakterisztikus fiigguényét gy definidljuk,
mint eqy F eloszlasi & valdsziniségi vdltozo karakterisztikus fliggvényét. (Mivel a karak-
terisztikus fligguényt ki lehet szamolni a & valdsziniiségi valtozo eloszlasfiggvényének a
segitségével, ezért jogunk van eqy eloszlasfigguény karakterisztikus fligguényérdl beszél-

A kovetkezo egyszeri allitasokat azok fontossdga miatt kiilon lemma forméajaban
mondom Kki.

Lemma valészintiiségi valtozok karakterisztikus fliggvényének viselkedésérol.

Legyenek &1, ..., &y, figgetlen valdszindiségi vdltozok, jeldlje S, = > &; e valdsziniiségi
j=1
vdltozok dsszegét és ¢;(t), 1 < j < n, a & valdszindiségi vdltozo karakterisztikus figg-

. n
vényét. Ekkor az S, dsszeq karakterisztikus figguénye a 1, (t) = Ee®®Sn = ] v;(t),
i=1
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—0 < t < o0, fiigguény. Ha A és B # 0 wvalos szdmok, akkor az % valosziniiségi

vdltozo karakterisztikus fligguénye az

. . t . i t
it(S,—A)/B _ —itA/B ) _ —itA/B N
Fe =e wn<B)—e jl:[lgoj(B)

fligguény.

Legyen & olyan valdszintdségi viltozo F(-) eloszldsfiigguvénnyel, amelyre teljesiil az
E|¢F = ffooo lul*F(du) < oo egyenlétlenség valamilyen k pozitiv egész szdmra. Ekkor
a & valdsziniségi valtozo ¢(t) karakterisztikus fiigguényének a derivdltjai megadhatdok a
%gp(t) = [Z iule™F(du) képlettel minden 0 < j < k és —0o < t < oo szdmra.

i
o0
Specidlisan, t = 0 vdlasztdssal % = ffooo iu! F(du) = i BE minden 0 < j < k
t=0
szdamra.
Bizonyitas:

EeitSn — pitlGait+&n) — peitéitse | pitén _ poité poitée ||| peitén — H ©; (t)
j=1

a &, 1 <j <mn,illetve az %, 1 < j < n, valészinfiségi valtozék ebbdl kivetkezd
fliggetlensége miatt. Ezenkiviil

n
Eet(SiA)/B _ pi(t/B)Sn o—itA/B _ ~itA/By, <é) [ —itA/B H o; (%) 7
j=1
ha az S,, valészinliségi valtoz6 karakterisztikus fliggvénye 1, (t). Innen kovetkeznek a
Lemma els6 paragrafusaban kimondott allitasok.

A Lemma masodik paragrafusaban kimondott allitds bizonyitasa érdekében irjuk
fel a p(t) = Ee' = [ e F(du) azonossdgot, és differencidljuk j, j < k, alkalommal.
Be lehet 14tni, hogy az E|¢|¥ < oo feltétel teljesiilése esetén az azonossig jobboldaldn
az integralds és differencialas sorrendje felcserélhet6. Innen kapjuk, hogy jTJjga(t) =
ffooo iJule™ F(du). Alkalmazva a t = 0 helyettesitést megkapjuk a Lemma utolsé
allitasanak a bizonyitasat is.

Megjegyzés: Legyenek &1,&s. ..., fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozok,
amelyekre E¢; = 0, és vezessiik be a 09 = Var ¢y, valamint az Ee®t = p(t), —oo <t <
oo jeloléseket. (Azaz ¢(t) a & valoszinliségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye.) Legyen
tovabba S,, = kzl & és S, = % az S, valdszintiségi valtozé normalizaltja. Ekkor

. o= n
EeltSn = o(t), BEeSn = <%> , és a p(t) fliggvény 0 koriili Taylor sorfejtésével azt

no
kapjuk, hogy (= ) ~ 14 7/ (0) + 55" (0) = 1= £, mert ¢/(0) = 0, és ¢"(0) =
—02. Ez a formula lehet6vé teszi, hogy viszonylag jé becslést adjunk a S,, valészintiségi
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valtozo karakterisztikus fliggvényére. Azt kivanjuk vizsgalni, tudunk-e ilyen mddon
olyan jé becslést adni a S,, valészintiségi valtozé karakterisztikus fiiggvényére, amelybél
kovetkezik a centralis hatareloszlastétel fiiggetlen, egyforma eloszldsi valdszintiségi val-
tozok normalizalt Osszegeire.

Tekintsiik el0szor azt a specidlis esetet, amikor olyan £ valdszintiségi valtozo elosz-
lasfiiggvényét tekintjiik, amely csak egész értékeket vesz fel. Legyen P(§ = k) = pi, k =

oo
0,£1,£2,..., > pr =1. Ekkor a & valészintiségi véltozé karakterisztikus fliggvénye
k=—o0
apt)=FEe = Y kP =k)= > pret*t, —co0 <t < oo fiiggvény. Ez a o(t)
k=—oc0 k=—00

fiiggvény 27 szerint periddikus, és tulajdonképpen egy Fourier sor, amelynek k-ik (azaz
az e'*! trigonometrikus fiiggvényhez tartozé) Fourier egyiitthatéja py. A Fourier sorok

elméletének egy egyszerti, de nagyon fontos eredménye alapjan egy p(t) = > age®*?,
k=—00
—7m < t <, figgvény Fourier egylitthatdit a ¢(t) Fourier sor ismeretében az
1 [ _.
ap = — e Fy(t) dt (%)
2 J_ .

képlet segitségével ki lehet szamolni. Az elébb kimondott Lemma alapjan fliggetlen
valoszintliségi valtozok normalizalt 0sszegének a karakterisztikus fliggvényére viszonylag
egyszerii és j6 kozelitést lehet adni. Ez és a (x) formula azt is lehetévé teszi, hogy
egész értéki valdszinliségi valtozdk esetében jo becslést adjunk annak valdszintiségére,
hogy fiiggetlen valésziniiségi valtozok Osszege egy adott értéket vesz fel. FEz lehetévé
teszi a centralis hatareloszlastétel bizonyitasat abban a specidlis esetben, ha egész
értéklt valészinliségi valtozok Osszegét vizsgaljuk. Az altalanos eset vizsgalatdnak a
vezérmotivuma tulajdonképpen az, hogy megprobaljuk ezt a moddszert adaptalni az
altalanos esetre, amikor nem &all rendelkezésiinkre a (x) képlethez hasonlé viszonylag
egyszeru ,,inverziés formula”. Az egész értékii valdsziniségi valtozdk vizsgalatanak
részleteit nem dolgozom ki. Viszont a kiegészitésben megmutatom, hogyan lehet en-
nek a modszernek a segitségével az analizis egyik fontos képletét, az el6z6 el6adasban
megfogalmazott Stirling formulat bebizonyitani.

Ahhoz, hogy karakterisztikus fiiggvényekkel jol tudjunk szamolni, sziikségiink van
egy olyan eredményre, amely azt mondja ki, hogy a trigonometrikus polinomok, azaz az

n

f(x) = Y ape™*® alakban felirhaté fiiggvények a folytonos fiiggvények egy elég gazdag
k=—n
részosztalyat alkotjak. Ilyen jellegli eredmény Weierstrass masodik approximacios tétele,
amely azt mondja ki, hogy folytonos és periodikus fliggvényeket tetszoleges pontossaggal
lehet kozeliteni a szuprémum norméban trigonometrikus polinomokkal. (Weierstrass
els6 approximacios tétele hasonld allitast fogalmaz meg véges intervallumban folytonos
fiiggvények polinomokkal valé approximélhatésdgardl.) Megfogalmazom ezt az ered-
ményt, és (vazlatosan) bebizonyitom annak néhény szdmunkra fontos kovetkezményét.

Weierstrass masodik approximacios tétele. Tetszoleges folytonos és 2w szerint

periodikus f(t) figgvényre és ¢ > 0 walds szdmra létezik olyan P,(t) = Y. apet

k=—n



trigonometrikus polinom, amelyre

sup | f(t) — P.(t)| < e.

—oo<t<oo

Ahhoz, hogy eloszlasfiiggvények karakterisztikus fliggvényeinek konvergenciajabol
kovetkeztetni tudjunk magunknak az eloszlasfiiggvényeknek a konvergencidjara tudnunk
kell azt, hogy az a karakterisztikus fiiggvények meghatarozzak az eloszlasfiiggvényeket.
Megfogalmazom ezt az eredményt, és megadom ennek bizonyitasat Weierstrass masodik
apprximacios tétele segitségével. Ezt a bizonyitast is csak a kiegészitésben ismertetem.

Tétel arrdl, hogy egy eloszlasfiiggvényt meghataroz annak karakterisztikus
fiiggvénye. Legyen F(-) és G(-) két eloszlasfiigguéy, amelyek karakterisztikus fiigguénye
megegyezik. Ekkor F(x) = G(z) minden —oco < x < 0o szdmra.

Az el6z6 tétel bizonyitasi modszerének finomitasa segitségével lehet bebizonyitani
a kovetkezo eredményt, amelyet fontossaga miatt Alaptételnek fogok nevezni. Ennek
bizonyitasa a Fourier analizis mé&s modszereit is felhaszndalja. Ezért, illetve idohiany
miatt a bizonyitasnak csak a legfontosabb részét ismertetem a kiegészitésben.

Eloszlasok konvergencidjardl szdlé Alaptétel. Legyen F,(u), —o00 < u < o0,

eloszldsfigguények egy sorozata ¢, (t) = [e"™F,(du) karakterisztikus figgvényekkel,

n = 1,2,.... Ha a po(t) = lim ¢, (t) hatdrérték létezik minden —oo < t < o0
n—oo

szamra, €és a o(t) limeszfigguény folytonos az origdban, akkor létezik olyan Fy(u)
eloszldsfiiggvény, amelynek a po(t) figgvény a karakterisztikus fiiggvénye. Tovdbbd e
feltétel teljesiilése esetén az F,(u) eloszlasfigguények eloszlisban konvergdlnak az Fo(u)
eloszldsfiggvényhez.

Megforditva, ha F,(u), n = 1,2,..., eloszldsfiggvényeknek egy olyan sorozata,
amely eqy Fo(u) eloszldsfiigguvényhez konvergdl eloszldsban, és ¢n(t), n = 1,2,...,
jelli az F,(u), wo(t) pedig az Fo(u) eloszlasfigguény karakterisztikus fiigguényét, akkor
wo(t) = nan;O ©n(t) minden —oco < t < oo szdmra. Tovdbbd, ez a konvergencia egyen-

letes minden véges intervallumban.

A fent kimondott tétel a valdszinliségszamitas rendkiviil fontos eredménye, és az
eloszlasbeli konvergencia vizsgalatdban rendkiviil fontos szerepet jatszik. Ezért illik
tudni ennek az eredménynek a pontos megfogalmazasat. Viszont a minket érdeklo
hatareloszlastétel bizonyitasahoz elegendé tudni e tétel aldbbi gyengitett valtozatat,
amelynek bizonyitasa egyszeriibb.

Eloszlasok konvergenciajarél szolé Alaptétel gyengitett valtozata. Legyen
F,(u), —00 < u < oo, eloszldsfigguények egy sorozata ¢, (t) = [e™F,(du) karak-
terisztikus fiigguényekkel, n = 1,2,..., és Fo(u), —00 < u < o0, eloszldsfiggvény
wo(t) = [e™Fy(du) karakterisztikus figguénnyel. Az F, eloszldsfigguények akkor és
csak akkor konvergdlnak eloszldisban az Fy eloszldsfiigguvényhez, ha a ¢, (t) karakter-
isztikus fligguények konvergdlnak a po(t) karakterisztikus fiigguényhez minden —oo <
t < oo szamra.



Megjegyzés: Az Alaptétel illetve annak gyengitett valtozatanak f6 jelentosége abban all,
hogy lehetové teszik eloszlasfiiggvények konvergencidjanak bizonyitasat azok karakte-
risztikus fliggvényeinek segitségével. A lényeges kiillonbség az Alaptétel, illetve annak
gyengitett valtozata kozott az, hogy az Alaptétel segit a hatareloszlas megtaldlasaban
akkor is, ha azt nem ismerjiik a kezdet kezdetén, illetve annak vizsgalataban, hogy
létezik-e egyaltalan valamilyen hatéareloszlds. Ha eleve megvan a jelolt a hatarelosz-
lasra, és annak ki tudjuk szamitani a karakterisztikus fiiggvényét, (a centrélis hatérel-
oszlastételben ez a helyzet), akkor a konvergencia bizonyitdsahoz elegendé az Alaptétel
gyengitett valtozatdnak a haszndlata.

Mutatok egy példat, amely segit megérteni az Alaptételben a karakterisztikus
fliggvények hatarértékeként megjeleno fiiggvényre megfogalmazott folytonossagi feltétel
jelentoségét.

Példa.
Tekintsiik olyan &,, n = 1,2,..., valoszinliségi valtozdk sorozatat, amelyekre &,
stirtiségfiiggvénye f,(x) = %, ha 0 <z <n, és f,(x) =0, ha x < 0 vagy = > n.

Ertsiik meg, hogyan viselkednek a &, valdszinliségi valtozok eloszlasfiiggvényei és
karakterisztikus fiiggvényei, ha n — oo.

Nem nehéz belatni, hogy a &, valésziniiségi valtozok F;, eloszlasfiiggvényeire teljestil
a nli_)rrolo F, () = 0 relacié minden x szamra. Ez informalisan gy is interpretalhato,
hogy &, eloszldsa ‘kifolyik a végtelenbe’, ha n — oco. Masrészt &, karakterisztikus
fiiggvénye @n(t) = L [[Mel™ dy = e”i:n—1, ha t # 0, és ¢,(0) = L [" dz =1, ha
t = 0. Mivel eZ:—n_l < 2, ezért nli_}n;() on(t) =0, ha t #0, és nlLII;O ©on(t) =1, ha
t = 0. Ez azt jelenti, hogy a ¢, (t) fliggvényeknek 1étezik ¢ (t) hatdrértéke, amelyre
wo(t) =0, hat # 0, és vo(0) = 1. Tehat a ¢, (t) karakterisztikus fliggvényeknek
létezik ¢o(t) hatarértéke, amely minden pontban folytonos kivéve a ¢ = 0 pon-
tot. De a hatarfliiggvény folytonossagat az Alaptételben éppen a ¢ = 0 pontban
koveteltiik meg. Ezért ez az eredmény az ebben az esetben nem alkalmazhaté.
Masrészt lattuk, hogy a &, valdszintiségi valtozok nem konvergalnak eloszlédsban,
mert eloszlasaik ‘kifolynak a végtelenbe’. Be lehet latni nem csak ebben a példaban,
hanem az altaldnos esetben is, hogy az Alaptételben a karakterisztikus fliggvények
hatarértékének a folyonossiga az origéban biztositja azt, hogy az F),(-) eloszlasok
‘nem folyhatnak ki a végtelenbe’.

Megjegyzés. Lattuk a fenti példaban, hogy a eloszlasfiiggvények karakterisztikus fligg-

vényeinek a konvergenciaja onmagaban nem elegendo az eloszlasfiiggvények eloszlasbeli

konvergencidjahoz. A példa ramutat a probléma lényegére is, arra, hogy biztositani
kell azt, hogy az eloszlasfliggvények altal meghatarozott mértékek, iletve azok egy része

‘ne folyjon ki a végtelenbe’. A harmadik kiegészitésben ezt az allitdst pontosabban

megfogalmazom. Bevezetem valdszintiségi mértékek feszességének a fogalmat, és meg-

mutatom, hogy egy valdszintiségi mértéksorozat feszes, ha az Oket definidld eloszlas-

fliggvények karakterisztikus fliggvényei az origé egy kis kornyezetében egy folytonos
fiiggvényhez konvergalnak.



Az Alaptétel, illetve annak gyengitett valtozata alapjan a centralis hatareloszlasté-
tel bizonyitasahoz elég kiszamolni a standard normélis eloszlasfiiggvény karakterisztikus
fliggvényét, és megmutatni, hogy ha vessziik fliggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi
valtozok Osszegeinek a normalizaltjait, akkor ezek karakterisztikus fliggvényei a standard
normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvényéhez tartanak. Elészor a standard normalis
eloszlasfiiggvény karakerisztikus fliggvényét szdmolom ki. Ez a szamolés egyszerii, de
fontos szerepet jatszik benne a komplex fiiggvénytan egyik alapvetd eredménye arrdl,
hogy tgynevezett analitikus fliggvények integraldsdnal hogyan lehet athelyezni az in-
tegralasi utat.

Tétel a standard normalis eloszlasfiiggvény karakterisztikus fliggvényérol. A

2 . , ” 77>
o(u) = \/%e*u 12, —00 < u < 00, striségfigguénnyel rendelkezd standard normdlis

eloszlasfiigguény karakterisztikus figgvénye a g(t) = e=t’/2 figguény, azaz

SO 1 2 2
/ eztu_efu /2 du = eft /2.

e V27

Magyardzat:

/oo pitu 1 e—u2/2 du — /OO 1 e—(u—it)2/2€—t2/2 du
T

oo V2 oo V2T

t2 2 OO—Zt 1 2 2
— et/ / e %/ .

—co—it V2T

A fenti szamolasban a szokdasos technikat alkalmaztuk, az exponensben szereplé kvad-
ratikus alakot teljes négyzetté alakitotuk at. Azt allitom, hogy

oco—1t
1
/ e~ 2 gy = 1.

—co—it V2T

Ez az integral abban kiilonbozik a standard normalis striiségfiiggvény integraljatol,
hogy a normalis striiségfiiggvény integrdljat nem a valds tengelyen, hanem egy vele
parhuzamos egyenesen tekintjiik. Azt allitom, hogy ez az integral ugyanannyi, mintha a
valds tengelyen integraltunk volna. Ezt nem nehéz belatni, ha szabad hivatkozni a kom-
plex fiiggvénytan talan legfontosabb eredményére, amely szerint egy analitikus fliggvény
korintegralja egy zart gorbén nulla. A g(z) = \/%e_f/ 2 fiiggvény korintegraljat vessziik
a kovetkezo téglalapokon. Rogzitiink egy nagy R > 0 szamot, és az integralt vessziik
a [—R, R], azutan az [R, R — it], majd az [R — it, —R — it] végil a [-R — it, —R] sza-
kaszokon. Mivel a g(z) = e=?"/2 fliggvény analitikus az egész szamsikon, ezért ez a
korintegral nulldval egyenld. Vegyilik ennek a hatarértékét, ha R — oo. Nem nehéz

beldtni, hogy ngnoo f}f_n g(z)dz = Rliﬁmoo f:ziit g(z)dz = 0, ahonnan ffoogit g(z)dz =
[75. 9(2)dz =1, és ezt kellett beldtni.



Vaézlatosan ismertetem, hogyan lehet a fenti eredmények segitségével belatni a
centralis hatareloszlastételt. Legyenek &q,...,&, fliggetlen, egyforma eloszlasi, nulla
varhat6 értékli és 1 szérdsnégyzetii valdszintliségi valtozok o(t) karakterisztikus fiigg-

n
vénnyel. Azt kell belatni, hogy az 3—% = \/LE > & normalizalt Osszegek karakterisztikus
k=1

fiiggvényei konvergalnak a standard normalis eloszlasfliggvény e~t"/2 karakterisztikus
fliggvényéhez, ha n — oco. Viszont a valdszintiségi valtozok karakterisztikus fliggvényé-
nek viselkedésérdl szolo lemma alapjan tudjuk, hogy az \S/—% normalizalt osszeg karakter-

n
isztikus fliggvénye " (\%) , tovabba Taylor sorfejtés alapjan ¢ (\%) ~ 1+ z'tg% —

2 2 n
ti TR % Innen a vizsgdalt karakterisztikus fliggvények értékei " (\%) ~

1-— % ~ e P2 A teljes bizonyitas kidolgozasahoz azt kell megmutatni, hogy a

felhasznalt aszimptotikus azonossdgok elég jé kozelitést adnak.
Feladat:

Mutassuk meg, a karakterisztikus fiiggvények segitségével, hogy amennyiben & és n
két fiiggetlen, normaélis eloszlasu valdszinliségi valtozd mq és moy varhato értékkel,
o? és 03 szérasnégyzettel, akkor & + n normaélis eloszlasi valészinliségi véltozé
my + my vérhaté értékkel, és o? + 03 szérasnégyzettel.

Megoldas: frjuk fel a € valészintiségi valtozo 1 (t) = Ee' az i valdszintiségi valtozd
©o(t) = Ee'™ és a ¢ = £+ valdszintiségi valtozo ps(t) = Ee ¢+ karakterisztikus
fiiggvényét. Azt kapjuk, hogy ¢1(t) = eitml*"%ﬁﬂ, mert & = o1& + my, ahol &
standard normélis eloszlast valészintiségi valtozé, ahonnan ¢ (t) = Eett(o1&+m) —
eitmi Bei(ton)s — gitmie=(t01)*/2 " Hasonlban, ¢o(t) = etm2=938°/2 Egért 4(t) =
01 (t)pa(t) = eit(mitma)—(o7+02)t*/2 ahonnan kovetkezik, hogy ¢ normélis eloszldst
valészintiségi valtozé my + mo vérhaté értékkel és o3 + 03 szérasnégyzettel.

Néhany tovabbi feladat:

1.) Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldaldn taldlomra valasztunk egy-egy
pontot. Mekkora annak a valészinlisége, hogy ezek tavolsdga a-nal kisebb (1 <
a < V/2)?

Megoldas: Jelolje & a négyzet egyik, n a négyzet atellenes oldaldra ledobott pont
értékét. A két ledobott pont tavolsdga (a Pitagorasz-tétel szerint) /(& —n)2 + 1,
ezért minket a P(1/(§ —1n)2+1 < a) = P(|€ —n| < Va? — 1) valésziniiség értéke
érdekel. £ és n két fiiggetlen a [0, 1 intervallumon egyenletes eloszlast valészintiségi
valtozo. A feladatot egyrészt megoldhatjuk a geometriai valészintiségek mdodszeré-
vel. Ekkor azt hasznaljuk, ki, hogy a (£,n) véletlen vektor az egységnégyzet egy
véletlen pontja, és a keresett valdsziniiség az {(u,v): 0 < u,v <1, —vVa? -1 <
u—v < Va2 — 1} halmaz teriilete, ami 1 — (1 —va2 — 1)2 = 2va2 — 1 — (a? - 1).
Miésrészt a minket érdeklo valészintiséget kiszamolhatjuk a 8. téma 18. feladatanak
a segitségével is. E feladat eredménye szerint ugyanis ismerjiik a & —n valdszintiségi
véltozo g(x) slirtiségfiiggvényét, ahonnan tetszéleges 0 < u < 1 szamra P(|{ —n| <
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u) = ffug(x) dr = 2f0u(1 —z)dz = 2u — u® Innen u = Va2 — 1 vélasztdssal a
keresett valészintiség 2o — o = 2v/a2 — 1 — (a? — 1).

A [0, 1] intervallumon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi annak a valészinii-
sége, hogy a két felvett pont tavolsaga kisebb, mint a 0 pontnak a hozza kozelebb
es6 ponttdl vald tavolsaga?

Megoldas: Ezt a feladatot legegyszeriibben a geometriai valészintiiségek mddszerével
tudjuk megoldani. Egyszertibb eloszor a feladatban kérdezett esemény komple-
menterének a valészinliségét kiszamolni. Legyen & az els6, n a méasodik ledobott
pont értéke, és vezessitk be az A = {w: {(w) > 2n(w)} és B = {w: n(w) > 2§{(w)}
eseményeket. Ekkor a minket érdekld esemény komplementere az A U B esemény.
Tovébba, az A és B események diszjunktak, P(A) = P(B), ezért P(AUB) = 2P(A).
A (&,n) véletlen vektor egyenletes eloszlasi az egységnégyzeten, és az A esemény
azt jelenti, hogy ez a pont az {(u,v): 0 < 2v < u < 1} halmazba esik. Ennek
valészintisége 1. Ezért P(AU B) = 1, és a keresett valosziniiség 1 — 3 = 1.
Megjegyzem, hogy az elébb tekintett P(A) eseményt a kovetkezSképp szdmolhatjuk
ki dltaldnos elvek segitségével. A (£,n) véletlen vektor siirtiségfliggvényét ismerjiik.
Ez a £ és n valdsziniiségi valtozok fiiggetlensége miatt g(u,v) = f(u)f(v), ahol
flu) =1, ha0 <u <1, f(u)=0, hau <0 vagy u> 1 a ¢ és n valészinliségi
valtozok striségfiiggvénye. Innen,

P(A) = / oz, y) de dy = / J(2)f(y) de dy
{(z,y): z>2y} {(z,y): z>2y}

1 x/2 1 211
:/ dxdy:/ / dy dx:/fdx:{“"_] _ .
{(z,y): 1>2x>2y>0} 0 0 0 2 4 0 4

Legyen & és n két fiiggetlen standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo.
Szamitsuk ki a g hanyados eloszlas és stirtiségfliggvényét.

Megoldas: Tegytlink el6szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva van két valdszinii-
ségi valtozé € és n, amelyek (egyiittes stirliségfiiggvénye egy ismert f(u,v) stirtiség-
fliggvény, akkor az g hanyados eloszlasfiiggvényét a kovetkezo modon szamolhatjuk
ki: Vezessiik be a g(u,v) = g, (u,v) fiiggvényt, amely a sikon az {(u,v): o< a:}
halmaz indikdtorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha & < x, és g(u,v) =0, ha 2 > x.
Ekkor

P (g < :c) = Bg(&,n) = //g(u, ) fu,v) dudv = //{(w): %@}f(u, v) du dv.

Latni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgalandé integral viszonylag egyszerti,
konnyebben kezelheto.
A feladatban vizsgdlandé héanyados eloszlasfiiggvénye

1
Fo)=P (2 <q :// 1w e2 gy gy
5 v<zu 27T
1 (o]

1 1
=2— / re”" 12 dp dp = - + —arctanz.
2m —Z <p<arctanz JO 2 ™
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Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk v = rcosep, v = rsiny transz-
formaciéval polarkoordinatarendszerben. E szdmolas soran az integrandusban meg-
jelenik az r Jacobian mint szorzé faktor. Ezutdn azt vegyiik észre, hogy a belso r

e 9]
valtozé szerinti integral fooo re=" /2 dp = [—6_7”2/2} =1.
0

Kiszamoltuk a keresett valdsziniiségi valtozo eloszlasfliggvényét. E valdszintiségi
; s g e , £ e , RPT _ dF(z) __
valtozé stirtiségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivaltja, azaz az f(z) = =5~ =

Masodik megoldds. A (&,n) vektor stirtiségfiiggvénye %6_(9”2“/2)/ 2 ami forgatésin-
varidns fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (£, 7n) vektor
egy origobol kiindulé a szogli szogtartomanyba esik, o-. Ezért

P (g < x) =P ((f, n) € [—g, arctan :c) U [;—r, arctan x + 7r> szégtartoményban)

12( ¢ +7T) L1t
= — arcta. — = — — arcta .
27‘( I nx 2 2 7T1" nr

1. kiegészités. Néhany az eloszlasok konvergenciajaval kapcsolatos eredmény
bizonyitasa.

Az eloszlasban valo konvergencia kilonbozo lehetséges jellemzésérdl szolo tétel bizonyi-
tdsa. Tegylik fel el6szor azt, hogy az F), eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak
egy F eloszlasfiiggvényhez, és tekintsiink egy folytonos és korldtos g(-) fliggvényt a
szamegyenesen. Ekkor a g fiiggvény folytonossaga és az F illetve F,, eloszlasfliggvények
viselkedése miatt oo pontok kornyezetében minden € > 0 szamhoz létezik olyan elég
nagy K = K(e) > 0, amelyre [ > K lg(u)| dFy,(u) < € minden n = 1,2,... indexre,
és ez az allitas érvényes akkor is, ha az F), eloszlasfiiggvényt az F' eloszlasfliiggvénnyel
helyettesitjiik. Tovdbba a folytonos g(-) fiiggvény a [—K, K| intervallumban egyen-
letesen folytonos. Ennek az észrevételnek és annak a ténynek a segitségével, hogy
nh—{r;o F,(x) = F(x) az F(-) minden folytonossagi pontjaban be lehet latni, véve a

[— K, K] intervallumnak egy olyan elég finom felosztdsat, amelynek az osztépontjai az
F figgvény folytonossagi pontjai, hogy

< e, han>ng(e).

/u: ek 9(u) dFy, (u) — / g(u) dF (u)

w: |ul <K

(E 1épésben kihasznaljuk azt, hogy egy monoton fiiggvénynek csak megszamlalhaté sok
szakadasi pontja van. Miért?) Innen € — 0 hatdrdtmenettel megkapjuk az (a) allitds
bizonyitasat.

Megforditva tegyiik fel, hogy teljesiil az (a) relacid, és legyen x az F fliggvény
folytonossagi pontja. Rogzitve egy kis € > 0 szamot definidljuk a kovetkezd g*(u) =
g;—is(u), —00 < u < 00, folytonos és korldtos fiiggvényeket: g™ (u) = 0, ha u > x + &,
gt(u) =1, hau <z, gt(u) = =% ha z < u < z +¢e. Hasonléan g~ (u) = 0, ha
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u>z,9gu)=1hau<z—¢ g (u) =% hazr—e <u<x Alkalmazva az (a)
allitast kapjuk, hogy

Flz—¢) < / g7, (WF(du) = Tim | g=,(u)Fy(du) < liminf Fy ()

n— 00 ’ n—00

<limsup F(z) < lim [ g (uw)F,(du) = /g;rw(u)F(du) < F(z+¢),

n—oo n—oo

és véve az € — 0 hatdratmenetet kapjuk, hogy lim F,(x) = F(x), feltéve, hogy az x
pont az F' fliggvény folytonossigi pontja.

Annak bizonyitdasa, hogy egy eloszlasfiggvényt meghatdroz a karakterisztikus fligguénye.

Vegyiik észre, hogy Weierstrass masodik approximéacios tételébdl kovetkezik, hogy tet-

szbleges K > 0 és € > 0 szamokra és a K szam szerint periodikus h(-) fiiggvényre igaz,

n
hogy létezik olyan P, (t) = > a;e? /K trigonometrikus polinom, amelyre teljesiil
j=—n

a sup |P,(t) — h(t)] < e becslés. Integrélva a h(-) és a P,(-) fiiggvényt a F és G
—oo<t<0oo

eloszlésfiiggvény szerint, a fenti approximéciébdl kapjuk hogy [ \h P, (u)|F(du) <

e és [|h(u) — Po(u)|G(du) < e. Ezért Uh fh du | < 2e. Mivel

ez minden £ > 0 szdmra igaz, ezért [ h(u)F( f h(u du Tovabba, innen

kovetkezik az is, hogy ha h(-) kompakt tartéja, folytonos fuggveny, azaz ha létezik olyan

A szdm, amelyre h(u) = 0, ha |u| > A, akkor [h(u)F(du) = [ h(u) . Valéban,

definidljuk minden K > A szdmra azt a hg (-) fiiggvényt, amely ah(-) fuggveny K, K]

intervallumra vett megszoritasanak a 2K szerinti periodikus kiterjesztése, azaz h K( ) =

h(u — 21K), ahol [ olyan egész szam amelyre -K < u < K. Ekkor [ h(u)F(du) =
lim [hg(u)F(du)= lm [hg(u) = [ h(u)

K—oo K—oo

Legyenek —oco < z <y < o0 olyan szamok a sza’unegyenesen7 amelyek folytonosséagi
pontjai mind az F' mind a G eloszlasfiiggvénynek. Belatjuk a fenti relacié segitségével,
hogy F(y) — F(z) = G(y) — G(x). Valéban, rogzitsiink egy € > 0 szamot, és definidljuk
a kovetkez6 h(-) = h.(-)figgvényt: h(u) =1, haz <wu <y, h(u) =0, ha y+e < u vagy
u<x—e, h(u) = WT_“, hay <u <y+e, h(u) = “*TW, ha x—e < u < z. Felhasznélva
az [ hE(u)F(du) = [ hE(u)G(du) azonossigot, és azt hogy 611_1)% [ he(u)F(du) = F(y)—
F(z), gii%fhe(u)G(du) = G(y) — G(x), ha z és y az F és G fiiggvény folytonossagi
pontjai, ¢ — 0 hataratmenettel kapjuk az F(y) — F(z) = G(y) — G(x) azonossagot.

Ez utébbi azonossagot felhasznalva és alkalmazva az © — —oo hataratmenetet
kapjuk, hogy F(y) = G(y), ha y mind az F(-) mind a G(-) eloszlasfiggvénynek folyto-
nossagi pontja. Mivel az F' és G eloszlasfliiggvénynek csak megszamlalhato sok szakadasi

pontja van, és mind a két fliggvény balrdl folytonos, innen kovetkezik, hogy az F' és G
eloszlasfiiggvények megegyeznek.
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2. kiegészités. A Stirling formula és annak egy altalanositasa.

n n
n! ~V2mn <—> ,
e

A Stirling formula:

A Stirling formula bizonyitdisa: El6szor azt mutatom meg, hogy

nl — <ﬁ>n 2m (a)
T e fjﬂ 6n(e“—l—it) dt ’

Tekintsiink egy & Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozot A = n paraméterrel, azaz

legyen P(§ = k) = Z—Te‘”, k= 0,1,2,.... Szamitsuk ki a £ valészintiségi valtozd
P(t) = Ee'** karakterisztikus fiiggvényét. Ez a kovetkezd P, (t) Fourier sor:

ZP 6 k itk i T]z_ —n—|—il€t _ e—ni (nj;t)k _ e—n—l—neit‘
P !

k=0

Innen, illetve a (%) formuldabdl k = n vélasztéssal kapjuk, hogy

n 1 ™ ) 1 ™
Ple=n)="ecm=_" [ e ™p (t)dt=—

6—int—n+neit dt.
n! 2 27 )

Ez az azonossag ekvivalens az (a) formulaval.
Az (a) formula alapjan a Stirling formula bizonyitdsahoz elég megmutatni azt, hogy

lim ﬂ/ e”(e“_l_m dt =1

n—o0 /9
amit ugyis frhatunk, hogy

f” n(e —1—1it) dt
nh—{%o f e—nt?/2 ¢t

Viszont tekintve az e fiiggvény Taylor sorat kapjuk, hogy

n(eit —1—it)=—-n (g + a(t)t3> = —%tZ + B(t)n 71/87

alkalmas |a(t)| < const. és |B(t)] < const. egyiitthatékkal, ha [t| < n3/%, ahonnan
en(e’=1=it) _ o=nt?/2,8(t)n" 1" _ o—nt?/2 (1+~(t)n=1/8), |7(t)| < const, ha t < n3/8,
és s
. fnn 58 € n(e —1—14t) dt
lim —7s ; =1
n—oo f,n—B/S e—nt /2 dt
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Tovabba nem nehéz belatni, hogy

n—3/8
‘ f_nfs/s e—nt2/2 dt
e = en2ge b
— o0

_p—3/8 ; . ; A _ )
ezért elég megmutatni, hogy az [~ enl =1-it) gt és ST ysente =1-it) Jt integralok
elég kicsik. Ennek bizonyitasdhoz jegyezziik viszont meg, hogy |e?| = eR¢* tetszbleges
z komplex szamra, ahol Re z a z szam valds részét jeloli. Innen

it_q_ _ _ 1/4
|€n(e 1 zt)’ — en(cost 1) <e const. n :

ha n3/8 < |t| < 7, ahonnan kovetkezik a kivant becslés.

A Stirling formula egy altalanositasa.

Tekintstik a I'(¢) = fooo rt~le=% dx, t > 0, igynevezett I-fiiggvényt. Nem nehéz parcidlis
integrélassal belatni, hogy I'(t) = (t — 1)I'(¢t — 1), ¢t > 1, és I'(1) = 1, Innen azt kapjuk,
hogy I'(n) = (n — 1)! pozitiv egész n szamokra. Ezért a I'(t) fiiggvény az (n — 1)! kife-
jezés kiterjesztésének tekinthetd pozitiv valds szamokra. Megmutatom, hogyan lehet a
Stirling formula el6bb ismertetett bizonyitasdhoz hasonlé médon a kovetkezo jo aszimp-
totikus formuldt bizonyitani a I'(t) fiiggvényre nagy ¢ értékekre:

t—1
e

T(t) ~ 27r(t—1)( )H, ha t — 0. (b)

Ez a formula t = n 4 1 valasztassal specidlis esetként tartalmazza a Stirling formulat.

Ebben a szamolasban Fourier sorok egytitthatdinak a Fourier sor segitségével vald
a (x) formuldban ismertetett kifejezése helyett a Fourier analizis egy fontos eredményét,
ezen formula folytonos megfelel6jét hasznaljuk. Ez lehet&vé teszi, hogy egy (szép tulaj-
donsdgi) fiiggvényt kiszdmoljunk a Fourier transzformaltja segitségével.

Legyen az integralhaté és folytonos f(x) fiiggvény Fourier transzforméltja az f(u) =
ffooo e f(z) dx figgvény. Tegyiik fel, hogy az f(u) fiiggvény szintén integralhaté.
Ekkor e

f@) =5 [ e du ©

:% .

Ezt a (¢) formuldt fogjuk alkalmazni a v¢(z) = ﬁxt_le_“, ha z > 0 és y(z) = 0,
ha x < 0 figgvényre t > 1 esetben. (A ~:(z) fiiggvényt a a ¢t paraméterii I' eloszlas
stirtiségfiiggvényének hivjik az irodalomban.)

Szamoljuk ki a v (z) fliggvény 4;(u) Fourier transzforméltjat. Azt kapjuk z =

(1 — iu)z helyettesitéssel, hogy

1 o , 1 1 Sl 1
~ _ —z+iux . t—1 dr = T —t—1 dz — '
%(u) _F(t) /0 e x X _F(t) —(1 — iu)t /0 e T x —(1 — z'u)t
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Megjegyzés: A fenti képlet alapjan 7s(u)y:(u) = As++u minden s > 0, t > 0 és valds
u szamra, ami azt jelenti, hogy s * V¢(z) = Ys1¢(x), ahol * konvoluciét jelol. Ezt a
relaciot egyébként a 8. téma 16. feladatdnak megoldasdban kozvetlen szamolassal is bebi-
zonyitottuk. Az el6bb megfogalmazott eredmény azt sugallja, hogy nagy ¢t paraméterre
a ¢ strlségfiiggvényli eloszlas, azaz a I' eloszlas ¢t paraméterrel kozelitéleg normalis
eloszlasu a megfelel6 paraméterekkel, s6t a ~:(x) stirliségfiiggvény is jol kozelithetd
a megfelel6 paraméterii normadlis striségfiiggvénnyel. Ez a gondolat van az alabbi
szdmolds hétterében, ahol a ~¢(z) fliggvény értékére adunk jé kozelitést x = ¢ vé-
lasztassal. Az x = t valasztas azért természetes, mert egy t paraméteri I' eloszlasu
valészintiségi valtozo varhato értéke t.

Mivel a §¢(u) = m fliggvény integralhaté ¢t > 1 szamra
1 - UL 1
- —iue__—__ g
(@) = oo /_Ooe 1 —auyt "
a (c) formula alapjdn. Specidlisan = = ¢ vélasztéssal

e ttt—1 1 [ .. 1

NOI L (1 — i)t

t—1\"11 1\t o
I'(t) = (14— .
() ( & ) e ( + t—l) ffooo e‘lutmdu

t—1\"t 1 1\t V2
= /2n(t—1) ( > Lz (1 + —) : — .
e e t—1 \/t—lf_ooe mdu

Ezen formula segitségével fogjuk bizonyitani a (b) reldciét.

du,

t
Tudjuk, hogy tlim 1 (1 + ﬁ) = 1. Ezért a (b) relacié bizonyitdsahoz elég meg-
—00

&
mutatni, hogy [ eﬂmm du ~ [7 e~ "*/2 dy, mert e et /2 gy = % ~
Van

JiT ha t — oc.
Az [7 e gy du ~ [T e~ /2 dy reldcié bizonyitésa érdekében vegyiik

észre, hogy a becsiilendé integral integrandusa felirhaté e~ (1_1w)t = exp{t(—iu —

log(1 — iu))} = exp{—tu®/2 + O(tu?)} alakban kis u értékekre. Alkalmazva ezt a
relaciot példaul |u| < t=3/8 értékekre, amikor tu® = O(t~1/8), azt kapjuk hogy, t — oo
esetén

1—3/8 1—3/8

. 1 00
/ e M ——— du ~ / e 2 qy ~ / et /2 gy, (d)
_¢—3/8 (1 - zu)t —¢—3/8 — 00

—iut 1
(1—zu)t

1
TR

Masrészt ‘e Megmutatom ezen azonossag segitségével,

hogy

1+ w2)i?

, 1 1
e_’m—_ du < / —————du=o0 t_l/z 5 e
/u: |u|>t—3/8 (1 - zu)t w: |u|>t—3/8 ( ( ) ( )
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ha t — 0o. A (d) és (e) becslésekbdl kovetkezik a kivant &llitas. Viszont

1
——du < / uwtdu <27t = O(t_1/2),
/u: |u]|>2 (1 + u2)t/2 u: |ul>2
és )
du < / e—tu2/1000 du = ot~ 1/2 :
/u: t=3/8<|u|<2 (1+ u2)t/2 w: |u|>t—3/8 ( )

és ezen becslésekbdl kovetkezik az (e) relacid.

3. kiegészités. Az Alaptétel bizonyitasanak legfontosabb lépése.

Az Alaptétel nehéz és szamunkra érdekes része az elégségesség bizonyitasa, azaz an-
nak megmutatasa, hogy ha valamely F,(x), n = 1,2,..., eloszlasfiiggvények ¢, (t) =
[ e F,(dx), —0o < t < oo karakterisztikus fiiggvényei minden ¢ pontban konvergdlnak
egy az origéban folytonos ¢g(t) fliggvényhez, akkor g (-) egy Fy eloszlasfiiggvény karak-
terisztikus fliggvénye, és az F,, eloszlasfliiggvények ehhez az Fy eloszlasfiiggvényhez kon-
vergalnak.

Ezt az éllitast viszonylag egyszer(i redukdlni a kovetkezd allitdsra: Az F,(-) elosz-
lasfiiggvények ¢, () karakterisztikus fiiggvényeire tett feltételek teljesiilése esetén ezek
az eloszlasfliggvények relative kompaktak, azaz tetszéleges F),, részsorozatuknak létezik
eloszlasban konvergens Fnkj részsorozata. Ugyanis nem nehéz belatni, hogy az F), . rész-
sorozatok (fiiggetleniil az ny; indexsorozat valasztatol) ahhoz az Fy eloszlasfiiggvényhez
konvergédlnak, amelyiknek ¢o(t) a karakterisztikus fliggvénye. Itt azt az egyszertien
igazolhaté tényt haszndljuk ki, hogy az eloszlasok konvergenciajabdl kovetkezik azok
karakterisztikus fiiggvényeinek a konvergencidja a hatareloszlas karakterisztikus fiigg-
vényéhez. Ezenkiviil lattuk az 1. kiegészités eredményében, hogy egy eloszlasfiiggvényt
meghataroz annak karakterisztikus fiiggvénye.

A {6 probléma tehat annak vizsgdlata, hogy hogyan lehet eldonteni azt, hogy
mikor relative kompakt eloszlasfiiggvények egy sorozata. E probléma vizsgalata kapcsan
vezették be az alabbi fogalmat és bizonyitottak be az utana megfogalmazott eredményt.

Eloszlasfiiggvények feszességének a definicidéja. Az F,,(x) eloszldsfigguények so-
rozata feszes, ha tetszbleges € > 0 szamra létezik olyan K = K(eg) szam, hogy [1 —
Fo(K)|+ F(—K) <e minden n =1,2,... indexre.

Tétel eloszlasok relativ kompaktsaganak és feszességének kapcsolatarol. Le-
gyen F,(1), n = 1,2,..., eloszldasfiiggvények feszes sorozata a szamegyenesen. Ez az
eloszlasfigguény sorozat relative kompakt.

1. megjegyzés. Igaz a tétel megforditdsa is, amely szerint eloszlasfiiggvények sorozata-
nak relativ kompaktsdgabdl kovetkezik e sorozat feszessége is. Ennek az éllitasnak a
bizonyitasa lényegesen egyszeriibb. De mivel erre az eredményre nem lesz sziikségiink,
ezt nem bizonyitom.

2. megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy adva egy F'(x) eloszlasfiiggvény minden € > 0
szamhoz létezik olyan K = K(e) kiiszobindex, amelyre [1 — F(K)] + F(—K) < e.
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Eloszlasfliggvények sorozatédnak a feszessége azt jelenti, hogy F,,(-) eloszlasfiiggvények
egy sorozatara a K = K (e) kiiszobindex megvalaszthat6 az n indextél fliiggetleniil tgy,
hogy az [1 — F,,(K)]+ F,,(—K) < € egyenlitlenség egyszerre teljestiljon mindegyik F,(+)
eloszlasfiiggvényre.

Bizonyitdsvdzlat a tételre. Rogzitsink egy megszdmlalhaté mindeniitt stirti x,, p =
1,2,..., halmazt a szamegyenesen. Egy &atlés eljarassal (hasonléan az Arzela—Ascoli
tétel bizonyitdsdhoz) az eloszlasfiggvények tetszbleges F),, részsorozatdnak ki tudjuk
valasztni egy olyan Fy, , j = 1,2,... részsorozatdt, amelyre létezik az Fg(a:p) =
lim F,, (xp) hatarérték minden p = 1,2,... indexre. Definidljuk az

Jj—00

Fo(z) = lim  Fy(zp)
Tp—T, Tp>0

fliggvényt minden x valds szamra, ahol a limeszben tetszoleges x-nél nagyobb szdmokbdl
all6 az = szamhoz konvergald x, szamsorozatot tekintiink. Az F,(z) fiiggvény, illetve
az x, szamok halmazan definidlt Fy(x) fliggvény monotonitasdbdl kovetkezik, hogy ez
a definicié értelmes, az Fy(x) fiiggvény értéke nem fiigg az x, sorozat vilasztdsatol.
Némi munkaval az is ellenérizhetd, hogy Fy(x) eloszlasfiiggvény. (Itt kell kihasznalni az
F,(x) eloszlasfiiggvénysorozat feszességét.) Tovdbba az is igazolhatd, hogy Fy(x) =
lim F, (x) az Fy(-) fliggvény minden folytonossagi pontjdban. Ezen éllitasokbdl
j—0o0
kovetkezik a tétel eredménye.

A fenti tétel eredménye azért nem elegenddé céljainkra, mert eloszlasfliiggvények
feszességét nehéz kozvetleniil ellendrizni. Ezért hasznos a kovetkezd tétel.

Tétel eloszlasfiiggvények feszességének biztositasardl a karakterisztikus fligg-
vény tulajdonsagai alapjan. Legyen adva eloszlasfigguények F,(x), sorozata v, (t)

karakterisztikus fliggvényekkel a szdmegyenesen, n = 1,2,.... Ha teljesiil a
1 )
lim lim sup — / Re (1 —¢u(t)) dt =0 (1)
-0 n—ooco 26 i

reldcid, ahol Re z a z komplex szam valds részét jelili, akkor az F,,(z) eloszldsfiggvények
sorozata feszes.

Kovetkezmény. Ha az F,(x) eloszlasfigguények ¢, (t) karakterisztikus fiigguényei egy
a nulla pontban folytonos po(t) fliggvényhez konvergdlnak az origo egy kis kérnyezetében,
akkor feszesek.

A kovetkezmény bizonyitdsa. Mivel po(0) = lim ¢,(0) = 1, ezért a ¢o(t) figgvény

n—od
folytonossagabdl az origéban kovetkezik, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan
do = dp(e) szam, amelyre 0 < Re (1 — ¢p(t)) < €, ha |t| < dp. Tovédbba 0 < Re (1 —
©n(t)) <2 minden n és t szadmra, és lim Re (1 — ¢, (t)) = Re (1 — po(t)) az origd egy
n—oo
kis kornyezetében. Ezért a Lebesgue tétel alapjan létezik a

li —
W98

5
55 / Re (1 — po(t) dt

-6

/ " Re (1— ou(t)) di

-

<e
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hatarérték minden § < §p szdmra. Ez azt jelenti, hogy teljesiil a (1) feltétel, és a fenti
tétel alapjan az F), (z) fiiggvények feszesek ebben az esetben.

Megjegyzés. Be lehet latni, hogy az (1) formuldban megfogalmazott feltétel nemcsak
elégséges, hanem ugyanakkor sziikséges feltétele is annak, hogy az F), eloszlasfiiggvények
feszesek legyenek. Erre a tényre azonban nem lesz sziikségiink.

A tétel bizonyitdsa. Rogzitsink egy tetszéleges K > 0 szamot, és irjuk fel a kovetkezo
azonossagot:

— 1— ¢, = — 1-— E,
55 _5Re[ on(t)] dt /_5 55 /_Oo[ costx| dF, (x)dt

_ /_ 22_5 /_ Z[l—cost:t:] dt dF,(z) = / h {%— S;I;ﬂt: dF,(x)  (2)

— 0 t

(55 = [ (- 5) anc

v (1 _sin ‘“) 0F, (z) = I}, (K) + I3 (EY).
jol>K 0z

Mivel (1 — %) > 0 minden x-re és d-ra, ezért a (2) formula baloldala fels6é becslést
ad az I3, (K) kifejezésre tetszoleges 6 > 0 n > 1 és K > 0 szdmokra. Ezért az (1)
formula alapjan tetszéleges € > 0 szdmhoz létezik olyan § = §(g) > 0 szdm és ng = ng(J)
kiiszobindex, amelyekre § > f|m‘>K (1 — sin 5‘”) dF,(x), han > ng, és K > 0 tetszoleges.

ox
Legyen K = 2. Akkor minden |z| > K szdmra 1 — % > 1. Ezért az el6z6 becslésbdl

kévetkezik, hogy § > f|x|>K (1— Siggfw) dF,(z) > 1[(1 — F,(K)) + F,(—K)], azaz
e>[(1 - Fo(K))+ F,(—K)] ezzel a K szadmmal, ha n > ng. A K > 0 szam esetleges
megnovelésével elérhetjiik, hogy a fenti egyenlotlenség minden n > 1 szamra érvényes
legyen. Tehat az F,,, n =1,2,..., eloszlasfiiggvények feszesek.

A fenti tétel, illetve annak kovetkezménye alapjan, ha eloszlasfiiggvények egy soro-
zata teljesiti az Alaptétel feltételeit, akkor az feszes. Ekkor viszont e Kiegészités masik
tétele alapjan egy ilyen sorozat relative kompakt, és ezt akartuk igazolni. Az eladasban
tekintettiink egy olyan példat, amelyben az eloszlassorozatban definialt eloszldsok karak-
terisztikus fliggvényei az origéban nem folytonos fiiggvényhez konvergaltak. Ebben a
példaban az eloszlasfliiggvények sorozata nem volt feszes.

4. kiegészités. A karakterisztikus fliiggvény modszer egy szamelméleti alkal-
mazasa.

A kovetkezo eredmény bizonyitdsat ismertetem.

Tétel irracionalis szam tobbszoroseinek eloszlasarél moduld 1. Legyen « irra-
ciondlis szam. Régzitsink egy [a,b] C [0,1] intervallumot, és tekintsik minden n pozitiv
egész szamra a ka moduld 1, 1 < k < n, sorozatot, illetve e sorozat |a,b] intervallumba
esé pontjainak L#{k: {ka} € [a,b], 1 < k < n} relativ gyakorisdgdt, ahol #A egy A
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halmaz elemeinek szamat jeloli, {x} pedig eqy x szam tért részét. Ez a relativ gyakorisdg
tetszdleges [a,b] C [0, 1] intevallumra konvergdl az [a,b] intervallum b — a hosszdhoz, ha
n — oo.

Bizonyitds. Az allitas atfogalmazhatd a kovetkezo médon. Definidljuk minden n szamra
a kovetkezo u,, valészinliségi mértéket: A p, mérték a ka (mod 1), 1 < k < n, pontokba
van koncentrédlva, és minden ilyen ko (mod 1) pont u,, mértéke % Ekkor a tétel allitdsa
ekvivalens azzal, hogy a u,, mértéksorozat eloszldsban konvergal a [0, 1] intervallumban
f(z) = 1 stirliségfiiggvénnyel rendelkezé 1y egyenletes eloszldshoz.

A karakterisztikus fliggvény maédszer, pontosabban annak a [0, 1] mod 1 csoportra
megfogalmazott valtozata azt mondja ki, hogy u, valdszintiségi mértékek egy soroza-
tanak eloszldsban valé konvergencidja egy po valdszintiségi mértékhez ekvivalens azzal,
hogy teljesiil a nlirgo [ 2™, (dz) = [ e* 9% o ( dx) reldcié minden j = 0,£1,+2,...

egész szamra, ahol i = \/—1. Valéjdban ez az ekvivalencia kovetkezik Weierstrass
masodik approximéaciés tételébdl, és az eloszldsban valé konvergencia kovetkezo jellem-
z6sébol: Tekintsiik a [0, 1] mod 1 egységkort, és azon py,, n = 0,1,2,..., valészintiségi
mértékeket. A p, mértékek akkor és csak akkor konvergalnak eloszlasban a pp mértékhez
n — oo esetén, ha nler;o [ f(@)pn(dz) = [ f(x)po( dx) minden az egységkoron folytonos

(és ezért korlatos) f(x) fiiggvényre. (Olyan fiiggvényeket tekintiink, amelyekre f(1) =
£(0).)

Viszont a tétel bizonyitasahoz sziikséges limesz reladcidkat konnyen ellenorizhetjiik
az adott esetben. Valdban [ e?™% g (dx) = fol e dor =0, ha j # 0, és

B 1 n B 627ri(n—|—1)ja . eQTrija
eszgm#n(dw) S 2 :6271'7,jk05 — _ N O,
n 4= n(e?rije — 1)

627ri(n+1)ja_€27rija
n(621'rijo¢71)

j # 0 egész szémra, ha « irraciondlis szdm. M4ésrészt a j = 0 indexre 2™ = 1, és

[ pn(dz) = [ po(dz) =1 minden n = 1,2, ... szdmra.

és 1 —cos2mja > 0 minden

o 2
han — oo, és j # 0, mert < A —coszrja)

Feladat:
Legyen aq,...,ar k irracionalis szdm, amelyek kiegészitve az oy = 1 szammal
k
linedrisan fliggetlenek a raciondlis szamok teste felett, azaz az ro + > rja; = 0
Jj=1

reldcié racionalis 7, 0 < j < k, szdmokkal csak akkor teljestil, ha r; = 0 minden 0 <

k

j < k indexre. Rogzitsiink egy B = [] [a;,b;] C [0,1]* a k-dimenziés egységkocka
i=1

altal tartalmazott téglatestet, és tekintsiik minden n pozitiv egész szamra azon

[ szamok relativ gyakorisagat az 1 < [ < n egész szamok kozott, amelyekre az
(lag mod 1, ..., lay, mod 1) vektor beleesik a B téglatestbe. Lassuk be, hogy ez a
relativ gyakorisdg tart a B téglatest térfogatahoz, ha n — oc.
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