A Valésziniiségszamitas 1. eldadassorozat els6 témaja.

A valésziniliségszamitas néhany fontos problémaja és a problémak vizsgalata
érdekében kidolgozott modellje.

Tekintsiink néhany példat, amelyek megmutatjak, hogy milyen kérdésekkel foglalkozik
a valdszintiségszamitas.

Tapasztalatbdél tudjuk, hogy évente koriilbeliil ugyanannyi fia és lany sziiletik.
Ugyanakkor, az, hogy az egyes ujsziilottek fitk lesznek-e vagy lanyok a véletlentdl fligg.
Természetes feltenni, hogy minden 1jsziilott egymastol fliggetleniil lesz % val6szintliséggel
fia vagy lany. Az, hogy ilyen koriillmények kozott minden évben koriilbeliill ugyan-
annyi fia és lany sziiletik, tehat nem az a helyzet, hogy egyik évben a sziiletend6 fitk
a masik évben a sziiletend6 lanyok szama sokkal nagyobb, a valdszinliségszamitas egy
nagyon fontos eredményének a nagy szamok torvényének a kovetkezménye. Ez a torvény
azt mondja, hogy ha sok egymdstdl fiiggetlen kisérletet végziink, amelyek eredménye
valamely véletlen szam, akkor a mért eredmények atlaga nagyon kevéssé ingadozik a
kisérletek eredményének varhaté értéke koriil. Ezt az allitast késobb pontosabban is
meg fogom fogalmazni.

Szeretnénk pontosabb eredményeket kapni arrél, hogy mekkora az eredmények
atlaganak az ingadozasa a varhaté érték koriil. A probléma jobb megértése érdekében
tekintsiik a kovetkezo elképzelt jatékot.

Valaki a kovetkez6 jatékot ajanlja fel nekiink. Feldob egy (szerinte) szabalyos pénz-
darabot 10 000 alkalommal. Fejdobas esetén mi fizetiink neki 1 forintot, irdsdobéas
esetén O fizet nekiink 1 forintot. Elhissziik-e, hogy a pénzdarab valéban szabalyos volt
a kovetkezd esetekben?

a) Ha mind a 10 000 dobas fej volt.

b) Ha 9000 fej és 1000 {rasdobas tortént.

c) Ha a fejdobasok szama 6000 és az frasdobasok szama 4000 volt.
d) Ha 5200 fejdobés és 4800 irdsdobds tortént.

e) Ha 5050 volt a fej és 4950 irdsdobédsok szama.

Természetesen elvileg el6fordulhat, hogy egy szabdlyos pénzdarab, amelyet 10 000
alkalommal feldobunk minden egyes esetben a fej oldalra esik. De ennek a valészintiisége
rendkiviil kicsi, 2719 990, Nagyon hihetetlennek tiinhet, hogy egy ilyen kis valésziniiségii
esemény bekovetkezik. Ugyancsak rendkiviil kicsi annak a valésziniisége, hogy a fejdo-
béasok szama nagyobb mint 9000. A nagy szamok torvénye szerint nagy = szamra annak
valészintiisége, hogy a fejdobasok szdma nagyobb mint 5000 4+ x rendkiviil kicsi nagy =
szamok esetén. De felmeriil a kérdés, hogy mely = szamok tekintheték nagynak. Ahhoz,
hogy ezt a kérdést meg tudjuk valaszolni, j6 lenne ismerni egy olyan eredményt, amely jo
kozelitést ad annak a valészinliségére, hogy a fejdobasok szama nagyobb mint 5000 + x
egy szabalyos pénzdobas feldobédsa esetén. Ismeretes ilyen eredmény. Latni fogjuk,
hogy a valésziniiségszamitas talan legfontosabb eredménye, a centrdlis hatdreloszldstétel,
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(amely természetesen része lesz a tanyagnak) egy ilyen becslést ad. Meg fogom mu-
tatni ezen eredmény segitségével, hogy egy szabdlyos pénzdarab esetén az a) — d)
esetek bekovetkezésének a valdsziniisége rendkiviil kicsi (még a d) eset bekovetkeztének
a valdsziniisége is kisebb, mint 0.001), mig az e) eset viszonylag nagy valdsziniiséggel
bekovetkezhet.

A centralis hatareloszlastétel mas fontos problémék vizsgalataban is segitséget
nyujt. Mutatok egy ilyen példat. Tegyiik fel, hogy 100 lampa 6sszélettartamara vagyunk
kivancsiak. Olyan lampédkat haszndlunk, amelyek mindegyikének varhato élettartama
100 6ra, de valddi élettartamuk egy ekoriili érték valamilyen véletlen ingadozéssal. Ha
egy lampa kiég, akkor kicseréljiik a kovetkezo lampara, amelynek varhato élettartama
szintén 100 éra, de valédi élettartama e varhaté érték koriil ingadozik. Az Gsszes lampa
egylittes élettartama ekkor 10 00 ora plusz valamilyen véletlen ingadozas. Az el6bb
emlitett centralis hatareloszlastétel egy nagyon érdekes eredményt mond ki ennek az in-
gadozasnak az eloszlasarél. Ennek az eloszlasnak jellegzetes, haranggorbének nevezett
alakja van, amely alig fiigg a lampak élettartalmanak viselkedésétdl. Ez magyarazza
meg azt is, hogy miért jelenik meg teljesen kiilonb6zé problémak megolddsaban ez a
haranggorbe. A jelenség pontosabb leirdasat és magyarazatat csak késébb, a centralis
hatareloszlastétel targyalasa soran fogom ismertetni.

Ugyanis a centralis hatareloszlastétel pontos megfogalmazasa érdekében elébb be
kell vezetni néhany fontos valdszintiségszamitasi fogalmat. Tisztazni kell példaul azt,
hogy mit jelent a lampa élettartamanak a varhatd értéke. Ez heurisztikus szinten
érthet6, de ahhoz, hogy szamolni is tudjunk a vele e fogalom pontosabb kidolgozasa
és megértése sziikséges. Ugyancsak meg kell érteniink azt, hogy amikor a lampa élet-
tartamdanak az ingadozasat tekintjiik, akkor hogyan érdemes mérni ennek nagysagat. E
problémak tisztazasa fontos részét képezik a késobbi el6adasoknak.

Végiil még egy problémét emlitek, amely megmutatja, hogy miért hasznos a centralis
hatareloszlastétel eredményének néhany altaldnositasat vizsgalni. Az ebben a példaban
megjelen6 &altalanositas, a tobbvéltozos centralis hatareloszlastétel a kovetkezd félév
anyaga lesz.

El akarjuk donteni, hogy egy dobdkocka szabdalyos-e. Ennek érdekében a dobdkoc-
kat feldobjuk sokszor, és feljegyezziik hany darab 1, 2, ..., 6-os dobés volt. Akkor
tekintjiik a dobdkockat szabalyosnak, ha mind a 6 lehetséges dobaseredmény kevéssé
tér el az Osszes dobasok szamanak az 1/6-a4t6l. De mi szamit kis eltérésnek. Példdul,
ha a dobokockat 6000-szer dobjuk fel, és 960 1-es 1030 2-es 1020 3-as 970 4-es 1030
5-6s és 990 6-os dobas tortént, akkor tekinthetjiik e a dobdkockat szabalyosnak? A
kérdés megvalaszolasahoz olyan a centralis hatareloszlastételhez hasonlé eredményre
van sziikséglink, amely méri a a varhaté értéktol valo ingadozéasok lehetséges értékének
a valdsziniiségét. A lényeges kiilonbség az el6z6 (pénzdobésos) problémahoz képest
az, hogy most nem véletlen szdmok, hanem véletlen vektorok (az 1-es, 2-es, ..., 6-0s
dobdsszamok egyiittesének) vizsgdlata sziikséges. Ilyen eredmény is létezik. Ezt hivjik
tobbvaltozos centralis hatareloszlastételnek. De mivel ennek ismertetéséhez tobb 1j
fogalom bevezetése és targyalasa is sziikséges, ez a kovetkezo félév anyaga lesz.



Néhany megjegyzés a valdosziniségszamitds torténetérol.

A valészintliségszamitas megalkotasaban kiillonb6zo szerencsejatékok vizsgalata is nagyon
fontos szerepet jatszott. Az ilyen kérdések alaposabb vizsgalata nagyon hasznosnak
bizonyult, tébb értékes gondolat hatterében szerencsejatékokkal kapcsolatos meggon-
dolasok rejlenek. Erdemes megjegyezni, hogy az elsO ilyen hires probléma de Méré
lovagtol szarmazik, aki Pascalnak tette fel két szerencsejatékkal kapcsolatos kérdését.
Ezek egyikét de Méré lovag is meg tudta valaszolni, de a masikat nem. Pascal megol-
dotta ezt a feladatot, amelyet levélben elkiild6tt a Toulouseban él6 Fermatnak. Fermat
is megoldotta ezt a problémat. Fermat megoldasi mddszere kiilonbozott, de ugyanazt
az eredményt kapta. Ezutan irta Pascal sokat idézett mondatat: Ugyanaz az igazsag
Parizsban és Toulouseban. Leirom de Méré lovag kérdéseit, és egy kiegészitésben a rajuk
adhato valaszt is. De e feladatok megoldasa a gyakorlatok anyaga.

De Méré lovag problémdja:

a.) Ha egy kockét 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valészintisége, hogy legalabb egy
hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valdszintisége, hogy
legalabb egy dupla hatos lesz?

(De Méré lovag arra csodalkozott ré, hogy az els6 valészintiség %—nél kicsit kisebb,
a masodik valdszintiség pedig %—nél kicsit nagyobb.)

b.) Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, amelynek mindegyik forduléjaban az egyes
jatékosok % valoszintliséggel nyernek, illetve veszitenek. Megallapodnak, hogy az
a jatékos nyeri el a tétet, aki el6szor ér el hat nyerést. De a jatékot félbe kell
szakitaniuk akkor, amikor az egyikiiknek harom a masikuknak pedig 6t nyerése
volt. Hogyan kell igazsdgosan osztozkodniuk?

A fenti kérdéseket mar a XVII. szdazadban megtargyalta Pascal és Fermat. Sokan
innentol szamitjak a valdszinliségszamitas elméletének létrejottét. Ezutan is tobb nagy
matematikus foglalkozott ezzel a témaval. Koziiliik kiilon emlitést érdemel Pierre—
Simon Laplace (1749-1827), aki egyik {6 miivét az A wvaldsziniliség analitikus elmélete
cimi konyvet (Théorie Analitique des Probabilités) ennek a témanak szentelte. Ebben
a konyvben jelent meg a centralis hatareloszlastételnek az a rendkiviil fontos, az iro-
dalomban Moivre—Laplace formulanak nevezett specidlis esete, amely példaul lehet&vé
teszi a bevezetésben megfogalmazott szabdlyos pénzdobas viselkedésével kapcsolatos
problémék vizsgalatat. A Moivre-Laplace formula a kovetkez6 kérdésre ad (nagy n és k
paraméterek esetén) jé kozelit6 valaszt. Ha elvégziink egymastdl fiiggetlentil n kisérletet,
és mindegyik kisérlet p valdszintliséggel sikeriil, akkor mi annak a valdszintisége, hogy
pontosan k sikeres kisérlet tortent? Ezenkiviil Laplace megirta konyvének a miivelt
nagykozonség szaméra készitett valtozatat is Filozdfiai esszé a valdsziniségrdl (Essai
Philosophique sur les Probabilités) cimen. Mégis a mai modern valészintiségszamités
megalkotdsat jéval kés6bbre datéljdk. Ez Andrei Nyikolaevics Kolmogorov (1903—-1987)
nevéhez flizodik, aki az 1930-as években irt Grundbegriffe der Wahrsheinlichkeitstheorie
(A valésziniiségszamitas alapfogalmai) cimii miivében vezette be a valdsziniiségszami-
tdas ma hasznalt modelljét. Tovabba bebizonyitott néhany olyan alapveté eredményt
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is, amelyek lehetové tették e modell hasznalatat. Annak, hogy a valészinliségszamitas
elméletét ilyen késon alkottak meg két f6 oka volt. Egyrészt filozdfiai szinten nehéz volt
megfogalmazni és elfogadtatni a véletlen alkalmas fogalmat. A maésik ok matematikai
jellegii. A valészintliségszamitas elméletének szigori megalapozasa felhasznalja a XX.
szazadi matematika egy mély elméletének, a mértékelméletnek az eredményeit is.

Bar a hallgatosag ezt az elméletet nem tanulta, ez nem zarja ki az el6adds meg-
értését. A mértékelmélet ugyanis arra szolgdl, hogy egyrészt matematikailag szigorian
igazolja azoknak a modszereknek a jogossagat, amelyeket a jozan ész diktal, masrészt
megmutassa, hogy mindazok a kérdések, amelyeket valdszintiségszamitasi problémanak
tekintiink targyalhaté a kidolgozott elmélet keretein belil. Ismertetni fogom Kol-
mogorov modelljét, de azokat a mély elméleti eredményeket, amelyek ennek alapjaul
szolgalnak, (és amelyek ismeretére nincs sziikségiink konkrét feladatok megolddsiaban)
bizonyitas nélkiil fogom ko6zolni. Ezel6tt azonban egy kis kitérot teszek. Felidézem a
kombinatorika néhany olyan eredményét, amelyek a valdszinliségszamitdasban is fontos
szerepet jatszanak. Attekintem, hogy hanyféleképp lehet egy n elemili halmazbdl k ele-
met kivalasztani, illetve néhany ezzel kapcsolatos kérdést targyalok.

Egy kombinatorikai kérdés vizsgalata.

A kovetkezo kérdéssel foglalkozunk. Hanyféleképp lehet egy n elemii halmazbdl k elemet,
k < n, kivalasztani? Vegylik el6szor is észre, hogy valdjaban egy négy kérdésbol allo
kérdéscsoportrol van szé. A pontos kérdésfeltevéskor ugyanis meg kell mondani, hogy
szamit-e a kivdlasztas sorrendje. Azaz ha egymas utan kivdlasztunk k elemet n elembdl,
és két olyan valasztassorozatot tekintiink, amelyekben ugyanazt a k elemet valasztjuk ki,
de mas sorrendben, akkor ezt a k elem két kiilonbozo kivalasztasanak tekintjiik-e vagy
sem. Ugyancsak tisztazni kell azt, hogy ha egy elemet kivalasztottunk valaszthatjuk-
e ugyanazt az elemet mégegyszer vagy sem. Ezt a kérdést ugy is meg szoktak fo-
galmazni, hogy visszatevéssel vélasztunk-e vagy visszatevés nélkiil. Az aldbbiakban
példaval megvilagitva mind a négy lehetOséget targyalom. Az egyszeriiség kedvéért
feltehetjiik, hogy az n elemii halmaz, amelybdl valasztunk megegyezik az {1,2,...,n}
halmazzal.

Probléma A) Hényféleképp lehet kivalasztani n elem koziil k elemet, ha minden
elemet csak egyszer (visszatevés nélkiil) valaszthatunk, és nem szamit a sorrend?

Probléma B) Hanyféleképp lehet kivalasztani n elem kozil k elemet, ha minden
elemet csak egyszer (visszatevés nélkiil) valaszthatunk, és szamit a sorrend?

E két feladat és a koztiik levo kiillonbség megértése érdekében tekintsiik a kovetkezo
kérdést: Hanyféle eredménye lehet egy lottohizasnak? Ha azt kérdezziik, hany kiilonbo-
z0 eredmény jelenhet meg a masnapi Ujsagban, akkor a vélasz az 6t hosszisagu, 1 és 90
kozotti szamokat felvevo, szigorian monoton novekvo szamsorozatok szama. Ha valaki
elmegy a lottohuzasra, és feljegyzi maganak az egymaés utan kihuzott szamokat, akkor
egy Ot hosszusagu értékeit 1 és 90 kozott felvevo szamsorozatot jegyez fel maganak,
amelynek értékei nem feltétleniil monoton nonek. Kérdezhetjiik azt is hany kiilénb6zo
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eredményt jegyezhet fel az ilyen megfigyel6. Az els6 esetben az A) a méasodik esetben a
B) probléma megoldasat kérdezziik n = 90, k = 5 esetben.

A B) kérdésre a valasz n(n —1)---(n — k + 1), mert az els6 elemet n a masodik elemet
n — 1, és igy tovabb a k-ik elemet n — k + 1 féleképp vélaszthatjuk.

Az A) kérdésre a vélasz (7) = 2= mh 4D Diert ha megkiilonboztetjiik a k elem
két olyan kivalasztasat, amelyekben ugyanazokat az elemeket vélasztjuk, de més sor-
rendben, akkor n(n —1)---(n — k + 1) valasztds lehetséges. Masrészt ha két sorozatot
nem kiilonboztetiink meg akkor, ha ugyanazokat az elemeket tartalmazzak csak eset-
leg més sorrendben, akkor az el6z6 Osszeszamlalasban minden lehetséges sorozatot k!
multiplicitassal szamoltunk.

Probléma C) Hanyféleképp lehet kivalasztani n elem koziil k elemet, ha minden
elemet t6bbszor is (visszatevéssel) valaszthatjuk, és nem szamit a sorrend?

Probléma D) Hényféleképp lehet kivélasztani n elem koziil k elemet, ha minden
elemet tobbszor is (visszatevéssel) valaszthatjuk, és szamit a sorrend?

Példa olyan feladatra, amelyben a C) és D) probléma jelenik meg: Megkérdeziink k
embert, hogy mikor, azaz az év hdnyadik napjan sziilettek. (Az egyszeriiség kedvéért
tegyiik fel, hogy senki sem sziiletett a szokOénapon, azaz februdr 29-én.) Ha valaki
egymas utan feljegyzi, hogy a k megkérdezett személy az év melyik napjan sziiletett, és
arra vagyunk kivancsiak, hany kiilonbozé feljegyzés lehetséges, akkor a D) kérdést kell
megvalaszolnunk. Ha feljegyezziik novekvo sorrendben azokat a napokat, amelyeken
a megkérdezett emberek valamelyikének sziiletésnapja van, és minden napot annyiszor
jegyziink fel, ahanyszor valamelyik megkérdezett ezt, mint sziiletésnapot megadta, akkor
a lehetséges szamsorozatok szamanak megadasa a C) kérdéshez vezet.

A D) kérdésre a vélasz egyszerii; n* vélasztas lehetséges, mert k alkalommal n elem
valamelyikét valaszthatjuk.

A C) kérdés megvilaszolasa nehezebb. Az A) feladat megoldasaban hasznélt
moédszer ebben az esetben nem alkalmazhaté. (Gondoljuk meg példdul, hogy hény
kiilonb6z6 harom hosszisagu sorozat adhaté meg, ha megmondjuk, hogy melyik szdm-
jegy hanyszor jelenhet meg. Egy csupa 1-esbdl allé sorozat csak egyféleképp adhato
meg, gy mint 1,1,1. Egy két 1-esbol és egy 2-esbol allé sorozat harom kiilonb6zé mo-
don adhaté meg: 1,1,2, 1,2,1, 2,1,1. Egy egy 1-es egy 2-es és egy 3-asbdl allé sorozat hat
kiilonb6z6 modon adhaté meg: 1,2,3, 1,3,2, 2,1,3, 2,3,1, 3,1,2, 3,2,1. Azaz, kiilonbo6z6
tipusi sorozatok sorbarendezéseinek a szadma kiilonb6z6.) A C) feladat megolddsa mas
gondolatok alkalmazdsat igényli.

A C) kérdésre a valasz ("+,]:_1). Ennek megértése érdekében vegyiik észre, hogy a kérdés
ekvivelens a kovetkez6 problémaval. Hany k hosszisidgi monoton (nem feltétleniil
szigoriian monoton) sorozat van, amelynek elemei az {1,2,...,n} halmaz elemei? Ezen
ekvivalencia megértésének érdekében érdemes az n elemi halmazt az {1,2,...,n} hal-
maznak valasztani. Ebben az esetben egy lehetséges halmaz kivalasztasa megegyezik
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egy olyan (nem feltétleniil szigorian) névekv6 k hosszisagu szamsorozat megadédsaval,
amelynek elemei 1 és n kozotti egész értékeket vesznek fel.

Az ilyen sorozatok Osszeszamolasa érdekében alkalmazzuk a koévetkezd gondolat-
menetet. Minden egyes ilyen tulajdonsagi sorozatnak feleltessiik meg a kovetkezo
sorozatot. Az els6 szamhoz adjunk 0-t a masodikhoz 1-et, a harmadikhoz 2-t, ...,
a k-ikhoz k — 1-et. Ilyen médon egy szigorian novekvé k hosszisagu sorozatot kapunk,
amelynek elemei az 1,2,...,n+ k — 1 szdmok valamelyikét veszik fel. S6t, ilyen moédon
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést adunk a k hosszisagi (nem feltétleniil szigorian)
novekvo értékeit az {1,...,n} halmazban felvevd, illetve a k hosszisigi, (szigorian)
novekvo és értékeit az {1,2,...,n+k— 1} halmazban felvevé sorozatok kozott. Ezért a
keresett tulajdonsdgu sorozatok szama megegyezik a k hosszisagu szigoruan névekvo,
értékeit az {1,2,...,n+k—1} halmazban felvevé sorozatok szamaval. Az ilyen sorozatok

szama (”H,:_l) )

Megjegyzés: A C) kérdés feladat megoldasaban felhasznaltuk azt a tényt, hogy két
halmaz, amelyek elemei kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetoé ugyan-
annyi elembdl all. Ez az észrevétel érvényes végtelen halmazokra is. Sot, végtelen hal-
mazok esetén ezen tulajdonsag segitségével definidljak azt, hogy két halmaznak mikor
ugyanakkora a szamossaga. Ez a tény megjelenik a megszamlalhato szamossdagu halma-
zok definicidéjaban is, amelynek megértésére a késébbiekben sziikségiink lesz.

Feladat:

(Z) - n(n—l)--];:!(n—k:—l—l) - k:!<nni DI (nik:)

<Z) ! (121) - (nzl)

Egy kiegészitésben targyalni fogok néhany a most targyalt kombinatorikai kérdé-
sekkel kapcsolatos feladatot.



A valészintliségszamitas Kolmogorov-féle modellje.

Két természetes elvarasunk van a valdszinliségszamitas egy jé modelljével szemben.

(i) Elvarjuk, hogy minden természetes véletlennel kapcsolatos feladat téargyalhaté le-
gyen benne.

(ii) Elvéarjuk, hogy azok a hasznos gondolatok, érvek, amelyek lehetévé teszik konkrét
feladatok megoldasat, alkalmazhatdak legyenek benne.

Kolmogorov modellje mind a két kivanalmat kielégiti. EE modell ismertetése fontos
része lesz ennek az el6adéassorozatnak. Miel6tt ennek ismertetésére ratérnék tekintek
néhiny egyszerl feladatot, amelyek vizsgdlata segit megérteni e modellt. Ezeket a
feladatokat megoldjuk néhany természetes érv segitségével. Ezen feladatok most is-
mertetett heurisztikus megoldasaban a jézan esziinkre hagyatkozunk. De amikor megis-
merjiik a valészintiségszamitas Kolmogorov-féle elméletét latni fogjuk, hogy az itt al-
kalmazott mddszerek minden valtoztatas nélkiil elmondhatéak abban az elméletben
is. Erdemes kiilén megemliteni, hogy érveléseinkben felsoroljuk egy véletlen kisérlet
Osszes lehetséges kimenetelét, és a minket érdeklé eseményt, amelynek a valészintiségét
ki kivanjuk szamolni azonositjuk a lehetséges kimenetelek egy részhalmazaval. Ez a
halmazelméleti hozzaéllas a Kolmogorov-féle elméletnek egy nagyon fontos és hasznos
gondolata.

1.) Egy pénzdarabot feldobunk kétszer. Mi annak a val6szintisége, hogy pontosan egy
fejdobas lesz? Mi annak a valdszinlisége, hogy legalabb egy fejdobas lesz?

Megoldds: A dobésok lehetséges kimenete, (F,F), (F,I), (I,F) és (I,I). Ezen
lehetséges kimenetelek mindegyikének a valdszintisége i. Ezért annak a valdszint-
sége, hogy pontosan egy fejdobds, azaz az (F, I) vagy (I, F') dobassorozat kdvetkezik
be 5. Annak a valdszintisége, hogy legalabb egy fe%dobés, azaz az (F, F), (F,I) vagy

(I, F') dobdssorozatok eredménye kovetkezik be, 3.

2.) Feldobunk két szabélyos dobékockat. Mi annak a valdsziniisége, hogy a dobasered-
mények Osszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Hany kiilonb6z6 médon fordulhat
el6, hogy a dobéasok oOsszege 9 és hany kiilonb6z6 mddon lehet a dobasok Osszege
107
Megoldds: A dobéasok sszegének eredménye akkor 9, ha a (3,6), (4,5), (5,4) vagy
(6,3) dobasparok valamelyike kovetkezik be. Ezen dobassorozatok mindegyikének
valoszinlisége %, ezért % = % annak a valdszinilisége, hogy az 0sszeg pontosan 9.
Hasonléan, az ésszeg akkor 10, ha a (4,6), (5,5) vagy (6,4) dobdsparok valame-
lyike jelenik meg, és ennek a valdsziniisége 3—36 = 1—12 Jegyezziik meg, hogy a fenti
targyalasban az egyes kimenetelek felsorolasaban nemcsak azt vettiik figyelembe,
hogy milyen dobaseredmények jelentek meg, hanem azt is, hogy melyik kockan
jelentek meg ezek a dobaseredmények.

3.) Egy urndban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihizunk 25 golydt visszatevéssel.
Mi a valdészinlisége annak, hogy az elsé hizas eredménye piros? Annak, hogy az
els6 huzas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
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eredménye piros? Annak, hogy az 6todik huzas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldas: Annak a valdszintisége, hogy az els6 htizas piros gg = , mert 50 goly6obol
htizzuk ki a 20 piros golyd valamelyikét, és minden golyot egyforma valoszintiséggel
hizunk ki. Annak a valdszintisége, hogy az els6 huzéas piros, a masodik fehér,
2 3 = %, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a husz piros golyd valame-
lylket majd 50 golyé valamelyikébdl a 30 fehér goly6 valamelyikét, és minden hiizés
egyforma Valoszmu Hasonlbéan, annak valészintisége, hogy az 5. huzasban piros
goly6t huzunk k1 £, és annak valdszintisége, hogy az 5. hizés soran piros és a 16.
htzas soran fehér golyot htzunk 2 . % = 2%.

Jegyezziik meg, hogy a kovetkez6 feladat megoldésa egy olyan érvet tartalmaz, ame-
lyik ebben az esetben is alkalmazhatd, és megmutatja, hogy annak valészintisége,
hogy az 5. huzas piros és a 16. hizas fehér megegyezik annak valdszintiségével,
hogy az els6 hizéas piros és a masodik hizas fehér. Erdemes ezeket az érveléseket
mégegyszer végiggondolni azutan, hogy megtargyaltuk a valészintiségi mez6 pontos
definiciéjat.

Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtzunk 25 goly6t visszatevés nélkiil.
Mi annak a valészinlisége annak, hogy az elsé huizas eredménye piros? Annak, hogy
az elsé hizéas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik huzéas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik hizas eredménye piros és a tizenhatodik
hizéas eredménye fehér?

Megoldds: Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hiizés piros 28 2 =, mert 50 goly6bol

hizzuk ki a 20 piros golyé valamelyikét, és minden golyot egyforma valoszintiséggel
hizunk ki. Annak a valészintisége, hogy az els6 hiizas piros, a masodik fehér, % % =
26405, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a hisz piros golyé valamelyikét, majd
49 goly6 valamelyikébol a 30 fehér golyé valamelyikét, és minden huzas egyforma
valészinti. Belatjuk, hogy annak valészinlisége, hogy az 5. htuzasban piros golyot
htuzunk ki, megegyezik annak a valdszintiségével, hogy az elsé huzas piros, azaz
%. Tovabba annak a valdszintisége, hogy az 5. hizds soran piros és a 16. huzas
soran fehér goly6t hizunk megegyezik annak a valészintiségével, hogy az els6 hizas

eredménye piros és a masodik huzas eredménye fehér. Ezért ez a valdszintliség is
2 .30 _ 60

549 — 245"

Tekintsiik ugyanis az 0sszes 25 hosszisagu huzassorozatot. Ekkor annak valészint-
sége, hogy az 5. huzas eredménye piros a 16. hizas eredménye fehér megegyezik az
Osszes olyan 25 hosszisagu huzassorozat valdsziniliségének az Osszegével, amelyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy 4ll. Hasonléan szamithaté ki annak a
valészintisége, hogy az els6 hiizas piros és a masodik hizas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az els6 és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogjuk latni, hogy ugyanaz a képlet fejezi ki ezt a két kiilonb6zo
valoszinliséget, ezért azok megegyeznek. Ezt az érvelést kissé altalanosabban fogjuk
kifejteni egy mas alkalmazasokban is hasznos egyszeri lemma segitségével.

Annak érdekében, hogy a fent jelzett érvelést végrehajthassuk, vegyiik el6szor észre
a kovetkezd tényt. Annak a valészinlisége, hogy egy elbirt konkrét 25 hosszisagu
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sorozat jelenik meg csak attél fiigg, hogy ez a sorozat hany piros és hany fehér
golyét tartalmaz, de nem filigg a fehér és piros huzasok sorrendjétél. Valéban, ha
egy huzassorozat s piros és 25 — s fehér golyot tartalmaz, akkor e sorozat megje-

[ A 20-19---(20—s+1)-30-29---(30—(25—5) +1 .
lenésének a valdszinlisége P(s) = (20—s+ 5)0_49”,26( (25-s)+1), Ugyanis egy

25
7”7 / e 7z z 144 / l 1
el6irt huzéassorozat valészintisége || 50_(33.)4_1,
=1

ahol [(j) az a j — 1-ik hizés utdn az

urndban maradt piros golyok szama, ha a j-ik hizés piros, és a j — 1-ik hizéas utan

az urnaban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik hizas fehér. Ez a kifejezés meg-
25

egyezik a megadott formuldval, mert [] {(j) =20-19---(20—s+1)-30-29--- (30—
j=1

(25 — s) + 1). Ugyanis az azonossdg két oldalan felirt szorzatokban ugyanazok a

tényezok szerepelnek, csak mas sorrendben.

A 4. feladatot a fenti tulajdonsag és az aldbbi lemma segitségével lehet megoldani.
Ennek a lemmanak tovabbi hasznos kévetkezményei is vannak.

Lemma bizonyos huzassorozatok valdszintliségérol. Vilasszunk ki n piros vagy
fehér golyot egymds utdn valamely véletlen sorrendben. Legyen ezen véletlen sorrend
kivdlasztdsa olyan, hogy eqy eldirt n hosszusagiu k piros és n— k fehér golyot tartalmazo
sorozat megjelenésének a valdsziniisége csak a k szamtol figg. (Azaz két olyan sorozat
megjelenésének a valoszinisége, amelyek ugyanannyi piros €s fehér golyot tartalmaznak,
csak mds sorrendben egyenld.) Régzitsink p kilonbozé 1 < I3 <y < --- <, < n
idépontot és egy p hosszisdgu oy, a,...,q, piros-fehér jelsorozatot, azaz legyen o a
piros vagy fehér értékkel eqgyenld minden 1 < j < p indexre. Ekkor annak valdszinisége,
hogy egy olyan véletlen sorozatot vdlasztunk, amelyik l1-ik eleme aq, lo-ik eleme s,
és dltalaban az lj-ik eleme a; szind minden 1 < j < p indexre megegyezik annak a
valdsziniiségével, hogy egy o, ...,y szinekkel kezdddd sorozatot vdlasztunk, azaz egy
olyan sorozatot, amelyiknek a j-ik eleme o szini, ha 1 < j < p. Sot, egy ilyen sorozat
kivdlasztdsanak a valdsziniisége csak attol figg, hogy az aq,...,q, sorozat hdny piros
jelet tartalmaz. Nevezetesen, jelolje v, 0 < r < p, a piros jelek szdmdt az o1,...,ap
sorozatban. Ekkor annak a valdszinisége, hogy az l; idépontban kihiizott golyo szine o
minden 1 < j < p indexre megegyezik annak a valosziniségével, hogy egy olyan véletlen
sorozatot valasztunk, amelynek az elsé r tagja piros és az utana kovetkezé p — r tagja
fehér szindi.

1. megjegyzés. A fenti lemma segitségével konnyen befejezhetjiik a 4. feladat meg-
oldasat. Lattuk ugyanis, hogy a tekintett modellben teljesiilnek a lemma feltételei.
Ezért annak a valdszintisége, hogy az o0todik huzas eredménye piros megegyezik an-
nak a valdsziniiségével, hogy az elsé hiuzds piros. Annak a valdszinlisége, hogy az
otodik huzés eredménye piros és a tizenhatodik hizas eredménye fehér egyenlé an-
nak a valésziniiségével, hogy az els6é huzas piros, a masodik pedig fehér. Ez utobbi
valoszintiségeket pedig mar kiszamoltuk.

2. megjeqyzés. Létezik a fenti lemmanak egy hasznos és természetes altalanositasa
ugynevezett felcserélhetd valdszinliségi valtozokrdl, amely hasonldan, sét kissé egysze-
riibben bizonyithaté. Ezt az allitast is meg fogom fogalmazni, de csak egy késébbi
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elcadasban. Ezt az altalanosabb eredményt érdemes néhany késébb bevezetend6 fontos
fogalom ismeretében megfogalmazni, és ez az oka a halasztasnak.

A lemma bizonyitdsa. Rogzitsiik a lemma megfogalmazasaban szereplo p és r szamokat
valamint az 1 < I} < ly--- < I, < n és ay,...,q, sorozatokat. Elég beldtni, hogy
tetszéleges r < s < n — p + r szamra a kovetkez§ A) és B) esemény valdsziniisége
megegyezik:
A) esemény: Olyan (n hosszisagi) huzassorozatot vélasztunk, amelyben az [;-ik
helyen levd elemnek a szine o;, minden 1 < j < p indexre, tovabba a sorozat
pontosan s darab piros goly6t tartalmaz.

B) esemény: Olyan n hosszisdgu hizassorozatot valasztunk, amelynek az elsé r
eleme piros, az utana kovetkezd p — r eleme fehér, és amely pontosan s darab piros
goly6t tartalmaz.

Ugyanis Osszegezve ezeket az azonossagokat minden r < s < [ — p + r indexre
megkapjuk a kivant allitast.

Viszont ezeket az azonossdgokat konnyen ellendrizhetjiik. Valoban, jeldlje P(s)
egy olyan (n hosszisdgu) sorozat valészinliségét, amely pontosan s piros golydt tar-
talmaz. (Ezt a jelolést azért hasznalhatjuk, mert a Lemma feltevése szerint egy ilyen
sorozat megjelenésének a valdszinlisége csak az s szamtdl fligg.) Ekkor az A) esemény
valdszintisége (7 ~7) P(s). Ugyanis (.~?) olyan sorozat van, amely teljesiti az A) esemény
definici¢jdban szerepld feltételeket. (Ez azért igaz, mert p helyen, az [;,...,[, indexi
helyeken a kihuzott golydk szine eloirt, és ezek kozott r darab piros szinii golyd van.
Ezért a maradék n — p helyen pontosan s — r piros golyé van.) Tovdbba minden ilyen
sorozat megjelenésének a valdsziniisége P(s). Hasonldéan a B) esemény valészintisége is

(2= P(s).

Az el6z6 példék, illetve azok megolddsai mutatjak, hogy érdemes a valdszintiiségi fel-
adatok egy halmazelméleti modelljét tekinteni, és azokat jobban megérteni. A formalis
definicié megadasa el6tt tekintsiink néhany hasonlé problémaét, ahol azonban a részletek
kidolgozasa sziikségessé teszi nehezebb matematikai kérdések tisztazasat.

Elsé példa: Ledobunk a [0,1] egységintervallumra egymadstol fiiggetleniil elészor egy
r majd egy y pontot, azaz annak valdszinlisége, hogy az x vagy y pont az egység-
intervallum valamely [a,b] C [0, 1] részintervalluméba esik megegyezik ezen intervallum
|b — a| hosszaval, annak valésziniisége pedig, hogy az egységnégyzet belsejében 1év6 az
(x,y) pontpar altal meghatdrozott pont egy az egységnégyzetben levé [a,b] X [c,d] C
[0, 1] x [0, 1] téglalapba esik megegyezik ennek a téglalapnak (b—a)(c—d) teriiletével. Azt
varjuk, hogy annak valdszintisége, hogy az (z,y) pont egy az egységnégyzet belsejében
16v6 r sugari korbe esik megegyezik ennek a kornek r27 teriiletével. Altalénosabban, azt
véarjuk, hogy annak valésziniisége, hogy az (x,y) pont egy az egységnégyzet belsejében
1évé A halmazba esik egyenl6 ennek a halmaznak a tertiletével.

Helyes-e ez a természetes elképzelés? Alapjaban véve helyes, de felmeriil egy komoly
elvi probléma. Nevezetesen a kovetkezé: Annak az allitdsnak, hogy a véletlen (x,y)
pont akkora valdsziniiséggel esik egy A halmazba, mint amennyi ennek az A halmaznak
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a teriilete csak akkor van értelme, ha beszélhetiink az A halmaz teriiletérél. Tudjuk-e
értelmezni tetszoéleges halmaz teriiletét? Gondoljuk meg, hogy mar egy kor teriiletének
a meghatarozasa sem egyszerii. Altalénosabban, a kérdéskor (bizonyos mély elméleti
eredmények felhasznaldsiaval) megmutathat6, hogy komoly elvi okok miatt nem tudjuk
minden halmaz teriiletét definidlni. De azoknak a halmazoknak, amelyek konkrét fel-
adatokban megjelennek mindig definialhaté a teriiletiik. Annak igazolasa viszont, hogy
ez valoban igy van komoly elméleti eredmények bizonyitasat és felhasznalasat igényli.
Ennek alaposabb vizsgalata nem ennek az eléadasnak a témaja.

Masodik példa: Feldobunk egy szabalyos pénzdarabot végtelen sokszor egymas utan

egymastdl fliggetleniil. Jeldlje k(n) a fejdobasok szamat az elsé n dobasban. Azt varjuk,

hogy a *) szimoknak van lim ¥ hatdrértékiik, és ez a hatdrérték az 1 szém 1
n—oo

valészintiséggel. Latni fogjuk, hogy ez az allitas igaz. Ezt az allitast hivjdk a nagy
szadmok erds torvényének (ebben a specidlis esetben). De ahhoz, hogy ezt az allitast be-
bizonyitsuk eloszor azt kell tisztdaznunk, hogy a megfogalmazott allitasnak van értelme.

Mint latni fogjuk, nem minden lehetséges eseménynek definidljuk a valdszintiségét. Meg

kell mutatnunk, hogy annak az eseménynek, hogy a lim == hatédrérték létezik, és ez

n—00
a hatarérték % valéban van valdszintisége. Annak érdekében, hogy ezt megtehessiik,
eloszor meg kell fogalmaznunk a valdsziniiségszamitas pontos elméletét, és meg kell
ismerniink annak néhany alapvet6 fogalmat.

Kolmogorov elméletének néhany fontos fogalma.

El6szor bevezetek néhany Kolmogorov elméletében fontos fogalmat. Késébb ezek szem-
léletes tartalméval is foglalkozni fogunk.

Valészintiségi mez6 definicidja. Azt mondjuk, hogy egy (2, A, P) rendszer valdszi-
niségi mezo, ha 2, amelyet biztos eseménynek is nevezink, bizonyos dltaldban w-val
jelolt elemekbdl (pontokbdl) dll, amelyeket elemi eseményeknek is neveznek. Ezenkivil
kijeloltik az Q2 halmaz bizonyos kitiintetett részhalmazait, amelyek igynevezett o-algebradt
alkotnak, és a kijelolt halmazokbdl dllo o-algebrat A-val jeloltik. Az A € A halmazoknak
(eseményeknek) van P(A) valdsziniségiik, és ezek a valdsziniségek nem-negativ egyre
normdlt o-additiv halmazfiiggvényt, ugynevezett valdsziniiségi mértéket alkotnak.

Annak érdekében, hogy a fenti definiciét teljessé tegyiik, tisztdaznunk kell a o-
algebra illetve a nem-negativ egyre normalt o-additiv halmazfiiggvény fogalmat. Azutian
meg kell érteni, hogy példaul a korabban vizsgalt feladatokat hogyan targyalhatjuk a
fenti definiciét kielégité modellek segitségével.

Algebra és o-algebra definiciéja. Legyen adva egy 2 halmaz és az () halmaz bizonyos
A C Q részhalmazainak A rendszere. Azt mondjuk, hogy A algebra, ha tetszbéleges A € A
halmazra ennek komplementere, az Q\ A halmaz is eleme a A halmazrendszernek, azaz
O\ A e A és az dres halmaz is eleme az A algebrdnak, azaz ) € A. Tovdbbd, ha
A e A és B e A elemei az A halmazrendszernek, akkor e halmazok metszete illetve
unidja is teljesiti az AN B € A és AU B € A feltételeket.
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Az A algebra akkor o-algebra, ha ezenkivil a kovetkezd feltételeket is teljesiti: Ha
Ay, Ag, ..., megszamldlhatoan végtelen sok halmaz, amelyek az A algebra elemei, azaz
A, € A minden n = 1, 2,... szdmm akkor ezek metszete és unidja is benne van az A
o-algebrdban, azaz ﬂ A, €A, és U A, € A

n=1 n=

Additiv és o-additiv halmazfiiggvény definicidja. Legyen adva egy €2 halmaz
részhalmazaibol dllé A o-algebra. Azt mondjuk, hogy eqy p(A), A € A, halmazfiigguény
additiv, ha barmely diszjunkt A € A és B € A halmazra p(AU B) = pu(A) + u(B). Azt
mondjuk, hogy ez a p halmazfiiggvény nemcsak additiv, hanem o - additiv 18, ha minden

diszjunkt A, € A, n = 1,2,..., halmazsorozatra p ( U A4 ) Z w(Ay). Ez a o-

additiv halmazfiiggvény nem-negativ, ha minden A € A halmazm u(A) > 0, és eqyre
normdlt, ha p(Q) = 1.

Megjegyzés: A jelolésrendszer az irodalomban nem egységes. Van ahol két A és B
halmaz uniéjat és metszetét A U B illetve A N B-vel és van ahol A + B illetve AB-
vel jelolik. Hasonlc’)an megszémlélhaté sok halmaz unigjat illetve metszetét szokés bi-
zonyos helyeken U A, illetve a ﬂ A, jeloléssel, masutt pedig a Z A, illetve H A,

n=1 n=1 n=1 =1
jeloléssel megadni. Végiil két halmaz kiilonbségét szokas bizonyos helyeken A \ B-vel

masutt A — B-vel jeldlni.

Lassunk néhény példat arra, hogyan tudunk valészintiségi problémat a valészintiségi
mez6 Kolmogorov féle definiciéja alapjan megfogalmazni.

a.) Adjuk meg egy szabdlyos pénz tiz egymasutani (fliggetlen) dobds eredményeinek
egy modelljét.

A természetes hozzadllas a kovetkezo: Vegyiik az Osszes lehetséges 10 hosszisagu
fej-irds sorozatot. Ezek lesznek az w = (F,...,I,...) elemi események. Az 2 biztos
esemény az Osszes lehetséges el6bb definidlt w elemi eseményekbdl all6 halmaz. Az
A o-algebra az ) 6sszes lehetséges részhalmazabdl éll.) Ilyen médon valéban o-
algebrat definidltunk. Definidlnunk kell még a P(A) valdszintiségeket minden A € A

halmazra. Ezt a kovetkezOképp tessziik: Minden w elemi eseményre P({w}) =

(%)10, mert egy szabdlyos pénzdarab feldobasakor minden dobdssorozatnak ennyi

a valoszintisége. Végill P(A) = > P({w}) minden A € A halmazra.
w€eA

b.) Egy pénzdarabot, mely % valoszintiséggel esik a fej és % valoszintliséggel az iras
oldalara feldobunk (egymastdl fiiggetleniil) 10-szer egymdas utdn. Adjunk erre
valészintiségi modellt.

Megoldds: Legyen w egy elemi esemény egy 10 hosszisagu fej-iras sorozat. Tekint-

siik az Osszes ilyen sorozatbdl all6 halmazt, ez legyen €2, a biztos esemény. Legyenek

a A o-algebra elemei az ) halmaz részhalmazai. (Az Osszes lehetséges részhalmazt

tekintjiik.) Definidlnunk kell még egy A € A halmaz (esemény) P(A) valdszi-

niliségét is. Ezt a kovetkezé mddon tesszik: P(A) = > P({w}), és P({w}) =
w€eEA
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(%)k . (%) 107]“, ha az w elemi esemény olyan sorozat, amelyik k fej és 10—k irasjelbol
all. (Ugyanis minden fej-dobéas esetén % és minden iras-dobas esetén %—dal, a fej,

illetve irasdobds val6szintiségével kell megszorozni a valészintiséget.)

Egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtizunk 25 golyét

a.) visszatevéssel,

b.) visszatevés nélkiil.

Adjunk erre valdszintiségi modellt mind a két esetben.

Megoldds: Az el6z6 feladat megoldasahoz hasonlé konstrukciét adhatunk. Legyenek

az w elemi események a 25 hosszisagi P, F (piros, fehér) jelekbél all6 sorozatok,

az ) biztos esemény az Osszes ilyen sorozatbdl 4ll6 halmaz, A az () részhalmazaibol

allé halmaz, P(A) = > P({w}), minden A € A halmazra, és definidlnunk kell
w€eA

még a P({w}) valdszintliségeket. Eddig a pontig az a.) és b.) esetet kielégit6 kon-
strukcié nem kiilonbozott. A kiilénbség az lesz, hogy a két esetben masképp fogjuk
definidlni a P({w}) valészintiségeket. Az a.) esetben, amikor visszatevéssel hizzuk
ki a golyokat, egy olyan w valdszintisége, amelyik k P és 25 — k F' jelet tartal-

k ;3\25—Fk : . . L v o
maz (%) (%) , mert minden piros hizasnak % és minden fehér hiizasnak % a

val6szintisége, (a hizas eltt az urnaban levd piros illetve fehér golyok szama osztva
az urndban levé golydk szamaval.) A b.) eseben, amikor visszatevés nélkiil huzzuk

a golydkat, egy olyan w valdszinlisége, amelyik £ P és 25 — k F' jelet tartalmaz
25-24---(25—k+1)-30-29--- (30— (25—k)+1)
50-49---26 :

Ugyanis egy el6irt hiizassorozat valészintlisége

25 .
I 50l_(]j)+1, ahol I(j) az a j — 1-ik hdzds utdn az urndban maradt piros golyok
j=1

szama, ha a j-ik huzas piros, és a j — 1-ik hizas utan az urnaban maradt fehér
golydk szama, ha a j-ik htzas fehér. Gondoljuk meg, hogy ez a kifejezés megegyezik
a megadott formulaval, ha k fehér és 25 — k piros hiizas tortént.

Hazi feladat:

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 10-szer egymas utan. Adjunk erre valdszini-
ségi modellt.
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Néhany a targyalt kombinatorikus kérdésekkel kapcsolatos eredmény

Annak a ténynek, hogy egy n elemii halmazbdl (Z) modon lehet k elemet kivalasztani
visszatevés nélkiil, ha nem szamit a sorrend tobb érdekes kévetkezménye és atfogalmaza-
sa van. Tovabba megfogalmazhatdak ezen eredmények bizonyos érdekes altaldanositasai.
Ilyen allitasokat fogok targyalni feladatok, illetve azok megoldasanak formajaban. El6-
szor megfogalmazom a feladatokat, és utdana leirom azok egy lehetséges megoldésat.
(Egyes feladatokndl lehetne maés, esetleg érdekesebb megoldédsokat is megadni.)

1)

7)

Egy n elemii halmazt (Z)—féle modon lehet két diszjunkt k és n — k elemii halmaz
uniéjara bontani. (Ha n paros szdm, k = %, akkor k = n — k, és amennyiben az
(A1, A2) halmazpar egy a feladat feltételeit teljesité felbontds, akkkor az (A, Aq)
halmazpar is az. Felmeriil a kérdés, hogy ebben a feladatban két ilyen felbontaspart

kiilonbozének tekintiink-e. A vélasz az, hogy igen.)

Legyen adva egy n elemii halmaz és r > 2 pozitiv egész szam, valamint kq,..., k.
nem negativ egész szamok, amelyekre ki + --- + k., = n. Ezt az n elemii halmazt
kl,”—'ky, féleképp lehet r darab diszjunkt kq, ks, ... , k- elemil halmaz unidjara bon-
tani. (Ha adva van az n elem{i halmaz két olyan By, ..., B, és By, ..., B, felbontédsa
r diszjunkt részhalmazra, amelyek ugyanazokat a részhalmazokat tartalmazzak,
de mas sorrendben, akkor ezeket kiilonbozéeknek tekintjiik. Ilyen felbontasparok
létezhetnek, ha a ki, ..., k, szdmok nem mind kiilénb6znek.)

Egy n elemli A halmaznak 2" részhalmaza van. (Az iires halmazt és magat az A
halmazt is a részhalmazok k6zé szamitjuk.)

Legyen adva r urna, és dobjunk be egymads utan n golyot ezen r urna valamelyikébe.

T
Roégzitsiink r nem-negativ ki, ..., k, egész szamot gy, hogy > k; = n. Ekkor
j=1

kl,L'k, olyan dobassorozat van, amelyben a j-ik urnaba k; goly6 esik minden 1 <

7 < r szamra.

Igaz a binomidlis tétel, azaz

(a+b)" = En: (”) ipni,

=0\

[gaz a binomialis tétel kovetkezo polinomidlis tételnek nevezett altalanositasa. Le-
gyenek adva azy,...,a, valés (vagy komplex) szdmok és egy n pozitiv egész szam.
Ekkor
n n' j1 .
(s )t G020, 1<use 70707
JitFir=n
Minden nem negativ egész n, m és k szamokra igaz az

()= @) O (G2 G
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azonossag. (Tegyiik fel, hogy n +m > k.)

A kovetkezo eredmény, — amely a binomialis tétel altalanositasanak is tekintheté —
az (1 4+ x)® fiiggvény Taylor sorfejtése, ahol « tetszéleges (nem feltétleniil egész és nem
feltétlentil pozitiv) szam.

8.) Minden «a, —c0 < a < 00, és z, —1 < = < 1, valds szadmra

(14 2)* = i (j‘)xﬂ

=0

ahol (‘;‘) = O‘(afl)"j'!(o‘fjﬂ), ha j > 1, (azaz igy adtuk meg az (7;) binomidlis
egyiitthato definiciéjanak formaélis kiterjesztését abban az esetben, ha az n szamnak
megfelelé a szam nem feltétlentil pozitiv egész szam), és (‘8‘) =1.

9.) A 7. feladatban megfogalmazott azonossag érvényes nem egész n és m szamokra
is, ha a binomialis egyiitthatokat igy definialjuk, mint azt a 8. feladatban tettiik.

Megoldasok:

1.) Egy ilyen felbontds megadasahoz elég megadni a k elemi{i halmazt. Ezt viszont
(2) -féleképp valaszthatjuk ki. (A k-elemii halmaz megadédsakor k elemet kell kiva-
lasztani n elembdl, és nem szamit, hogy milyen sorrendben vélasztjuk ki azokat.)

2.) Vilasszuk ki el6szor az n elemi ky elemi részhalmazat. Ezt (:1 ) modon tehetjiik
meg. Ezutdn marad egy n — k; elemii halmaz, ahonnan ks elemet (";fl) modon
valaszthatunk ki. A k3 elemi halmazt a maradék n — k1 — ko elemii halmazbdl

(”_1213_’“2) modon valaszthatjuk ki. Az Osszes halmaz lehetséges kivédlasztasdnak a
szama
ﬁ (n_kl_"'_ks—1>
s=1 ks
ky—1
- ks! okl kU
s=1
k k het
ahol ("~ e 1) = (,?1), ha s =1, és hasonléan [[ (n—ky —-- - —ks_1 —u) =
u=0

n(n—1)---(n—k1+1) az s = 1 esetben a masodik sorban. Ilyen médon megkapjuk
a feladat egy lehetséges megoldasat.

3.) Soroljuk fel az n elemii halmaz elemeit egyméds utan. Egy részhalmazt megadhatunk
ugy, hogy minden felsorolt elemrol eldontjiik, hogy belevessziik-e a részhalmazba
vagy nem. fly médon n alkalommal kell igen vagy nem dontést hozni. Az Osszes
lehetséges dontéssorozat szama 2.

4.) Tekintsiikk az A = {1,2,...,n} n-elemii halmazt, és minden dobéssorozatnak fe-
leltessiik meg az A halmaznak azt az r diszjunkt By,..., B, halmazbdl all6 fel-
bontasat, amelyben Bg, 1 < s < r, azon idépontok halmaza, amikor a golyot az
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s-ik urnaba dobtuk. Ilyen moédon a tekintett urnakba torténd golyodobasok kozott
és egy n elemi halmaz r diszjunkt halmazra valé felbontasai kozott kolesonosen
egyértelmi megfeleltetést 1étesitettiink. Ezért a 4. feladat megoldasa kovetkezik a
masodikébol.

Végezziik el az (a +b)" = (a+b)---(a+ b) szorzatban a tagonkénti szorzasokat.

(.

g
n-szer

Ekkor n-hosszisagui a és b jegyekbol allé szorzatok Osszegét kapjuk. A binomialis
tétel bizonyitasahoz elég megmutatni azt, hogy ebben az Gsszeghben (Z) olyan szor-
zat van, amely k darab a és n — k darab b jelet tartalmaz. Viszont minden ilyen
szorzatnak megfeleltethetjiik az n elem C = {1,2,...,n} halmaznak a felbontését
két diszjunkt A és B halmazra tgy, hogy A tartalmazza azokat a helyeket, ahol a
és B azokat a helyeket, ahol b jel all. Mivel az els6 feladat szerint a C' halmaznak
(Z) olyan felbontasa van, amelyben A k és B n— k elemi halmaz, innen kovetkezik
a feladat allitasa.

Végezzik el az (a1 + -+ a,)" = (a1 +---+a,)--- (a1 +--- + a,) szorzatban a
n—;;er

tagonkénti szorzasokat. Olyan n hosszisigu szorzatok oOsszegét kapjuk, amelyek

mindegyik tagja az aq,...,a, szamok valamelyike. Azt kell megmutatni, hogy az

igy keletkezett szorzatok kozott minden olyan ji,...,7, nem negativ egészekbdl

”

allé sorozatra, amelyre teljesiil a Y js = n azonossig # olyan tag van, amely
s=1 ’ "

j1 darab aq-et, jo darab as-t, és igy tovabb j,. darab a,-et tartalmaz. Viszont felel-

tessiink meg minden egyes ilyen szorzatnak egy olyan n hossziisdgu dobassorozatot
r urnaba, ahol az s-ik golyét, 1 < s < n, akkor dobjuk a p-ik urnédba, 1 < p < r,
ha a szorzat s-ik tagja a,. Ilyen médon kolecsondsen egyértelmii megfeleltetést
létesitiink az igy keletkezett szorzatok és a 4. feladatban szereplé urnamodell
lehetséges kimenetelei kozott. Ezért a felirt azonossidg kovetkezik a 4. feladat
eredményébol.

A kovetkezo kombinatorikai meggondolds megadja a bizonyitast. Szamoljuk ki
két kiillonb6z6 mddon, hogy egy urnabdl, amelyben n + m (megkiillénboztethetd)
goly6 van, hanyféleképp vélaszthatunk ki k golyét. Ez egyrészt ("Zm), ami a
baloldali kifejezéssel egyenl6. Masrészt, fessiink n golydét piros és m golyét fehér
szintire. Ekkor (Z) (kTs) féle moédon vélaszthatunk ki k golyét gy, hogy ezek
kozil s piros és k — s fehér. Ezeket a kifejezéseket Osszegezve minden 0 < s < k
szamra egyrészt megkapjuk az azonossag jobboldalan szereplo kifejezést, masrészt

a baloldalon szereplo kifejezést szamoltuk ki mas modon.

E feladat megoldasaban felhasznaljuk a matematikai analizis néhény fontos ered-

ményét. Ezen eredmények szerint egy elég sima f(x) fliggvény egy a pont koriili
o) , ,

értékeire érvényes az f(z) = >, #(m — a)’ azonossag, ahol fU)(a) az f(x)
j=0

figgvény j-ik derivaltjat jeloli az x = a pontban. Ez az azonossag érvényes min-

den olyan z pontban, amelyre |z — a| < liminf|f()(a)|'/7. A fenti azonossig

j—00

jobboldaldn megjelend hatvénysort nevezik az f(z) fiiggvény Taylor soranak.
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Az f(x) = (1 + x)* fliggvényre a = 0 valasztassal alkalmazhaté ez az eredmény,
azaz ebben az esetben teljesiilnek a kivént feltételek. Az f(x) = (1 + z)* esetben
fO0) = f0)=1, fOD0)=ala—1)---(a—j+1), ha j > 1, ezért fj)(o) = (%)
Nem nehéz belétni, hogy minden ¢ > 0 szadmra létezik olyan C'(¢) > 0 szam amelyre
‘(‘;)‘ < C(e)(1 +¢)? minden j = 1,2,... szdmra, ahonnan hjrggolf IO 07 < 1.

Innen kovetkezik a feladat allitdsa.

Megjegyzés: Ha a = n pozitiv egész szam, akkor (C;) = 0 minden j > n szadmra, mert

ebben az esetben az n(n—1)--- (n — j + 1) szorzat tartalmazza a nulla tényezot. Ezért
n .

ebben az esetben a megadott Taylor sorfejtés (1 + x)" = > (?)aﬂ alakban irhato,

j=0
és ez az azonossag érvényes minden x valés szamra. Ez az azonossag ekvivalens a
binomidlis tétellel. Az e = —1 esetben azt kapjuk, hogy (’]1) = % = (—1)7,
S . . d
ahonnan (1 +2)7! = -2 = Y (=1)%27, ha |z| < 1. Irjuk &t ezt az azonossigot
j=0

w .
y = —x helyettesitéssel. Azt kapjuk, hogy 1i—y = > 1/, ha |y| < 1. Ez utébbi képlet
§=0

megegyezik a geometriai sor Osszegezési formuldjaval.

9.) Ennek a feladatnak a megoldasiban is felhasznaljuk a matematikai analizis néhdny

S .

eredményét. Egyrészt felhasznaljuk azt a tényt, hogy egy f(x) = ) a;z’ hatvany-
j=0

sor a; egyiitthatdit egyértelmiien meghatarozzék az f(x) fliggvény értékei nulla egy

kis kornyezetében. (Ezek az egyiitthaték megegyeznek az f(x) fliggvény Taylor

sorfejtésében megjelend egyiitthatokkal.) Mdsrészt, hatvanysorok szorzésakor a

szorzatot ugyanugy szamolhatjuk ki, mint polinomok esetén.

Irjuk at az (142)"(1+ )" = (1+z)"T™ azonosségot az itt megjelend fiiggvények
hatvanysora segitségével. Azt kapjuk, hogy

2 0) -2 )

j=0 j=0 j=0
ha |z| < 1. Végezziik el a beszorzést a baloldalon, és szdmoljuk ki 2* egyiitthatéjat.

k
Azt kapjuk, hogy ez az egyiitthaté (T) (kfj) Ez egyenld az z* tag egyiittha-
§=0

téjaval az azonossag jobboldalan szereplé hatvanysorban, azaz a (’H];m) szammal,

és ezt kellett belatni.
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De Méré lovag két problémaja

1. probléma. Ha egy kockat 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valdszintiisége,
hogy legalabb egy hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a
valészintisége, hogy legalabb egy dupla hatos lesz?

2. probléma. Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, amelynek mindegyik for-
duldjaban az egyes jatékosok % valészintiséggel nyernek, illetve veszitenek. Meg-
allapodnak, hogy az a jatékos nyeri el a tétet, aki el0szor ér el hat nyerést. De
a jatékot félbe kell szakitaniuk akkor, amikor az egyikiiknek hdrom a masikuknak
pedig 6t nyerése volt. Hogyan kell igazsdgosan osztozkodniuk?

Az 1. probléma megolddsa:

Annak a valészinlisége, hogy egy dobés eredménye nem hatos %, annak pedig, hogy

4 egymés utani dobasban nem jelenik meg a hatos (%)4. Annak a valdszintiisége,

hogy négy dobasban megjelenik egy hatos P, = 1 — (%)4. Hasonléan, annak a

valészintisége, hogy két kocka dobasaban nem jelenik meg a dupla hatos g—g, annak
35

24 .
%) . Annak a valészini-

sége, hogy 24 dobasban megjelenik egy dupla hatos P, =1 — (%)24.

a valdszintisége, hogy ez 24 dobasban nem jelenik meg (

Erdemes megérteni, hogy a P; és P, valdszinliségek miért vannak olyan kozel

egymashoz. Vezessiikk be az a, = (1 — %)n, n = 1,2,..., szdmokat. Ekkor

1-P = aé/?’, 1-P, = a§é3. Viszont tanultuk az analizisben, hogy lim a, = e~ !,
n—oo

e =2.71.... Tovabba ez az a,, sorozat elég gyorsan tart a hatarértékéhez, ezért az

L és asg ~ et elég j6 kozelités. Ezért mind a P; mind a P, valészintiség jol

kozelithets az 1 — e~ 2/3 szammal. Tovabb4 ismeretes, hogy az a,, sorozat monoton
né, és innen adédik, hogy P; > P». Torténetesen az 1 — e~2/3 ~ 0.49 szam kozel
van %—hez, és a P) és Py valészintiségek az + szdmot kozrefogjdk. A P; szam értéke

2
1 23
b + 1296 ~ 052

ag ~ e

A 2. probléma megolddsa.

Tekintsiik azt az dltalanosabb problémat, amikor n nyerés kell a tét megszerzéséhez,
és az elso jatékos k, a masodik jatékos pedig [ alkalommal nyert. Tekintsiik a
kovetkez6 (n — k) + (n—1) —1=2n —k — 1 — 1 fordul6t. Az els6 jatékos akkor és

csak akkor nyerné el a tétet, ha ezekben a fordulékban legaldbb n — k alkalommal
—k—1—1

2n
nyer. Ennek valészintisége P = 2~ +i+i=2n (2”_1‘;_l_1). Jelen esetben az
j=n—k
7

els6 jatékos ¢, a masodik jatékos % valészintiséggel nyeri el a tétet. Az igazsagos
tehat a 7 : 1 ardnyu osztozkodés.

Torténeti megjeqyzés.

Matematika-torténészek kideritették, hogy mindkét most targyalt feladat joval kordbban
ismert volt, miel6tt de Méré lovag kittizte 6ket. Az a) feladat eredeti megfogalmazasaban
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azt kérdezziik, hogy hanyszor kell feldobni két kockat ahhoz, hogy annak a valdszi-
niisége, hogy legalabb egyszer 2 hatost dobunk nagyobb legyen, mint 1/2. De Méré
maga is megoldotta ezt a feladatot, de sajnos, ... két modszerrel, amelyek kiilonb6z6
eredményre vezettek: 24 és 25 dobas. De Méré biztos volt abban, hogy a két mddszer
egyforman megbizhatd, és a két megoldas kiillonb6z6 eredménye miatt a matematika
,ingatagsagat” tette felelossé. Pascal, miutan meggy6zodott arrdl, hogy a helyes valasz
25, le sem irta a megoldast. (De Méré lovag tigy gondolta, hogy ha négy dobds elegendé
ahhoz, hogy egy kockaval legalabb % valoszintiséggel hatost dobjunk, akkor minthogy
annak a valészintisége, hogy két kocka mindegyikével hatost dobunk %—SZOI" kisebb mint
annak, hogy egy kockaval dobunk hatost, ezért (szerinte) 6-szor tobb, tehat 4 x 6 = 24
dobés kell ahhoz, hogy legaldbb % valésziniiséggel kovetkezzék be két hatos dobés.)

Nem kotelezé hazi feladat:

Lassuk be, hogy az a,, = (1 — %)n sorozat valoban monoton novekszik.

Segitség: Lassuk be, hogy az a,, sorozat ,,folytonos kiterjesztése” a valds szamokra,
az a(x) = (1 — %)m fiiggvény, illetve annak logaritmusa az f(z) = xlog (1 — %)
fliggvény monoton né az x > 1 félegyenesen. Ennek érdekében mutassuk meg,
hogy f(x) konkav fiiggvény, amelynek derivaltja a végtelenben nulldhoz tart.)

1. kiegészités. Egy népszeru feladat targyalasa a tanultak alapjan.

Tanulsagos és népszerti az alabbi feladat.

A kovetkezd lehetdséget ajanljak fel nekiink. Eqy éptletben hdrom gardzs van, és mind-
eqyiknek az ajtaja be van zdrva. Az eqyik gardzsban egy auté van. Megkérhetjiik, hogy
nyissak ki az egqyik gardzsajtot. Ha annak a gardzsnak az ajtajdt nyittatjuk ki, amelyik-
ben az auto van, akkor ezt az autot hazavihetjik, de ha eqy masikat nyittatunk ki, akkor
tres kézzel kell hazamennink.

Rdamutatunk az egyik gardzsajtora. Ezutan kinyitnak egy mdsik garazsajtot, amelyik
mogott nincs auto. Ezutan kinyittathatjuk vagy azt a gardzsajtot, amelyikre eredetileg
ramutattunk, vagy megudltoztathatjuk a véleményiinket, és a masik még ki nem nyitott
gardzsajtot nyittathatjuk ki. Erdemes-e megudltoztatni a véleményiinket, és a mdsik még
ki mem nyitott gardzsajtot kinyittatni vagy mindegy, hogy melyik ajtot nyittatjuk ki?
(Célunk természetesen az, hogy minél nagyobb valdsziniiséggel hazavihessik az autdt.)

A vélasz az, hogy érdemes a masik ajtét kinyittatni, mert akkor %, mig az eredetileg

kijelolt ajto kinyittatasa esetén csak % valészintiséggel vihetjiik haza az autét. Annak
érdekében, hogy ezt jol megértsiik, és teljes biztonsiggal a szamunkra elényos megoldast
valasszuk, érdemes megfogalmazni pontosan azt a valészinliségi modellt, amely leirja a
feladatban megadott procedurat. A model attekintése utan megtaldljuk azt az egyszeri
magyarazatot is, amelyet nem biztos, hogy rogton észrevettiink.

Magyardzat: Nevezzik el azt az ajtét, amelyre ramutattunk az 1-es, a masik két ajto

koziil a baloldalit a 2-es, a jobboldalit a 3-as ajténak. Mindharom ajté mogott %
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valoszintliséggel van az autd. Leirok egy olyan valdszinliségi modellt, amely a feladatban
leirt eljarasnak egy lehetséges megvaldsitasat adja meg.

Tegyiik fel, hogy a kovetkez6 mddon késziiltek fel a kiszolgdldsomra. Az autét
% valoszinliséggel elhelyezték az 1. 2. vagy 3. ajté mogé, majd ettdl fiiggetlentil
elvégeztek egy véletlen kisérletet, amelynek két kimenete van, mondjuk I és F, és legyen
az | eredmény valdszintisége p, 0 < p < 1, Példaul feldobtak egy pénzdarabot, amelyik
p valészintiséggel esik az iras és 1 — p valdszinliséggel esik a fej oldalara. Fzen kisérlet
eredményének a segitségével dontik el, hogy melyik ajtot nyitjak ki abban az esetben,
ha van szabad valasztasuk.

Vezessiik be az (1, F), (1,1), (2, F), (2,1), (3, F) és (3,1) eseményeket, ahol az 1,
2 illetve 3 szam azt jeloli, hogy az autd az l-es, 2-es vagy 3-as ajté mogott van az F
és I jel pedig, hogy a kisérlet eredménye F' vagy I. Ezen események diszjunktak, az
(1,1), (2,1) és (3, 1) események valdszintisége £, mig az (1, F), (2, F) és (3, F') események
valésziniisége lg—p Ha az (1, I) esemény kovetkezik be akkor a 2-es, ha az (1, F') esemény
kovetkezett be, akkor a 3-as ajtét nyitjak ki. (Ha az 1-es esemény kovetkezett be, akkor a
masik két ajté barmelyikét kinyithatjék, és a véletlen kisérlet segitségével valasztottak.)
Ha a (2, F) vagy (2,I) esemény kovetkezik be, akkor a harmas, ha a (3, F) vagy (3,1)
esemény kovetkezik be, akkor a 2-es ajtét nyitjak ki. (Ezekben az esetekben kotelezé igy
eljarni.) Ha azt az ajtot nyittatjuk ki, amelyre eredetileg ramutattunk, akkor az (1, F')
vagy (1,1) esemény bekovetkezte esetén nyerjiik meg az autot, és ennek valdszintlisége
3. Ha a mésik ajtét nyittatjuk ki, akkor az autét a (2, F), (2,1), (3, F) vagy (3,1)
kimenetelek valamelyike esetén nyerjik meg. Ennek valészintlisége pedig % Vegyiik
észre, hogy annak valészintiisége, hogy az az eredetileg kivalasztott 1-es ajtoé kinyittatasa
esetén hazavihetjiik az autét P({(1,F)}) + P({1,1)}) = P({1}) = 1, és ez nem fiigg
attol, hogy milyen valdszintiséggel lett a kisérlet eredménye I vagy F. Hasonldéan, annak
a valGsziniisége, hogy a mésik ajté kinyitdsa esetén vihetjiik haza az autét P({(2, F)})+
P({2,1)}) + P{(3,F)}) + P({3,1)}) = P({2}) + P({3}) = % fiiggetleniil attdl, hogy
milyen valdszintiséggel lett a kisérlet eredmény I vagy F.

A véletlen kisérlet, (példaul egy pénzfeldobds) segitségével megadtunk egy valdszi-
niiségi mezot, ahol a probléméat jol at tudjuk tekinteni. De e model attekintése soran
megérthetjiik, hogy valdjaban egy olyan esemény valdszinliségére kérdeziink ra, amely
csak attol fligg, hogy milyen valészinliséggel tették az autot az egyes gardazsokba. Az az
esemény, hogy véleményiink megvaltoztatasa nélkiil nyerjiik el az autét megegyezik azzal
az eseménnyel, hogy az auté abban a garazsban volt, amelyikre eredetileg ramutattunk.
Az az esemény hogy véleményiink megvaltoztatasa esetén nyerjiik el az autét megegyezik
azzal az eseménnyel, hogy az auté a masik két gardzs valamelyikében volt.
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2. kiegészités. A Taylor sorfejtésrol.

Attekintem a Taylor sorfejtés szdmunkra legérdekesebb eredményeit. Ezt érdemes a
kovetkez6 Lagrange-tol szarmazo eredménnyel kezdeni.

Lagrange tétele fliggvények alkalmas polinom kozelitésérdl. Legyen f(z) egy
k+1-szer, k > 0, differencidlhatd fiigguény valamely [a—h, a+ h] intervallumban. Ekkor
érvényes az

f(a+u) zf(a)-l-f'(a)u—i—@uz-l--k f(kk)'(a)uk‘i‘ ﬁtj)l()ﬁ)uk+l7 ha |’LL| < h,

azonossdg, ahol f(j)(x) az f fligguény j-ik derivdltja az x pontban, & egy alkalmas pont
az (a,a + u) intervallumban, ha w > 0, és az (a — u, a) intervallumban, ha u < 0.

Megfogalmazom e tétel egy fontos kovetkezményét.

Lagrange tételének a kévetkezménye. Legyen f(x) végtelen sokszor differencidlhato
fliggvény valamely [a — h,a + h] intervallumban, amelyre teljesil a

k

h
lim — sup  |f® (@) =0
k—oo k! o h<z<athn

feltétel. Ekkor

> £(k)
fla+u) = Z / k!(a) u®  minden |u| < h szdmra.
k=0

(A fenti képletben £ (a) = f(a).)

A fenti eredmény azt sugallja, hogy ha adva van egy az a pontban végtelen sokszor
differencialhaté f fliggvény, akkor érdemes bevezetni e fliggvénynek a

(k)
Z " (a) uF
k!
k=0
Taylor sorat. Ezt a végtelen sort nevezik az f(z) fiiggvény a pont koriili hatvanysors-
nak. Ezenkiviil, ha adva van egy A, k = 0,1,2,... szdmsorozat, akkor definialhatjuk

az
o
E Akuk
k=0

(formélis) hatvanysort. Ezutdn vizsgdlhatjuk hatvanysorok és végtelen sokszor dif-
ferencialhato fiiggvények kapcsolatat. Igaz-e, hogy minden hatvanysor segitségével
definialt fiiggvény végtelen sokszor differencialhato? Igaz-e, hogy minden végtelen sok-
szor differencialhaté fliggvény hatvanysorba fejtheto, azaz egyenlé az a pont koriili
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hatvanysoraval az a pont egy alkalmas kornyezetében? Az els6 kérdésre a valasz igenlo.
(Ez Ggy értendd, hogy csupan annyi feltételt kell tenni a hatvénysor egyiitthatéira, ami
biztositja a hatvanysor konvergencidjit egy alkalmas intervallumban.) Ezt mondja ki
az alabbi tétel. Ahhoz viszont, hogy egy végtelen sokszor differencialhaté fiiggvény
hatvanysorba fejtheté legyen, némi extra feltételt még fel kell tenni.

Tétel hatvanysorok tulajdonsagairdl. Tekintsink egy
oo
g(u) = Z Apu®
k=0

alaki hatvanysort, és vezessik be az A = lim sup Ai/ ¥ szdmot. Ekkor a g(u) hatvdanysor

k— o0

konvergens minden |u| < & és divergens minden |u| > % szdmra. (Az u = £5 eset

nehezebb. Ez kiilon vizsgdlatokat igényel. Ezzel a kérdéssel azonban itt nem foglalkozom.)
A g(u) hatvinysor tagonként differencidlhaté az |u| < & intervallumban, azaz

1

() = kA halul < S
/(1) = 3k haul < 5

Nem nehéz beldtni, hogy a fenti tételt lehet alkalmazni a ¢'(u) majd rekurzive a g(u)
fiiggvény k-ik derivéaltjara, a ¢t (u) fiiggvényre minden k = 1,2, ... indexre az |u| < o
intervallumban, és ez azt jelenti, hogy a g(-) fiiggvény végtelen sokszor differencialhaté
ebben az intervallumban. Részletesebben kifejtve,

, > . 1
g9 (u) = Zk(k: — 1) (k—j+ 1A minden j = 1,2,... szamra, ha |u| < T
k=3

Erdemes kimondani az aldbbi lemmat, amely valdjaban az utolsé tétel egyszerii
kovetkezménye.

oo
Lemma hatvanysorok egyértelmiiségérél. Egyezzen meg két g(u) = > Apu® és
k=0

h(u) = 3 Bru® hatvdnysor valamely |u| < « intervallumban. Akkor Aj = By minden
k=0
k=0,1,2,... indexre.

A Lagrange tétel kovetkezménye alapjan minden olyan végtelen sokszor differen-
cidlhato fliggvény, amelynek a (t6bbszoros) derivaltjai nem nének tilsdgosan gyorsan
megadhatoé hatvanysor alakban, és ez a hatvanysor eléallitas az el6z6 lemma szerint
egyértelmi. A Lagrange tétel kovetkezményében szerepld feltétel gyengithetd, de tel-
jesen el nem hagyhaté. Van olyan végtelen sokszor differencialhato fiiggvény, amely
nem allithaté el hatvanysor alakban. Ilyen fliggvényre mutat példat a kovetkezo hires
példa.
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Példa végtelen sokszor differencialhaté, de hatvanysorba nem fejtheto fiigg-
vényre. Legyen f(z) = eV haz >0, és f(x) =0, hax < 0. Ezaz f(x) figguény az
x = 0 pontban is végtelen sokszor differencidlhato, és f(k)(O) =0 minden k=0,1,2,...
szamra. (Az f(x) figgvény az x # 0 pontokban is végtelen sokszor differencidlhato.) Ez
a végtelen sokszor differencidlhato fiigguény az x = 0 pont kornyezetében nem fejtheto
hatvanysorba.

Azokat a (végtelen sokszor differencidlhatd) fiiggvényeket, amelyek hatvanysorba
fejthet6ek analitikusnak nevezik. Az analitikus fiiggvények (illetve azoknak a komplex
szamsikra valé kiterjesztésének) a vizsgdlata a komplex fliggvénytan rendkiviil fontos
téméja. Sok olyan analitikus fiiggvény van, amelyek hatvanysorat illik ismerni. A
legfontosabb hatvanysorok:

exzzg, —0 < x < 00,
k=0
o0 2k-+1
T
sinx = -1 k“—, —00 < ¥ < 00,
I e
Sy
coszxT = -1 , —00 < x < 00,
— (2k)!
log(1 + z) :Z(—l)kH?, -l<z <1,
k=1
= (o zF
(1—l—x)a:Z(k>?, —1<z<1, ha —oco<a<oo.
k=0
Az utolsé azonossagban (§) = O‘(O‘*l)"k'!(a*kﬂ). Erdemes megjegyezni, hogy ez az
o0
azonossag az o = —1 esetben a 14%3: = > (=1)**1zk geometriai sordsszeget kifejezd
k=0

azonossag. Ha a = n pozitiv egész szam, akkor ez az azonossag az (1+z)" = > (Z)xk
binomialis azonossiggal egyezik meg. =

Egy fliggvény hatvanysoranak az elsé néhany tagjanak az Osszege jo kozelitést ad a
fiiggvényre. Az, hogy milyen jo ez a kozelités megbecsiilhet6 a Taylor sor alakjabdl, vagy
Lagrange tételébdl fiiggvények alkalmas polinom kozelitésérdl. Ilyen jellegii becslések
fontos szerepet jatszanak sok vizsgalatban. Hatvanysorokkal jol lehet szamolni. Kissé
informalisan azt mondhatjuk, hogy hatvanysorokkal gy szdmolhatunk, mint (véges)
polinomokkal. Ezt az allitast nem fejtem ki részletesen. Talan érdemes megjegyezni,
hogy ide tartozik a hatvanysorok tagonkénti differencidlhatosagardl szolo tétel. Ez a
hatvanysorok egy fontos tulajdonsaga, mert altalanos esetben egy fiiggvénysor tagon-
kénti differencidlhatosaganak biztositasahoz bizonyos extra feltételeket kell tenni.
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