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A MAJUS 5.-i DOLGOZAT FELADATAI

Legyen & és n két fliggetlen valdszintliségi valtozo, amelyek koziil & \ paraméterii és
1 p paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz a £ valdszintiségi
valtozé f(-) stirtiségfiiggvénye f(z) = e ™**, ha x>0, és f(z) =0, haz <0, az n
valésziniiségi valtozé g(-) slirtiségfiiggvénye g(z) = pe™#* ha = > 0, és g(z) = 0,
ha x < 0. Tovabba A > 0, u > 0, és legyen A\ # pu. Szamitsa ki a £ + n Osszeg
strtségfiiggvényét. 9 pont

Legyen £ normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé E¢ = 1 varhatd értékkel és
Var¢ = 2 szérasnégyzettel. Szamolja ki az Ee' varhaté értéket minden ¢ valds
szamra. 9 pont

Ledobunk 6000 pontot egymastdl fiiggetleniil a [0, 3] intervallumra egyenletes el-
oszlassal, azaz a ledobott pontok helyének stirtiségfiiggvénye legyen f(x) = %, ha
0 <z <3, és f(x) =0 egyébként. Egy jegyzékonyvbe felirjuk a ledobott pontok
némileg médositott értékét a kovetkez6 médon. Ha a ledobott pont értéke a [0, 1]
intervallumba esik, akkor a pont értéket irjuk a jegyz6konyvbe, ha a pont az [1, 2]
intervallumba esik akkor az 1 szdmot, ha pont a [2,3] intervallumba esik, akkor
a 2 szamot irjuk a jegyzOkonyvbe. Adjon egy normalis eloszlasfiiggvény tablazat
segitségével jo kozelité értéket annak valdszinliségére, hogy a jegyzokonyvbe irt
6000 szam Osszege 6940 és 7080 kozé esik. 9 pont

Legyen egy & valoszintiségi valtozd exponencidlis eloszlasi A = 1 paraméterrel, azaz
legyen a stirliségfiiggvénye f(x) = e ® hax > 0és f(z) =0, ha 2 < 0. Szdmolja
ki &4 stirliségfiiggvényét. 9 pont
Legyen az F(x) (nem feltétleniil folytonos) fliggvény egy £ valdsziniiségi véltozo
eloszlasfiiggvénye. Fejezze ki az F(x) eloszlasfiiggvény segitségével annak a valé-
szinliségét, hogy & egész értéket vesz fel. 9 pont
Legyen &1, &5 és &3 harom valds értékil valdszintiségi valtozd egy (2, A, P) valdszi-
niségi mezoén. Mikor mondjuk, hogy ez a harom valdszintiségi valtozé fiiggetlen?
5 pont

Megjegyzés: Ha egy kérdésre tobb (egymadssal ekvivalens) helyes valaszt lehet adni,
akkor e definiciék barmelyikének a megadésa teljes értékii valasznak minésiil.)

MEGOLDASOK

Tudjuk, hogy a tekintett két fiiggetlen valdsziniiségi valtozo Gsszegének a stlirtiség-
fliggvényét az f*g(x) = [ fooo f(w)g(x — u) du konvolucié segitségével szamithatjuk
ki. Mivel f(x) =0, g(z) =0, ha = < 0, ezért a konvoluciéban szerepld integrandus
fw)g(x —u) =0, hau < 0vagy z —u < 0, azaz u > z. Ezért az f(u)g(x — u)
integrandus csak gy lehet nem nulla, ha 0 < u < z. Ez az egyenlotlenség nem
teljesiil semmilyen u szamra, ha z < 0. Innen

f*g(x)= / Ae M pemHE=w) gy — )\,ue_’“/ e~ A mv gy, hax >0,
0 0
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és f*xg(x) =0, haz < 0. Ezért

)\,u/e:u _ _ u(l?
frgle) == O] =

ésf*g(x):O,hax<0.

e—)\:c — e HET

w—A

haz > 0és \ # pu,

Megjegyzés: Vizsgaljuk meg, mit kapunk az f * g, () stirtiségfliggvény értékeként,
ha a A szamot fixaljuk, és u — \. Most az f és g strtiségfliiggvények helyett fy és
g, fiiggvényeket frunk, hogy jelezziik ezek fiiggését a A és p paraméterektol.

Mivel rogzitett x > 0 szdmra

' €—>\a: B ) e—)\m B d N e
lim ———=—2lim ———— = -z —e~ =xe ",
p—X = A p—X AT — T du

U=AT

ezért linl\ fr*xgu(x) = AN2ze*®, ha z > 0. Mésrészt lirr& fr*xgu(z) =0, ha z <O0.
n— n—

Ez, 0sszehasonlitva az f * gx(z) konvoluciéra kapott eredménnyel azt jelenti, hogy

lirrk Ix*gu(x) = fr * gx(r) minden = szdmra.
n—

Ha & normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé E¢ = 1 varhaté értékkel és Var & = 2
szérasnégyzettel, akkor felirhaté ¢ = v/2n + 1 alakban, ahol 1 standard normaélis
eloszlést valészintiségi valtozé. Ezért Eels = Eet(V21+1) = ot pe(V20n M4srészt

e 1 2 2 o0 1 2
Eetn :/ et:c_e—w /2 dr = et /2/ _e—(m—t) /2 dr
— oo V2T oo V2T
_ t2/2/oo 1 —2?/2 _ t%)2
—e —e dr =c¢
oo V2T
Innen Eeté = et Be(V2On — et+t2.

Jelolje &; a j-ik ledobott pont értékét, 1 < j < 6000, és legyen n; = f(&;), ahol az
f(x), 0 <z <3, fliggvényt az f(z) =2z, ha0 <z <1, f(z)=1,hal <z <2 és
f(z) =2, ha 2 < 2 < 3 képletekkel definidljuk. Ekkor n; a j-ik jegyz6konyvbe irt

6000
szam értéke, és minket a P [ 6940 < > n; < 7080 | valdsziniiség értéke érdekel.
j=1
Ennek kiszéml’té,sa érdekében szamitjuk ki el6szor az En; és Varn; mennyiségeket
Enj f d:c—fo—xdx—l— (1+2):%+1:%,Enj f x)dr =
fo 2d90+ 12+22) =3+5 =132, 6s Vary; = Enj—(En;)? = %6—% = % = 2.
6000
Innen az S = > n; valésziniiségi valtozéra ES = 7000, és Var S = 2500 = 50%.
j=1

Ezért a centralis hatareloszlastétel szerint

6000 6940 — 7000 _ S — ES _ 7080 — 7000>

P 16940 < <7080 | =P
- jz::lm - ( 50 ~ V/VarS — 90

— ES
Var S

= B(1.6) + D(1.2) — 1 ~ (0.9452 + 0.8849 — 1) ~ 0.83.

=P <—1.2 <5 < 1.6) ~ ®(1.6) — B(—1.2)
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¢ eloszlasfiiggvénye F(z) = P(§ <x)=1—e ", hax >0,és F(z) = P <z)=0,
ha z < 0. Innen &* eloszlasfiiggvénye G(z) = P(¢* < x) = P(—2~ Y4 < ¢ <
z/t) =1 - e‘x1/4, ha z > 0, és G(x) = 0, ha x < 0. Innen ¢ stirliségfiiggvénye a
g(z) = %ﬁf) fiiggvény, ahonnan g(z) = 0, ha x < 0, és g(x) = ix_?’/%_”‘l“, ha
x > 0.

k=—o00 k=—o0

Vezessiik be az A, = | {w: U kE<éw)<k+ %} eseményeket minden

oo o0
n =1,2,... szdmra, és az A = |J qw: U &w) =k, eseményt. Ezzel a
k=—oc0 k=—oc0

jeloléssel a P(A) valdszintiséget kivanjuk kifejezni a £ valdszintiségi valtozo F'(x) el-

oszlasfiiggvényének a segitségével. Mivel A = Fﬁ Ay, ésA,,n=1,2,..., monoton
csOkkend halmazsorozat, ezért P(A) = nh—{%o P?zzilln) a valésziniiség folytonossagi tu-
lnjdonsiiga miatt. Ezenkiviil P(4,) = S Pk<éw) <k+l)= k S [F(k+
Ly — F(k)] (a valdszinliség o-addititdsa miatt). Innen P(A) = nli_)n;o ) ioj [F'(k +
D FH) = > lim [F(k+ 1) — F(k)]. Ext tgy is frhatjuk, hogy P(A) =
kzi'j;oo[p(k +0) — F(k)].

A &, & és &3 valds értékil valdszintiségi valtozdk akkor fiiggetlenek, ha
P& < 1,8 < 2,83 <w3) = P(& < 31)P(§2 < 22)P (&3 < x3)

minden valds x1, z2, r3 szamharmasra.

Megjegyzés. Tanultuk, hogy az elébb megadott relacié ekvivalens azzal, hogy
P(& € 41,6 € Ay, &3 € A3) = P(& € A1)P(& € A2)P(&s € As)

minden harom Borel mérheté A;, As, A3 halmazbdl all6 rendszerre. Egy ilyen
definicio is teljes értéki valasznak minosiilt.



