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A MARCIUS 17.-i DOLGOZAT FELADATAI

Minden héten feladunk harom gépi lottészelvényt. (90 szambdl kell eltalalni 5-6t.)
A harom szelvényt a gép egymastdl fiiggetleniil tolti ki. Mi annak a valészintlisége,
hogy a hatodik héten lesz el6szor legalabb két darab pontosan kéttaldlatos szelvé-
nyiink? 9]

Megjegyzés az 1. feladathoz: A feladat a kérdezett valdszintiséget kifejezo képlet
megadasa. Nem sziikséges annak értékét numerikusan is kiszamolni.

Ledobunk egyenletes eloszldssal egy pontot a [0, 1] intervallumra, majd egy maésik
pontot az [1, 3] intervallumra. Mi annak a valdésziniisége, hogy a két ledobott pont
tavolsdga kisebb, mint 17 [9]

Van két sziget, az igazmondok és a hazugok szigete. Az igazmonddk szigetén
mindenki 0.9 valdszinliséggel igaz valaszt ad barmely feltett kérdésre, a hazu-
gok szigetén 0.8 valdszinliséggel hamis valaszt ad. Valaki éjjel a viharos tengeren
hajézva eljut a két sziget valamelyikére, 1/2 valdszintliséggel az igazmondok, 1/2
valoszinliséggel a hazugok szigetére. Megkérdezi az els6 szembejovo embert, hogy
az igazmondok szigetére keriilt-e. Azt a valaszt kapja, hogy nem. A masodik em-
bertdl, akivel taldlkozik azt kérdezi, hogy igaz-e, hogy kétszer kettd néggyel egyenlo.
Erre a kérdésre igenl6 valaszt kap. Mi annak a valdszintisége, hogy emberiink az
igazmondok szigetére kertilt? 9]

Van két urna, és mindkettoben 10 piros és 30 fehér goly6. Kihtizunk mind a két
urnabol 10 golyot, az elsobdl visszatevéssel, a méasodikbodl visszatevés nélkiil. Mi a
két urnabdl egyiitt kihizott piros golydk szamanak a varhaté értéke és szérasnégy-
zete? [9]

Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 10-szer egymas utan. Jelolje £ a paros értéki
dobéseredményeknek az osszegét. Széamolja ki az EE3 varhaté értéket. [9]

Legyen A, B és C harom esemény egy (€2, A, P) valdsziniiségi mez6én. Mikor mond-
juk, hogy ezek az események fiiggetlenek? [5]
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Annak valészintisége, hogy egy szelvényen két talalatunk lesz P(A) = ™)

, annak
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valésziniisége, hogy egy héten lesz legalabb két (azaz kett vagy hdrom) kéttalalatos
szelvényiink P(B) = 3P(A)?*(1 — P(A)) + P(A)?. Annak valésziniisége, hogy a
hatodik héten lesz elészor legaldbb két kéttaldlatos szelvényiink (1—P(B))°P(B) =
(1-3P(A)*(1— P(A)) — P(A)3)5 (BP(A)2(1 — P(A)) + P(A)3).

Jeloljiik x-szel az els6 ledobott pont és y-nal a masodik ledobott pont értékét.
Ekkor az (z,y) pont a B = [0,1] x [1, 3] téglalapba esik, és annak valésziniisége,
hogy ez a pont valamely A C B halmazban helyezkedik el %)\(A), ahol A(A) jeloli
az A halmaz tertiletét. Az, hogy az x és y pont tavolsaga kisebb, mint % azt jelenti
(felhasznalva, hogy az y — x > 0 egyenl6tlenség minden (x,y) parra teljesiil), hogy



az (x,y) pont a B téglalap és az {(u,v): v —u < %} félsik metszetébe esik. E két
halmaz metszete az (%, 1), (1,1) és (1, %) csucsok dltal meghatdrozott haromszog,
amelynek teriilete %. fgy a keresett valészintliség %.

Jelolje A azt az eseményt, hogy emberiink az igazmonddk szigetére keriilt, és B azt
az eseményt, hogy kérdéseire az adott vélaszokat kapta. Ekkor minket a P(A|B)
feltételes valészintiség értéke érdekel. Feltevéseink szerint P(A) = P(A) = 1, ahol
A az A esemény komplementerét jeloli. Tovabba, P(B|A) = 0.1-0.9, (emberiink
az els6é kérdésére hamis, a mésodikra igaz valaszt kapott az igazmonddk szigetén)
P(BJ|A) = 0.22, (mind a két kérdésére igaz valaszt kapott a hazugok szigetén).

Ezért P(ANB) =1-0.09, P(ANB) = 1-0.04, P(B) = P(ANB) + P(ANB) =

A
1.(0.09+0.04), P(A|B) = P]g(gf) — 2.

Vezessiik be a kovetkez6 &; és n; valdszinliségi valtozokat, 1 < j < 10. Legyen
§; = 1, ha az els6 urnabdl j-ik alkalommal kihuzott golyé piros, és ; = 0, ha
az els6 urnabdl j-ik alkalommal kihtzott goly6 fehér. Hasonléan, n; = 1, ha a
masodik urnabdl j-ik alkalommal kihuzott golyd piros, és n; = 0, ha a mésodik

10
urnabdl j-ik alkalommal kihtzott goly6 fehér. Vezessiik be az S = > & és T =
j=1
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> n; valdsziniiségi valtozdkat. Ekkor az E(S + T) és Var (S + T') mennyiségeket
j=1

kell kiszdmolnunk. Tovabbd E(S +T) = ES + ET, és mivel S és T fiiggetlenek
Var (S +T) = Var S + VarT.

E¢; = %, és En; = i. (Itt kihasznaltuk, hogy mind a visszatevéses, mind a
visszatevés nélkiili hizasnal ugyanolyan valésziniiséggel hizunk piros golydt a j-
1
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ik hizésban, mint az elsében. Innen ES = > E¢; = 2 ET = Y En; = 1,

j=1 j=1
E(S+T) = 5. A szérasnégyzet kiszamoldsa érdekében szamoljuk ki eldszor a
Varé; = Varn; = 1+ — (3)? = 1—36 mennyiséget. Innen Var$S = i’—g. A VarT

kiszamoldsahoz el6szor szamoljuk ki a Cov (n;,nr) = Enjne — EnjEng, j # k,
1 < j,k < 10, mennyiségeket. Felirhatjuk, hogy En;n, = P(n; = 1,m, = 1) =
P(m = 1,mp = 1) = 1 - 2, mivel annak val6szinfisége, hogy mind a j-ik, mind a
k-ik huzasnél piros golyét hizunk ugyanannyi, mint annak a valdszintisége, hogy
az elsé két hiizdsban piros goly6t hizunk. Ezért Cov (n;,nr) = (a5 — 1), VarT =

4\39 4
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SV B Cov(ngm) = B-90-4 (3 ). Var ($+7) = $ - -
J=1 1<5,k<10, j#k
345
104"
Vezessiik be a kovetkezd valészintliségi valtozdkat: ;(w) = k, ha a j-ik dobas

eredménye k = 2,4 vagy k = 6, és {; = 0, ha a j-ik dobas eredménye 1, 3 vagy 5, 1 <
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j<10,1 <k <6. Ekkor az E (Z & (w)) varhat6 értéket kell kiszamitanunk.
i=1



3
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Ennek érdekében tekintsiik a (Z & (w)) kifejezést és értsitk meg milyen tagokat
i=1

kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat. Egyrészt megjelenik 10 darab f;’ alaku
kifejezés, és E€? = E¢} minden ilyen tagra. Ezenkivill megjelenik 3-10-9 darab &3¢,
J # k, alaku kifejezés, mert a lehetséges (j, k) parokat 10 - 9 médon véalaszthatjuk
ki, és a k (a négyzetre nem emelt tényez6) harom helyen szerepelhet a szorzatban.
(Tehdt példaul a & €3 alaki tagnak 3 lesz az egyiitthatdja a szorzatban.) Tovabb4
minden ilyen tagra Eg?fk = Eﬁ?Eﬁk = EE2E¢. Tovabba, hasonlé meggondoldsok
alapjan lathatjuk, hogy 10 -9 - 8 mddon jelenhet meg &;£,& alaku tag, ahol a j,
k és | indexek mind kiilénbozoek, és ezekre EE;Er& = (E§1)3. Valdban, a &;&&
alaku alaku tagok Osszeszamlalasanal vegyiik észre, hogy 1 < 57 < k <1 < 10 alaku
szamharmasokat (130) féleképp valaszthatunk, a {; tényezd a szorzatban 3-féleképp
jelenhet meg, a szorzat els6, masodik vagy harmadik tagjaban, a & tényez6 ezutan
2-féleképp, a & tényezo pedig egyféleképp valaszthato. Masfajta tag nem jelenik
meg a szorzatban. Innen a varhaté érték additivitasat kihasznalva azt kapjuk, hogy
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E (z & (w)) = 10EE +270E& E(£2) 4720 (E€;)® = 480+ 504045760 = 11280,
j=1
mert By = $(2+4+6) =2, B = $(4+16+36) = 3 és B = £(8+64+216) =
48.

Az A, B és C események akkor fliggetlenek, ha teljesitik a kovetkez6 azonossdgokat:
P(AnB) = P(A)P(B), PLANC) = P(A)P(C), P(BNC) = P(B)P(C), és
P(ANnBNC)=P(A)P(B)P(C).



