A Borel-Cantelli lemma és annak altalanositasa.

A valészintiségszamitas egyik fontos eredménye a Borel-Cantelli lemma. El6szor in-
formalisan ismertetem, hogy milyen probléma vizsgalataban jelent meg ez az eredmény.

A kérdés a kovetkez6: Mikor mondhatjuk azt, hogy bizonyos események koziil
végtelen sok bekovetkezik: a.) egy valdszintiséggel, b.) pozitiv valdsziniiséggel? Példaul
mikor mondhatjuk, hogy egy (vagy pozitiv) valészintiséggel végtelen sok olyan nap van,
amikor valami jo torténik? Ha ez teljesiil, akkor minden nap bizhatunk abban, hogy
lesz a jovében olyan nap, amelyben valami jo torténik, érdemes még élni.

A Borel-Cantelli lemmat megfogalmazasianak és bizonyitasanak érdekében érdemes
a halmazelmélet nyelvén megfogalmazni azt a tényt, hogy bizonyos események koziil
végtelen sok kovetkezik be. Ez azt jelenti, hogy ha adva van végtelen sok Ap, Ao, ...
esemény (halmaz) egy (€2, A, P) valdsziniiségi mez6n, akkor azt az eseményt, hogy
ezek kozil végtelen sok kovetkezik be definialni kivanjuk az A, Ao, ... események hal-
mazelméleti fliggvényeként, azaz (megszamlalhaté) unid, metszet és komplementerkép-
zés segitségével.

Ennek a feladatnak a megoldasét targyaltuk az eléadason. (Lasd a 2. téma jegyze-
tének 7. feladatat.) E feladat megolddsanak az eredménye alapjan a keresett esemény
o oo
(N U Ag alakban adhaté meg, és ennek valdsziniiségét akarjuk megbecsiilni. Errél a

valészintiségrol ad informaciot a Borel-Cantelli lemma.

Borel-Cantelli lemma. Legyen adva végtelen sok Ay, As,--- esemény egy (2, A, P)
valoszinidségi mezén. A kévetkezd két dllitdas igaz:

oo
a.) Ha > P(A,) < oo, akkor

n=1

A(00x)-

azaz ebben az esetben eqy valosziniséggel csak véges sok A, esemény kévetkezik be.

b.) Ha >  P(A,) =00, ésaz A,, n=1,2,..., események fiiggetlenek, akkor

n=1

n=1k=n

oo o0
P (ﬂ U Ak> =1,
azaz ebben az esetben eqy valdsziniséggel végtelen sok A, esemény kovetkezik be.

Teszek néhény megjegyzést ezzel az eredménnyel kapcsolatban. Ha a P(A,,) valé-
szinliségek viszonylag kicsik, ami jelen esetben azt jelenti, hogy az 0sszegiik konvergens,
akkor csak véges sok A, esemény kovetkezik be 1 valdsziniiséggel. A masik irdanyu
allitasban nemcsak azt koveteltiik meg, hogy az események valdszintiségei legyenek vi-
szonylag nagyok, osszegiik legyen divergens, hanem azt is, hogy az egyes A,, események
legyenek fliggetlenek. Ebben az esetben viszont erésebb allitast fogalmaztam meg. Nem-
csak azt allitottam, hogy ebben az esetben annak a valészintisége hogy végtelen sok A,
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esemény kovetkezik be pozitiv, hanem azt is, hogy ez a valdszintiség 1. Ha tehdat az A,
események fliggetlenek, akkor csak két eset fordulhat el6. Vagy nulla valészintiséggel
kovetkezik be végtelen sok A, esemény (ha a valészinliségek Osszege konvergens) vagy
pedig egy val6szintiséggel (ha a valésziniiségek Osszege divergens). Kozbiils6 lehetdség
nincs.

A b) esetben megfogalmazott eredményben az A,, események fiiggetlensége nagyon
fontos feltétel. Ezt a feltételt lehet gyengiteni, (a 2. kiegészitésben ismertetni fogok egy
ilyen eredményt,) de teljesen elhagyni nem lehet. Ezt mutatja az aldbbi két példa:

Legyen az (2, A, P) valésziniiségi mez6 a [0, 1] intervallum, rajta a Borel mérhet6
halmazok o-algebréja, és a P valdszinliségi mérték a Lebesque mérték.

1. példa. Legyen A,, = [O, %] minden n = 1,2, ..., szdmra. Ekkor >  P(A,) = oo,

n=1
AU A= [O,%],ezértP(ﬂ ¥ Ak) _ 1
n=1k=n n=1k=n
2. példa. Legyen A, = (0,+), n = 1,2,.... Ekkor ) P(4,) = Y + = oo,
n=1 j=1

ﬁ @Ak:(ﬁ,ezértP(ﬁ fjAk):O.

n=1k=n n=1k=n

Az els6 példaban egy olyan esetet lattunk, amelyben annak a valészinlisége, hogy

végtelen sok A, kovetkezik be, %, tehat sem nem nulla sem nem 1. A masodik példaban

egy valdszinliséggel csak véges sok A, esemény kovetkezett be, noha a > P(A,) = oo
n=1
relacié teljesiilt. Természetesen egyik példaban sem voltak a tekintett A, események

fiiggetlenek. Ezek a példdk mutatjak, hogy a Borel-Cantelli tétel b) részében szerepld
fliggetlenség feltétel 1ényeges. Az gyengithet6 ugyan, de teljesen el nem hagyhato.

Ratérek a Borel-Cantelli lemma bizonyitasara. A bizonyitashoz sziikségiink van a
kovetkezd lemmara, amelynek allitasat tartalmazza a 2. téma jegyzetének 15. oldalan
megfogalmazott Tétel A.

Lemma valoésziniiségi mértékek folytonossagardl. Legyen adva By C By C ---,
B, € A, n = 1,2,..., eseményeknek novekvd sorozata egy (£, A, P) wvaldsziniiségi

mezén. Legyen B = |J B,. Ekkor létezik a lim P(B,) hatdrérték, és lim P(B,) =
ne1 n— o0 n— o0
P(B).
Legyen adva C7 D Co D -+, C, € A. n = 1,2,..., eseményeknek csékkend
sorozata eqy (2, A, P) wvaldsziniségi mezén. Legyen C = () C,. FEkkor létezik a
n=1

lim P(C,) hatdarérték, és lim P(C,)= P(C).

n—oo

A Borel-Cantelli lemma bizonyitdsa. Az a.) rész bizonyitdsa:

P (ﬁ G Ak> <P ([j Ak> < i P (A;) minden n szédmra.
k=n k=n

n=1k=n
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Mivel > P(Ak) < oo, minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan n = n(e) szdm, hogy
k=1

> P (Ag) < g, ahonnan az el6z6 relaci6 szerint P ( N U Ak) < e. Innen kovetkezik

k=n n=1k=n
az a.) rész éllitdsa.

A b.) rész bizonyitdsa: Az el6bbi lemma szerint a valdszintiségi mérték folytonossigardl
kapjuk, hogy az A, halmazok fliggetlensége miatt

P(NU) =g r (0] =

n=1k=n

g r (U o)
k=N
=g | (1-p (@)

k=N

= lim | lim <1— 11 (1_P(Ak)))
k=N

00 M
Ezért elég belatni, hogy ha Y  P(A4,) = oo, akkor A}im [T (1 —P(Ax)) = 0 minden
n=1 00 =N
M
rogzitett N szamra. Viszont az 1 —z < e egyenl6tlenség alapjan [[ (1 — P(Ag)) <
k=N
M M 00
exp {— > P(Ak)} ahonnan lim [[ (1 — P(Ag))=0,ha > P(A,)=occ.
k=N M—o0 p—N n=1

A felhasznalt 1 — z < e™% egyenl6tlenség példdul a kovetkez6 mdédon lathato: Az
f(z) = e* fiiggvény konvex, f(0) =1, f/(0) = 1. Az f(x) = e” fiiggvény konvexitdsa
miatt e fiiggvény (0, f(0)) = (0,1) ponton atmend érintéje minden valdés = szdmra az
f(x) fiiggvény alatt van, azaz e® > x + 1. Az z szam helyett —z-et irva megkapjuk a
kivant allitast.

Megjegyzés. Az analizisben bizonyitjak és hasznéljék a kovetkezo eredményt: Adva z,,

valés szamoknak olyan sorozata, amelyre 0<z, <1 mlnden n = 1,2,..., szdmra
oo
[T (1 —=xx) >0, ha Zxk < 00, és H(l—xk) =0, ha Zxk—oo Bér nekiink erre

k=1 k=1
az eredményre nem lesz sziikségiink, az 1 kiegészitésben megadom ennek a formulanak

elobb heurisztikus indoklédsat majd preciz bizonyitasat, mivel az tanulsagos.



1. kiegészités. Egy analizisbeli tétel bizonyitasa.
Igazolom a kovetkezd eredményt:

Allitas. Legyen x,, wvalos szdmoknak olyan sorozata, amelyre 0 < x, < 1 minden

n=12,..., szamra. Ekkor [[(1—x) >0, ha > xp < oo, és [[ (1 —xx) =0, ha
k=1 k=1 k=1

Indoklas. Heurisztikusan a kovetkezzo modon érvelhetiink: Logaritmust véve kapjuk,

hogy [] (1 — xx) > 0 akkor és csak akkor, ha > —log(l — x;) < oco. Viszont azt,
k=1 k=1

hogy az utobbi 0sszeg konvergens-e vagy divergens az donti el, hogy kis zj szamokra a
2
—log(1 — =) Osszeadanddk milyen kicsik. Mivel —log(l —z) = = + % + %3 +--,a

—log(1 — xx) mennyiségnek természetes j6 kozelitése az xj, kifejezés, (a Taylor sor elsd

tagja), és ez azt sugallja, hogy a > —log(1l —xy) illetve > zy végtelen sorok egyszerre
k=1 k=1

konvergensek vagy divergensek.

Némi munkaval a fenti érvelés precizzé tehetd. Eloszor azt kell meggondolni,

[e e} [e @]

hogy a feladat allitdsaban a [ (1 — zx) > 0 tulajdonsdg a Y, —log(l — zx) < oo
. k=1 k=1

egyenl6tlenséggel, a [[ (1 — xx) = 0 tulajdonsidg pedig a > —log(l — zx) = oo
k=1 k=1

relacioval ekvivalens. Ehhez azt kell felhasznédlni, hogy esetiinkben 0 < 1 — z; < 1,
és —log(1l — x) > 0, tovabba

- N
H 1—xy) = lgn H 1 —x) = h_r}n eXp{ZIOg(l_xk)}

k=1 k=1 k=1

= exp {Zlog(l — a:k)} .

k=1

oo (e.)
Ezutén vegyiik észre, hogy a — > log(l — xx) és Y xp sorok mindegyike diver-

k=1 k=1
gens, ha rogzitve egy kis pozitiv szamot példaul az %0 szamot az xj szamsorozatnak
végtelen sok olyan tagja van, amelyek nagyobbak mint ez az 1—10 szam. Tovabba, égy
végtelen Osszeg konvergenciajat vagy divergenciéj at nem befolyésolja véges sok tagjanak
az értéke. Ezért az 0sszegekben szereplo T > s tagokat elhagyva elég csak azzal az

esettel foglalkozni, amikor xy < 15 minden k-ra. Vlszont ekkor —xk < —log(l+zk) <
n

n n
2z minden k = 1,2,... szdmra, ahonnan £ >z, < Y. —log(l — zp) < 2> xy

k=1 k=1 k=1
(@) o0
minden n-re, és innen kovetkezik, hogy a > xj és > —log(l — z) sorok egyszerre
k=1 k=1

konvergédlnak vagy divergalnak.



2. kiegészités. A Borel-Cantelli lemma egy élesitése.

Lattunk példat arra, hogy a Borel-Cantelli lemma b) részének érvényességéhez, azaz

ahhoz hogy végtelen sok A esemény kovetkezék be 1 valdszinliséggel nem elegend6
oo

csak azt feltenni, hogy > P(Ax) = oo. Valamilyen mddon biztositani kell azt is,

k=1
hogy a tekintett A esemanyek ‘nem fedik le tilsagosan egymast’. Ezt biztositja azAy

események fiiggetlensége. Ezt a feltételt lehet gyengiteni. Erre mutat példat az aldbbi
eredmény.

A Borel-Cantelli lemma b) részének élesebb valtozata. Legyenek Ap, As,. ..
olyan események egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn, amelyekre teljesiilnek a

n

i S P(A; N Ay)

ZP(Ak) =00, és liminf Imik=l — =1
k=1 7
> P (Aj)>
j=1
feltételek. Ekkor az Ay, Aa, ... események kézil 1 valoszinidséggel végtelen sok kéovetkezik

be.
Megjegyzés. Ha A1, Ao, ... események fiiggetlenek, akkor

2

DD P(ANA) =YY P(4)P(A) = | XD P(4)

j=1k=1 j=1k=1

minden n indexre. Ezért ebben az esetben a fenti eredmény méasodik feltétele teljestil.
Ezért a Borel-Cantelli lemma b) része kovetkezik ebbél az eredménybdl.

Bizonyitas. Jelolje I4(w) egy A halmaz indikétor fiiggvényét, és valaszunk ki egy olyan

npon

Z Z P(A]ﬂAk)

j=1k=1

n; részsorozatot, amelyre lim = 1. El6szor megmutatjuk, hogy

2
(I, @)~ PA)) 4 X P04 - (i: P(A»)
Var | =2 oy _ T 32:1 — 0,
7 F) (,”;:P(Aj))



ny
Y (Ta; (W)—P(4;))

j=1
ny
> P(4))
j=1

hal — oo, és F = 0. Ezért a fenti allitas kovetkezik a Csebisev

egyenlotlenségbol.
Innen, alkalmazva ezt az eredményt ¢ = % valasztassal, kapjuk, hogy

[—o0

ny 1 ny
lim P(B,,) = lim P Y"1 (@) < 5 ) P(4)) | =0.

oo

Ezért létezik az n; sorozatnak olyan n, részsorozata, amelyre ) P(B, ) < oo, igy a
p=1

Borel-Cantelli lemma a) része miatt 1 valdszintiséggel végtelen sok olyan n = n(w) in-

n
dex van, (az n; sorozat elemei véges sok kivétellel ilyen indexek), amelyre » Ia;(w) >

Jj=1
oo

1 3 P(4;). Mivel > P(A;) = co. Innen kivetkezik a Borel-Cantelli lemma b)
j=1

= j:1
részének élesebb valtozata.

1. feladat. Legyenek Ap, A, ... olyan események egy (92, A, P) valészinliségi mezon,
melyekre P(A,) > « valamely 0 < a < 1 szdmmal minden n = 1,2,... indexre.
Mutassuk meg, hogy annak valésziniisége, hogy végtelen sok A,, esemény kovetkezik be
nagyobb vagy egyenld, mint «.

Segitség: Fejezziik ki metszet és unié operaciok segitségével azt az eseményt, hogy
végtelen sok A, esemény kovetkezik be.

2. feladat. Bizonyitsuk be az el6z6 bizonyitas modszereinek finomitasaval és az el6z6 fel-
adat eredményének segitségével a kovetkez6 allitast. Ha Ay, Ao, ... események olyanok,

hogy
% 2. 2. P(A; N Ay)
Z P(Ag) =00, és liminf I=lk=

k=1 n— 00 (il P(AJ)>

—

=1+c

valamely 0 < ¢ < 1 szammal, akkor annak valdsziniisége, hogy végtelen sok A,, esemény
kovetkezik be nagyobb vagy egyenld, mint 1 — c.



