Az Ito formulardl

Ezen iras témaja az Ito integralok elméletében rendkiviil fontos szerepet
jatszd Ito formula. Célja mindossze annyi, hogy elmagyarazzon és termé-
szetessé tegyen egy olyan formalizmust, amely megkonnyiti az 1t6 formula
hasznalatat. Bar nem targyalom az It6 formula preciz bizonyitaséat, az itt
leirt magyarazat segithet annak megértésében is, hogy hogyan kell targyalni
ezt a bizonyitast.

Legyen adva o-algebrak egy JF; filtracidja valamely 0 < t < T inter-
vallumon és egy hozza adaptélt W(t), 0 < t < T, Wiener folyamat. Ha
K(t) = K(t,w) és H(t) = H(t,w), 0 < t < T, két az F; filtracidhoz
adaptalt sztochasztikus folyamat, (azaz H(t,w) és K(t,w) F; mérheté min-
den 0 <t < T paraméterre, és ezenkiviil K (t,w) és H(t,w), mint kétvilozds
fiiggvény a [0,7] x © halmazon mérheté a Br x Fr o-algebrara, ahol By
a Borel o-algebra a 0,7] intervallumon), amelyekre 1 valészintiséggel tel-
jesiilnek az [ |K(s,w)|ds < oo és [§ H?(s,w)ds < oo feltételek, akkor lehet
definialni az

X(tw) = X(0,0) + /OtK(s,w) ds + /OtH(s,w) AW (s,w), 0<t<T, (1)

It6 folyamatot, ahol fj H(s,w)dW (s,w) a Kevei Péter jegyzetében is targyalt
It6 integrélt jeloli. (Feltessziik, hogy X (0,w) € Fy.)

Adva egy sima, pontosabban fogalmazva kétszer folytonosan differencial-
haté f(x) fliggvény a szdmegyenesen definidlhatjuk az f(X(t,w)), 0 <t < T,
sztochasztikus folyamatot, és be lehet latni, hogy ez is 1t6 folyamat. Ez azt
jelenti, hogy az f(X(t,w)), 0 <t < T, sztochasztikus folyamatot is fel lehet
irni az (1) formuldhoz hasonlé alakban azzal a kiilonbséggel, hogy az X (¢,w)
folyamat definicidjaban szereplé K(s,w) és H(s,w) (véletlen) fiiggvényeket
mas az J; filtracidhoz adaptalt (véletlen) fiiggvényekkel kell helyettesiteni.
Az 1to formula ennek az allitdsnak egy olyan bizonyitasa, amely megadja
az f(X(t,w)), 0 < t < T, Ito folyamat alakjaban megadott eléallitasat.
Azaz, az 1t6 formula megadja az f(X (t,w)) folyamat (1) képlet alaki integral
eléallitasaban szereplo és F; filtracidhoz adaptalt figgvényeket is.

Annak érdekében, hogy az Ito formulat jobban megértsiik érdemes el0szor
annak determinisztikus megfelel$jét tekinteni. Legyen adva egy x(t) = x(0)+
JyA(s)ds, 0 < t < T, fiiggvény, és egy folytonosan differencialhaté f(z)



fiiggvény a szdmegyenesen. Tekintsiik az f(z(t)), 0 < ¢t < T, fliggvényt, és
irjuk fel ezt is integrédl alakban. Mivel

P _ platopalts) = 16 Al),

ahol f" az f fiiggvény derivéltjat jeloli, a Newton—Leibniz formula alapjin

fa(t)) = f(x(0)) + /01t f(x(s))A(s)ds, 0<t<T. (2)
Ezt az Osszefligggést a

df (x(s)) = f'(x(s)) A(s)ds. (3)

“differencidlforma” alakban is frhatjuk, mig a kiindulé z(¢) = x(0)+ f; A(s)ds
egyenletet a
dx(s) = A(s)ds

képlettel fejezhetjiik ki differencidlforma alakban, ami a

df (x(s)) = f'(x(s))dz(s)

formélis azonossag alapjan sugallja a (3) formulét.
Valéban, a (3) differencidlforméat kiintegralva azt kapjuk, hogy

[ dra(s)) = £0) = 1@O) = [ Fals)AG)ds,

ami megegyezik a (2) azonossdggal.
A (3) formulanak van mésfajta interpetaciéja és igazolasa is. Felirhatjuk,

hogy f(z(s + h)) — f(z(s)) = [f'(z(s))z'(s)h + o(h) = [f'(z(s))A(s)h +
o(h). Felirva ezt az azonosségot minden, s = 0,h,2h, ..., ([£] — 1)h szémra,
ahol [z] az x szdm egész részét jeldli, a kapott azonossigokat Osszeadva,
majd elvégezve a h — 0 hatdrdtmenetet megkapjuk a (2) formulat. Ezt
fizikusmddra gy is interpretalhatjuk, hogy az f(z(s + h)) — f(z(s)) =
f(x(s)x'(s)h + o(h) = f'(x(s))A(s)h + o(h) azonossdg h — 0 hatdrat-
menettel (azaz a h mennyiséget végtelen kicsinek vélasztva) a df (x(s)) =
f'(x(s))A(s)ds azaz a (3) azonossdgot adja, amit kiintegralva a [0,¢] inter-
vallumban megkapjuk a (2) azonossagot.

Az el6bbi érvelést azért irtam le, mert hasonld, bar kissé bonyolultabb

gondolatmenetet kovetve, és néhany fizikus nézéponthdl természetes feltevést
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felhasznalva megkapjuk az 1to formulat is. Ennek érdekében irjuk eldszor az
(1) formulat differenciél alakban. Ez igy néz ki:

dX(s,w) = K(s,w)ds + H(s,w)dW (s,w). (4)

Fel akarjuk {rni hasonléan a df (X (s,w)) kifejezést, ahol X (¢,w) az (1) képlet-
ben megadott It6 folyamat, és f(z) kétszer folytonosan differencidlhaté flige-
vény a szamegyenesen. Ezt az azonossagot kiintegralva megkapjuk az [to for-
mulat. A determinisztikus esetben a megfelel6 df (x(s)) kifejezést az f(x(s))
fliggvény elsé tagig vett Taylor sorfejtésébdl kaptuk meg. Most a masodik
tagig kell sorba fejteniink az f(X(s,w)) fiiggvényt, és meg kell érteniink azt
is, hogy a Taylor sorfejtés masodik tagjaban mely tagokat kell figyelembe
venniink és azokat hogyan. Felirok egy tablazatot, és mint latni fogjuk ez a
tablazat annak jo alkalmazasaval egyiitt tartalmazza az [to formuldt. Itt a
tablazat.

(dW (s,w))* =ds, ds-dW(s,w)=0, (ds)*=0. (5)
A (4) és (5) formulak alapjan
(dX (s,w))? = (K(s,w)ds + H(s,w)dW (s,w))*
= H?(s,w) dW (s,w)? + 2K (s, w)H (s, w)ds dW (s,w)
+K%(s,w)(ds)* = H*(s,w) ds. (6)
Az 1t6 formula ugy is megfogalmazhatd, hogy a df (X (s,w)) kifejezés mé-

sodrendti Taylor sorfejtéssel szamolhat6 ki, ahol (dX(s,w))? a (6) képlet
segitségével adhaté meg. Fz a feltételezés a kovetkezo eredményt adja:

(X)) = L0, x5, + T8 (s, 00) 0 (5,0

2 da?
_ ;lf;(x(s,w))(f((s,w) ds + H(s,w) dW (s, )

1.df?

2 dx?
Ez az 1to6 formula differencial formaban megadott alakja. Ugyanez az azo-
nossag integralformaban a kovetkezoképp néz ki.

FX () = FXO,0) + [0 (X (s, ) K (s,0) ds

tdf L
+/ dx( (s,w))H(s,w)dW (s,w)) —I—/ 3702

(X (s,w))H (s,w)*ds.

(X (s,w))H?*(s,w) ds.
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Vannak az [t6 formulanak &altaldnosabb valtozatai is. Az egyik ilyen
valtozat az, amikor adott egy X (t,w) Ito folyamat a [0, 7] intervallumon, és
egy kétvaltozds f = f(u,z) figgvény. Ez az f(u,z) figgvény elég sima, ami
jelen esetben azt jelenti, hogy f € F'2, azaz f olyan kétvaltozds fiiggvény,
amelyik az els6 valtozdja szerint egyszer, a masodik valtozdja szerint pedig
kétszer folytonosan differencidlhaté. Ekkor f(t, X (¢,w)) is It6 folyamat, amit
az el6z6 esethez hasonléan lehet megadni. A df(s, X (s,w)) kifejezést ebben
az esetben is masodrendli Taylor sorfejtéssel adjuk meg, és felhasznaljuk,
hogy (ds)? = 0, és dsd(X(s,w)) = 0. Azt kapjuk, hogy df(s, X(s,w)) =
97 (s, X (s,w)) ds+ %(s, X(s,w)) dX (s,w)+22ZL(s, X (s,w))(dX (s.w))?. In-

ou 2 Ox?
nen, felhasznalva a (4) és (6) formuldkat azt kapjuk, hogy
of
df<87 X(Sa W)) = 87(87 X(87 w)) ds
u
—i—gf(s,X(s,w))(K(s,w) ds + H(s,w)dW (s,w))
x
10f? 2
+§ 92 (s, X (s,w))H"(s,w)ds.

Ez az 1t6 formula differencidlforméban az f(t, X (t,w)) kifejezésre. Ugyanez
a formula integral alakban igy {rhato:

f(t, X(t,w)) = f(0,X(0,w)) +/Ot %(S,X(s,w) ds

+/Otg£(S,X(s,w))K(s,w) ds—l—/otgi(s,X(s,w))H(s,w) AW (s, 0))

t10f?
; 5@(5, X(s,w))H?(s,w) ds.

Az It6 formula altalanos alakja a tobbdimenziés It6 formula. Ennek meg-
fogalmazasaban el6szor definialjak a tobbdimenzids 1to folyamatokat. Egy d-
dimenzids It6 folyamat olyan d-dimenzids (X;(¢,w),. .., Xq(t,w)) sztochasz-
tikus folyamat, amelynek mindegyik koordinataja egyvaltozds 1to folyamat.
Az egyvéltozos Ito folyamatoknak is egy &ltalanosabb definicigjat fogjuk
hasznalni, amelyben nem egy egydimenziés, hanem egy r-dimenziés Wiener
folyamat szerint integralunk. (Az aldbbi definiciéban két paraméter van. Az
egyik d, az Ito folyamat dimenzidja, a masik r, annak a Wiener folyamatnak
a dimenzi6ja, amelyik szerint integrélunk.) Az r-dimenziés Wiener folyamat
a kovetkezot jelenti. Legyen adva F; o-algebrdk, 0 <t < T, egy filtracidja.
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Azt mondjuk, hogy W(t,w) = (Wi(t,w),..., W,.(t,w)), 0 <t < T, az F;
filtracidhoz adaptélt r-dimenziés Wiener folyamat, ha mindegyik W;(t,w),
1 < j < r sztochasztikus folyamat az F; filtracidhoz adaptalt Wiener folya-
mat a 0 < ¢t < T intervallumban, és ezenkivill a W;(t,w), 0 < t < T,
1 < j <r, Wiener folyamatok fiiggetlenek egymastol.

Legyen adva o-algebrak egy JF; filtracidja valamely 0 < ¢t < T interval-
lumon és egy hozza adaptalt W (t,w) = (Wi(t,w),...,W,(t,w)), 0 <t < T,
r-dimenziés Wiener folyamat. Legyenek tovabbd adva K;(t) = K;(t,w) és
H;(t) = H;(t,w), 0 <t <T,1<i<4d 1<j<r oyan az F
filtraciohoz adaptalt sztochasztikus folyamatok, amelyekre 1 valdszintiséggel
teljesiilnek az [i |K;(s,w)|ds < oo és [ H}j(s,w)ds < oo feltételek. Ekkor
lehet definidlni az

t r t

Xi(t,w) :XZ-(O,wH—/ Ki(s,w)dsnLZ/ H, (s,0)dW,(s,w), 0<t<T,
0 =i/

(7)

sztochasztikus folyamatokat minden 1 < ¢ < d indexre. Az igy definidlt
(X1(t,w), ..., Xq(t,w)) sztochasztikus folyamatot d-dimenzids It folyamat-
nak nevezziik. (Feltessziik, hogy X;(0,w) € Fy minden 0 < i < d indexre.)
A (7) formuldban definidlt d-dimenzids It6 folyamatot igy adjuk meg diffe-
rencial formaban:

dXi(s,w) = Ki(s,w)ds +>_ H, j(s,w) dW;(s,w), 1<i<d, (8)

j=1

Legyen f(u,xq,...,x4) egy d + 1-véltozos sima fiiggvény, (tegyiik fel, hogy
a % és ai’;ij, 1 < 4,5 < d fiiggvények léteznek, és folytonosak), és te-
kintsitkk az f(t, X1(t,w), Xo(t,w),..., Xq(t,w)), 0 < t < T, sztochasztikus
folyamatot, ahol X;(t,w), 1 <i < d, a (7) formuldban van definidlva. Célunk
az, hogy megadjuk ennek a sztochasztikus folyamatnak az el6allitasat az el6z6
esetekhez hasonldéan 1t6 folyamat forméjaban.

A korabbi esetekhez hasonléan most is egy masodfoku Taylor sorfejtés
segitségével adjuk meg az f(t, X;(t,w), Xo(t,w),..., Xa(t,w)), 0 <t < T,
sztochasztikus folyamat alkalmas eléallitasat, csak most az (5) formuldban
megfogalmazott szabédlyrendszert ki kell egésziteni a kovetkezo modon.

AW, (s, w)dWy(s,w) = d; xds, ds-dWi(s,w) =0, (ds)* =0 (9)

minden 1 <4,k < d indexre, ahol 6, =0, hai # k, és 0;, =1, ha ¢ = k.
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Szamoljuk ki eldszor a dX;(s,w)dXg(s,w), 1 < i,k < d, kifejezéseket a
(9) formula segitségével.

dX;(s,w)dX(s,w) = (Ki(s, w)ds + z?": H; ;(s,w) dW;(s, w))

j=1

(Kk(s, w)ds + XT: Hy j(s,w) dW;(s, w))

J=1

J=1 J=1

= (i Hi,j(s,w) de(S,W>) (i Hk,j(svw) de(S,u)))

+K;(s,w) ds (i Hy j(s,w) dW;(s, w))

=1

+ Ky (s,w)ds (il H; i(s,w) dVVj(S,w)) + Ki(s,w) K (s, w)(ds)?

=Y Hij(s,w)Hy;(s,w)ds. (10)

j=1
Véve a df (s, X1(s,w), Xa(s,w), ..., Xa(s,w)) kifejezés kéttagu Taylor sor-
fejtését és felhasznélva a (9) és (10 formulakat azt kapjuk, hogy

df (s, X1(s,w), ..., Xa(s,w)) = == (s, X1(s,w), ..., Xa(s,w)) ds

)
of
ou
—i-z (s, X1(s,w), ..., Xa(s,w)) dX;(s,w)

+1aiff<s, Xi(s,0), -, Xals,w) (ds)?

1 d
+§ Z mf(& Xi(s,w), ..., Xa(s,w)dsdX;(s,w)
1
5 Pt 2,011, <S7 X1(S, W), ... ,Xd(s7 w)) dXi(s7 w)ka(s, w)

= ——(5,Xi(5,w),..., Xa(s,w)) ds

+D (s Xi(s,w), ..., Xa(s,w)) dXi(s, w)



0 f

axzal'k <S7X1<S7CU)7 e 7Xd(S7CO))

+

>

1 k=1

Z H; ;(s,w)Hy j(s,w)ds.
=1

1d
24

2

Ez tekintheto a tobbdimenzids Ito formulanak differencidl alakban. A tobb-
dimenziés It6 formula integral formaban a kovetkezé médon adhaté meg.

£t X1 (80, Xa(t,w)) = (0, X1(0,00), . .., Xa(0,0))
+/0 gi(s,Xl(s,w),...,Xd(s,w))ds

d ot
+;/0 (?;:(S,Xﬂs,w), Xa(s,w)) dX;(s,w)
1 d d t 82f
+2¢Z1k21< ; M(S,Xl(s,w),...,){d(s,w))
iHm(s,w)Hk,j(s,w) d5>,
j=1
ahol
/taf(s,Xl(s,w),...,Xd(s,w))dXi(s,w)
0 0:101
:/taf(S,Xl(s,w),...,Xd(s,w))Ki(s,w) ds
0 @Iz
+i/taf(s X (5,0), ., Xas, w)) Hy (s, w) dWils, w)
j=108$@' PN e BdRS VAN i\S,

minden 1 < i < d indexre a (7) formula alapjan.

Befejezéstil heurisztikus magyarazatot adok arra, hogy miért ilyen alaku
az 1t6 formula. A df(X(s,w)) differencidlra kell j6 képletet adni, ami valé-
jdban egy j6 aszimptotikus formulét jelent az f(X (s + h,w)) — f(X(s,w))
differencidra kis h szam esetén. A probléma determinisztikus megfelel6jében,
amikor az f(z(s+ h)) — f(x(s)) differenciat kell j6l megbecsiilni kis h szam
esetén, a kovetkezoképp érvelhetiink.

df (x(w))

fla(s+h) = fla(s) = = df (w(u))

h:
du

u=¢

h 4+ o(h)

u=x(s)




_ df(x) di(s)
- dx ds holh),

u=x(s)

ahol ¢ alkalmas pont az [z(s),x(s + h)| intervallumban. FEz azt jelenti,
hogy % ) dfl—(ss)h jo becslés az f(xz(s+ h)) — f(x(s)) differenciara, ami
heurisztikusan gy fogalmazhaté meg, hogy df (z(s)) = f'(z(s))z'(s)ds.

A df (X (s,w)) differencidlra, ahol X (s,w) egy W(s,w) Wiener folyamat
altal definialt Ito folyamat, més eredmény érvényes. Ez azzal fiigg Ossze,

hogy a W (s,w) Wiener folyamat megvéltozasa kis intervallumban maésfajta

viselkedést mutat. Ugyanis W(s+h’“\’/)ﬁ_w(s’w) standard normalis eloszldsi va-

16szinfiségi valtozo. Igy a W (s + h,w) — W (s,w) kiilonbség kis h paraméter
esetén v/h nagysagrendit, ezért egy f(W (s + h,w)) — f(W(s,w)) vagy élta-
lanosabban egy f(X (s + h,w)) — f(X(s,w)) alaku kifejezésre, ahol X (s,w)
It6 folyamat, igy tudunk o(h) hibaji kozelitést adni, hogy az f(W(s+h,w))
vagy f(X (s + h,w)) filggvény Taylor sorfejtését a mdasodik tagig vessziik.
Tovabbbé ezen sorfejtés masodik tagjaban a h? és h[W (s + h,w) — W (s,w)]
illetve h[X (s+h,w) — X (s, w)] kifejezésnek megfelel6 tagok elhanyagolhatéan
kis hib&t adnak, ezért elhagyhatéak. Ezenkivil a [W (s + h,w) — W (s,w)]?
kifejezés helyettesithetd az E[W (s + h,w) — W (s,w)]> = h kifejezéssel. Ezek
a kozelitések a differencidlok nyelvén azt jelentik, hogy (ds)*> = 0, ds -
dW (s,w) =0 és (dW (s,w))? = ds, azaz az (5) formula érvényes.

Megjegyzem, hogy az It6 formula bizonyitasa a fenti heurisztikus érvelés
rendbe tételét jelenti. A legnehezebb rész annak igazoldsa, hogy a [W (s +
h,w) — W (s,w)]? kifejezés helyettesitése az E[W (s + h,w) — W(s,w)]* = h
kifejezéssel elhanyagolhatdéan kis hibat ad. Nem mondhatjuk ugyanis, hogy
a[W(s+h,w)—W(s,w)]> — E[W(s+h,w) — W(s,w)]? sztochasztikus folya-
matban (mint az s paramétertdl fiiggd sztochasztikus folyamatban rogzitett
kis h szdmmal) szerepld valdszintiségi valtozok elhanyagolhatéan kicsik. Ah-
hoz, hogy a most targyalt kozelités jogossagat igazoljuk fel kell hasznalni e
sztochasztikus folyamat fiiggetlenségi tulajdonsagait is.



