Valo6szintiségi feladatok

Szerepelt a kiivetkezo feladat a generatorfliiggvény modszer segitségével:

1. Adva n héazaspar, valaki véletlenszertien parbaallitja 6ket. Mi annak a valdszintisé-
ge, hogy van olyan hazaspar, mely egy parba keriil. Oldjuk meg ezt a feladatot a
kovetkezo szita formula segitségével.

Lassuk be a kovetkezd szita formulat: Ha Aq,..., A, tetszOleges események egy
valoszinliségi mezon, akkor

P(AIU'-'UAn)251—824—53—..._’_(_1)”4‘1571,

ahol
Se= Y. PA;n-nA4;), 1<k<n
1<j1<--<jr<n
2. Lassuk be a szitaformula kovetkez6 altalanositdsat: Legyenek Aq, ..., A, tetszéle-

ges események egy valdszinliségi mezon,

By =Bi(Ar...,A), ..., By = Bp(Ar ..., Ay),

ezen események fiiggvényei, azaz ezek a By, ..., B,, események az A1, ..., A, esemé-
nyek segitségével metszet, unié és komplementerképzés segitségével kifejezhetoek.
Legyenek cq, ..., ¢, tetszbleges valds szamok. A

m

> ¢;P(B;) >0

j=1

egyenldtlenség teljesiil, ha teljesiil abban a 2™ szamu specidlis esetben, ha a B;
eseményeket meghatarozd Aq, ..., A, események mindegyike vagy a biztos vagy az
iires esemény. Lassuk be a szita formulat e relacié segitségével.

3. Mi a valdszintisége annak, hogy egy 30 tagu véletlen tarsagagban van két em-
ber akinek ugyanakkor van a sziiletésnapja? Altalénosabban, ha adott k£ ember,
mindegyikiik kap egy szdmot (sziiletésnap) 1 és n kozott egymadstol fiiggetleniil,
mindegyik szamot egyforma valdszintiséggel, akkor mi a valdsziniisége annak, hogy
van két ember aki ugyanazt a szamot kapta.

Az el6z6 feladatban az igazan érdekes probléma nem is az, hogy mi a pontos értéke
a fenti valészinliségnek, hanem az, hogy nagy n és k paraméterekre milyen ennek a
valoszinliségnek az aszimptotikus viselkedése. Egyszeriibb és tanulsagos ezt a kifejezést
az ugynevezett Poisson approximacié segitségével vizsgalni. Ezt tessziik a kovetkezo
feladatban.

4. Legyen adott n urna, és & véletlen szamu golyd, melyek eloszldsa k paraméterii
Poisson eloszlast valészintiségi valtozd, azaz P(§ = k) = Ee_k. Dobjuk be a
golySkat egymastl (és a & valdszintiségi valtozé értékétdl) figgetleniil tgy hogy
minden urnaba egyforma valészintiséggel esnek a golydk. Léassuk be, hogy az egyes

1



urnakba es6 golydk szama n darab egymastol fiiggetlen — paraméteri Poisson
n

eloszlasu valdszintiségi valtozé. Lassuk be, hogy a nagy szamok torvénye szerint
¢ ~ k majdnem egy valdsziniiséggel, ha k& nagy. E tények segitségével mutassuk
meg, hogy az el6z6 feladatban k ~ cy/n esetén a valdsziniliség értéke tart e ¢
szamhoz n — oo esetén.
5. Legyen adva k urna, amelyikbe bedobunk n golydt egymaéstol fiiggetleniil, az egyes
k

unakba p1,...,pr valésziniiséggel, > p; = 1. Ekkor a nagy szamok torvénye sze-
i=1

rint az egyes urnakba es6 golydk szamanak relativ gyakorisdga tart a pi,...,pg

szamokhoz, ha n — oco. Annak valdsziniisége, hogy a relativ gyakorisaga q1, ..., qx

valamilyen mas q1, ..., qr exponencidlisan kicsi. Célunk ebben a feladatban ennek

a valdsziniiségnek a pontosabb meghatarozasa.

k k
Legyen ¢i,...,qx olyan, hogy > ¢q; =1, >0, ny,...,ng, Y, n; = n az egyes
j=1 j=1
urnakba es6 golydk szdma, k; = ﬁ, A, =A,(e) ={(1—-¢e)g; < k; <(1+¢)g}.
n

Ekkor

. 1
lim lim sup —log P(4, (=) = I({a1, -, ax | {1, .21 })

e—0

. 1
lim lim sup — log P(A,(e)) =I({q,- -, au}l{p1,- -, P& }),

k .

ahol I({q1,...,qx}{p1, .-, px}) =— > q;log i

Jj=1 q;

Az eléz6 feladat egy olyan relaciét fejez ki, amelyik hasznos a kovetkezd szemina-
riumon targyalandé entréopidnak és az informacidelméletnek a megértéséhez. Végiil egy
népszerl kérdéskor, az igynevezett tiszta fejek probéméjat fogjuk vizsgalni. A kérdés az,
hogy egyszabalyos pénzdarab feldobasa soran keletkezett n hosszusagu fej-iras sorozat
milyen hosszisagu csak fej jeleket tartalmazé blokkot tartalmaz. Durvan szélva logn-
nél valamivel rovidebb sorozat majdnem biztos van, log n-nél valamivel hosszabb sorozat
majdnem biztos nincsen.

6. Adjunk jé becslést arra, hogy egy n = A2 hossziisagt szabélyos fej-irds sorozat
tartalmaz k hosszisagu fej blokkot. Tekintsiik az elsé m darab egymas utan kovekezd
tiszta fej blokkot. (Ha két irds kovetkezik egymds utdn, akkor azt tekintsiik ugy,
hogy kozottiik nulla hosszisagn fej-blokk van.) Milyen becslést tudunk adni arra,
hogy az els6 m blokk tartalmaz vagy nem tartalmaz k hosszisigu sorozatot, hogy
a hosszaik 0sszege kisebb vagy nagyobb mint n? Milyen becsléseket kapunk igy az
eredeti feladatra?

7. Legyen T, annak a valdszintisége, hogy a szabdlyos fej-irds sorozt elsé n tagja

k=17
nem tartalmaz k hosszisagu tiszta fej sorozatot. Lassuk be, hogy T, = > %,
j=0
Ty, =--- =Ty, = 1. Lassuk be, hogy a 2™T,, sorozat egy altalanositott Fibonacci

sorozatnak tekinthet6. Milyen kovetkeztetéseket tudunk ennek alapjan levonni
ennek viselkedésér6l? Mi e sorozat generator fiiggvénye?



