Valo6szintiségi becslések, alapveto technikak

Legyen adva &1, &, ... &, figgetlen egyforma eloszlasu fiiggetlen valdszintiségi
valtozok sorozata. Kivancsiak vagyunk az osszeg eloszlasdnak aszimptotikus viselke-
désére, arra hogy a ,,szép esetekben” milyen pontossagi becslést adhatunk erre. At
kivanjuk tekinteni azokat az alapvetd technikakat, melyek segitségével erre a kérdésre
valaszt tudunk adni, és melyik médszer mire alkalmas. Feltessziik, hogy a £ valészintiiségi
valtozok eloszldsa szép, F&1 = 0, E&? = 1, az Osszes momentum létezik, és a &;
valésziniiségi véltoz6 F'(x) eloszlasfiiggvényének létezik szép f(x) stiriiségfliggvénye.

Foglalkozzunk elszor az S,, = 3. &, fo(x) = f*(M)(2), stiriségfiiggvényének az
k=1

aszimptotkus viselkedésével, ahol f*(") az f fiiggvény n-szeres konvolicibjat jelenti
onmagaval. Ezt ugyanis megadhatjuk a Fourier analizis néhdny alapveto eredményének
a segitségével. Az eloszlasfiiggvény aszimptotikus viselkedését szintén megkaphatjuk e
technika segitségével. Némi simitassal, amennyiben az sziikséges, elérhetjiik, hogy olyan
eloszlas konvolicidjat elég vizsgalni, melynek van strliségfiiggvénye, és ha az Osszeg
strliségfiiggvényére van jé aszimptotika, akkor azt kiintegrdlva, az eloszlasfiiggvényre is
jo aszimptotikat kapunk.

Idézziik fel a kovetkez$ eredményeket: Ha f(z) tetszbleges integralhaté fiiggvény,
amelyiknek a Fourier transzformaltja
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is integralhat6 (ez f(x)-re simaségi feltétel), akkor az inverz transzformécié a kovetkezo:

fla) = 2 /oo e~ f(t) dt
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Feladat: Ertsiik meg és bizonyitsuk be a fenti formulat. Hasznaljuk fel, hogy egy
sima periédikus fiiggvény egyenlé a Fourier soraval. Ezt a tényt kihaszndlva egy
[T, T) intervallumban, majd alkalmazva a T — oo hatdrdtmenetet bizonyitsuk be
az allitast sima f fliggvényekre. Simitds segitségével szabaduljunk meg a simasagi
feltételtsl. Erdemes a simitdst konvoltici6 segitségével végezni.

~ Vezesgiik be a * konvolicié operdtort: f * g(x) = ffooo fy)g(z — y)dy. Ekkor
fn(t) = f"(t), azaz fiiggvények konvolicidjdnak a Fourier transzformaltja egyenld a
Fourier transzforméltak szorzatéval, f(t) — 0, ha [t| — oo, s6t f(t) = O(|t|™F) vagy
O(e=°Ith, ha az f(z) siirliségfiiggvény elég sima, és sup |f(¢)] < 1 minden & > 0-ra.
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Tovabba, g f(t)| =ikEgk. Miért igazak ezek az allitasok?
t=0
Ezért .
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Innen kiolvashaté a centralis hatareloszlastétel lokdlis alakja, (azaz a siiriségfiiggvény
konvergencidja a normalis stirtiségfiiggvényhez), és meg lehet adni a konvergencia sebes-
ségét. Valdban,
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Ezért felhasznalva a Fourier transzformalt gyors eltiinését a végtelenben kapjuk, hogy
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_f*(n) ) = /6—ztace—t /2 dt + O(n_1/2) — _~ % /2 + O(n_1/2).
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1.) Dolgozzuk ki e bizonyitast alkalmas feltételek teljesiilése esetén.

~ 2 i3ms 3 i*my, & et 1 L
Lehet a pontosabb f(t) =1— >+ o4t +O(t* 1) Taylor sorfejtést
alkalmazni. Milyen pontosabb aszimptotikit adhatunk ennck segitségével? Bizonyitsuk

be a kovetkezo allitast:
2.)
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ahol Hy(z) a k-ik Hermite polinom 1 féegyiitthatéval.
3.) Bizonyitsuk be, (alkalmas feltevések mellett), hogy

1 m [ @ 1 29 Hj(x) Hy(z)

O (GR) = e (e
Hy(x)
(i—2)/2

+dy )+ 072,

ahol Hy(x) a k-ik Hermite polinom, és a d; konstans a § valdszintiségi valtozé els6
J momentumatdl fiigg minden 3 < 7 < k-ra.

4.) Tekintsiik az f(z) = e, haz >0, f(z) = 0 ha z < 0 (az exponencidlis eloszldshoz
tartozd) stirfiségfiiggvényt. Irjuk fel erre a (lokalis) centralis hatareloszlastételt,
és ennek segitségével bizonyitsuk be a Stirling formulat, (ami n! aszimptotikus
viselkedésének a leirdsa.) A (lokalis) centrélis hatédreloszlastételre adott sorfejtés
segitségével adjunk sorfejtést a Stirling formuléra is.

Ha a stirtiségfliggvény helyett az eloszlasfiiggvény aszimptotikus viselkedését akar-
juk vizsgalni, akkor némi simitasra van sziikség. Ehhez hasznos a kovetkezd feladat
megoldésa.



5.) Létezik olyan p valészinliségi mérték, amelyiknek a ¢(t) = [°_ e ji(dz) Fourier
transzforméltja (karakterisztikus fiiggvénye) [t| > 1 re eltiinik, azaz ¢(t) = 0 ha
t] > 1.
Segitség: (Egy lehetséges konstrukcié.) Ha f(z) szép, korldtos tartéju stirtiség-
fiiggvény, akkor f * f~(z), f~(x) = f(—z), is az. Tovdbba ennek Fourier tran-
szforméltja f* f~(x) nem negativ valés fliggvény. Ennek a ténynek és az in-
verz Fourier transzforméltra adott formuldnak a segitségével mutassuk meg, hogy
f* f~(z) alkalmas linedris transzforméciéja valaszthaté mint egy kivant tulaj-
donsagu p stirtiségfliggvénye.

6.) Legyen F' és G két eloszlasfiiggvény (vagy éltaldnosabban G olyan korlatos vélto-
zasu fiiggvény, melyre tl}r_noo G(t) =0, tll)rrolo G(t) =1), w(x) az 5. feladat feltételeit

1
kielégité p mérték striiségfiiggvénye, wr(x) = v (%), Fr(x) = F % wp(x),
Gr(z) = G *wp(x). Bizonyitsuk be, hogy

Fr(z) — Gr(x) ! / e‘“xwdm(t) dt |
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ahol ~ Fourier transzformaciot jelol.

Kérdések: A minket érdekl6 esetekben (F' fiiggetlen valészintiségi valtozok Gsszegé-
nek sztandardizaltjanak az eloszlasfiiggvénye, G(x) a normalis eloszlasfiiggvény vagy a
harmadik feladat jobboldalan szerepl6 fiiggvény integrélja) miért nem zavar az, hogy a
becslésben t-vel osztunk? Miért jobb ez a becslés anndl, amit az Fp — G derivaltjanak
a kiintegralasabol a fent ismertetett becslések segitségével kapnank?

7.) Ha jé becslésiink van Arp(x) = |Fr(x) — Gr(z)|-re viszonylag nagy T-vel, akkor
hogyan tudunk jé becslést kapni a A(x) = |F(x) — G(x)| kifejezésre?
(A fent ismertett becslések a siirliség és eloszlasfiiggvényre csak az |z| < const. v/logn

intervallumban hasznosak. Miért? Hogyan lehet j6 aszimptotikat adni, ha = > /logn?
E probléma vizsgalatdban hasznos a nyeregpont maddszer.)



