Megoldasok a Bolyai Kollégium szeminariuman
1999 marcius 4-én részben megbeszélt feladatokhoz

A John H. Conway “On numbers and games ” cimi kdnyve 6. fejezete alapjan.

Definicié:
Legyen L(H) a H halmazban nem szerepld legkisebb rendszdm (legkisebb kizart).
Definidljuk rekurziéval a rendszamokon a kovetkez6 Osszeadast és szorzast:

a+b=L{d +bld <a}U{a+b|t <b})

ab=L({(a’b+ ab’) + da'b'|d’ < a,t/ <b}).

Jelolés: Egyszertisitjiik a jelolést, ¢’ mindig az a-nél kisebb rendszdmokon fut végig, b’ a b-nél
kisebbeken, stb., igy a fenti definicié egyszeriibben:

a+b=L(a +ba+b)

ab= L(a'b+ab' —a'V").

Itt a — masik jel a +-ra, a zardjelezést az asszociativitds miatt hagyhattuk el, amit majd igazolunk.
A feladatok arra vonatkoztak, hogy lassuk be, a rendszamok igy testet alkotnak, és tudjunk
meg mindl tébbet errdl a testrol.

Egy soros bizonyitas egy allitdsra olyan induktiv bizonyitas, ahol formélis atalakitasok soran
korabban bizonyitottakat haszndlunk, és a bizonyitanddét egyszeriibb esetben. Ilyen majdnem min-
den alabbi bizonyitas. Itt egyszerlibbnek akkor tekintiink egy rendszam k-ast, egy masiknal, ha
minden eleme kisebb vagy egyenlo, és az egyik kisebb. Ez a részben rendezés van a rekurziv definicid
mogott, és a 13-14 egyszerii kiterjesztések is erre hivatkoznak.

I. Osszeadds

1. Nullelem: a4+ 0=a

Biz: a4+ 0= L(a' +0) = L(d’) = a.

2. Kommutativitds: a +b=0b+a

Biz: a+b=L(a'+bja+b)=L(b+a,b +a)=0b+a.

3. Technikai: Ha a = L(H,) és b= L(H}), akkor a+b = L(a” +b,a+ ") ahol a” H, elemein
fut végig, v’ pedig Hp elemein.

Biz: H,-ban szerepel minden a-nél kisebb rendszam és esetleg néhany a-nal nagyobb, és hasonld
Hy, és b viszonya. Tehdt elég beldtni, hogy a” > a, illetve b > b esetén a” +b # a+0b illetve b +b #
a+b. De a” + b definicidja szerint a legkisebb kizart egy olyan halmazban, ami tartalmazza a + b-t,
igy az elso allitas igaz. A maéasodik hasonléan belathatd, vagy kévetkezik a kommutativitasbol.

4. Asszociativitas: a+ (b+c¢) = (a+b) + c.

Biz: a+(b+c) = L(a’+ (b+c¢),a+ (b +¢),a+ (b+)) = L((d' +b)+¢, (a+V)+¢, (a+b)+¢') =
(a4+b)+ec Ittaz a+ (b+c) és (a+ b) + ¢ felirdsdhoz nem a definiciét hasznaltuk, hanem 3-at a
b+c=L0l +c,b+c)ésaza+b=L(a"+b,a+b") halmazokkal.

5. Az exponens 2: a+a =0

Biz: a+a = L(a' +a,a+a’), igy az kell, hogy o’ + a # 0 # a+ o', ami igaz, hisz mind a kett&
legkisebb kizéart egy halmazban, amiben szerepel a’ 4+ a’ = 0.

1-5: A rendszamok a +-ra ketté exponensii Abel-csoportot adnak, melynek 0 a nulleleme.

II. Szorzés



6. Nullelem: ¢-0=10

Biz: a-0= L(0) = 0. Nem is kéne bizonyitani, mert kovetkezik 10-bol.

7. Egységelem: 1-a=a

Biz: 1-a=L(0-a+1-d' -=0-d)=L(1-d')=L(d) =a.

8. Kommutativitas: ab = ba.

Biz: ab = L(a’b+ab' —a't') = L(ba' + Va —V'a’) = L(V'a + ba’ — V'a’) = ba.

9. Technikai, mint 3: Ha a = L(H,) és b = L(Hy), akkor ab = L(a"b+ ab” —a”V") ahol a” H,
elemein fut végig, " pedig Hj, elemein.

Biz: Mint 3-nal, itt is elég beldtni, hogy a” # a, b # b esetén a’’b + ab” — a”"b" # ab.
Legyen ag a kisebb, a; a nagyobb a és a” koziil, hasonléan legyen by a kisebb, b; a nagyobb b és
b" kozil. Az a1b; szorzat definicidja szerint a legkisebb kizdrt egy halmazban, melyben szerepel
aoby +a1bg — agbg, igy a1by # agby +a1bg — agbg, amibdl dtrendezéssel adédik a”’b+ab” —a”'b" # ab.

10. Disztributivitds: a(b+ ¢) = ab+ ac

Biz: a(b+c¢) = L@'(b+c¢)+all +¢) —d ¥ +¢),d(b+c)+alb+)—ab+)) =
L((a'b+d'c)+ (ab +ac) — (a'b' +d'c), (a'b+d'c) + (ab+ac’) — (a'b+d'd)) = L((a'b+ab —a'b') +
ac,ab + (a'c + ad — a’'d)) = L(ab + ac). Ttt az a(b + ¢) felirdsdhoz nem a definiciét hasznaltuk,
hanem 9-et, ab + ac-hez 3-at.

11. Asszociativitds: a(bc) = (ab)c.

Biz: a(bc) = L(a’(be) + a(b'c+bd — V') —a'(V/e+ b —b'c’)) = L(a'(be) + a(b'c) + a(bd) —
a('d)—ad (V'e)—d' (bd)+a' (b)) = L((a'b)e+ (ab)c+ (ab) — (ab)d' — (a'b)e— (a’'b) 4+ (a'V ) ) =
L((a’b+ ab' — a't)c+ (ab)d — (a'b+ ab — a'V')’) = L((ab)c). Itt hasznaljuk 9-et, 10-et, és persze
1-5-0t is.

12. Nullosztéomentesség: Ha a # 0 # b, akkor ab # 0.

Biz: ab a legkisebb kizartja egy halmaznak, melyben szerepel 0-a+a-0—0-0=04+0—-0=0.

1-12. a rendszamok az 1j mivelettekkel egy ketto karakterisztikdju integritasi tartomanyt
adnak. A nullelem 0, az egységelem 1.

III. Egyszert kiterjesztési szabalyok

Jeloljitk az z-nél kisebb rendszdmok halmazat (mint halmazelméletben szokds) z-szel (és
reménykedjiink, hogy ez nem okoz félrértést).

13. Ha x nem zart az Osszeadésra, akkor z = a + b minden minimélis (a,b) péarra, melynek
nincs 6sszege x-ben.

Biz: Feltettiik, hogy a +b > x, igy a+b = L(a’ + b,a + b’) miatt elég belatni, hogy o’ +b # z
és a + b # x, de mindkét bal oldal a minimalitds miatt x-nél kisebb.

14. Ha x zart az Osszeaddsra, de nem a szorzésra, akkor = ab minden minimalis (a,b) parra,
amelynek nincs szorzata x-ben.

Biz: Mint az elébb, itt is elég belatni, hogy a’b + ab’ — a’b’ # x. A baloldal itt a minimalitds
és az Osszeg-zartsag miatt z-beli.

15. Ha > 1 gytir{i, de nem test, akkor x = 1/a a minimadlis a > 0-ra, melynek nincs reciproka
z-ben.

Biz: Kell, hogy axr = L(a’x 4+ ax’ — a’2’) = 1. Nyilvan o/ = 2/ = 0 vélasztas 0-t ad, igy csak
az kell, hogy a’x + ax’ — a’z’ = 1 nem lehet. Ha o’ = 0, akkor ez ax’ = 1 lenne, ami nem lehet,
mert a-nak nincs reciproka z-ben. Ha a’ # 0, akkor a minimalitds miatt van b < x, hogy a’b = 1,
és ezzel szorozva a'x + ax’ —a'x’ = 1-et x = b+ 2’ — abz’ adédna, ami nem lehet, mert a jobb oldal
az r gyuriben marad.

16. A rendszamok testet alkotnak az 1j miiveletekkel.

Biz: 1-12 utan csak a reciprok létezése kell. Ha x-nek nem lenne reciproka, akkor 13-15 szerint
minden rendszam az z-nél kisebbek és azok reciprokai altal generalt gyliriben lenne, ami szamossagi
okokbdl nem megy (“t6bb rendszém van”).



17. Technikai: Ha x test, akkor = polinomjai z-beli egyiitthatokkal lesznek az elsé rendszamok,
méghozza lexikografikus sorrendben, egészen addig, amig a polinomok értéke paronként kiilénbo6zo.
(A lexikografikus sorrendben két polinom koziil az a kisebb, aminek a legnagyobb foku eltérd
egylitthatdja kisebb, igy példdul kisebb foki polinom kisebb. Vegyiik észre, hogy ez jélrendezés.)

Biz: Természetesen indukciéval:

Konstansokra, és x-re trividlis. Legyen most y > x, és tegyiik fel, hogy y = {p(x)|p < r}, ahol
p az x-beli egyiitthatés r-nél (lexikografikusan) kisebb polinomokon fut végig. Feltessziik, hogy
r(x) nem szerepel y-ban, és bizonyitani kell, hogy y = r(z).

Ha r nem monom, akkor 7(t) = at! + s(t) alakii, ahol [ > 1, s # 0, és s foka I-nél kisebb. y
nem zért Osszeaddsra, és (ax!, s(x)) 14 szerinti minimalis par y-ban, igy y = az! + s(z) = ().

Ha r(t) = ax!, ahol a nem zért az osszeadésra, akkor 14 szerint a = b+ ¢ tetszéleges minimalis
a-ban alatt 6sszeadhatatlan (b, ¢) parra. Ekkor (bx!, cz!) minimalis y-ban nem 6sszedhaté pér, igy
ugyancsak 14 szerint y = ba! + ca! = ax' = r(2).

Ha r(t) = at!, ahol a > 1 és a zart az Osszeaddsra, akkor y is zdrt az Gsszeadasra, és (a, ')
minimalis par, melynek nincs szorzata y-ban, igy 15 szerint y = ax! = r(z).

Ha r(t) = t!, ahol 1 < [, akkor y zért az Ssszeaddsra, és (x,z'~!) minimélis par, melyek szorzata
nincs y-ban, igy 15 szerint y = z - z'~! = r(2).

18. Ha x test, de nem algebrailag zart, akkor x minimalpolinomja x felett lexikografikusan
legkisebb polinom z felett, aminek nincs gyodke z-ben.

Biz: Legyen x felett a legkisebb gyokmentes polinom p(t). Ennek féegyiitthatdja nyilvéan 1
(egyébként egy konstanssal megszorozva kisebb polinom adédna), igy p(t) = t' — q(t), ahol [ > 2 és
q foka kisebb [-nél.

Nyilvan z transzcendens zx felett vagy minimalpolinomja legalabb I-ed foku, igy az [-nél kisebb
foku r polinomokra z felett r(x) mindig kiilénb6z6, igy 17 szerint ezek r szeinti lexikografikus sor-
rendben adjdk az els6 valahdny rendszamot, mondjul az y-nél kisebbeket (nyilvédn y az x rendszdm
szokésos — régi — értelemben vett [-edik hatvéanya lesz).

Legyen z = z!~!. Ekkor 2! = 2z = L(a'z + x2' — 2'2’), és itt 2/ az r(x) értékeken fut végig,
ahol r (I — 1)-nél kisebb fokd polinom x felett. Nézziik meg, hogy fix x’ és [-nél kisebb fokd
x feletti s polinom esetén mikor oldhaté meg 'z + zz’ — 2’2" = s(x) valamely 2/ = r(z)-szel.
Mivel itt végig az y[t] polinomgytirii [-nél kisebb fokd polinomjai kézt mozgunk, ezért akkor, ha
2t +tr(t) — 2'r(t) = s(t) megoldhaté, vagyis ha 2/t~ — s(t)-t osztja t — 2’, ami viszont akkor
teljesiil, ha t = 2/ gydke 2t~ — s(t)-nek azaz z'' = s(z2'), azaz 2’ gydke a t! — s(t) polinomnak.
A fentiek szerint z! az els§ s(x) értékkel egyezik meg, amit nem kapunk meg igy, azaz amelyre
t! — 5(t)-nek nincs gycke z-ben. Ez ¢ definiciéja és 17 alapjan pont ¢(z), tehét p(z) = 2! —q(z) = 0,
ahogy allitottuk.

19. A rendszamok algebrailag zart testet alkotnak.

Biz: Pont, mint 16-nal. Ha ugyanis az = beli p polinomnak nem lenne gycke, akkor 13-15 és
18 alapjan az Osszes rendszam x algebrai lezartjaba esne, ami szdmossagi okokbdl nem megy.

20. Ha x algebrailag zart testet alkot, akkor x transzcendens z felett.

Biz: Jobb hijan...Csak a kerekség kedvéért irtam ide.

IV. Természetes szamok

Szogletes zardjelen beliil a régi miiveletek érvényesek.

21. Osszeadésra zart n < w akkor és csak akkor, ha n = [2¥] alakd. Péronként kiilonbozé [2]
alakii szdmok Gsszege és [Gsszege] egyenlé (sok tagi Gsszeg is). De persze [2F] 4 [2F] = 0.

Biz: 13-bdl folyik. Az utolsé éllitas 5 specidlis esete. Egyébként rendszdmhatvanyozas szerinti
magasabb 2-hatvanyokra is igaz.

22. n < w test akkor és csak akkor, ha n = [22k] alakd. Pdaronként kiilonbozoé ilyen szamok
szorzata és [szorzata) egyenld (sok tényezds szorzat is). De [227][22"] = [(3/2)22"].
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Biz: A primtest 2, tegyiik fel induktivan, hogy [22k] test (k < w). Ez véges test, igy tokéletes,
tehdat a 18 szerinti legkisebb gyokmentes polinomja legaldbbméasodfoki és nem ¢2 —a alaki a < [22k]—
ra. Tehat [22k] minimélpolinomja t? —t — a alaki a legkisebb a < [22k]—ra, amire ez gyokmentes ha
van ilyen a. Kis szamoléds adja, hogy ez az a pont [22k_1], igy a generalt testb6vités négyzetes (a
kovetkez6 test [22k+1]), és a szorzasi szabdlyok is folynak.

21-22, (valamint a gytr(-tulajdonsigok) megadjik a miiveleteket w-n. Prébaljatok pl. 4
hatvanyait ennek alapjan végigszamolni.

V.w

23. w kvadratikusan zart. (Minden méasodfokd polinomnak van gyoke.)

Biz: Legyen p mdsodfoki polinom w felett. Ekkor p mar [22k] felett is polinom elég nagy k-ra,
fgy mivel ez utébbi GF([22"]) gyoke mér GF([22""'])-ben megjelenik, ami persze maga [22° .

24. w3 =2

Biz: 18 alapjan w minimélpolinomja a legkisebb gyokmentes polinom w felett. 23 alapjan ez
minimum harmadfokt, és persze nem t3 vagy t3 — 1, mert azok gydke 0, illetve 1. Elég beldtni,
hogy ¢ — 2-nek nincs gyoke w-ban. Ha volna n < w gyok, akkor n multiplikativ rendje 9 lenne,
mert n® =23 =1, de n® =2 # 1. De n egy [22k] elemii test eleme, {gy rendje osztja, [22k — 1]-et,
ami ellentmondas.

VI. Tovabbiak

15-18 alapjan sokaig kovethetd a test szerkezete. Szogletes zardjelben a szokasos rendszam-
miveletek érvényesek, immar a rendszamhatvanyozast is hasznaljuk.

Els6 rendszamok, amik testet adnak:

2,4,16,...,[2%], ...
w, W3], (W, ..., W3], ...
[w?], 3], w25, ... W), .
W], w7, w0, T,

Azaz el6szor az Osszes kvadratikus bévités, majd az Gsszes harmadrendii, stb. Végiil [w*”] a
primtest algebrai lezartja.

Ezutan 17 és 20 alapjan [(w“w)w} = {w“wﬂ} a kovetkezo gyirl, de ez még nem test. Ez az

elso eset, hogy 15 “alkalmazdédik”, azaz

[“’wm} - [wiW]‘

A kovetkezo test hirtelen nagy ugrassal mar [w“w szamolj utana). Ez nem tokéletes test,
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