Rendkiviil népszerii és egyben tanulsidgos a kovetkez6 valdszintiségi, optimalizacids
probléma, mely Magyarorszagon Szindbad probléméja néven valt ismertté. A kovetkez6
torténetet szoktak hozzafiizni:

Szindbad megmentette a kalifa életét, és ezért jutalmul feleségiil ve-
heti a kalifa egyik haremholgyét. A haremholgyek sorban elvonulnak
Szindbad mellett, egyszerre csak egy haremholgy jelenik meg. Szindbad
minden haremholgy szépségét 0ssze tudja hasonlitani az elozoleg meg-
jelentekével, és egyértelmiien meg tudja allapitani, hogy az eddig latott
haremholgyek koziil ki a legszebb. Egy éppen megjelent haremholgyrol
megjelenése utan azonnal el kell dontenie, hogy 6t akarja-e feleségiil
venni, és ezt a dontést késobb nem valtoztathatja meg. Szindbad tudja,
hogy a kalifanak hany haremholgye van, viszont semmit nem tud arrél,
hogy a még nem latott haremholgyek milyen szépek. A haremholgyek
véletlen sorrendben jelennek meg, és minden sorrend egyforma valdszi-
nii. Szindbad szeretné a legszebb haremholgyet valasztani. Milyen
stratégiaval tudja ezt a leheto legnagyobb valdszinliséggel elérni, és
mekkora ez a valésziniiség?

Gondoljuk meg, mekkora a siker valdsziniisége nagy szamu feleségjelolt esetén.
Ez a valészintiség nulldhoz tart-e, ha a jeloltek szama végtelenhez tart, vagy példaul
tetszolegesen nagy szam esetén elérheté-e az, hogy a siker valdszintisége nagyobb, mint
mondjuk 1—10? A fenti problémat egy feladatsor segitségével fogjuk megoldani. Az itt
el6fordulé gondolatmenet segit az idei Schweitzer verseny valdszintliség feladatdnak a
megoldasaban is. Ezt a problémat is targyalni fogjuk.

Feladatok

Rogzitsiink egy pozitiv egész N szamot, és tekintsiikk az {1,..., N} halmaz Gsszes
lehetséges m = {m(1),...,m(IN)} permutacidjat. Azt mondjuk, hogy egy permutaciot
véletleniil kivalasztunk egyenletes eloszlassal, ha kivalasztjuk véletleniil az {1,..., N}

halmaz egy permutaciojat, és minden lehetséges permutéciot NI valoszintliséggel valasz-
tunk. '

Adva az {1,..., N} halmaznak egy m = {m(1),...,m(N)} permutécidja és egy 1 <
L < N egész szém, nevezziik a m permutécié L-ed rendii bels6 sorrendjének az {1,..., L}
halmaznak azt a 7 = 7 = {7.(1),...,7(L)}} permutaciéjit, mely a w(1),...,m(L)
szédmok egymads kozotti sorrendjét adja meg. Pontosabban, ha a {n(1),...,m(L)} szdm-
halmaz elemeit nagysig szerint sorrendbe rakva a {ji,...,jr}, 1 < j1 < jo < -+ <
jr < N, halmazt kapjuk, akkor 7(s) = j, esetén 7wp(s) =r, 1 < s < L.

1. Vélasszuk az {1,..., N} halmaz egy véletlen m permutéciéjit egyenletes eloszldssal.
Legyen &1, az {m(1),...,m(L)} szdmok koziil az utolsénak a bels6 sorrend szerinti
indexe, azaz 5, = 7 (L), 1 < L < N. Ekkor a £}, valésziniiségi valtozdk fiiggetlenek,
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la.) Annak feltételes valészintisége, hogy m(L) a legkisebb az dsszes 7(j), 1 < j < N,
kozott, azaz (L) = 1 azon feltétel mellett, hogy w(L) a legkisebb az 6sszes 7 (j),

. - N oj—1 L
1 <j<L,szam kozott [ =—— = —. Més szdval
j=L+1 J N
_ o : _ . L
P(n(L) =172 (1) = j1,7L(2) = j2,..., 7L(L) = jr) =
az 1,2,...,L szamoknak minden olyan ji,js,...,Jr permutacidjara, melyre
jr = 1.
Legyen adva valdszintiségi valtozoknak egy véges &1, ..., &N sorozata, mely valdszi-
niiségi valtozok mindegyike véges sok értéket vesz fel, és legyen adva minden k-ra egy
9k (&1, ..., &) (véletlen) nyereményfiiggvény. Ez a nyereményiink, ha a k-ik 1épésben

allunk meg. Szeretnénk olyan megallasi stratégiat talalni, mely optimalizalja varhaté
nyereségiinket. A kovetkez6 feladatban megfogalmazunk egy egyszeri és természetes
elvet az optimalis stratégia megtalalasara, és megmutatjuk, hogy Szindbad problémaja
is targyalhaté és megoldhaté ennek az elvnek a segitségével.

El6szor megfogalmazzuk pontosan a megalldsi stratégia fogalmat. Azt mondjuk,

hogy a7 0,1, ..., N értékeket felvevs valdszintiiségi valtozé (N 1épésben befejezendd)
megallasi szabdly, ha P(t < N) = 1, és tetszéleges 1 < k < N-re azt, hogy 7 = k
teljesiil-e a &1,..., &, valdszinliségi valtozdk értékei alapjan el tudjuk doénteni. (Azaz

azt, hogy a k-ik lépésben megallunk-e vagy nem a k-ik idépontig szerzett informacié
alapjan el tudjuk doénteni.)

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket. Legyen O az olyan megallasi szabalyok hal-
maza, melyekre P(7 > k) = 1, minden 7 € O-ra. Legyen

Uk(glv"‘agk) = Ssup E(gT(glw"7§T)|§17"'7§k)7

TEOL

a feltételes optimalis varhato nyeremény, ha csak olyan megéllasi stratégidkat tekintiink,
melyekben el6szor a k-ik 1épésben dllhatunk meg, feltéve az els6 k lépésben bekovetke-
zett &1, ..., & értékeket.

(Megjegyzem, hogy az itt szereplé fogalmakat és késébbi eredményeket minden
nehézség nélkiil lehet altalanositani tetszoleges nem feltétlentil diszkrét valdszinliségi
valtozok esetére. De erre az altalanositasra az itt vizsgalt probléma megoldasahoz nincs
sziikségiink, és az altalanositashoz sziikség van néhany csak a felsé években tanitott
mértékelméleti eredményre is.)

2. A kovetkez6 rekurzids formula érvényes:

N (€1, 6N) = gn (€, -5 EN)

vk(£17 e 7€l€) = ma’x{gk(gla e 7§k)7E(Uk+1(€17 cee 7§k+1)|£17 s 7£k)}7
1<kE<N-1
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A kovetkezo médon kaphatunk optimalis megéllasi stratégiat. Ha a k-ik 1épés el6tt
nem allunk meg, akkor a k-ik 1épésben megéllunk, ha

gk(fla o 7§/€) > E(’Uk+1(€1, oo 7§k+1)|§17 cee 75]4:)7

ellenkez6 esetben pedig nem &allunk meg a k-ik 1épésben, 1 < k < N — 1.

Ha a &1,..., &N valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, és gr(&1 ..., &) = gk (&k), akkor
a fenti rekurzié egyszeriibb. Nevezetesen, ebben az esetben vg (&1, ..., &) = vi(&k),
és legyen Vi, = Fuy (&) jeloléssel

on(En) = gn(En),  vr(€e) = max{gr(&r), Vit }

2a.) A Szindbad problémé&jaként megfogalmazott feladat ilyen tipusu feladatra ve-
zethet6 vissza a kovetkezd valasztassal: £1,..., &N fliggetlen valdszintiségi val-

. . 1 , L ,
tOZOk? P(SL = .]) = E? 1< J < La gL(gL) = N7 ha SL = ]-7 €s gL(&L) = 07 ha

3. Oldjuk meg a 2a.) pontban megfogalmazott feladatot. Mutassuk meg, hogy ebben
az esetben

1 L—-1 1 L
VN:N7 Vi = 7 VL+1+zmaX{N7VL+1}a hal<L<N-1,
ahol Vi, = Evr,(&r).

1N L1
N, = k-1

=B

Legyen P(L) , és L* a legkisebb olyan L szdm, melyre P(L+1) >

N1
azaz 1 > 1. Ekkor Vi, = P(L), ha L > L*, és Vi, = P(L*), ha L < L*. Az
k=L

optimélis 7 stratégia a kovetkezé: 7 = min{k: k > L* &, = 1}, és 7 = N, ha ilyen

L*—1 X 1
k szam nincsen. A nyeremény értéke P(L*) = > .
N k=L* k—1

Lassuk be, hogy az elébb definidlt P(L) szdm annak a valészintisége, hogy az L
idépont utdan megjelenik egy (elsd) lokélis minimum, azaz olyan k, k > L, melyre
& = 1 és ez egyben a minimum is. Mi a fenti formulak szemléletes tartalma?

N
4. Nagy N-re L* ~ — és az optimalis stratégia nyeresége (annak valészintisége, hogy
e

Szindbadnak sikeriil a legszebb holgyet kivalasztani) koriilbeliil e 1.

Az idei Schweitzer verseny valészinliségszamitasi feladatat kissé masképp fogalmaz-
zuk meg, és valdjaban egy élesebb eredményt bizonyitunk be.

Az n dimenzids egységkocka minden csiucspontjahoz hozza van rendelve egy standard
normalis valészintliségi valtozo, és ezek a valdszintliségi valtozok fliggetlenek. A kovetkezd
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véletlen algoritmus segitségével keressiik e valdszintiségi valtozok maximumaénak egy jo

kozelitését:

a.) Az elsé 1épésben kivalasztunk véletleniil egy pontot az n dimenzids kocka csticsai
koziil, minden pontot egyforma valdsziniiséggel valasztva.

b.) A k-ik lépésben tekintjiik az k — 1-ik lépésben kivalasztott csicspont szomszédait.
Ha ezek mindegyikéhez kisebb szam van hozzarendelve, mint ehhez a ponthoz, akkor
az algoritmust befejezziik. Ha vannak olyan szomszédos pontok, melyekhez na-
gyobb érték van hozzarendelve, akkor ezek koziil egyforma valdsziniiséggel az eddig
torténtektdl fiiggetleniil kivalasztjuk az egyiket.

A(n) —logn
Viogn

Jeldlje A(n) az algoritmus 1épésszamat. Bizonyitsuk be, hogy eloszlasban

konvergal a standard normalis eloszldshoz, ha n — oc.

1’.) Bizonyitsuk be, hogy a Schweitzer feladat allitasa kovetkezik a kovetkezd feladat

eredményébol:

Legyen x1,...,x9n 2™ killonb6z6 valds szam. Sorsoljuk ki ezeket a szamokat egy n

dimenzids kocka csicspontjai kozott gy, hogy minden lehetséges elhelyezés valé-
szintisége ﬁ Alkalmazzuk a kovetkez6 algoritmust. Els6 1épésben kivalasztunk
és megnéziink véletlentil egy csticspontot, és ez az algoritmus altal (a maximum-
helyre) adott becslés az elsé 1épésben. A k-ik 1épésben véletlen médon megnézziik
a k — 1-ik 1épésben adott becsld csicspont egyik még nem latott szomszédjat. Min-
den lehetséges pontot egyforma valdszintiséggel valasztunk, feltéve hogy ilyen pont
létezik. Ha az ehhez a ponthoz rendelt szam kisebb mint a k — 1-ik 1épésben adott
becslés, akkor az algoritmus k-ik és k — 1-ik 1épésében adott becslések megegyeznek.
Ha az 4j ponthoz rendelt szam nagyobb, mint a k& — 1-ik 1épésben adott becslés,
akkor ez az 1j pont lesz a becslés az algoritmus k-ik 1épésében. Ha a k — 1-ik
lépésben kijelolt becslo pontnak mar minden pontjat lattuk, akkor az algoritmust
befejezziik. Jelélje A(n) az algoritmus kiilonbozé lépéseiben adott becsld pontok
A(n) —logn

Viogn

normalis eloszldshoz, ha n — oc.

szamat. Ekkor a valészintliségi valtozé eloszlasa konvergdl a standard

Az 1')) feladat allitasat fogjuk bebizonyitani. Ehhez ldssuk be elészor, hogy

2'.) Az algoritmus befejezése el6tt nem fordulhat el6, hogy n egymés utani lépésben nem
valtoztattuk meg a becslé pontot. Masrészt, addig az idopontig, amig a d — 1-ik és
d-ik becslépont kivalasztasa kozott kevesebb, mint n — 2d 1épés torténik minden d
szamra, az algoritmus nem fejezédik be.

Legyen (k) a k-ik id6pontban megfigyelt pontbeli érték relativ sorrendje az ad-
dig megfigyeltek kozott. Be fogjuk latni, hogy a teljesen véletlen sorrend miatt ez a
lehetséges 1, ..., k értékek mindegyikét % valoszinliséggel veszi fel, a multtol fiiggetlentil.
Ennek az allitdsnak és a 2.) feladatnak a segitségével nem nehéz a kivant allitdst a
centralis hatéareloszlastételbdl levezetni.



Soroljuk fel az n dimenzids kocka N = 2" csicspontjait valamilyen rogzitett sor-
rendben, és jeloljik meg azt, hogy az j szamnak, 1 < 57 < N pontnak megfelel6
csucspont szomszédainak mely szamok felelnek meg. Definidljuk a kovetkezo véletlen
m=mo={m(1),7(2),...,7(N)} permutéciét az {1,2,..., N} halmazon: Ha a j pont-
nak megfelel§ csticshoz az x; pont van hozzarendelve, akkor legyen w(j) az z; szdm
nagysag szerinti sorrendje az x1,...,zy szamok kozott. Ez az {1,2,..., N} halmaz-
nak egyenletes eloszldsi permutacidja. Az algoritmus k-ik 1épésében definidljuk az
{1,..., N} szdmok egy véletlen atrendezését és egy mj permuticiét a kovetkezé médon.
Tekintjitk az {1,..., N} szdmok atrendezését a k — 1-ik 1épésben (a 0-ik dtrendezés a
szamok eredeti sorrendje), és a k-ik lépésben megnézett csticspontot a k— 1-ik dtrendezés
k-ik helyére tessziik. Ez a k-ik dtrendezés. Legyen 7y (j) a k-ik dtrendezéseben a j pont-
hoz rendelt csicsban iil6 szam nagysag szerinti sorrendje.

3’.) Legyen 7w az {1,..., N} halmaz véletlen permutaciéja, és L, 1 < L < N, tetsz6leges
rogzitett egész szam. Lassuk be, hogy a m permutéacié akkor és csak akkor egyenletes
eloszlasd, ha az {1,..., L} szamok {m(1),...,n(L)} altal megadott {mw(1),...,7(L)}
belsé permutédcidja egyenletes eloszlasi, (e fogalom definiciéjat lasd a Szindbad
probléma elején), ez fliggetlen a (w(L+1),...,7(N)) véletlen vektortdl, és ez utébbi
vektor minden lehetséges értéket 1 % valoszintliséggel vesz fel.

a.) Legyen adva egy & valdszintiségi véltozé ugy, hogy a {m(1),...,7(L)} belsd
permutécié és a £ valészintiségi valtozé altal képzett vektor fiiggetlen a {m(L +
1),...,m(N)} vektortdl. Legyen P = P(&,{7(1),...,m(L)}) az {L+1,...,N}
halmaznak a & valdszintiségi valtozotol és a m belsé permutaciétdl fiiggd atren-
dezése. Definidljuk a 7 = {7(1),...,7(N)} permutaciét a kovetkez6 médon:
7(j) =m(j), hal <j<L,és 7w(j) =n(P(j)), ha L+1<j < N. Bizonyitsuk
be, hogy a 7 permutacio egyenletes eloszlasu.

b.) A feladat el6tt definidlt 75 véletlen permutécié egyenletes eloszlasu.

4'.) Léssuk be, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan C' = C(g) szdm, hogy ameny-

nyiben a Cn-ik 1épésben az 1’.) feladatban leirt algoritmus nem fejez6dik be, akkor
feltéve az els6 C'n 1épésben megfigyelt belsé sorrendet, annak feltételes valdszintisége
(barmely lehetséges sorrend esetén), hogy az algoritmus Cn+n 1épésben befejezédik
nagyobb mint 1 — €.
Definialjuk a &, k =1, ..., N, valészintiségi valtozdkat a kovetkezd mddon. Legyen
&r = 1, ha az 1'.) feladat megoldasa érdekében definialt dtrendezések kozotti utolsé
atrendezés szerint a k-ik ponthoz rendelt csicsban 1il6 szam nagyobb, mint a megel6-
z6 pontokhoz rendelt csicsokban iil6 szam. Ellenkezo esetben legyen &, = 0. Ekkor
&1,..., &N fliggetlen valdszintiségi valtozdk, és P(§, = 1) = 1 — P(& = 0) = 1.
Minden € > 0-hoz létezik olyan C' = C(e) szadm, hogy elég nagy n-re

n/3 Cn
P Z§k<x 2P(X(n)<x)2P<Z§k<x> —€

minden z szdmra. Bizonyitsuk be az 1’.) feladat allitasat.



