Kombinatorikus szamelmélet

1.) Konstrudljunk (a mohé algoritmus segitségével) olyan Sidon halmazt, (azaz a ter-
mészetes szamoknak olyan A részhalmazat, melyre az x+y = u+wv egyenletnek, ahol
u,v,z,y € A killonboz6 szdmok, nincs megolddsa) melynek metszete az {1,...,n}
halmazzal legalabb const.n'/3 szamot tartalmaz.

A kovetkezo feladatokban fontos szerepet jatszik a kovetkezo

Szemerédi tétel: Tetszoleges k > 0 pozitiv egész és € > 0 wvalos szamra létezik olyan
No = Nol(e, k) kiszobindex, melyre igaz, hogy minden olyan A C {1,...,N} halmaz,
N > Ny, melyre |A| > Ne tartalmaz k hosszisdgi szamtani sorozatot.

2.) Legyen A egész szamokbdl allé méatrix, b egész elemekbdl allé vektor, melyekre az
xA = b egyenletnek van olyan x = (x1,...,z;) megolddsa, melynek minden x;
koordinatdja kiillonbozo.

a.) Bizonyitsuk be a Szemerédi tétel segitségével azt, hogy ha A a természetes
szamok pozitiv slirtiségli részhalmaza, a fenti egyenletben b =0¢és 1A =0, 1 =
(1,...,1), akkor létezik (végtelen sok) olyan {mq,...,my} C A, részhalmaz,
melyre m = (myq,...,my) teljesiti az mA = 0 egyenletet.

b.) Haa b # 0 vagy 1A # 0 feltétel teljesiil, akkor 1étezik a természetes szamoknak
olyan pozitiv stirtiségii A részhalmaza, melybdl nem valaszthaté ki az mA = b,
m = (mq,...,mg), {mq,...,mg} C A egyenletet kielégit§ k elemili szdmhal-
maz.

A kovetkez6 feladatban viszonylag strti harom elemii szamtani sorozatot nem tar-
talmaz6 halmazt konstrudlunk. (Behrend konstrukcidja.)

3.) Rogzitsiink egy d és s egész szamot. Definidljuk a

B(s,d) = ll—ZaJQd-i— 1)/, 0<a;<d, 0<j<k

halmazt, és vezessiikk be rajta az ||| = ( normat. Lassuk be, hogy
]

tetszbleges n szamra az A, = {l: | € B(s,d HlH = n} halmaz nem tartalmaz
harom elemi szamtani sorozatot.

a.) Az s, d és n szamok alkalmas megvalasztasaval meg lehet adni az {1,...,N}
halmaz olyan hdrom elemii szdmtani sorozatot nem tartalmazé (A, tipusi)

részhalmazat, melynek szdmossiga nagyobb mint Ne~corst-vies N (Erdemes
1
s = const. /log N, log(2d + 1) = — log N véalasztést tenni. Miért?)
S
Be kivanjuk latni a Szemerédi tétel ekvivalencidjat egy Fiirstenberg altal megfo-

galmazott és kozvetleniil (a Szemerédi tétel felhasznaldsa nélkiil) bebizonyitott ergod
elméleti tétellel.



Fiirstenberg tétel: Legyen (X, B, ) valdszintiségi mezd, T invertdlhaté mértéktarto
leképezés ezen a téren. Ekkor tetszdleges pozitiv mértékii, u(A) > 0, A € B halmazra,
és k egész szamra létezik olyan n egész szam, melyre

k
p| (YT 7"A| >0 (%)
§=0

4.) Léssuk be, hogy a Szemerédi tétel ekvivalens a kovetkezd dllitdassal: Ha A a termé-

szetes szamok pozitiv fels6 slirtiségli halmaza, azaz limsup —|AN{1,...,n}| > 0,
n—oo N

k > 1 tetszOleges természetes szam, akkor A tartalmaz k hosszisagi szamtani

sorozatot.

5.) Legyen Bj, j = 1,2,..., olyan halmazok egy (X, B, u) téren, melyekre p(B;) > ¢
minden j = 1,2,...-ra valamilyen rogzitett ¢ > 0-ra. Lassuk be a Szemerédi tétel
segitségével, hogy ha N > Ny valamilyen Ny = Ny(e, k) kiiszobindex-szel, akkor
létezik olyan a és b pozitiv egész szam, melyre

, €
/L({LIZ':.CEEBCH_()]' ha]:1,2,,k})>m
E tény segitségével mutassuk meg, hogy a Szemerédi tételbdl kovetkezik a Flirsten-
berg tétel.

Segitség: x € X pontok viszonylag nagy mérerlt halmazdra igaz, hogy az x € B;
esemény sok j-re teljesiil. Az ilyen z-ekre a A(x) = {j: x € B;} halmaz tartalmaz
k hosszisagu szamtani sorozatot a Szemerédi tétel szerint.

Legyen X = [] Z,, Z, ={0,1}, azaz X a két irdnyban végtelen 0, 1 sorozatok

n=—oo
halmaza, B (a {0,1} halmazon értelmezett diszkrét topolégia altal generélt) szorzat o-
algebra az X téren. Definidljuk a T shift operatort X-en, azaz x = (...,€;,€j41,...)Ta
legyen Tz = (...,€j41,€j42,...), (6, =0vagye; =1, j =0,£1,£2,...). Ahhoz, hogy
a Flirstenberg tételbdl levezessiik a Szemerédi tételt (annak a 4. feladatban megfogal-
mazott valtozatat) szlikséglink van az (X, B) téren olyan T invaridns p valdszinliségi
mértékre, mely lényegében egy elore megadott pozitiv felsé stirtiségii halmaz eltolt-
jaira van koncentrilva. (E konstrukciéban jol haszndlhaté egy standard eredmény az
analizisbdl (valdsziniiségszamitasbdl), mely szerint kompakt téren definialt valdsziniiségi
mértékeknek van gyengén konvergens részsorozata. A kovetkezo feladat célja ennek az
allitasnak a bizonyitasa a 7. feladatban sziikséges specialis esetben.

6.) Legyen pu,, n =1,2,... valészinliségi mértékek egy sorozata a fent definidlt (X, )
o0

téren. (X = [ Z., Z, = {0,1}). A p, sorozatnak létezik olyan u,, rész-
n=-—00
sorozata, és olyan p* valdszinliségi mérték, melyre igaz, hogy tetszéleges A C X

hengerhalmazra, klim png(A) = p*(A). (Az A C X halmaz hengerhalmaz, ha



létezik olyan m csak az A halmaztdl fliggd szam, melyre ha x € X és y € X olyan
sorozatok, melyeknek az m-nél nagyobb abszolut értékii koordinatai megegyeznek,
akkor x és y egyszerre van vagy nincs benne az A halmazban.)

Megjeqyzés: Az atlés eljaras segitségével taldlhatunk olyan p* additiv halmazfiigg-
vényt, melyre klg{)lo tn, (A) = p*(A). De a feladat allitdsdanak bizonyitasahoz be kell
latni azt is, hogy p* o-additiv. Ehhez kompaktsagi meggondolésok kellenek.

7.) Legyen x = (x,,, n = 0,£1,£2,...) egész szamoknak pozitiv fels6 silirliségli soro-
zata, w € X az x sorozat indikatorfiiggvénye, azaz legyen w = (... € ,€541,...),
gj=1,hajex, ése; =0, haj¢x. Legyen a,, b, egész szdmok olyan sorozata,

L. #{j:an<j§bn7jex}
melyre b, —a,, — 00, és lim

k—oo bn — Qp,
1 bn,

> Op-i, mértékeket, ahol T a shift operator, és d,, u € X
bn — Qnp j=an+1
az u pontba koncentralt mérték. Legyen p* a p, sorozat egy p,, részsorozatdnak
a limesze az 6.) feladatban definidlt értelemben. Léssuk be, hogy p* mérték T
invarians, és a pu* mérték szerint a 0-ik koordinata pozitiv valdszintiséggel 1, azaz
w(A) >0az A={we X: w=(...,6_1,€0,61...),60 = 1} halmazra. Lassuk be
e tények segitségével, hogy a Fiirstenberg tételbdl kovetkezik a Szemerédi tétel.

> 0 ha n — oco. Definidljuk

a by, =

A Fiirstenberg tételben a (x) reldcié helyett a kovetkezd élesebb allitast bizonyitjdk:
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Tovabba elég feltenni azt, hogy T mértéktartd transzformécié, de nem kell feltétleniil

invertdlhaténak lenni. Nem ismeretes, hogy (%) reldciéban a liminf helyettesithet&-e

lim-mel. A bizonyitas transzfinit indukciéval torténik egyre bonyolultabb szerkezetii
rendszerekre.



