Mérhet6 szamossagok
Soukup Lajos

Lebesgue mérték problémdja:
Van-e olyan p: P([0,1]) — [0,00) leképezés, mely
i.) Nem azonosan nulla.
ii.) Eltolds invarians,
iii.) o-additiv, azaz ha {X;: i < w} paronként diszjunkt halmazok, akkor p( |J X;) =
<w
; (X))

(A tovébbiakban P(S) jeloli egy S halmaz &sszes részhalmazét.)
Tétel: (Vitali) Nincs ilyen leképezés.

Definicié Ha S nem dires halmaz, akkor egy p: P(S) — [0,00) leképezést mértéknek
nevezzik, ha

i) u(S) =1,
ii.) u({x}) =0 minden x € S-re,
iii.) p o-additiv, azaz ha {X;: i < w} C P(S) pdronként diszjunkt halmazok, akkor
(U Xo) = >0 u(Xi).
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Tovabbi targyalando kérdések:

1.) Banach mérték problémdja Létezhet-e mérték valamely S halmazon?
2.) Létezhet-e mérték [0, 1]-en?
3.) Létezhet-e olyan mérték [0, 1]-en, amelyik a Lebesgue mérték kiterjesztése?

Ezeket a kérdéseket vizsgalva jutunk el a valdosan mérheté és a mérhetd szamossagok fo-
galmahoz.

Definicié: Egy pu: P(S) — [0,1] mértéket A-additivnak hivunk, ha akdrhogyan is adjuk
meg S-nek A-ndl kevesebb pdronként diszjunkt {X,: a < v} C P(S) részhalmazat, akkor
w( U Xo) = > u(Xa). (Az elozé dsszeg tgy értendd, hogy megkdveteljiik: Legfeljebb

a<y a<y
megszamlalhat6 sok (X, ) # 0 tag szerepel benne.)

Definicié: Egy k szdmossdgot valésan mérhetének neveziink, ha van k-additiv pu: P(k) —
[0, 1] mérték. Egy k szamossdgot mérhetének nevezink, ha van k-additiv u: P(k) — {0, 1}
mérték (azaz olyan mérték, mely csak 0 és 1 értéket vesz fel).

Megmutatjuk, hogy egy mérheté szamossag sziikségszeriien “nagyon nagy” (pl. erdsen
elérhetetlen). Beldtunk egy dichotomia tételt is:

Ha létezik o mérték valamilyen S halmazon, akkor vagy van mérhetd szamossdg (€és ekkor
példdul a valos szdmok minden nem megszamldlhato ko-analitikus része tartalmaz perfekt
részhalmazt), vagy a Lebesgue mérték kiterjeszthetd o-teljes mddon [0, 1] minden részhal-
mazara.

(Egy ko-analitikus halmaz egy analitikus halmaz komplementere, és egy halmaz akkor
analitikus, ha el6all, mint egy Borel mérhet6 halmaz folytonos képe.)



