A SELBERG-FELE NYOMFORMULA

HALASZ GABOR

a Poisson 0sszegzési képlet analogonja.

A POISSON FORMULA

Legyen k(x) (—oo < x < o0) komplex értéki fiiggvény, K(z) = > k(x +n).

(Konvergencidval, stb. nem foglalkozunk). Nyilvin K(z + 1) = K(x).
Fourier sorba fejtve,

K(x) = Z a;e*mir

j=—00
ahol
a; = / K(x)e ™% dg = / Z k(x4 n)e 2% dx
0 0 n=—o0
= Z / E(z +n)e ™% dy = Z / k(z)e 2™ dx
n=—oo"0 n=—oco Y n

= / k(z)e 2™ dx = k(2m7);

itt

K(t) = / T k(2)e 1 dy

— 0
a Fourier transzformalt.
Példaul K(0)-at definiciéjaval és Fourier soraval is kifejezve,

oo

Z k(n) = Z k(277).

n=-—oo j=—00

Ennek az az értelme (és a 8 haszna), hogy a baloldal az [~ k(z)dz = (0)
integral kozelité Osszege, ami a jobboldal j = 0-hoz tartozé tagja, mig a j # 0
tagok adjék a hibat. (2-dimenzidéban, — ott az egészeket mindkét oldalon egész
koordinataju vektorok helyettesitik, — ha a megfelel6 k(z) egy nagy korlap in-
dikatorfiiggvénye, akkor a baloldal a korbe es6 racspontok szama, mig a jobboldalon
a 0 vektornak megfelel6 tag a korlap teriilete. A hibatag pontos nagysagrendje —
ez a nevezetes korprobléma — ismeretlen; a legjobb ismert eredmény valoban ezen
Poisson formula tobbi tagjdnak becslésébdl adodik. Egy rokon korproblémat 1.
késGbb!)
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Ugyanez mégegyszer fellengzos stilusban.

A szdmegyenesen |x — y| metrika, a Lebesgue mérték mérték. Jelolje T,z = z+u
az u-val valé eltoldst. Ezek metrika— és mértéktartéak, (de az Gsszes metrika— és
mértéktart6 transzformécioknak csak egy részcsoportjat alkotjak).

Jeloljiik ugyanigy az f(x) (—oo < z < oo) fiiggvényeken haté T\, f = f(x + u)
eltolds operatort is. Altaldnos operdtort roviden, illetve részletesen igy jeldliink:

Lf = L(fv).2).

ami azt jelenti, hogy az L operator f-re mint az y valtozé fliggvényére hat, és azt
az x valtozo fliggvényévé transzformalja.
Az L operatort invaridnsnak mondjuk, ha

5(f(y —}—U),$) = 5(]0(:’-/)733 + U),

azaz, ha LT, = T, L minden u-ra.
Mikor lesz az Lf = ffooo k(z,y)f(y) dy integral operdtor invaridns?

L%fz/:k@wﬁw+UM%

nmf:/:k@+uwv@My:/ k(x4 g+ 0)f(y + u) dy,

— 00

azaz akkor, ha k(x,y) = k(x + u,y + u), masszoval k(x,y) csak (z — y)-tdl fligg,
k(z,y) =k(z —y), Lf = [ k(z —y)f(y) dy konvolicio.

m v
Mikor lesz az Lf = > a,(x) wa differencidl operator invarians?
v=0

IT,f = Y () ) (2 + ),
v=0

T.Lf = ay(@+u) fY (z+u),
v=0

m

azaz akkor, ha a, (z+u) = a,(z), a,(z) = a, konstans, L = Zo a, D", ahol D = L
v=

ami tehat generalja az invarians differencidloperatorok gytirijét.

Allitas. Barmely két invaridns operdator felcserélheto, L1 Lo = Lol .

Bizonyitds. Invarians operatorok szorzata is invarians:
L LoTy = 11Ty Lo =T, L1 Ls.

Ha mindkett6 integral operator,

Lufzf_maawﬂw@,
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akkor LqLs is

oo

b) = [ bl ke, y) du

— 00

magfiiggvénnyel.
Invaridans integral operdtor magfiiggvényére k(x,y) = k(—y, —x), mert z — y =

—y — (—z), a valés szamok, igy az eltolasok csoportja is kommutativ. Ezt mind
k(x,y)-ra, mind kq o(z,y)-ra felirva,

k(z,y) = /OO k1 (—y, u)ka(u, —x) du

— 00

= [ kv wkatu - de= [ kgt

— 00 — 00

ahol a kozbiils6 1épésben felhasznaltuk, hogy az © — —x tiikrozés, bar nem tartozik
az eltolas csoportunkhoz, szintén mértéktarts. A jobboldal Lo L magfiiggvénye, és
ezzel bebizonyitottuk az allitast integral operatorokra.

Legyen k(u) > 0 (Ju| < 1), k(u) =0 (Ju| > 1), [7°_k(u)du =1, és

iy (2, 0) = % (xgy) |

Lsf = /_ " k(e y) ) dy

Ekkor

invaridns integrél operator, amelyre Lsf — f (6 — 0).
Ha L tetszoleges invarians operator, akkor

Lisf = [ Dlhste0)a) 1) dy

integral operator és mint két invarians operator szorzata, invarians is. Tudjuk tehat,
hogy

(L1Ls)(L2Ls) = (L2 Ls)(L1Ls),
és & — 0 adja az allitast.’

Ez azért fontos szamunkra, mert felcserélheté operatoroknak “kozos spektralfel-
bontasa” van.

Ha példaul f(x) D-nek sajatfiiggvénye tetsz6leges komplex A sajatértékkel, D f
= \f, ahol f(z) = e, (az Osszes ilyen Ae?® alakii), akkor

DLf =LDf = L\f = ALf,

tehat Lf is sajatfiiggvénye D-nek ugyanazon A sajatértékkel. Mivel ezek a sajat-
fiiggvények itt 1-dimenziés teret alkotnak, Lf = Ae*® = Af(z), ahol A csak A-tdl
és L-t0l fiigg.

LA bizonyitds egyszeriisitését Lempert Laszlénak készénom.



Szamitsuk ki a A-t, ha Lf = [*°_k(z —y) f(y) dy! Mivel f(0) =1,

A=L(f(y),0) = /Oo k(—y)et dy = /OO k(y)e ™ dy,

Y —00 —00

a Laplace (Fourier) integral.

X kX

Az eltoldsok diszkrét részcsoportja egyetlen elemmel generalt végtelen ciklikus,
tipikus példa {7}, }°° _ . f(x) (1 szerinti) periodicitasa azt jelenti, hogy T, f = f.
Ha L invarians operator, akkor T,,Lf = LT, f = Lf, azaz Lf is periodikus: a
periodikus fiiggvények az invarians operatorokra nézve invarians alteret alkotnak.
Mostantdl a periodikus f € £5(0, 1) fliggvények terére szoritkozunk, a skalar szorza-
tot, onadjungaltsagot, stb. is ebben értjiik.

Ha L integral operator, akkor

= [ we-pa= 3 [ ke pr)dy

n=—ococ v "

0 1 1
= Y [ ke ndy = [ Knswi

n=—oo

oo
ahol K(z,y) = >, k(z — (y+ n)) mindkét valtozdéjaban periodikus mag.
n=-—00
A periodikus fiiggvények terében iD 6nadjungalt, mert

(Df,g9) = /0 f/(x)Mda: =

(parcidlisan integralva)

_ _/0 f(2)g'(x) dz = —(f, Dg).

D sajatértékei ezért imaginariusak, ((Df, f) = A(f, f), (Df, f) = =(f,Df) =
“Xf, f), A = —X), és kiilonbozé sajatértékekhez tartozé sajatfiiggvények orto-
gondlisak, (Df = Af, Dg = pug, A # p = A(f,9) = (Df,g9) = —(f,Dg) =
—n(f,9) = p(f, 9), (f.9) =0).

Persze tudjuk, hogy a normalt sajatfiiggvények oOsszessége a trigonometrikus
rendszer: f;(z) = e*® = ¥™% (j = 0,41,...). Ezek teljesek is, — ez is kovetkezne
altalanos tételekbél, — és igy K (z,y) kifejthet6 a 2-valtozds fiiggvények terében
teljes {fi(2)fj(y)}75—-_ rendszer szerint:

oo

K(x,y) = Z cij fi(@) [ (y).

%,)=—00
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Ha az Lf = ffooo k(x — y) f(y) dy integral operatornak a Aj-hez tartozé sajatér-
téke A;, amirdl tudjuk, hogy

A = / k(y)e Y dy = / k(y)e ™99 dy — x(2m)),

akkor az ortogonalitds alapjan

Ajfi(x) = Lf :/0 K(Ivy)fj(y)dyZ/O > cafilx) fily)fi(y) dy

i,l=—00
o0 1 00

= Y wli@) [ RO A= 3 ki)
i,l:—OO t=—00

Az ortogonalis sorfejtés egyértelmiisége alapjan pedig

07 haz%j?
Cii =
! Aj, hai=j.

Innen

K(z,y) = Z Ajfi(@) f;(y),

és operatorunk nyoma,
o0

/OlK(:I;,x) dx = .Z A;.

j=—o0

K (z,z) valéjaban konstans,

S k@ —(n) = Y k),

n—=——oo n=—oo

mig a jobboldalon A; = k(27j), és eljutottunk a Poisson formuldhoz.

* % %

Altaldnos térben, ahol adott izometrikus transzformaciok, (eltoldsok) egy cso-
portja, ezek szerint a kovetkez6 a feladat.

Program. Meghatdrozni az invarians integrél és differenciél operatorokat, (a kon-
voltcié és a derivalas altaldnositasat). Megkeresni a differencial operatorok sajatér-
tékeit és sajatfliiggvényeit, (az exponencidlis fliggvény dltaldnositdsét). Kiszéamitani
az integral operatorok ezekhez tartozé sajatértékeit, (a Fourier integral dltaldnosi-
tasa). Az operatorokat az eltoldsok egy diszkrét csoportjara nézve invaridns fiigg-
vényekre korlatozni, (a periodikus fiiggvények altaldnositasa). Megkeresni ebben a
fliggvénytérben a differenciél operatorok sajatfiiggvényeit, (a trigonometrikus rend-
szer altaldnositasat). Kiszamolni az integrdl operdtorok magfiiggvényét, (a perio-
dus intervallumon valé integrél alak megfelel6jét), és azt a sajatfiiggvények szerint
kifejteni.
Ezt a programot egy specialis esetben végrehajtjuk.



ANALIZIS A HIPERBOLIKUS STKON

A félsikmodell. Els6sorban a H = {z: Sz > 0} fels6 félsikot haszndljuk alaptér-
ként. Pontjait rendszerint z = x + iy-nal és w = u + iv-vel jeloljiik.
A metrika |dz|/y, masszéval a v gorbe (nem—euklideszi) hossza

() :/V%,

d(z,w) = min 4(y) = log ———
¥ 1 z_

két pont tavolsaga

glle |&llg

ahol a minimum a 2-t és w-t 6sszekotd gorbékre veendo. Az explicit képletbol csak
arra lesz sziikségiink, hogy az

1 r—w]?
A(=212-1) yv

fiiggvénye. A geodetikusok, (a minimumot adé gérbék) a valés tengelyt merélegesen
metsz6 kordk és egyenesek; ezeket fogjuk (nem-euklideszi) egyeneseknek nevezni.
A metrikabdl levezethetd teriiletelem, do = dx dy/y?, méasszéval az A halmaz

mértéke
/ / / dx dy
do =
A

H-nak 6nmagara valé konform leképezései,

az+b

Tz = ——
* cz+d’

ahol a, b, ¢, d valésak, ad — bc > 0, — feltehetd, hogy ad — bc = 1, — teriink merev
mozgatasai, ugyanis, ha w = Tz,

NIy By By -

mert, mint utanaszamolhato,

v
()] = 2.
Y
Emiatt a tavolsagot is megtartjak,
d(Tz, Tw) = d(z,w)

és a mértéket is,

[ Sl [ [Tt [ o




A kormodell. Néha kényelmesebb lesz az egységkorben mint alaptérben dolgozni.
Az attérés H-nak az egységkorre valé konform leképezésével, példaul

zZ—1

Ulz) = z+1

-vel valdsithaté meg, ami a H-beli metrikat és mértéket — konstans szorzotol el-
tekintve — |dz|/(1 — |z|?)-be, illetve dz dy/(1 — |z|*)*-be viszi. A nem—euklideszi
egyenesek az egységkorvonalat merdlegesen metszo korok és egyenesek.

A merev mozgatasok

o (el =118l <1)

alakiak, a metrika és mérték invarianciajat biztosité azonossag, ahol w = T'z,

1 fu?
T'(2)| = ——_.
Tl = T

Invaridns operatorok. A H-n értelmezett f(z) fliggvényeken haté operatorokat
a valés esetnek megfeleléen igy jeloljiik:

Lf = L(f(w),2).

A szamegyenes eltolasaihoz hasonléan a T mozgatas is meghataroz egy ilyen ope-

ratort: .
TF % f(T2).

Az L operatort invaridnsnak mondjuk, ha

L(f(Tw), z) = L(f(w), T2),

w w

azaz, ha LT = T'L minden T-re.
Mikor lesz az Lf = [, k(z,w)f(w)do,, integral operdtor invaridans? (do,, azt
jelzi, hogy w az integracids valtozo.)

LTf = /Hk(z,w)f(Tw) doy,
TLf = /H kE(Tz,w)f(w)do, = /H E(Tz, Tw)f(Tw) doy,

(a mértéktartas alapjan), azaz akkor, ha k(z,w) = k(Tz,Tw) minden T moz-
gatasra.

A mozgatasok csoportja kétszeresen tranzitiv abban az értelemben, hogy — a
sziikséges feltétel, — d(z1,w1) = d(z2,ws) esetén létezik T, amelyre zo = Tz,
we = Twy. k(z,w) tehat csak d(z, w)-tdl fligg,

k(z,w) =k <M> .

yv
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Mikor lesz az o /
v4p
M= 2 anl)gaas

0<v+u<m

differencial operator invarians?
Megjegyzés operdator megaddsdrol. Invarians operatort rogzitett zog € H-ban
kiértékelo ;
de
Lf = Lf(w) Y L(7(w).20)

funkcional egyértelmiien meghatarozza a teljes operatort, hiszen
L = L(f(w),2) = L(/(Tow), 20) = L*f(Tow),

ahol T, tetszoOleges olyan mozgatdas, amelyre T,zg = z.
A funkciondl nem tetszoleges. Ha ugyanis T'zg = zg, (T 2o koriili nem-euklideszi
forgatds), akkor Lf(Tw) =TLf(w) alapjan

LOf(Tw) = L(f(Tw), 20) = L(f(w), T20) = L(f(w), z0) = L’f(w) :

a funkcional “forgasszimmetrikus”.
Forditva, ha L° forgasszimmetrikus funkciondl, akkor a fenti képlet,

Lf = L°f(T.w)

invarians operatort definidl.(Bizonyitas. TetszOleges T-re legyen z; = T'z.
TLf = L'f(T.,w) “ LOg(w),
LTf = L°f(TTow) = LOg(T. ' TT.w) def
= L%(Tyw) = L'g(w)
ugyanis
Tizo =T, 'TT.20 =T, 'Tz = z.)
* ok ok
Elég tehat megnézni, hogy az

LOf — Z a 8V+Mf(z)

v v m
X
0<vtp<m Oz 0y

Z=Z0

(@, = ayu(20)) differencial funkcional mikor forgdsszimmetrikus. Most kényelme-
sebb a kormodell, zg = 0 és L° f-et z és Z szerinti derivaltakkal felirni:

3 0"t f(2)

0p _

L= o 0zv Oz"
0<v+pu=m

z=0



A forgasszimmetria azt jelenti, hogy

v+
i) = Y bz 5T
z=0

ozv Oz*
0<v+u<m

fiiggetlen |p| = 1-t6l. Ez akkor van igy, ha

Z b o't f(2)

YR Qv OZH

v—p=h z2=0

minden h # O-ra és f-re, azaz, ha b,, =0 (v # p). Tehat

2= ¥ w0 e

0<v<m/2

= Y @ A

z=0 " o<y<m/2

mert

0? 0? 0?

Yoror "oz Tap TN

a Laplace operator.
Ha példdul a funkciondl LOf = Af(z) |,_,, akkor a megfelel§ operdtor

w=0 *

Lf= gof(Tzw) = A f(T,w)]

Altalaban, ha g(w) reguldris fiiggvény, akkor a Laplace operdtor lancszabélya

Af(g(w)) = Af |y g’ (W)

(J6 gyakorlat a z és Z szerinti derivaltakkal valé szamoldsral)
A fejezet elején emlitett képlet szerint

1|2
1— 0]

T2(0)| =
ahonnan, a lancszabalyt g(w) = T,w-re alkalmazva,

Lf = Af(Tow) [y_g = (1— |21)2Af(2) < Dy,

a kormodell hiperbolikus Laplace operatora.

Az 6sszes AV f(2)|._, (0 < v < m/2) funkciondlnak megfelelé invaridns ope-
ratort linedrisan kombindlva megkapjuk az Osszes invarians differencial operétort,
amelyek tehat [m/2] + 1-dimenzids teret alkotnak. Bar az el6bbiek nem azonosak
a DY-kkel, a > ¢, DY alakuak Osszessége is, mint konnyti létni, [m/2] + 1-

0<v<m/2
dimenzids, és igy kimeritik az Osszes invaridns differencidl operatort.?

2Ezt a “bizonyitdst” Ruzsa Imrének koszénom.



Haaw=U(2): {z: Sz > 0} — {w: |w| < 1} segitségével attériink a félsikmo-
dellre, akkor D;-nek

UDU™'f = Di(f(U™(w)),U(2)) = (1 — [w]*)*Af (U} (w))
felel meg, ami |U’(2)] = (1 — |w|?)/(2y) és a lancszabaly alapjan = 4y2Af(z).
D y2af,

a félsikmodell hiperbolikus Laplace operatora tehat generalja az invarians differ-
encial operatorok gytirijét.

X kX

Bar a mozgatasok csoportja most nem kommutativ, és az identitastol eltekintve
egyik sem invaridans operator, a kovetkezo allitashoz a valds esetben is csak a kom-
mutativitas egy enyhe kovetkezménye, bizonyos szimmetria kellett.

Allitas. Barmely két invaridns operdtor felcserélhetd, Ly Lo = LoLy.

Bizonyitds. Ugyaniugy, mint a valds esetben, invarians operatorok szorzata is in-
varians, tovabba ki o(z,w) magfliggvényli integral operdtorok szorzata, LiLo is
integral operator

k(z,w):/Hkl(z,s)k:g(s,w)das

magfiiggvénnyel.

Rogzitett z,w pér esetén legyen T' a [z, w| (nem—euklideszi) szakasz felez6 pont-
jara valé kozéppontos tiikkrozés, amelyre tehat Tz = w, Tw = z. A magfiiggvény
invariancidja alapjan

k(z,w) =k(Tz,Tw) = k(w, z) :

a magfliggvény szimmetrikus. Ezt mind k(z, w)-re, mind k; 2(2, w)-re felirva,

k:(z,w):/Hkl(w,s)kg(s,z)das:/Hkil(s,w)k:g(z,s)dcrs,

ahol a jobboldal Ly, magfiiggvénye, és ezzel bebizonyitottuk az allitast integral
operatorokra.
Legyen k(u) >0 (Ju| < 1), k(u) =0 (Ju| > 1), és

ahol a ¢(9) konstans Ugy van meghatarozva, hogy

/ ks(z,w)do, =1
H

legyen. Ekkor
L(Sf:/ k‘(;(Z,lU)f(’w) doy
H
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invaridns integrédl operator, amelyre Lsf — f (6 — 0).
Ha L tetszéleges invarians operator, akkor

LL5f: Hg(kts(sz)vz)f(w) doy

mar integral operator lesz, és mint két invaridans operator szorzata, invarians is.
Tudjuk tehat, hogy
(L1Ls)(L2Ls) = (L2Ls)(L1Ls),

és 0 — 0 adja az allitast.

Kiegészités. Példaul a valds esetben a bizonyitasban definidlt 1" tiikrozés — bar
létezik — nem eleme a mozgatas csoportunknak.

(Az v — —ux tikrozés mintdjara) az altaldnos esetben ezért Selberg felteszi,
hogy talalhaté olyan izometrikus transzformacié, p — esetleg nem eleme a cso-
portunknak — és barmely z,w pontparhoz olyan T' csoportbeli mozgatéds, ame-
lyre Tz = pw, Tw = pz; az ilyen teret nevezi gyengén szimmetrikusnak. (Az
altalunk hasznalt kétszeres tranzitivitds fenndlldsa esetén persze p valaszthaté az
identitdsnak.) k(z,w) szimmetridja helyett

k(z,w) =k(Tz,Tw) = k(pw, puz)

allithatd, és a bizonyitas megfelelo 1épése — valtozatlan végeredménnyel — igy
modosul:

k(z,w):/Hl{:l(uw,s)kz(s,uz)das

:/ kl(uw,us)kg(us,uz)dasz/ k1 (s, w)ka(z,s)dos,
H H

ahol kozben felhasznaltuk, hogy p mértéktarto.
A k(z,w) magu L integral operdtor adjungaltjanak, L*-nak k(w, z) a magfiigg-
vénye, a k(z,w) = k(pw,pz) egyenlbség, mint konnyen lathato, {gy azt jelenti,

hogy pu~'L*u = L, és az integral operatorok felcserélhetéségének bizonyitasdban
tulajdonképpen ez tortént:>

LyLy = p  Lipp ™ Lyp = p Ly Lyp = = (Lo Ln) " = Lo Ly,

Invaridns operatorok sajatfiiggvényei. y° = (32)° barmely rogzitett komplex

s mellett sajatfiiggvénye D = y?A-nek, hiszen

D(y®,2) = y*Ay® = y?s(s — 1)y* 2 = \y°

A = s(s — 1) sajatértékkel.

3Ezt a magyardzatot és a bizonyitis ezen egyszeriisitett valtozatit Lempert Lészlénak koszo-
nom.
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Ha L tetsz6leges invarians operator, akkor a felcserélhet6ség miatt
DLy® = LDy® = \Ly?®,

masszoval Ly® is sajatfiiggvénye D-nek ugyanazon A\ sajatértékkel. Ebbdl azon-
ban most nem kovetkezik, hogy y® L-nek is sajatfiiggvénye, mert y* még konstans
szorzotél eltekintve sem az egyetlen A\ sajatértéki sajatfiiggvény: példaul minden
Ty® = (IT2)° ilyen. Mi menthet$ az egyértelmiiségb6l?

Legyen zg € H rogzitett, T'() a zo koriili, ¥ szoggel valé forgatas és

1 2

fole) = Mf = 5 | @@z ao

a “kozépérték operator”. Minden 7-val

() = 5 [ HE@OT@ 0= 5 [z
1 2

= o= | T dd = folz) :
™ Jo

fo(z) “forgasszimmetrikus”.
D minden T'(9)-val és igy M-mel is felcserélhetd, és ha Df = A\f, akkor

Dfy=DMf=MDf =AMf=\fo

forgasszimmetrikus fp-lal.

Allitas. Minden komplez \-hoz egyértelmiien létezik forgdsszimmetrikus g(z), a-
melyre Dg = \g és g(zp) = 1.

Bizonyitds. A 1étezést
fo(2)
Z) =
4 fo(20)

bizonyitja az f(z) = y® véalasztassal, ha A = s(s — 1), azaz s = 1/2 + /1/4 + A,
felhasznalva, hogy fo(z0) = f(z0) # 0.

Az egyértelmiiséget kényelmesebb a kormodellben bizonyitani zy = 0-val, amiko-
ris g(z) forgdsszimmetridja, g(0z) = g(2) (lo| = 1) azt jelenti, hogy g(z) = g(r),
ahol z = re™.

Polar koordinatakkal felirva

0%g 10g 1 0% 0% N 1 9g

Ag = —= i - 7 -7
g 8r2+r8r r2 092  or2  ror’

tehat a sajatérték egyenlet:

Dig=(1-)("(r) + ~g'(r)) = Ag(r).
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Ez igy is irhato:

sy AT
(g (7")7“) - (1 _T2)2'

A differencidlegyenlet homogén linedris, ezért azt kell megmutatnunk, hogy ¢(0)
=0esetén g(r) =0 (0<r<1).
Legyen

M(r) = max (9'(u)u)"

Ekkor 0 < u < r esetén
g (wul < M(r)u, |g(w)| < M(r)r,
az utolsé lépésben ¢(0) = 0-at is felhasznédlva. Az egyenlet szerint pedig

LM (r)r

M(r) < =)

ami elég kis r-re csak tgy lehet, ha M(r) = 0. Ekkor ¢'(r)r = ¢, g(r) = clogr 0
kornyezetében, de a ¢ konstans csak 0 lehet, kiilonben g(r) folytonos sem volna a
0-ban.

0-t61 kiilonbozé ro pontban a kezdeti értékek, g(rg), ¢'(ro) egyértelmiien meg-
hatarozzak a megoldéast, — ennek a tételnek a bizonyitasat ismételtiik el az elobb
az rog = 0 esetben ¢'(r) egyiitthatéjanak, 1/r-nek a 0-beli szingularitdsa miatt, —
ezért val6jdban g(r) = 0 és kész.

Hogyan fligg g(z) = g(z, 20) 20-t617 Legyen Tz = z1 és g(z,21) = g1(2).
Mivel g1 (2) 21 koriil forgasszimmetrikus, g1 (7'z) 2o koriil lesz az:

g1 (TT(r)z) = o (TT(1)T~'T2) = g1(T2),

hiszen TT(7)T~!-nek z; fixpontja. Mivel g1 (2) ) sajatértékii sajatfiiggvény, g1 (T'z)
is az. Végil pedig g1(T20) = ¢1(21) = ¢g(21,71) = 1. E hdrom tulajdonsédg
egyértelmiien jellemzi g(z)-t, tehat g1 (7Tz) = g(z), részletesen

g(TZ721) = g(TZaTZO) = g(Z,ZO),

vagyis g(z, z9) ugy viselkedik a két valtozdjaban, mint invaridans integrél operator
magfliggvénye.

Léttuk kordbban, hogy akkor tetszéleges invaridns operatorral, L-lel h(z) =
h(z,zp) = g(g(z, 20),2) — mint L és a g(z, z9) magfiiggvénnyel definidlt operator

szorzatdnak magfliggvénye — szintén tgy viselkedik. Specidlisan h(z) forgasszim-
metrikus zg korill. Azt is tudjuk, hogy h(z), miutdn g(z) is, A sajatértékii sajat-
fiiggvénye D-nek. Az egyértelmiiség miatt ekkor h = Lg = Ag. Itt g(z9) = 1
alapjan A = h(zg) = h(zo0, 20), ami igy zo-t6l sem, csakis L-t6l és A\-tdl fligg.

Legyen végiil f tetszOleges sajatfiggvény, Df = Af. fo = M f-re, ami mar
forgasszimmetrikus is zg koriil, szintén D fy = A fo, tehat fy g konstans szorosa, és
igy fo is sajatfliggvénye L-nek ugyanazzal a sajatértékkel:

Lfo = Afo.
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Itt fo=Mfés Lfy=LMf =ML, tehat
MLf=AMF,
és z = zp-ban kiértékelve,
g(f(z)azo) = Af(20).

Ez minden zg-ra fennall, A nem fiigg zo-t4l, tehat Lf = Af, és ezzel bebizonyitottuk
a fejezet f6 eredményét:

Tétel. Ha f sajdtfugguénye D-nek, Df = \f, és L invariins operdtor, akkor f
L-nek is sajdatfuggvénye, Lf = Af, ahol A csak L-t6l és A-tdl fiigg.

Nagyon hasznos, hogy A f-t6l kiilonben nem fiigg: f ismerete nélkiil kiszamit-
hatjuk L-re vonatkozd sajatértékét, ha ismerjik D-nek akar csak egy, A sajatértékii
sajatfiiggvényét.

Integral operéator sajatértéke. Esetiinkben ilyet ismeriink: y*, ahol A = s(s—1),
és szamitsuk ki, mi lesz a A, ha

Lf= / z,w) f(w) do, k(z,w):k(k?;TwP).

Tudjuk, hogy
/ k(z,w)v®doy, = Ay®,
H

ahol z = i-t helyettesitve,

A:/ (i, w)v® oy, = / / (’Z_W)vsdzg”
/ / ( — 1" ) "2 dudv.

Legyen

Ekkor
Lo Lo )
[

A=

_ /0 vg(logv)v* =% dv = / " gwerdy ™ as),

— 00

t) e
+ d dfvg(logv).

a Fourier integral altaldnositdsa, az ugynevezett Selberg transzformacio; itt A =
s(s—1),s=1/2+,/F+\
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A két s értéknek ugyanazt az eredményt kell adnia, G(s) = G(1 — s). Ez abbdl
is latszik, hogy t v-ben és 1/v-ben szimmetrikus lévén, a definicié szerint eYg(y) =
g(—y). Ezen szimmetridktdl eltekintve a k, g, G fliggvények barmelyike eléirhatd,
és a masik ketto beldle egyszerti formulaval kiszamithato.

Kiegészités. A Selberg &ltal tekintett altalanos analitikus sokasdgokon hasonlé
a helyzet azzal a kiilonbséggel, hogy az invarians differencial operatorok gytirijét
nem egy, de véges sok elem generdlja, és a sajatfiiggvények szerepét ezen véges sok
generator kozos sajatfiiggvényei jatszak. Ismerve egy ilyen sajatfiiggvény sajatér-
tékeit egyszerre mindegyik generatorra nézve, meghatarozhaték az integral opera-
torokra vonatkozé sajatértékek is.

DISZKRET RESZCSOPORTOK

A mozgatasok I' részcsoportjat diszkrétnek mondjuk, ha rogzitett z € H-ra a
{vz: v € I'} halmaz nem torlédik H-ban.

Két pont, z; és zy ekvivalens (mod I'), ha van v € T', amelyre yz; = 25. Az
ekvivalencia osztalyok halmazat R-rel jeloljiik.

A ® C H halmaz fundamentélis tartomany, ha minden ekvivalencia osztalybol
pontosan egy elemet tartalmaz. Mdasszéval, ha a y© (v € I') halmazok H diszjunkt
particiojat alkotjak.

A valds tengelyen I' = {T),} esetében © = [0, 1) valaszthaté fundamentdlis tar-
toménynak. A két ekvivalens végpontot Osszeragasztva R topoldgiailag korvonal
lesz. Az euklideszi sikon tipikus diszkrét csoport I' = {z + nwy + mwq: n,m egész}
(Swy/wy # 0). D-nek vélaszthatd a megfelels racsparallelogramma. A szemkozti
ekvivalens oldalakat O0sszeragasztva R topoldgiailag torusz lesz.

E példédk mintajara tegyiik fel, hogy I' fixpontmentes, (azaz az identitds kivé-
telével elemeinek nincs fixpontja), — amit hallgatélagosan mar a fundamentalis
tartomany szigori értelmezésével is feltettiink, — és hogy van “kompakt”, (azaz
nem—euklideszi értelemben korldtos) fundamentélis tartoménya.

D ekkor vilaszthaté (nem-euklideszi) sokszognek, amelynek oldalai paronként
ekvivalensek. Az ekvivalenseket Gsszeragasztva R topoldgiailag gomb lesz véges sok
fiillel. Ezek a kompakt, “zart” Riemann feliiletek. A fiilek szama, a Riemann feliilet
neme, amit ¢g-val fogunk jelolni, itt > 1: ¢ = 1, azaz térusz csak az euklideszi sikon
fordulhat eld.

R 6rokli H metrikajat és mértékét; R mértéke, o(D) = 4n(q—1) véges. A H —
R leképezés, amely z € H-hoz az ekvivalencia osztélyat rendeli hozzé, lokélisan
kolesonosen egyértelmii, R dgynevezett univerzalis fedése.

Az f(z) (z € H) figgvényt automorfnak mondjuk I'-ra nézve, ha f(vz) = f(2)
(v € T'). Maésszéval f ekvivalens pontokban egyforma értéket vesz fel, azaz az R
Riemann feliileten értelmezett fliggvény.

Mostantél kezdve H-n értelmezett fliggvényen mindig automorfat értiink. In-
varians operator automorf fliggvénybol automorfat csinal: vLf = Lyf = Lf, tehat
L valéban R-en hat. Ezen fiiggvények koziil is az £o(R,do) = £2(D, do)-beliekre
szoritkozunk. A skalar szorzatot, énadjungéltsagot is ebben a térben értjiik.

D spektral felbontasa. Ebben az értelemben D 6nadjungalt, s6t negativ opera-
tor.

15



A Green-formuldt ugyanis a sokszognek képzelt O-re felirva,

(Df,9) /Df Gdo, — // PAS T d:Ide
e (S22

ahol 0/0n a kiils6 normalis szerinti derivéltat jelenti, ds az ivhossz elem.
A vonalintegral eltiinik: ha ¢ és v¢ (v € T') két ekvivalens oldala ®-nek, akkor

f(yz) = f(2) alapjén , )
o= -2 ),

e = [ eagtan el = [ e

és az oldalakon vett integrdlok paronként kiejtik egymadst.
Innen latjuk, hogy valéban (Df, g) = (Dg, f), és hogy ez < 0 g = f esetén.
Mi a D operator képtere? g erre akkor és csak akkor merdleges, ha minden f-re

(Df,g) = (f,Dg) =0,

tehat, ha Dg = 0, azaz g harmonikus, de akkor a maximum elv szerint konstans.
A képtér lezarasa tehat az

0% rre g, /@fda:()}

fliggvénytér.
(Mivel nem tudjuk el6re, hogy g sima fiiggvény, amelyre D alkalmazhatd, preci-
zebben — egy kordbbi jeloléssel — azt kellett volna mondani, hogy

(DLsf,9) = (LsDf,g) = (Df,Lsg) = (f,DLsg) = 0

= DLsg = 0 = Lsg harmonikus = Lsg konstans = g konstans.)
Ha D-t is £9-ra korldtozzuk, akkor Df = 0 = f = 0, D tehat “invertalhaté” e

téren. Az inverz
/ G(z,w) f(w) doy,
alakt integral operator.
Ha példaul G(z,w) mindkét véltozéjaban automorf, w-ben z és egy rogzitett zg

(és a veliik ekvivalens pontok) kivételével harmonikus, és

—log|w — 2| +0O(1) (w— 2),
log|lw — 20| + O(1)  (w — zp),

Glz,w) = {

akkor ezt az integral operatort D f-re alkalmazva f(z)— f(z)-at adja vissza, mint az
a Green formula segitségével egyszeriien bizonyithatd ®-bol z és zg koriil kis koroket

16



kihagyva, amikoris a normalis szerinti derivaltnak a kis korokon vett vonalintegralja
fogja hatarértékben f(z)-t, illetve f(zg)-at reprodukdlni. Az integrél operator tehat
konstanstdl eltekintve valéban invertalja D-t. Ilyen G(z, w) fliggvény a harmonikus
fiiggvények klasszikus kostrukciés mddszereivel nyerheto.

Az integral operdtor szintén negativ, és mivel G-nek csak logaritmikus szingu-
laritasai vannak, Hilbert—Schmidt tipusid. Az ilyen operatorok &altalanos elmélete
szerint a normalt sajatfiiggvények, {f;(2)}52; teljes ortonormélt rendszert alkot-
nak £9-ban; a sajatértékek 0-hoz tartanak és minden 0-tdl kiilonbozé sajatérték
sajataltere véges dimenzids. Operatorunk invertalhaté, tehat a 0 nem lehet sajat-
érték. Visszatérve D-re Osszefoglalhatjuk e klasszikus spektralelmélet eredményét:

Df; = Nifj, 0 > \; — —oo, és hozzavéve \g = 0-t és fy = (o(D)~1/2,
{£i(2)}52, teljes ortonormélt rendszert alkot £2(®, do)-ban.

Integral operator spektral felbontasa. Integral operatort automorf fiiggvényre
alkalmazva

Lf= /Hk;(z,w)f(w)daw = Z/@ k(z,w)f(w)doy

~er v

:Z/@k(z,vw)f(’yw)daw :/@K(z,w)f(w)daw,

~el

ahol
K(z,w) = Z k(z,yw).

~yel

K (z,w) mint mindkét véltozéjaban automorf fiiggvény kifejthet az ilyen fiigg-

vények terében teljes {fi(2)f;(2)}75—o ortonormdlt rendszer szerint. Ugyanigy,
ahogy a valds esetben, a kifejtés igy néz ki:

K(z,w) =) Aifi(2)f;(w),
j=0

ahol Lf] = Ajfj-
Az operdator nyoma

— = . . 2 — -
/@K(z,z)daz—jz::oAj/gﬁj(zﬂ do, Z%AJ,

azaz

> k(z,yz)do =) | k(z,v2)do = i/\j.
3 2

~vel ~el 5=0

A NYOMFORMULA

k(z,vz) megfelelGje a valés esetben konstans volt, ezért a baloldalt tovabb ala-
kitjuk.
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Altalanosabban, mikor lesz k(w, yow) = k(z,72)? Ha w = Tz, akkor
k(w,yow) = k(Tz,7%Tz) = k(z, T *4T2),

tehat akkor biztosan, ha v = T~ 14T, vagyis, ha v és o egymdsnak T &ltali
konjugaltjai. (Ha v = v, akkor ez azt jelenti, hogy ~o és T' felcserélhetéek, mint a
valés esetben mindig, ami most azonban ritkasag.)

Osszegezziink ezért kiilon—kiilon az egyes konjugdlt osztdlyokra! ~o konjugélt
osztélyat jeldlje {vo}. A konjugélé elem legyen g: v = g~ 1y0g. (Itt g € T lesz, bar
az el6bbi megjegyzéshez ez nem sziikséges.) Ha két ilyen megegyezik,

9 091 = 9 09, 997 0 = Y0991 "

az azt jelenti, hogy gg1 ' € [Yo] ©la ~vo-lal felcserélheto elemek részesoportja I'-ban.

Tehat altalaban
> = 2

v€{v}  g€r'/[vo]

ahol v = g7 1409, és a masodik Osszegben g a [yg] szerinti jobboldali (baloldali?)
mellékosztalyok egy—egy reprezentansan fut végig.
v € {7} esetén

/ k(z,72) do — / k(21 g~ v0g2)do — / k(92,7097 do = / k(2,702) dor
3] 3] 3]

[e13)

Z / z,vz)d Z / (2,702 da—/@ k(z,7v0z) do,

ve{r0} 9€T /0] (70)

ahol
D)= |J 92
g€/ o]
Ha az itt szerepl6 g reprezentdns elemeket balrdl végigszorozzuk [vg] elemeivel,
akkor megkapjuk I' elemeit, mindegyiket pontosan egyszer. Mésszdéval a vD (7o)
(v € [7]) halmazok H diszjunkt particiéjat alkotjak, tehdt ©(vyo) a [yo] diszkrét
részcsoport fundamentalis tartomanya.
Osszefoglalva,

Z / z,7% da—/ k(z,v0z) do.

~vE{v0} D (70)

Korabbrdl tudjuk, hogy k(z,v0z) automorf [yg]-ra nézve, igy igazabdl mindegy,
hogy [yo] melyik fundamentélis tartoményét vélasztjuk ©(vg)-ként.

X ok ok

A mozgatdsokrol. Az identitdstol kiilonbozo mozgatasnak egy vagy két fixpontja
van. Ha csak egy van, akkor az valds vagy a oo; ezek a parabolikus transzformaciok.
Ha van fixpont H-ban, akkor a konjugaltja a masik fixpont; ezek az elliptikus
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transzforméciék. A tobbinek két kiilonbozo, valés vagy oo fixpontja van; ezek a
hiperbolikus transzforméaciok.

A fixpontmentességgel kizartuk, hogy I'-nak elliptikus eleme lehessen. Parabo-
likus sem lehet, ha ® kompakt. Ha ugyanis T, esetleg ¢ I', a oo-t atviszi v egyetlen
fixpontjdba, akkor T-14T-nek a oo az egyetlen fixpontja, ami csak (euklideszi)
eltolas lehet. Nagy valds részii pontot ilyen eltolas kozeli pontba visz, és vis-
szatérve ~v-ra, majd a megfelel6 pontot I'-beli mozgatassal ©-be vive latjuk, hogy
létezik parabolikus v, € T' és z, — zo € D gy, hogy d(zn,Vnzn) — 0. Ekkor
0 < d(z0,7vnz20) — 0, ami ellentmond I' diszkrétségének.

v € T' tehat csak hiperbolikus lehet. Ha T, esetleg & I', 0-t és oo-t atviszi y
két fixpontjéba, akkor T~ 1yT-nek 0 és oo lesz a két fixpontja, és igy oz (0 > 0)
alakl, ahol — 0-t és oo-t esetleg felcserélve — feltehetjiik, hogy o > 1. o-t 7, s6t
{7} egyértelmiien meghatarozza, és v és {y} norméjdnak nevezzik: o = N(v) =
N({7)).

Két mozgatds akkor és csak akkor cserélhet6 fel, ha fixpontjaik megegyeznek. A
vo-lal felcserélheté mozgatasokhoz tehdt ugyanaz a T' vélaszthatd és latjuk, hogy
ezek csoportja a o > 0 szdmok multiplikativ csoportjival izomorf. [yo] mint a 7o-lal
felcserélhet6 mozgatasok diszkrét részcsoportja ezért végtelen ciklikus. Legyen ~*
ennek egy generatora: [yo] = {y*'}22___. v*-ot primitiv elemnek, {y*}-ot primitiv
konjugdlt osztalynak hivjuk. Ha el6irjuk, hogy vo = +*™ m > 0-val, akkor g
egyértelmiien meghatarozza vy*-ot. Legyen o* = N(v*).

* % %

/ k(z,v0z)do = / E(T 2, T 'yz2)do = / k(z, T 'yT2)do
D (7o) D (70) -9 (70)
:/ k(z, 002) do,
T (v0)
ahol g = N(70).

T1D(v) a T v]T = {0*'2}°___ csoport fundamentalis tartoménya, éspedig
tetsz6leges fundamentdlis tartomanya lehet; valaszthatjuk a {z = re??: 1 < r <
0%, 0 < ¥ < w} félgylirinek. Azt is tudjuk elére, hogy k(z,002) a 0oz transz-
formacidval felcserélheto pz transzformécidkra nézve invarians, vagyis minden sugar
mentén konstans.

dr dv o 1
/ k(z, 00%) da—/ / (2, 002) ZT / k(e gpe’ )Og—gdﬁ:
19 (+0) r2sin? 0 sin? ¥

/2 W2\ /2 —1)2\ &
:2/ k;<‘e — 00¢ ')ng d19—2logg/ k(<é’“,2)) —
0 sin - pg sin v Y 0 0o sin” ¥ / sin” 4

Ez at = (00— 1)%/00 = 00 +1/00 — 2 és 7 = t/sin? 0, azaz ¥ = arcsin\/t/T
helyettesitéssel

zzlog@*/ kT Y lose 5T g =
t

t /1_127'3/2 oVt T—1
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log o* [ k(T +t log o log o
_ 108 ng _ %8 ——=/00g(log 0y) = g /09 (log 00)
Vvt Jo VT Vit \/9_0
lo o*
& r9(log 00)

©o

g korabbi definiciéja szerint.
Osszefoglalva,

(Ez lett végiil az eredetileg semmitmondé 6sszegh6l!)
Az identitast tartalmazo egyelemi konjugalt osztédlyt kiilon kell kezelntink:

™

= g :q_l — SF—/S S S
/@k(z,z)do——k(o) (D) : /@(1 25) = (5)G(s)d

G korabbi definicigja szerint hosszabb, de szamunkra kevésbé érdekes szamoldssal;
itt (o) az « valds részi fiiggbleges egyenest jelenti, a > 0.
A korabbi nyomformulank,

Z/ (z,7v2)d :iAJ

yer Jj=

tehat igy alakul:

™

q _.1 /( )(1 — 25)%(S)G(S) ds + Z wg(logl\f({%})) _ ZG(SJ)

v} = N{w} j=0
Itt ~
G(s) =/ g(y)e® dy,
1 1
Sj = 5 -+ Z + )\j,

(csak az egyik négyzetgyok veendd), ahol \g =0, \; <0 (j =1,...) D sajatértékei
multiplicitassal véve,

{70} az identitdst nem tartalmazd konjugdlt osztdlyokon fut végig, {v*} a megfelel
primitiv osztaly, (v* definidlhat6 példdul ¢ legnagyobb kitevsjli, I'-beli gyokeként,)
N() a norma,

g a Riemann feliilet neme.

Ez a hires Selberg—féle nyomformula a legegyszeriibb esetben.

Kiegészités. Csak kényelmi szempontbdl zartuk ki az elliptikus transzforméci-
6kat. Ha ® kompaktsdgat sem koveteljiik meg, akkor o(®) < oo esetén I' még
viszonylag egyszerii, végesen generalt, de mar megjelennek parabolikus elemek, D
spektruma pedig méar nem tisztan diszkrét, folytonos része is van. A (D) = oo
esete lényegesen mds, (Patterson).
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A SELBERG-FELE (-FUGGVENY

A formula emlékeztette Selberget a
> 1
Z — (Rs>1),
i n®

a Riemann—féle (—fiiggvény elméletében ismert és hasznélt képletekre.
Az Euler—féle szorzat—eldallitas,

1 1 1
C(S)ZH(1+E+Z$+---):H1_L
P p p?

logaritmikus differencialasaval

ahol A(n) = logp, ha n a p prim hatvanya és 0, ha n nem primhatvény.

AG(s) = ffooo g(y)e’Y dy jelolést megtartva, a teljes hasonldsag érdekében legyen
itt is e¥g(y) = g(—y), G(s) = G(1—s). Tegyiik fel, hogy G(s) reguléris a —e < fs <
14 e savban, és a oco-ben kell6 rendben eltlinik; ez a valdodi feltétele a nyomformula
fenndalldsanak is. Egy ”Weil-féle explicit formula” erre az esetre igy néz ki:

F/
ZA g(logn) = — —ZG 0) 47” o (I‘ <2> logﬁ) G(s) ds,

ahol a jobboldali 6sszegben g a (—fliggvény 0 < Rp < 1 savba es6 gyokein, vagyis
¢'/((s) polusain, az dgynevezett nem—trividlis gyokokon fut végig, és az integrél
felel meg a tobbi, a negativ paros egész helyeken levo, tigynevezett trividlis gyoknek;
0 < a < 1. (Bizonyitds: A baloldal

__ v ¢
=20 o C(S)G(s)ds.

A Reziduum-tétellel dttoljuk az integracids utat (—e)-ra, majd ((s) és G(s) fiigg-
vény egyenletét felhasznalva — mindegyik az s és 1 — s helyen felvett értékek kozott
teremt kapcsolatot — visszairjuk (14 €)-on vett integrélld, amikor ismét megjelenik
a baloldalt kifejezé integral.)

A nyomformuldban n-nek N({vo}), A(n)-nek log N({v*})/(1 — 1/N({vo}) felel
meg. Vezessiik be ezért a

logN({y"'}) _ 1
1 S
& 1w N

Dirichlet sort.
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A primitiv konjugalt osztalyokra Gsszegezve ez igy irhato:

o log N ({~* log N (
3 P T S Y A

= LT ey =N

/ /

ZZZZN TN - | X e - N | =

{y*} I=1v=0 {~y*} v=0

/

= logHH ﬁ) 227/(3)7

{v*}v=0

ahol

=T w0

{v*}v=0

a Selberg—féle (—fiiggvény.

A Selberg és a Weil formula analdgidajabdl “leolvashaté”, hogy Z(s)-nek az s -
kben gyoke van; itt s; = 1/2 + y/1/4 4+ Aj-nek mind a két értékével szamolunk,
amikoris a nyomformula jobboldalan levé &sszeg is 1/2 szorzét kap. A negativ
el6jel hidnya miatt sy = 1 és 0 is gyok! Mivel 0 > \; — —oo (0 < j — 00), véges
sok gyok eshet az [1/2,1) intervallumba, — ismeretes, hogy ilyenek nagy szdmban
el6 is fordulnak nagy g esetén, — de a tobbire igaz a “Riemann sejtés”, Rs; = 1/2.
Az | (@) tag jelent még “trivialis gyokoket” a negativ egész helyeken.

Z(s)-et és Z(1—s)-et a ((s)-éhez hasonld fliggvényegyenlet kapcsolja Gssze abbdl
adéddan, hogy A = s(s — 1) s-ben és (1 — s)-ben szimmetrikus.

Z(s) ezen tulajdonsdgai révén ugyanannyi informéciét tartalmaz, mint maga a
nyomformula.

ALKALMAZASOK

Konjugalt osztalyok “Primszamtétele”.
Ahogy a Riemann—féle (—fiiggvénybdl a primszamtétel, igy vezethet6 le Z(s)-bol

a
Z 1= Liz+ Z Liz® + O(z3/)

N{{y*}<= —1/4<X;<0

Eia::/ du .
5 logu

A 3/4 kitevé — a ma ismert legjobb(?) — a “Riemann sejtés” teljesiilése ellenére
sem 1/2, aminél persze jobb nem lehet. (Elséként Huber bizonyitotta a Z(s)-hez
hasonlo fiiggvény segitségével szintén a Laplace operator sajatfiiggvényei szerinti
sorfejtéssel, a nyomformuldt nem ismerve.)

aszimptotika, ahol
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Geometriai jelentés.

A T csoport magan az R Riemann feliileten is felismerheto: izomorf a funda-
mentalis csoportjaval, azaz ry rogzitett pontjabdl indulé és oda visszatérd zart
¢ gorbék homotopia osztalyainak csoportjaval, amelyben a gorbék Osszefiizése a
miivelet. A megfeleltetés: rg-nak az univerzalis fedés szerinti egyik Osképét, zg-at
lerogzitve, folytassuk — nyomjuk fel H-ra — f-et zy-bdl kiindulva; ha ez z;-ben
végzodik, akkor rendeljiik /-hez azt a v € I' elemet, amelyre vzo = 2.

I' konjugdlt osztélyainak a szabad homotdpia osztalyok felelnek meg: Két zart
gorbe akkor homotép ebben az értelemben, ha az egyik a masikba deformélhato
minden pontjat szabadon mozgatva; a megfeleltetés £ és v osztalyai kozott ugyanaz
mint az el0bb, f-nek tetszoleges zy pontjat kezdépontként kijelolve.

Minden szabad homotoépia osztalyt mérhetiink legrévidebb gorbéjének hosszaval.
Ha {70} a megfelel6 konjugdlt osztély, akkor ez a hossz

min mind(z,vz).
ve{v0} z€H (2:77)

A bels6 minimum valéjdban fiiggetlen v € {70}-tdl, s6t vp-at tetszéleges, nem
feltétlentil I'-beli T" mozgatassal konjugalva,

d(z, T 'Tz) = d(Tz,vTz),

ahonnan
ind(z, T~ 'Tz) = mind :
min (z, YT'2) min (z,702)

E konjugaltként a pgz transzforméciét valasztva, ahol gg 7y norméja, a minimum

Qo dy
min (2, 002) /1 » og 0o = log N({0}),

mint konnytli ellendrizni. A minimumot adé gérbe H-n az [i, pot] szakasz, egy
geodetikus vonal. R-en ennek zart geodetikus felel meg, minden szabad homotépia
osztalyban pontosan egy. “Primszamtételiink” masszoval a zart geodetikusok hosz-
szainak eloszldsat irja le. Primitiv konjugdlt osztalynak egyszer, nem primitivnek
tobbszor koriiljart zart geodetikus felel meg.

Hiperbolikus koérprobléma.

Ugyanigy mérhetjiik a kozonséges homotdpia osztalyokat is a benntik levo gorbék
minimalis hosszaval. Ha a leirt megfeleltetés a homotdpia osztalyhoz -t rendeli
hozza, akkor ez a minimélis hossz d(zg,vz0).

Mindjart dltaldnosabban vizsgélhatjuk d(z,yw) eloszlasat. Az euklideszi eset
mintdjara a yw (v € I') pontok nevezhet6k hiperbolikus racspontoknak, és

> 1
~yel
d(z,yw)<r

e racspontok szama a z kozéppontt, r sugari korben.
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Ha k(z,w) a {z,w: d(z,w) < r} halmaz indikdtor fiiggvénye, akkor ez a szdm
nem mas, mint

K(z,w) = Z k(z,w).

~el

Korabbi sorfejtésiink szerint
K(z,w) =) Ajfi(2) f;(w).
j=0

Ennek kezeléséhez \;-n és Aj-n kiviil a sajatfliggvényekrdl is sziikség van informa-
ciéra.

j = 0 a fotag, az r sugaru kor teriilete osztva a fundamentalis tartomany
teriiletével, mint varhaté. —1/4 < A; < 0 ad tovabbi, hatvanyrendben kisebb,
2-t6l és w-tol fluggd egylitthatdju tagokat; a maradékra ismert legjobb(?) becslés
itt is a f6tag 3/4-ik hatvanya. (Huber eredménye.)

Mig az euklideszi korproblémaban elemi geometriai megfontolas mar jé aszimp-
totikat ad, amennyiben a hibatagot a kor kertiletével becsiili, itt az hasznalhatatlan,
mert nem—euklideszi nagy kor teriilete és kertilete egyforma nagysagrendii.

Sajatértékek eloszlasa.

A nyomformulat visszafelé olvasva, a benne szerepl6 fliggvények alkalmas valasz-
tasaval, — amikoris éppen forditva, a baloldal egyetlen tagja, a v =identitasnak
megfeleld jatszik csak szerepet, — a \; sajatértékek eloszldsara lehet kovetkeztetni.

Az aszimptotika, Weyl tétele klasszikus eredmény sikbeli tartomédnyokra, de Rie-
mann feliiletekre is altalanositottdk. A Selberg formula segitségével bizonyithato,

hogy

d 1= %x—kO(ﬁ).

—\j<z

Még az sincs kizdrva, hogy a hibatag O(z¢).
A sajatérték spektrum, a {\;}52, sorozat egyértelmfien meghatdrozza a zart
geodetikusok hossz, illetve a konjugalt osztalyok norma spektrumaét, az

{N({v D}

sorozatot és viszont. De van két nem konform és nem antikonform ekvivalens
zart Riemann feliilet, — csoportelméletileg kifejezve két, a (tengelyes tiikkrozést is
tartalmazo) teljes izometria csoportra nézve nem konjugalt diszkrét csoport, —
amelyek spektrumai megegyeznek!
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