A 1995. évi Schweitzer verseny valdszintiségfeladata,

illetve néhany mogotte levo érdekes a nagy eltérések elméletéhez tartozéd kérdés.

Az 1995. évi Schweitzer verseny valdsziniség feladata

Legyen &, = ni + 9, ahol ng, k= 1,2, ..., fiiggetlen val6sziniiségi valtozdk ismert F(x)
eloszlassal, ¥ pedig ismeretlen paraméter. Ha az F(x) eloszlis &dltal meghatérozott
mérték nem abszolut folytonos a Lebesgue mértékre nézve, akkor alkalmas a > 0 szdm
esetén minden € > O-ra létezik olyan T, (x1,. .., x,) fiiggvény és E C R! halmaz, melyre
A E) < g, ahol ) jeloli a Lebesque mértéket, és

P(|Tn(€177§n) _19’ ¢ E) < e "

minden elég nagy n-re.

Ha az F(z) fuggvénynek létezik folytonos stirtiségfiiggvénye, akkor minden o > 0
szamra létezik olyan € = e(a) > 0 szam és n(e, o) kiiszobindex, amelyekre n > n(e, a)
és A(F) < ¢ esetén tetszOleges T, (x1,. .., x,) figgvényre

P(|Tn (&1, 8n) — 09| € E) >e .

A feladat jobb megértése érdekében tekintsiik a kovetkezo természetes jeloltet a

1 n
becslésre: T, (&1,...,&) = — >, (§&x — Enk). Ez a becslés még a legszebb esetekben
N k=1

sem elégiti ki a feladat feltételeit. (e~"* kicsiségli hiba nem lehetséges nagyon kis € > 0
esetén.)

Legyen adva van két eloszlasfiiggvény, F és G, és legyen &1,...,&, n fiiggetlen
egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozo F eloszlasfiiggvénnyel. Vezessiik be az F,, () =

1
E#{p: 1 <p<n, { <z} empirikus eloszlasfiiggvényt. Be lehet bizonyitani, hogy

1
~ g (o) = Gla)| < £) ~ I(GIF) = [log G20
hires Sanov tétel, mely informalisan megfogalmazva azt jelenti, hogy jellemezni tudjuk,
milyen (exponencidlisan kicsi) valdsziniiséggel viselkedik egy F' eloszlasi minta tugy,
mintha G eloszldsi minta volna. Ennek a valészinliségnek az exponensét az I(G|F)
ugynevezett I-divergencia adja meg. Ez azért érdekes a targyalt feladat szempontjabodl,
mert a 9 paraméterre akkor tudunk jé becslést adni, ha az F' eloszlasfiiggvény az elobbi
értelemben jél megkiilonboztetheto eltoltjaitol. Ezt a megkiilonboztethetéséget az I
divergencidval lehet mérni. A feladat allitdsa pongyolan megfogalmazva azt jelenti,
hogy egy eloszlasfiiggvény akkor kiilonboztetheté meg jol eltoltjaitol, ha nem abszolut
folytonos a Lebesgue mértékre nézve.

dG(u) kis e-ra és nagy n-re. Ez a

1.) Bizonyitsuk be, hogy a ¢ paraméter lokalizalhat6 a kovetkez6 értelemben: Minden
a > 0-hoz lehet definidlni olyan A,, = A(a, &1,...,&n, F), B, = B(a,&1,...,&n, F)
szamokat ugy, hogy P(A, < ¥, < B,) > 1—e "% és B, — A, < L egy deter-
menisztikus (n-tol fliggetlen) L szammal.
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Segitség: Legyen A, = 1r§r}€i£1n ¢k, B, = 1I<n]?§<n &k, ha B, — A,, nem tul nagy.

Lassuk be a Schweitzer feladat pozitiv allitasat. Vezessiik be a kdvetkezo jeloléseket.
Legyen az F' eloszlas altal meghatarozott p mérték dekompozicidja p = e+ ps, ahol p
a mérték abszolut folytonos, és s a mérték szingularis része. Legyen us az A halmazra
koncentrélva, azaz legyen ps(A) =c¢ > 0, us(R\ A) =0, A(A) = 0. Mivel u(A) > 0,
az F eloszlasa nq,...,n, valdszintiségi valtozék pozitiv része esik az A halmazba. Ez
akkor igaz a (&1,...,&,) = (m +9,...,n, +0) véltozékra is, ha pu(A —3J) > 0. Viszont
majdnem minden ¥-ra u(A — ) = 0. E tény segitségével lehet kisziirni a nem jé
értékek nagy részét. Illetve érdemes az allitast folytonositani, hogy ¥-t nem tartalmazo
kis intervallumokat is ki tudjuk sztirni.

2.) Legyen K = {t: t € R', u(A —t) > 0}. Ekkor A\(K) = 0. Létezik olyan kompakt
B C A halmaz, melyre pu(B) > g Jelolje B = {t: t € R', p(t,B) < §} egy ilyen

B halmaz § sugaru kornyezetét. Lassuk be, hogy tetszoleges € > 0-ra létezik olyan
§ > 0, hogy a K& = {t: u(B° —t) > ¢} halmazra u(K°®) < ¢, s6t ennek & sugart

kornyezetére is <(K8)5> <e.
3.) Legyen t € K¢, ahol K®-t az el6z6 feladatban definidltuk, ¢’ < {t — g, t+ g} . Ekkor
av,(t') = #{1: 1 <1 < n, &+t € BY2) valtozéra P(v,(t') > n|loge|™!) <
2e~ /¢ mivel u(B%? —t') < e. Hat € [—g, g}, akkor mivel p (B® +t) > —

N O

P(vp(t') < n|loge|™t) < e me.
A fenti észrevételek segitségével oldjuk meg a Schweitzer feladat elsé felét.

Segitség: Azon a mar lokalizalt intervallumon, ahol ¥} nagy valészintiséggel taldlhaté
tekintsiink egy stiri racsot, és ha t eleme a racsnak, nézziik meg, tartalmaz-e a A% —t
halmaz sok & pontot. Vegyiik az els6 ilyen pontot.

Tekintsiik a feladat negativ részét, annak bizonyitasit, hogy amennyiben az F'(z)
eloszlasfiiggvénynek van folytonos derivéltja (folytonos stirtiségfiiggvénye), akkor nem
lehet olyan jo becslést adni ¥-ra, mint a nem abszolut folytonos esetben. Azt kell
megfogalmazni és bebizonyitani, hogy ebben az esetben az F' eloszlasfiiggvénybdl, illetve
annak kis eltoltjaibdl szarmazé mintak nem kiilonboztethetéek meg nagyon.

4.) Bizonyitsuk be, hogy ha F-nek van folytonos F’(z) siiriiségfliggvénye, akkor tetszé-
1
leges 6 > O-ra van olyan L = L(6) szam, melyre a B(L) = {t: lt| < L, F'(t) > Z}

halmaz F' eloszlas szerint meghatarozott pp mértéke nagyobb mint 1 — §. Legyen
A C R" olyan halmaz, amelyikre A C B(L) x --- x B(L). Jeldlje Hp(m az F(x—9)
eloszlas n-szeres direkt szorzata altal meghatarozott mértéket. Bizonyitsuk be, hogy
Ppom (A) Z €7 o (A).

5.) Bizonyitsuk be az eléz6 feladat segitségével a Schweitzer feladat negativ felének
kovetkezo gyengitett véltozatat: Ha az F' eloszlasnak létezik folytonos stirtiség-
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fiiggvénye, akkor rogzitett o > 0-ra és nagyon kicsi € = £(a) > 0-ra nincs olyan
T,(x1,...,x,) becslés a ¥ paraméterre, melyre

P(|T,(&1,...,&) — 0] <e)>e ™™
(Azaz az E = (—¢,¢) véalasztassal nem lehet a feladat allitdsat teljesiteni.)

Az el6z6 feladat bizonyitasa azon alapult, hogy elég kis e-ra nem lehet két diszjunkt
halmazt talalni ({(z1,...,2n): |Tn(z1, ... xn)| < e} és{(z1,...,20): |Tn(z1,. .., 2p) —
2¢| < €} halmazok) az R™ térben, melyeknek az p pm illetve a hozzd kozel levo )

0 €

szerinti mértéke nagy. A feladat bizonyitasdhoz ezt az érvet finomitani kell. Azt kell
kihaszndlni, hogy ha az E halmaz mértéke kicsi, akkor a {|7},(&1,...,&) — Y| € E}
halmazoknak nem lehet nagy metszete minden kiilénboz6 91, ¥9 parra. Ezt az allitast
fogjuk pontosabban megfogalmazni.

6.) Definidljunk egy v mértéket a szdmegyenesen, mint a kovetkezé feltételes eloszlast.

v(A) = P ({(z1,...,2pn): To(z1,...,2,) € A} 2; € B(L), 1< L <n).

Ekkor v(FE) > % elég nagy n-re, ahol E' a Schweitzer feladatban szereplé F halmaz,
ha € > 0 elég kicsi, az L konstans pedig elég nagy a B(L) halmaz definiciéjaban.

Tetszéleges n > 0O-ra és € = £(n) > 0 kiiszobindexre igaz, hogy ha v olyan mérték
a szdmegyenesen, melyre v(E) > o és A\(F) < e, akkor létezik 0 < ¢t < 5, melyre

V(E\(E+t))>i.

6.) Bizonyitsuk be a Schweitzer verseny allitasanak negativ felét is.



