Racspontok szama konvex tartomanyban:

Feladat: Legyen A egy sima hataru szigorian konvex halmaz. Lassuk be, hogy a réacspon-
tok szama az RA halmazban — R? - A halmaz teriilete kisebb mint const. R%/3.

Megjegyzés: Ez a feladat a klasszikus korprobléma egy természetes dltalanositasara adott
nem-trividlis becslés. A bizonyitas példat mutat arra, hogyan lehet hasznélni a Poisson
féle Osszegezési formulat nem-trividlis becslések bizonyitasara. Ezért érdemes feldolgozni
ennek az allitasnak a bizonyitasat az alabbi feladatsorozat segitségével:

Jelolje s(R, ) a rdcspontok szamét az RA +z, R > 0, x € [0,1] x [0,1] tartomanyban.
Bizonyitsuk be, hogy az s(R, z) fiiggvény Fourier sora a kévetkez6 alakban irhaté fel: (Ez
a formula a Poisson Osszegezési formula az adott esetben:)

S(R.a)~ Y OO pa(n) = B2 Y 0 g0 (R
neZ?2 neZ?

ahol xa(u) és Xga(u) jeloli az A illetve RA halmaz indikatorfiiggvényének a Fourier
transzforméltjat az u pontban.

Ez a formula a kulcspontja a kivant becslés bizonyitasanak. Két probléma meriil fel ennek
a formulanak az alkalmazasanal:

1.) A fenti formula formalis sorfejtés. A felirt Fourier sor még csak nem is konvergens.
2.) A formula alkalmazdsihoz sziikség van a x a (u) Fourier transzformalt becslésére.
A kivant Fourier transzformaltra pontos aszimptotikat lehet adni. Ezt egy késébbi alka-

lommal megtargyalhatjuk. Most csak idézziik azt a kovetkezményét ennek a formulanak,

amire sziikséglink van:

IXa (u)] < const. |u|~3/% .

Az els6 pontban felvetett problémat alkalmas konvolucio segitségével végrehajtott simitds-
sal oldhatjuk meg.

Legyen f(z) olyan végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvény a szamegyenesen, melyre

f(z) >0, f(x) =0,ha|z| >1és [ f(x)dr=1. Lassuk be, hogy létezik ilyen fiiggvény.

Definidljuk az Fs(x,y) = 5% f (%) f (%) fiiggvényt az el6bbi f(x) fliggvény segitségével, és
tekintsiik a

SR 2,)s = s(R, )+ Fy()(x) = /S(R', DFy(z—2)ds, 3, 2€ R?



konvoliciét. Bizonyitsuk be, hogy s(R’, x) Fourier transzformaltja teljesiti az

55(R',x) = 3(R',x)Fs(x)

azonossagot, és

~ t.
[Fs(@) < 5 cons Vr e R2ésV k> 0.

ElL
Lassuk be, hogy
S(R,z)=R*> > ™3 (R'n)Fs(n)
neZ?2

azaz, a konvolucié segitségével a Poisson 0sszegezési formulaban azonossagot irhatunk.

Léssuk be, hogy, ha az A halmaz tartalmazza a [—1,1] x [—1, 1] négyzetet, és 6 > % akkor
S(R—6,-)* Fs(-)(z) < s(R,z) < s(R+6,) * Fs(-)(x)

(Hasznaljuk fel a konvolucié geometriai jelentését.Vegyiik észre, hogy az adott feltételek
mellett (R —0)A +x C RA C (R+§)A + z, ha z € [-6,0] x [-0,7].)

Lassuk be, hogy tetszoleges § < 1-re

R? 1
(R[n|)3/2 1+ (|n|o)*

s(R,x) — R%A teriilete < const. | 6R + Z
n€Z2\0

(Vegyiik észre, hogy 5(R — §,0) = (R — 6)%A teriilete, hasznaljuk a Poisson Osszegezési
formulét és a Fourier transzforméltra kapott becsléseket.)

Bizonyitsuk be, hogy

VR o
Z In[3/2(1 + (nd)k) < const. RY/2571/2,

n€Z2\0

Bizonyitsuk be a feladat allitasat, ha a A halmaz tartalmazza a [—1,1] x [—1, 1] négyzetet.

Bizonyitsuk be a feladat &llitdsat ez utébbi feltétel nélkiil is. (Valasszunk egy elég nagy, de
R-tol fiiggetlen nagysagi, K szamot, és definidljuk az Ry = [%} szamot, az Ag = R%A—{—n,
halmazt alkalmas n € Z? eltoldssal, ahol [-] egész részt jelent. Ldssuk be, hogy RA
és RyAo ugyanannyi racspontot tartalmaz. Ezen észrevétel segitségével reduldljuk az

altaldnos esetet a mar bebizonyitottra.)



